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Â ðàìêàõ ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ñòàòèñòè÷å ñêîãî ïîä-
õîäà, îñíîâàííîãî íà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ, à òàêæå íåòðàä èöèîííîãî
ïîäõîäà, îðèåíòèðîâàííîãî íà ïðèíöèïû íåïðåðûâíîñòè, ðàç ìíîæåíèÿ è
êëàñòåðèçàöèè, äëÿ ñîâîêóïíîñòè ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñò âå äàò÷èêîâ
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èçìåðåíèé, ñáîÿìè â ðàáîòå è âûõîäå èç ñòðîÿ îòäåëüíûõ äàò÷è êîâ èëè
çíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè óñëîâèé íàáëþäåíèÿ îáúåêòà èäå íòèôèêà-
öèè. Ïðèâîäÿòñÿ ìîäåëè, êðèòåðèé è àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè , óñòîé-
÷èâûé ê òàêîé íåîïðåäåëåííîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñðàâíèò åëüíîãî
àíàëèçà èñïîëüçîâàíà òðèàíãóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà äàò÷èêîâ, äëÿ êîòîðîé
ïîêàçàí ýôôåêò, äîñòèãàåìûé çà ñ÷åò àäàïòàöèè. Äàíû ïðàêòè ÷åñêèå ðå-
êîìåíäàöèè.
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1. Ââåäåíèå

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåí áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàê òè÷å-
ñêèé çàäåë äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííî-èçìåðè òåëüíûõ ñè-
ñòåì (ÈÈÑ), ñîñòîÿùèõ èç ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñòâå äàò÷èê îâ (îäíîðîä-
íûõ, íåîäíîðîäíûõ, ñòàöèîíàðíûõ è ìîáèëüíûõ), èñïîëüçóåì ûõ äëÿ ñîâìåñò-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ íåï îäâèæíûõ è
ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ. Ïîäîáíûå ñèñòåìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèì åíåíèå â ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ: ìåäèöèíà, òåõíè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà, ðàäè îàñòðîíîìèÿ, ðà-
äèîëîêàöèÿ (àêòèâíàÿ è ïàññèâíàÿ), ðàäèîòåõíè÷åñêàÿ ðàçâ åäêà, ïîëèãîííûå
èñïûòàíèÿ, îõðàíà è ò.ä.
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Ñðåäè ÈÈÑ ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ: ìíîãîýòàïíîñòü îáðàáîò êè äàííûõ, ðå-
æèì ðåàëüíîãî âðåìåíè, ñóùåñòâåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü è áî ëüøèå ðèñêè
(óùåðá) îò íåêà÷åñòâåííûõ îöåíîê è ïðèíèìàåìûõ íà èõ îñíîâå ðåøåíèé.
Íåîïðåäåëåííîñòü ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì äîñòîâå ðíûõ çíàíèé î
çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê èçìåðåíèé, ïðîïóñêàìè â íàáë þäåíèÿõ, ïîÿâ-
ëåíèåì ñáîåâ è îòêàçîâ àïïàðàòóðû, íàëè÷èåì àíîìàëüíûõ îøè áîê èçìåðå-
íèé (ÀÎÈ) è ò.ä. (ñì., íàïðèìåð, [1�5]). Ãîâîðÿ î âîçìîæíûõ ð èñêàõ, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âàæíî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî âîçìîæíûé ñðåäíè é óùåðá, íî
è ïîòåðè îò íåêà÷åñòâåííîãî ðåøåíèÿ â êàæäîì ÷àñòíîì ñëó÷àå , ò.å. îïåðè-
ðóÿ ñ ôèêñèðîâàííîé âûáîðêîé èçìåðåíèé, â òîì ÷èñëå è ìàëîãî îáúåìà.
Ñ ïîäîáíûìè âûáîðêàìè ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ íà ýòàïàõ âò îðè÷íîé è
òðåòè÷íîé îáðàáîòêè äàííûõ, íàïðèìåð, â àêòèâíûõ è ïàññèâí ûõ ðàäèîëî-
êàöèîííûõ ñèñòåìàõ (ïðè ôîðìèðîâàíèè êîñâåííûõ èçìåðåíèé ïåëåíãîâ, âðå-
ìåííûõ çàäåðæåê, íàêëîííûõ äàëüíîñòåé, ðàäèàëüíûõ ñêîðîñ òåé è äð.). Îò
êà÷åñòâà òàêèõ èçìåðåíèé çàâèñèò ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâà-
íèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íàáëþäàåìûõ îáúå êòîâ â ðàì-
êàõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ êîîðäèíàòîìåòðèè (òðèàíãóëÿöèîííî ãî, ðàçíîñòíî-
äàëüíîìåðíîãî, òðèàíãóëÿöèîííî-ðàçíîñòíî-äàëüíîìåðíî ãî è äð.).

Îñíîâó àëãîðèòìîâ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé äàííûõ â óñëîâèÿ õ íåîïðåäå-
ëåííîñòè, ñîñòàâëÿþò êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ì àêñèìóìà àïî-
ñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èëè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâä îïîäîáèÿ, êàê
ïðàâèëî, â ðàñøèðåííîì âàðèàíòå [1, 6�8]. Äàííûé âàðèàíò ïð åäïîëàãàåò
âêëþ÷åíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íåîïðåäåëåííîñòè â ðàñøèðåííûé
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, îäíàêî ïðîöåäóðà ðàñøèðåíèÿ ïðèâîäèò íà ïðàêòèêå ê
ðåçêîìó ðîñòó âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, èçâåñòíîìó ýôôåêòó ¾ ðàçìàçûâàíèÿ
òî÷íîñòè¿ è ïðîáëåìàì ñî ñõîäèìîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ ôîðìè ðóåìûõ îöå-
íîê. Óêàçàííûå òðóäíîñòè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ åùå áîëåå óñ óãóáëÿþòñÿ,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, êàê ïðà âèëî, ââîäèòñÿ
ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ ãèïîòåç (ìíîãîàëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä [6]), êàæäàÿ èç
êîòîðûõ äîëæíà áûòü ëèáî îòâåðãíóòà, ëèáî ïîëó÷èòü ñâîå ïîä òâåðæäåíèå.
Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ óñëîâèé íåîïðåäåëåííîñòè è æåñò êèõ òðåáîâà-
íèÿõ ê ÈÈÑ êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû çà÷àñòóþ ìàëî ïðèãîäíû,
îäíàêî èõ ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü íà ýòàïå ìàòåìàòè÷ åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïð îåêòèðóåìûõ
ÈÈÑ.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî è êâàçèîïòèìàëüíî ãî îöåíè-
âàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñëîâèé íåîïðåäåëåí íîñòè. Ê íèì
îòíîñÿòñÿ: ðàñøèðåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÐÌÍÊ) [7], ìåòî-
äû ìèíèìóìà ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ íåâ ÿçîê [9], ìå-
òîä èíâàðèàíòîâ [10], âñåâîçìîæíûå ìåòîäû ëèíåéíîé è íåëèí åéíîé ôèëü-
òðàöèè (íàïðèìåð, êàëìàíîâñêîé) [1, 6, 7, 11], ðàçëè÷íûå àä àïòèâíûå ìå-
òîäû ñ ïîäñòðîéêîé ïàðàìåòðîâ [12, 13], ðîáàñòíûå [6, 14, 15 ], ðàíäîìèçè-
ðîâàííûå [16, 17], êëàñòåðíûå [17, 18] è íåéðîñåòåâûå [19] ì åòîäû, à òàêæå
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áîëüøîå ÷èñëî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ñïåöèà ëèçèðîâàííûõ
ÈÈÑ (ñì., íàïðèìåð, [20�25]). Ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà îãðàíè÷å íèé íà óñëî-
âèÿ íàáëþäåíèÿ óêàçàííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåâàòü ôà êòîðû íåîïðå-
äåëåííîñòè, íàïðèìåð, áîðîòüñÿ ñ ÀÎÈ. Îäíàêî â óñëîâèÿõ ñóù åñòâåííîé
íåîïðåäåëåííîñòè äàííûå ìåòîäû ñòàëêèâàþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè íåïðåäâèäåí-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè è æåñòêèìè òðåáîâàíèÿìè ê ÈÈÑ, êîòîðûå ç íà÷èòåëüíî
ñóæàþò ñôåðó èõ ïðèìåíåíèÿ.

Ýòî çà÷àñòóþ ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòüþ ó÷åòà ãåîìåòðè÷åñêîãî ôà êòîðà, çà-
âèñÿùåãî îò ðàçìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñåìåéñòâà äàò÷èêîâ è íàáëþäàåìî-
ãî îáúåêòà. Íàïðèìåð, äëÿ óãëîìåðíûõ ñèñòåì âîçíèêàþò òðèà íãóëÿöèîííî-
íåêîððåêòíûå îáëàñòè íàáëþäåíèÿ, õàðàêòåðíûå äàæå äëÿ ñëó ÷àÿ õîðîøèõ
èçìåðåíèé. Êðîìå òîãî, çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî îöåíèâàí èÿ, êàê ïðàâèëî,
ñòàëêèâàþòñÿ ñ âûðàæåííîé íåëèíåéíîñòüþ, ñ ïðèìåíåíèåì íå îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé (íàïðèìåð, íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, íåîáõî äèìûõ äëÿ îïè-
ñàíèÿ ñâÿçè îöåíèâàåìûõ è èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ) è äð.

Óêàçàííûå âûøå ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñò ü â ñðåäíåì
(ëèáî ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé, ëèáî ïî îäíîé äîñòàòî÷íî äëèí íîé ðåàëèçà-
öèè), íî íå ãàðàíòèðóþò êà÷åñòâî ôîðìèðóåìîé îöåíêè ïî îäíî é âûáîðêå ìà-
ëîãî îáúåìà. Êðîìå òîãî, â ïðîöåäóðàõ îöåíèâàíèÿ â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ
âåñîâàÿ îáðàáîòêà, â êîòîðîé ðàñ÷åò âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ
íà îñíîâàíèè áîëüøîãî îáúåìà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Â óñëîâ èÿõ óêàçàí-
íîé íåîïðåäåëåííîñòè òàêàÿ èíôîðìàöèÿ çà÷àñòóþ ìîæåò îòñó òñòâîâàòü èëè
îêàçàòüñÿ íåäîñòîâåðíîé.

Îáùàÿ òåíäåíöèÿ ê ïîñòðîåíèþ ÈÈÑ, ñïîñîáíûõ ïðîòèâîñòîÿòü ðàçëè÷-
íûì ôàêòîðàì íåîïðåäåëåííîñòè, ñîñòîèò â êîìïëåêñèðîâàíè è ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ñ ó÷åòîì ãðàíèö èõ ïðèìåíèìîñòè (â òîì ÷è ñëå è òåõ
ìåòîäîâ, êîòîðûå óêàçàíû âûøå). Êàæäûé èç ìåòîäîâ âûáðàííî ãî ñåìåéñòâà
â íåêîòîðîì ñìûñëå äîëæåí áûòü ¾îðòîãîíàëåí¿ ïî òî÷íîñòè äð óãèì ìåòî-
äàì ýòîãî ñåìåéñòâà è ðåàëèçîâûâàòü ñâîè ïîòåíöèàëüíûå âîç ìîæíîñòè äëÿ
îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íàáëþäåíèÿ. Ãèáðèäíûé ìåòîä, ðåàëèç óþùèé ïðèí-
öèï êîìïëåêñèðîâàíèÿ, äîëæåí ñî÷åòàòü â ñåáå äîñòîèíñòâà ê àê òðàäèöèîí-
íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà (îáåñïå÷èâàþùåãî îïòèìàëüí îñòü â ñðåäíåì),
òàê è íåòðàäèöèîííîãî ïîäõîäà (îáåñïå÷èâàþùåãî îïòèìàëüí îñòü â ÷àñòíîì),
â ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ó÷èòûâàþùåãî ñïåöèôèêó ïðèìåíÿåìî é ÈÈÑ è óêà-
çàííûå óñëîâèÿ íåîïðåäåëåííîñòè.

Äëÿ íåòðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàñòåðíî -âàðèà-
öèîííûé ìåòîä [18], êîòîðûé çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíî-
ãî èíñòðóìåíòà ïðåîäîëåíèÿ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè, ê àê â ñðåäíåì,
òàê è ÷àñòíîì. Îí áàçèðóåòñÿ íà ïðèíöèïå ðàçìíîæåíèÿ åäèíè÷ íûõ îöåíîê
(ò.å. ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è äëÿ
ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ èçìåðåíèé, ôîðìèðóåìûõ íà áàçå èñõîäíîã î âõîäíîãî íà-
áëþäåíèÿ), ïðèíöèïå êëàñòåðèçàöèè (ðàçáèåíèè äàííûõ îöåí îê íà íåñêîëüêî
êîíêóðèðóþùèõ êëàñòåðîâ) è àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ðåçóëüòè ðóþùåé îöåíêè
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ñ ó÷åòîì ýòîé êëàñòåðèçàöèè. Ê íåäîñòàòêàì óêàçàííîãî ìåòî äà ìîæíî îòíå-
ñòè ñëåäóþùåå: ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü òðèàíãóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà óãëîìåð-
íûõ (ò.å. îäíîðîäíûõ) äàò÷èêîâ; îáúåêò èäåíòèôèêàöèè ïîëà ãàåòñÿ ñòàöèî-
íàðíûì, ò.å. ðå÷ü èäåò òîëüêî îá îöåíêå ìåñòîïîëîæåíèÿ; ïîñ òðîåíèå ðåçóëü-
òèðóþùåé îöåíêè íå ó÷èòûâàåò ðàçíîòî÷íîñòü åäèíè÷íûõ îöåí îê â ïðåäåëàõ
îäíîãî êëàñòåðà (ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò âàæíîìó ïðèíöèïó àäà ïòèâíîñòè àë-
ãîðèòìà èäåíòèôèêàöèè äëÿ áîëåå øèðîêîãî ñïåêòðà óñëîâèé í àáëþäåíèÿ).

Íèæå ðàçâèâàåòñÿ îáîáùåííûé êëàñòåðíî-âàðèàöèîííûé ìåòî ä èäåíòèôè-
êàöèè (ÎÊÂÌÈ), êîòîðûé ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåò âñå îòìå÷åííûå í åäîñòàòêè
êëàñòåðíî-âàðèàöèîííîãî ìåòîäà [18]. Ìåòîä äîëæåí îïèðàò üñÿ íà ïðèíöè-
ïû, ïîíÿòíûå ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíè ÿ óêàçàííî-
ãî êëàññà ÈÈÑ, êîòîðûå ïîçâîëÿò îáåñïå÷èòü ôîðìèðîâàíèå ãà ðàíòèðîâàí-
íûõ îöåíîê (â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ îãðàíè÷åíèé) íå òîëüêî ìåñòîï îëîæåíèÿ,
íî è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáúåêòîâ èäåíòèôèêàöèè â óñëîâèÿõ ñóùåñòâåí-
íîé íåîïðåäåëåííîñòè. Ôîðìèðóåìûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ( äëÿ îáðàáîòêè
èçìåðåíèé) äîëæíû ó÷èòûâàòü, êàê àïðèîðíóþ, òàê è àïîñòåðè îðíóþ èíôîð-
ìàöèþ.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ìîäåëè è îãðàíè÷åíèÿ.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïî àíàëîãèè ñ [18] îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà â îñíîâíîì áóäåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî îáúåêòà, ÷òî ïîçâîëèò îïóñò èòü ãðîìîçäêèå
îáîçíà÷åíèÿ è âûêëàäêè. Îáîáùåíèå ìåòîäà íà ñëó÷àé íåñêîëü êèõ îáúåêòîâ
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 5.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XY Z ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ìíîæåñòâà äàò÷èêîâ Ä m , m = 1; M , ïðè ýòîì ïîëîæåíèå êàæäîãî
äàò÷èêà çàäàåòñÿ âåêòîðîì � m = [ � xm ; � ym ; � zm ]T . Îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ

âåêòîðîì îöåíèâàåìûõ ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ � =
�
� p; p = 1; P

� T
, à âñå èç-

ìåðÿåìûå ïàðàìåòðû îáúåäèíÿþòñÿ â âåêòîð s =
�
sj ; j = 1; J

� T
. Äëÿ ñëó÷àÿ

ïîäâèæíîãî îáúåêòà êîîðäèíàòû âåêòîðà � ñîîòâåòñòâóþò íåèçâåñòíûì ñïåê-
òðàëüíûì êîýôôèöèåíòàì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ôóíê öèÿõ âû-
áðàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ñòàöèîíàðíîã î îáúåêòà â ñî-
ñòàâ� âõîäÿò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû îáúåêòà. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñïîëü-
çóåìûõ äàò÷èêîâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âåêòîðà s ìîãóò, íàïðèìåð, âûñòóïàòü
çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí: àçèìóòà è óãëà ìåñòà, íàêëîííî é äàëüíîñòè,
ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè, óðîâíÿ (àìïëèòóäû èëè ìîùíîñòè), ðàç íîñòè ôàç è
âðåìåííûõ çàäåðæåê ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà (à òàêæå ðàçëè÷íû õ ïðîèçâîä-
íûõ îò óêàçàííûõ âåëè÷èí), îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì òî÷êàì ï ðîñòðàíñòâà
è ìîìåíòàì âðåìåíè.

Âõîäíîå íàáëþäåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

h = s + � + � ;(1)
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ãäå� =
�
� j ; j = 1; J

� T
� íåèçâåñòíàÿ îøèáêà èçìåðåíèé, � =

�
� j ; j = 1; J

� T
�

øóì èçìåðåíèé ñ íåèçâåñòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íóëå âûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì è çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé K � .

Äëÿ îïèñàíèÿ îøèáêè � âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì. Ïóñòü J �

ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó êîëè÷åñòâó òåõ íåíóëåâûõ êîîðäèí àò âåêòîðà � ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÀÎÈ è ïðèâîäÿò ê íåíàäåæíûì ðåçóëüòàòàì èä åíòèôèêà-
öèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî J � 6 J �

max , ãäåJ �
max 2 f 0; 1; : : :g. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå:

J h
min + J �

max 6 J;(2)

ãäåJ h
min � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò âåêòîðà h, êîòîðîãî äîñòàòî÷íî

äëÿ êà÷åñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè îáúåêòà ïð è óñëîâèè, ÷òî
ÀÎÈ îòñóòñòâóþò.

Â äàëüíåéøåì íà áàçå h áóäóò ôîðìèðîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå íàáîðû èç-
ìåðåíèé h i =

�
hij ; j = 1; J i

� T
(ãäå hij 2

�
hj ; j = 1; J

	
, J i 6 J , h i 6= h r 8i 6= r ,

i; r = 1; I ), äëÿ êîòîðûõ ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå

J h
min 6 J i 6 J:(3)

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ îøèáêè � ÷àñòü åå íåíóëåâûõ êîîðäè-
íàò ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (â òîì ÷èñëå è àíî ìàëüíûå),
îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â âåêòîðå � ñàìûì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è äëÿ
èõ îïèñàíèÿ íå ñóùåñòâóåò êàêîé-ëèáî óíèâåðñàëüíîé è óäîâë åòâîðèòåëüíîé
ìîäåëè. Åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ôîðìàëèçàöèè îøèáêè � ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå
íåêîòîðûõ êîëè÷åñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé (òèïà (2), (3)), êîò îðûå ñîîòâåòñòâó-
þò ïðàêòèêå ýêñïëóàòàöèè êîíêðåòíîé ÈÈÑ.

Íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ � íàêëàäûâàþòñÿ òðàäèöèîííûå îãðàíè÷åíèÿ

� 2 � � RP ;(4)

ãäå� =
�

� p
min 6 � p 6 � p

max
	

, � p
min 2 R1 è � p

max 2 R1.
Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì îïåðàòîð 	 , òàêîé ÷òî

	 : s ! � ;(5)

ò.å. � = 	 (s), ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð

	 � 1 : � ! s;(6)

äëÿ êîòîðîãî s = 	 � 1(� ).
Ðàçðàáàòûâàåìûé ÎÊÂÌÈ áàçèðóåòñÿ íà òðåõ îñíîâíûõ ïðèíöèïà õ:

íåïðåðûâíîñòè, ðàçìíîæåíèÿ è êëàñòåðèçàöèè. Ïåðâûé ïðèíö èï ñâÿçàí ñ
óòâåðæäåíèåì î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ç àäà÷è èäåí-
òèôèêàöèè îò ïàðàìåòðîâ âõîäíîãî íàáëþäåíèÿ äîñòàòî÷íîé ð àçìåðíîñòè.
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Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîå óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà J (ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
òåõ èëè èíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà h) ïðèâîäèò ê ïëàâíîé ýâîëþöèè òî÷íîñòè
ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè. Âòîðîé ïðèíöèï ñâÿçàí ñ óòâåðæäåíèå ì î âîçìîæ-
íîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ îöåíîê (êàê õîðîøèõ, òàê è ïëîõèõ),
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî õîðîøèõ îöåíîê èìååò (ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2 )�(4)) äîñòà-
òî÷íóþ ìîùíîñòü. Òðåòèé ïðèíöèï ñâÿçàí ñ óòâåðæäåíèåì î òîì , ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé (2)�(4) âñå âîçìîæíûå ÷àñòíûå îöåíêè ìî æíî êëàñòåðè-
çîâàòü, ïðè ýòîì ñðåäè êîíêóðèðóþùèõ êëàñòåðîâ åñòü îïòèìà ëüíûé, êîòî-
ðûé ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íàäåæíîé ðåçóëüòèðóþù åé îöåíêè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ðàçìíîæåíèÿ îñíîâíîìó âåêòîðó h ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ âåêòîðîâ

�
h i ; i = 1; I

	
:

h i = si + � i + � i ;(7)

ãäåsi =
�
sij ; j = 1; J i

� T
, � i =

�
� ij ; j = 1; J i

� T
, � i =

�
� ij ; j = 1; J i

� T
.

Âûáîð çíà÷åíèé I è J1; : : : ; JI äîëæåí îòâå÷àòü óñëîâèÿì (2) è (3), à êðî-
ìå òîãî, äîëæíî ãàðàíòèðîâàòüñÿ íàëè÷èå ñðåäè

�
h i ; i = 1; I

	
âåêòîðîâ, íå

ñîäåðæàùèõ ÀÎÈ.
Êàæäîìó âåêòîðó h i ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îïåðà-

òîð 	 � êëàññè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (íàïðèìåð, îïåðàò îð ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ)

	 � :
�
h i ; K � i

�
! � �

i ;(8)

ãäå� �
i = 	 � (h i ; K � i ) � ÷àñòíàÿ îöåíêà, õàðàêòåðèçóåìàÿ êîððåëÿöèîííîé ìàò-

ðèöåé K �
i îøèáîê îöåíèâàíèÿ, K � i � êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà øóìà � i .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K �
i èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ôîðìó-

ëû (ñì., íàïðèìåð, [1, 3, 4]), âèä êîòîðûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåë ÿåòñÿ òèïîì ÈÈÑ
(òðèàíãóëÿöèîííàÿ, ðàçíîñòíî-äàëüíîìåðíàÿ, óãëîìåðíî- ìîùíîñòíàÿ è ò.ä.),
åå ãåîìåòðèåé è óñëîâèÿìè íàáëþäåíèÿ, à òàêæå çíà÷åíèåì ìàò ðèöû K � i .

Ïðèìåíèòåëüíî ê êàæäîé îöåíêå � �
i ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî îïåðàòîðà �

(òàêæå çàâèñÿùåãî îò òèïà, ãåîìåòðèè è ïàðàìåòðîâ ÈÈÑ) ôîðì èðóåòñÿ îöåí-

êà âåêòîðà âòîðè÷íûõ èçìåðåíèé
�

s�
i =

h
s�

ij ; j = 1; J i

i T
�

:

� : � �
i ! s�

i ;(9)

ãäås�
i = � (� �

i ).
Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåêòîð s�

i èìååò ðàçìåðíîñòü J i , íå
ñîâïàäàþùóþ ñ ðàçìåðíîñòüþ J âåêòîðà s. Ïðè âû÷èñëåíèè s�

i ó÷èòûâàþòñÿ
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òîëüêî òåõ äàò÷èêîâ ÈÈÑ, êîòîðûå èñïî ëüçóþòñÿ â
ôîðìèðîâàíèè ÷àñòíîãî âåêòîðà h i .

Ïðèìåíåíèå âòîðè÷íûõ èçìåðåíèé ïîçâîëÿåò îòñåÿòü ïëîõèå ÷ àñòíûå
îöåíêè � �

i ïóòåì ïðîâåðêè óñëîâèÿ
�
�s�

ij � hij
�
� 6 " ij 8j = 1; J i ;(10)
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ãäå" ij � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà íåâÿçêè, âû÷èñëÿåìàÿ ñ ó÷åòîì òèïà ÈÈÑ
è ìàòðèöû K �

i .
Åñëè óñëîâèå (10) íå âûïîëíÿåòñÿ èëè îöåíêà � �

i íå ïîïàäàåò â îãðàíè-
÷åíèå (4), òî äàííàÿ ÷àñòíàÿ îöåíêà îòñåèâàåòñÿ. Îñòàâøèåñ ÿ ïîñëå îòñåâà
÷àñòíûå îöåíêè îáîçíà÷èì ÷åðåç � �

[n], n = 1; N , ãäå � �
[n] 2 f � �

1; : : : ; � �
I g. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ îöåíîê íå ïóñòî, åñëè âûïîëíåíû ó ñëîâèÿ (2)
è (3).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñêàëÿðíàÿ îøèáêà � ij , ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ñîñòàâ-
ëÿþùèõ âåêòîðà � i , íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíîé, åñëè îíà ïðèâîäèò ê íàðóøå-
íèþ óñëîâèÿ (10). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îøèáêà � ij íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ëþáàÿ ãðóïïà ñêàëÿðíûõ îøèáîê (èç äâóõ è áîëåå), ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà � i , íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíîé (äàæå åñëè
êàæäàÿ èç ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî é), åñëè îíà
ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ (10). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà íàçûâàåò-
ñÿ íîðìàëüíîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Ïîä êîýôôèöèåíòîì ¾çàñîðåíèÿ¿ èñõîäíîé âûáîðêè h
ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà kh = 100(k� =J)[%], ãäåk� � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
àíîìàëüíûõ ñêàëÿðíûõ îøèáîê è ñêàëÿðíûõ îøèáîê, âõîäÿùèõ â àíîìàëüíûå
ãðóïïû.

Ñôîðìèðîâàííîå ìíîæåñòâî X � = f � �
[1]; : : : ; � �

[N ]g ðàçáèâàåòñÿ íà êîíêó-

ðèðóþùèå êëàñòåðû Kq, q = 1; Q (äëÿ ýòîãî ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ëþáîé
èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè, íàïðèìåð, [18, 26, 27]). Îöåíêè
� �

[1]; : : : ; � �
[N ] ïîñëåäîâàòåëüíî (ïî øàãàì) îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû: ñíà÷àëà

ñàìûå áëèçêèå, à çàòåì âñå áîëåå îòäàëåííûå äðóã îò äðóãà. Íà ïåðâîì øàãå
êàæäàÿ îöåíêà � �

[n] ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíûé êëàñòåð.

Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè óñòàíàâëèâàåò îòîáðàæåíèå:� : X � !f Kq; q= 1;Qg,
ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

X � =
Q[

q=1

Kq;(11)

ãäåKk \ Kr = ? , k; r 2 f 1; : : : ; Qg, k 6= r è Kq 6= ? 8q = 1; Q.

Äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå Kq =
n

� �
[q;n];

n = 1; Nq

o
, ãäå � �

[q;n] � ÷àñòíàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ ïîïàëà â êëàñòåð Kq è åé

ïðèñâîåí íîìåð n. Êàæäîé � �
[q;n] ñîîòâåòñòâóåò îöåíêà âåêòîðà âòîðè÷íûõ

ïîëíîìåðíûõ èçìåðåíèé s�
[q;n] =

h
s�

j [q;n]; j = 1; J
i T

(ïî àíàëîãèè ñ (9)):

s�
[q;n] = �

�
� �

[q;n]

�
:(12)

Ïîä ïîëíîìåðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ òî, ÷òî ðàçìåðíîñòè âåêòîðî â s è s�
[q;n]

ñîâïàäàþò.
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Âûáîð ñåìåéñòâà êëàñòåðîâ f K1; : : : ; KQg ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â [18], ãäå
ïðåäëîæåí íîâûé àäàïòèâíûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè, â òîì ÷ èñëå è ïðè
íåèçâåñòíîì Q. Îí ïîçâîëÿåò ðàçáèòü âñå ñåìåéñòâî

n
� �

[1]; : : : ; � �
[N ]

o
íà êëà-

ñòåðû àâòîíîìíî (áåç ó÷àñòèÿ îïåðàòîðà), äîñòàòî÷íî ïðîñò äëÿ êîìïüþòåð-
íîé ðåàëèçàöèè è íå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ðåçóëüòàòû
ïðèìåíåíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà ïîêàçàëè åãî âûñîêóþ ýôôåêòè âíîñòü è õî-
ðîøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Òðåáóåòñÿ íà áàçå (1)�(12) ðàçðàáîòàòü â îïòèìàëüíîé ïîñòà íîâêå àäàï-
òèâíûé ÎÊÂÌÈ, óñòîé÷èâûé ê îøèáêå � è ó÷èòûâàþùèé ïðè ïîñòðîåíèè
ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè � � =

�
� �

p; p = 1; P
� T

ðàçíîòî÷íîñòü ÷àñòíûõ îöåíîê,
âõîäÿùèõ â êîíêóðèðóþùèå êëàñòåðû. Ìåòîä äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ îáîñ-
íîâàíèå öåëåâîé ôóíêöèè, êðèòåðèÿ, àëãîðèòìà âûáîðà îïòèì àëüíîãî êëà-
ñòåðà è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè.

3. Îáîñíîâàíèå è ïîñòðîåíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Êðèòåðèé è àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè

Â ñëó÷àå, êîãäà � = 0 è àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î øóìå � îãðàíè÷èâà-
åòñÿ çíàíèåì êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K � , ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òðàäè-
öèîííîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ìåòîäó, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ â åñîâàÿ ìàòðèöà
W � = K � 1

� (ýòî îáåñïå÷èâàåò îïòèìèçàöèþ â ñðåäíåì). Â ðàìêàõ ðàçðàáà òû-
âàåìîãî ÎÊÂÌÈ, ïðèìåíèòåëüíî ê óñëîâèÿì ñóùåñòâåííîé íåîïð åäåëåííî-
ñòè, íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü íîâóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ, êîòîð àÿ ó÷èòûâàëà
áû âñå ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â îãðàíè÷åíèÿ (2)�(4) è õàðàêòåð èçóþùèå êîí-
êóðèðóþùèå êëàñòåðû. Â äàííîé ôóíêöèè äîëæíû ôèãóðèðîâàòü âåñîâûå
êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå â îòëè÷èå îò ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ñòà òèñòè÷åñêîãî
ìåòîäà âû÷èñëÿþòñÿ àïîñòåðèîðíî ïî îäíîé ôèêñèðîâàííîé âû áîðêå èçìå-
ðåíèé (ýòî îáåñïå÷èâàåò îïòèìèçàöèþ â ÷àñòíîì).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ áåç ðàçìåð-
íóþ íîðìèðîâàííóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ:

F (� ; q) = J � 1
JX

j =1

( �
sj (� ) � hj

� j

� 2

w(hj ; q)

)

; 0 6 F (� ; q) 6 1;(13)

ãäåsj (� ) � èçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü èçìåðÿåìîãî ïàðàìåòðà sj îò � , w(hj ; q) �
àïîñòåðèîðíûé âåñ èçìåðåíèÿ hj , 0 6 w(hj ; q) 6 1, � j > 0 � êîýôôèöèåíò,
îãðàíè÷èâàþùèé âåëè÷èíó jsj (� ) � hj j äëÿ âñåõ ïðîñìàòðèâàåìûõ (ìîäåëü-
íûõ) çíà÷åíèé � � � è îáåñïå÷èâàþùèé ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìèðîâêó.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåñîâ çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê êëàñòåðó Kq è åãî
ëþáîé ÷àñòíîé îöåíêå � �

[q;n] íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü óñëîâèå (ïî àíàëîãèè
ñ (10))

�
�
�s�

j [q;n] � hj

�
�
� 6 " j [q;n]:(14)
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Ëåâàÿ ÷àñòü â (14) õàðàêòåðèçóåò íåâÿçêó ìåæäó ïåðâè÷íûìè hj è âòîðè÷-
íûìè s�

j [q;n] èçìåðåíèÿìè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé j , q è n. Äëÿ ó÷åòà
îãðàíè÷åíèÿ íà äàííóþ íåâÿçêó âîñïîëüçóåìñÿ èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé

' (p) =

(
1 � p; 0 6 p 6 1;

' (p) = 0 ; p > 1:
(15)

Ïðèíèìàÿ p =
�

s�
j [q;n] � hj

� 2
="2

j [q;n], âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ó÷èòûâàþ-
ùèå âñå ïðèíÿòûå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè, à òàêæå ðåçóëüòàòû
ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòíûõ îöåíîê è èõ êëàñòåðèçàöèè, íàõîäÿòñÿ ò àê

w(hj ; q) = N � 1
q

NqX

n=1

'

0

B
@

�
s�

j [q;n] � hj

� 2

"2
j [q;n]

1

C
A ; 0 6 w(hj ; q) 6 1;(16)

ãäåN � 1
q � èãðàåò ðîëü íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.

Ôîðìóëà (16) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü êîëè÷åñòâî Nq ÷àñòíûõ îöåíîê â êàæäîì
êëàñòåðåKq, ïîðîãè " j [q;n] äîïóñòèìûõ ïîãðåøíîñòåé âòîðè÷íûõ èçìåðåíèé
è íàëè÷èå ãðóáûõ îøèáîê èçìåðåíèé (îäèíî÷íûõ è ãðóïïîâûõ) ï óòåì ââåäå-
íèÿ èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ' (p). Êîýôôèöèåíò w(hj ; q) ïîêàçûâàåò óäåëü-
íûé âêëàä èçìåðåíèÿ hj â îáðàçîâàíèå âñåõ îòìåòîê êëàñòåðà Kq. Åãî ìîæíî
íàçâàòü êîýôôèöèåíòîì ñîîòâåòñòâèÿ èçìåðåíèÿ hj ýëåìåíòàì êëàñòåðà Kq.
×åì áîëüøå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà, òåì áîëüøå äîâåðèÿ ê ïåðâ è÷íîìó èç-
ìåðåíèþ hj , ñ êîòîðûì ñâÿçàí ýòîò êîýôôèöèåíò.

Ñ ó÷åòîì (14)�(16) èñêîìàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

F (� ; q) = ( JN q)� 1
JX

j =1

NqX

n=1

�
sj (� ) � hj

� j

� 2

'

0

B
@

�
s�

j [q;n] � hj

� 2

"2
j [q;n]

1

C
A :(17)

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîé èäåíòèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

� � = arg min
�

F (� ; q� ) ;(18)

q� = arg max
q

w(h; q) = arg max
q

8
<

:
J � 1

JX

j =1

w(hj ; q)

9
=

;
; 0 6 w(h; q) 6 1;(19)

ãäå w(h; q) � èíòåãðàëüíûé áåçðàçìåðíûé íîðìèðîâàííûé âåñîâîé êîýôôè -
öèåíò.

Ìèíèìèçàöèÿ ðåøàþùåé ôóíêöèè F (� ; q), ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó �
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

�
@F(� ; q)

@�

� T

= 0:(20)
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Ðàñêðûâàÿ â (20) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì ñèñòåìó ñêàë ÿðíûõ óðàâ-
íåíèé

JX

j =1

��
sj (� ) � hj

� j

�
w(hj ; q)

@sj (� )
@�p

�
= 0 ; p = 1; P ;(21)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàñêðûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì èçâåñòíîé çà âèñèìîñòè
s = 	 � 1(� ).

Ñèñòåìå (21) ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòíûå îöåíêè � � (q), q = 1; Q. Â êà÷åñòâå
ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè � � 2 f � � (1); : : : ; � � (Q)g âûáèðàåòñÿ òà ÷àñòíàÿ îöåí-
êà � � (q� ) (ãäåq� 2 f 1; : : : ; Qg), êîòîðàÿ ñîãëàñíî (19) óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ
(äëÿ ôèêñèðîâàííîãî h)

w(h; q� ) > w (h; q) 8q = 1; Q; q 6= q� :(22)

Âûáîðîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ôèãóðèðóþùèõ â óñëîâèÿõ (2)�( 4), (10),
à òàêæå ââîäÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé I , Q è K � ,
âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü è òðåáóåìóþ òî÷íîñ òü ðåøåíèÿ çà-
äà÷è èäåíòèôèêàöèè. Ïðè ïðàâèëüíîì ïëàíèðîâàíèè èçìåðèòå ëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà (ñì., íàïðèìåð, [7]) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îáåñïå÷ èâàåòñÿ íàäåæíîå
îáíàðóæåíèå ðåçóëüòèðóþùåãî êëàñòåðà Kq� , ñîäåðæàùåãî íàèáîëüøåå ÷èñ-
ëî ÷àñòíûõ îöåíîê, îáðàçîâàííûõ äîñòîâåðíûìè íàáëþäåíèÿì è h i . Â ñâîþ
î÷åðåäü, ïàðàìåòðû " j [q;n] ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà òî÷íîñòü èäåíòèôèêàöèè.

Ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ (4) ïîçâîëÿåò îòñå÷ü òàê íàçûâàåìûå íå êîððåêòíûå
îáëàñòè èäåíòèôèêàöèè, â êîòîðûõ ìîæåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ òðèàíãóëÿöèîííîé ÈÈÑ, ñîñòîÿ ùåé èç äâóõ
ïåëåíãàòîðîâ, ðå÷ü èäåò îá îáëàñòÿõ, äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüí èê, îáðàçóåìûé
áàçîé è äâóìÿ ëèíèÿìè âèçèðîâàíèÿ, èìååò ñëèøêîì ìàëåíüêèé óãîë ïðè
åãî âåðøèíå (â íåé íàõîäèòñÿ îáúåêò). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ëèíèè âè çèðîâàíèÿ
ïî÷òè ïàðàëëåëüíû è äàæå íåçíà÷èòåëüíûå îøèáêè ïåëåíãîâàí èÿ, íå ãîâî-
ðÿ óæå îá ÀÎÈ, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì êîîðäè íàòîìåò-
ðèè. Êðîìå òîãî, ñðåäè êîíêóðèðóþùèõ êëàñòåðîâ ìîãóò ïîÿâè òüñÿ òàêèå,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîì íàïðàâëåíèè, ðàçíåñåíû íà áîëüø èå ðàññòîÿíèÿ
è èìåþò ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äëÿ áîð üáû ñ òàêîé
íåêîððåêòíîñòüþ ëèáî ââîäÿò îãðàíè÷åíèÿ (4), ëèáî èñïîëüç óþò äîïîëíè-
òåëüíûå èçìåðåíèÿ îò íåêîòîðîé âíåøíåé ñèñòåìû, êîòîðàÿ â ñ îâîêóïíîñòè
ñ ðàññìàòðèâàåìîé ÈÈÑ óñòðàíÿåò íåêîððåêòíûå îáëàñòè. Ýòî òàêæå îòíî-
ñèòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì êëàñòåðîì, ñíÿòü ïðèíÿòûå îãðàíè÷ åíèÿ, à âåñî-
âûì êîýôôèöèåíòàì w(h1; q); : : : ; w(hJ ; q) ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îáðàòíûå
âåëè÷èíû äèñïåðñèé îøèáîê ïåðâè÷íûõ èçìåðåíèé (ðàñïðåäåë åííûõ ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó), òî ïðèâåäåííîå ðåøåíèå (18)�(21) áóäåò ñ îîòâåòñòâîâàòü
èçâåñòíîé ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîé îöåíêå äëÿ ñëó÷àÿ îò ñóòñòâèÿ ÀÎÈ.

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ðåøà-
åòñÿ íà áàçå âñåõ èçìåðåíèé (íåçàâèñèìî îò òîãî, õîðîøèå îíè èëè ïëîõèå),
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ïîäëåæàùèõ ñîâìåñòíîé îïòèìàëüíîé îáðàáîòêå ñ ó÷åòîì çàðà íåå íàçíà÷àå-
ìûõ àïðèîðíûõ âåñîâ. Ðàçâèâàåìûé ãèáðèäíûé ìåòîä òàêæå îïå ðèðóåò ñî
âñåìè èçìåðåíèÿìè, íî ó÷èòûâàåò êàê àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ ( â âèäå âåñî-
âûõ ìàòðèö W � i = K � 1

� i
, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ÷àñòíûõ îöåíîê), òàê

è àïîñòåðèîðíóþ èíôîðìàöèþ (â âèäå âåñîâ w(h1; q); : : : ; w(hJ ; q) è w(h; q)),
êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàñòåðà è ï îñòðîåíèÿ ðå-
çóëüòèðóþùåé îöåíêè.

Ñàì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â êëàñòåðíîé îïò èìàëüíîé
ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1) Ïðîâîäèòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòíûõ îöåíîê ïóòåì ïîñòðîåí èÿ êëàñòå-
ðîâ Kq, q = 1; Q, (ðåêîìåíäàöèè ïî êëàñòåðèçàöèè äàíû â [18]).

2) Äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà Kq ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ
â íåãî îòìåòîê (Nq), ÷àñòíûå è èíòåãðàëüíûé âåñîâûå êîýôôèöèåíòû
w(h1; q); : : : ; w(hJ ; q) è w(h; q) ñîîòâåòñòâåííî).

3) Ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ (19) ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåí èÿ íîìåðà q�

îïòèìàëüíîãî êëàñòåðà Kq� .
4) Äëÿ êëàñòåðàKq� ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (21), âûáèðàÿ â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ÷àñòíóþ îöåíêó, ïðèíèìàåìóþ çà öåíòð ýò îãî êëàñòå-
ðà. Â èòîãå, ñ ó÷åòîì (21), ïîëó÷àåì ðåçóëüòèðóþùóþ îöåíêó � � = � � (q� ) =
=

�
� p(q� ); p = 1; P

� T
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ � � èäåíòèôèöèðóåìîãî îáúåêòà.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ïðèáëèæåííûì ïîäõî-
äîì ê ïîñòðîåíèþ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè, îñíîâ àííûì íà ëè-
íåéíîé àïïðîêñèìàöèè íåâÿçîê sj (� ) � hj , òî âìåñòî (21) ìîæíî ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåí èé.

Ðåàëèçàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà (ñ ó÷åòîì ïîäãîòîâêè è ñõîäíûõ äàí-
íûõ) ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè � = � 1 + � 2 + � 3,
ãäå � 1 � çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ÷àñòíûõ îöåíîê, � 2 � çàòðàòû íà
êëàñòåðèçàöèþ ýòèõ îöåíîê è âûáîð ðåçóëüòèðóþùåãî êëàñòåðà, � 3 � çàòðà-
òû íà ïîñòðîåíèå ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè. Ðåàëèçàöèÿ óêàçàí íûõ îïåðàöèé â
ñïåöèàëèçèðîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ íå ïðåäñòàâëÿå ò îñîáûõ ñëîæ-
íîñòåé è ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ðåæèì ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ñîîòíîøåíèÿ (13)�(22) ñîñòàâëÿþò ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó Î ÊÂÌÈ.

4. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ê òðèàíãóëÿöèîííîé
èíôîðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìå

Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèîííóþ ÈÈÑ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå äàò÷ èêîâ
(Äm ; m = 1; M ) èñïîëüçóþòñÿ äâóõêàíàëüíûå ïåëåíãàòîðû, èçìåðÿþùèå àçè-
ìóò � m è óãîë ìåñòà � m ñòàöèîíàðíîãî èçëó÷àþùåãî îáúåêòà. Â ýòîì ñëó-
÷àå: P = 3 , � = [ � 1; � 2; � 3]T = [ x; y; z]T , J = 2M , s =

�
� m ; � m ; m = 1; M

� T
è

h =
�
hj ; j = 1; J

� T
=

h
h�

m ; h�
m ; m = 1; M

i T
, � j = � .
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Â êà÷åñòâås = 	 � 1(� ) ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû
8
<

:

� m (� ) = arccos
n

(x � xm )
�
(x � xm )2 + ( y � ym )2� � 1=2

o
;

� m (� ) = arcsin
n

(z � zm )
�
(x � xm )2 + ( y � ym )2 + ( z � zm )2� � 1=2

o
:

(23)

Íà áàçå (23) ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (21).
Óñëîâèå (14) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

8
<

:

�
�
� � �

m[q;n] � h�
m

�
�
� 6 " �

m[q;n];
�
�
� � �

m[q;n] � h�
m

�
�
� 6 " �

m[q;n];
(24)

à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

F (� ; q) =
MX

m=1

2

4
�

� m (� ) � h�
m

�

� 2

w(h�
m ; q)+

 
� m (� ) � h�

m

�

! 2

w
�
h�

m ; q
�
3

5 ;(25)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

w (h�
m ; q) = N � 1

q

NqX

n=1

'

0

B
@

�
� �

m[q;n] � h�
m

� 2

�
" �

m[q;n]

� 2

1

C
A ;

w
�

h�
m ; q

�
= N � 1

q

NqX

n=1

'

0

B
@

�
� �

m[q;n] � h�
m

� 2

�
" �

m[q;n]

� 2

1

C
A :

(26)

Èíòåãðàëüíûé âåñîâîé êîýôôèöèåíò âû÷èñëÿåòñÿ òàê

w(h; q) = M � 1
MX

m=1

h
w(h�

m ; q) + w(h�
m ; q)

i
:(27)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïëîñêîñòíóþ çàäà÷ó, ïðèíèìà ÿ � zm = 0
è � 3 = z = 0 , ò.å. � m = 0 8m = 1; M . Ìàòðèöó ïåðâè÷íûõ àçèìóòàëüíûõ îøè-
áîê ïðèìåì äèàãîíàëüíîé, ò.å. K � = diag[ � 2

� 1; : : : ; � 2
�M ]. Â ýòîì ñëó÷àå íà áà-

çå èçâåñòíîãî îïåðàòîðà 	 � ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ îöåíîê
� �

i = [ x �
i ; y�

i ]T , ãäå
(

x �
i = ( B i E i � Ci D i )(A i Ci � B 2

i )� 1;

y�
i = ( B i D i � A i E i )(A i Ci � B 2

i )� 1:

Çäåñü A i =
P M i

m=1 cos2 � mi =
 mi , B i = 2 � 1 P M i
m=1 sin 2� mi =
 mi , Ci =

=
P M i

m=1 sin2 � mi =
 mi , D i =
P M i

m=1 ' mi =
 mi , E i =
P M i

m=1 � mi =
 mi , 
 mi =
= eR2

mi �
2
�mi , ' mi = � xmi cos2 � mi � 2� 1� ymi sin 2� mi , � mi = 2 � 1� xmi sin 2� mi �

� � ymi sin2 � mi , eRmi � îðèåíòèðîâî÷íàÿ äàëüíîñòü îò îáúåêòà äî äàò÷èêà Ä mi ,
m 2 f 1; : : : ; M i g.
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Ïðèìåíèòåëüíî ê òðèàíãóëÿöèîííîé ÈÈÑ ñòðîÿòñÿ ýëëèïñû îøè áîê îöå-
íèâàíèÿ, êîòîðûå ñ ó÷åòîì ÷àñòíûõ îöåíîê è ãåîìåòðèè òðèàíã óëÿöèîííîé
ÈÈÑ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîíñòàíò " �

m[q;n] ïðèìåíèòåëüíî ê êàæäîìó
êëàñòåðó è âõîäÿùèõ â íåãî ÷àñòíûõ îöåíîê.

Ñîîòíîøåíèÿ (25)�(27) ñîñòàâëÿþò îñíîâó îäíîýòàïíîãî ÎÊÂÌ È äëÿ òðè-
àíãóëÿöèîííîé ÈÈÑ. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî êëàñòåðíî-âàðè àöèîííîãî ìå-
òîäà òðèàíãóëÿöèîííîãî îöåíèâàíèÿ [18], ðàçðàáîòàííûé ìå òîä ó÷èòûâàåò
ïðè ôîðìèðîâàíèè àïîñòåðèîðíûõ âåñîâ òîò ôàêò, ÷òî ïðàâûå ÷ àñòè íåðà-
âåíñòâ (24) çàâèñÿò êàê îò íîìåðà q êîíêóðèðóþùåãî êëàñòåðà, òàê è îò íî-
ìåðà n âõîäÿùåé â íåãî ÷àñòíîé îöåíêè.

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äâóõýòàïíûé ÎÊÂÌÈ äëÿ òðèàíãóëÿöè îííîé
ÈÈÑ â äâóõ âàðèàíòàõ. Ïåðâûé âàðèàíò îñíîâàí íà òîì, ÷òî åñòü âîçìîæ-
íîñòü ðåàëèçàöèè äâóõýòàïíîãî ÎÊÂÌÈ ñíà÷àëà òîëüêî íà àçèìó òàëüíûõ
êàíàëàõ (ïåðâûé ýòàï), ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ñåìåéñò âî ïëîñêîñòíûõ
÷àñòíûõ îöåíîê è êëàñòåðîâ, à çàòåì îïðåäåëèòü îöåíêè x � è y� äâóõ äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò îáúåêòà ( x è y). Òî÷êå (x � ; y� ) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ëèíèÿ ïîëîæåíèÿ îáúåêòà. Îáúåäèíÿÿ ýòó ëèíèþ è âñå-
âîçìîæíûå êîíóñû ïîëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëàì ìåñòà, ñòðîèì íåäî-
ñòàþùóþ îöåíêó z� ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z (âòîðîé ýòàï).

Âòîðîé âàðèàíò îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî òîëüêî ê àçè ìóòàëü-
íûì êàíàëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâèÿ w (h�

m ; q) íà-
õîäÿòñÿ íåäîñòîâåðíûå àçèìóòàëüíûå êàíàëû, èçìåðåíèÿ êîò îðûõ èñêëþ÷à-
þòñÿ èç äàëüíåéøåé îáðàáîòêè. Äàëåå íà îñòàâøèõñÿ ïðèîðèòå òíûõ àçèìó-
òàëüíûõ è âñåõ óãëîìåñòíûõ êàíàëàõ ðåàëèçóåòñÿ ÎÊÂÌÈ â ïîëíî ì îáúåìå.
Â ýòîì ñëó÷àå âîçðàñòàåò êîëè÷åñòâî èññëåäóåìûõ ÷àñòíûõ îö åíîê (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðâûì âàðèàíòîì), ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîâûøåíèå êà÷å ñòâà òðèàíãó-
ëÿöèîííîãî îöåíèâàíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî äâóõýòàïíûé ÎÊÂÌÈ äëÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ âàðè àíòîâ
íå èñ÷åðïûâàåò ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé îïòèìàëüíîãî Î ÊÂÌÈ â óñëî-
âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûì ñ âû÷ èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ ñóùåñòâåííûì ñîêðàùåíèåì
÷èñëà ÷àñòíûõ òðèàíãóëÿöèîííûõ îöåíîê è êîíêóðèðóþùèõ êëà ñòåðîâ.

5. Îáîáùåíèå ìåòîäà íà ñëó÷àé ìíîãèõ îáúåêòîâ

Ðàñïðîñòðàíåíèå ðàçâèâàåìîãî ÎÊÂÌÈ íà ýòîò ñëó÷àé çàâèñèò î ò íà-
çíà÷åíèÿ, ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ è îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëü íîãî ïðîöåññà
â êîíêðåòíîé ÈÈÑ. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ âàðèàíòà ðåàë èçàöèè
ÎÊÂÌÈ íà ñëó÷àé ìíîãèõ îáúåêòîâ.

Â à ð è à í ò 1. Êîãäà ðàçáèåíèå èçìåðåíèé íà êëàññû ïî ïðèçíàêó ïðèíàä-
ëåæíîñòè ê äàííîìó îáúåêòó âûäåëåíî â îòäåëüíûé ýòàï (çàäà÷ à îòîæäåñòâ-
ëåíèÿ èçìåðåíèé). Òàêàÿ óñå÷åííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âåñüì à ðàñïðîñòðàíå-
íà íà ïðàêòèêå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé äåêîìïîçèöèè âû÷èñëèòå ëüíîãî ïðî-
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öåññà. Â ýòîì ñëó÷àå ÎÊÂÌÈ ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó âûäåëåííîìó êëàñ-
ñó. Äëÿ ýòîãî ôîðìèðóþòñÿ âåêòîðû èçìåðåíèé h (l ) =

�
h(l )j ; j = 1; J(l )

� T
, ãäå

l 2 1; L � íîìåð îáúåêòà (êëàññà). Äëÿ l-ãî êëàññà (ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 3)
ôîðìèðóþòñÿ ýëåìåíòû K(l )q, M (l )q, w(l ) (hj ; q), w(l ) (h; q), q�

(l ) è íà èõ îñíîâå

ðåçóëüòèðóþùèå îöåíêè � �
(l ) =

h
� �

(l )j ; j = 1; J
i T

, l = 1; L . Âàðèàíò 1, íàèáîëåå
ýôôåêòèâíûé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîçâîëÿåò îðãà íèçîâàòü L ïà-
ðàëëåëüíûõ êàíàëîâ îáðàáîòêè èçìåðåíèé, îäíàêî îí íå èñ÷åð ïûâàåò ïîòåí-
öèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ñîâìåñòíîé îáðàáîòêè äîñòóïíûõ èçì åðåíèé.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 1. Åñëè â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è îòîæäåñòâëåíèÿ äîïóùåíû
íåâåðíûå ðåøåíèÿ, òî ëîæíûå èçìåðåíèÿ, ïîïàâøèå â ÷óæîé êëà ññ, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê èçìåðåíèÿ, ñîäåðæàùèå ãðóáûå îøèáêè. Ïð åäëàãàåìûé
ÎÊÂÌÈ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî áîðîòüñÿ ñ òàêèìè îøèáêàìè íåçàâ èñèìî îò
èõ ïðèðîäû.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 2. Âîçìîæíî ïðèâëå÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòîæäåñòâ-
ëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ èçìåðåíèé (íàïðèìåð, â ðàäèîëîêàöè è è ðàäèîòåõíè-
÷åñêîé ðàçâåäêå ê íèì ìîæíî îòíåñòè íåñóùóþ ÷àñòîòó, ïåðèîä ñëåäîâàíèÿ
èìïóëüñîâ, èõ äëèòåëüíîñòü, âèä âíóòðèèìïóëüñíîé ìîäóëÿö èè è ò.ä.), êîòî-
ðûìè ¾íàãðóæåíû¿ îñíîâíûå èçìåðåíèÿ. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçî âàíèå îñíîâ-
íûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ èçìåðåíèé çà÷àñòóþ íåîáõîäèìî äëÿ áî ëåå ãëóáîêîé
èäåíòèôèêàöèè îáúåêòîâ.

Â à ð è à í ò 2. Â ýòîì ñëó÷àå ÎÊÂÌÈ ïðèìåíÿåòñÿ ñðàçó êî âñåì èçìåðåíè-
ÿì ñ îáðàçîâàíèåì êëàñòåðîâ Kq, q = 1; Q. Ïåðâîíà÷àëüíî òðåáóåòñÿ îïðåäå-
ëèòü íîìåðà q�

(l ) 2 f 1; 2; : : : ; Qg ïðèîðèòåòíûõ (îïòèìàëüíûõ) êëàñòåðîâ Kq�
( l )

,

÷òî äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì êðèòåðèÿ w(l )

�
h; q�

(l )

�
> 
 , ãäå 
 � çàäàííûé ïî-

ðîã ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòà, 
 > 0. Äàëåå äëÿ âñåõ ýòèõ êëàñòåðîâ ñòðîÿòñÿ

ðåçóëüòèðóþùèå îöåíêè � �
(l ) =

h
� �

(l )j ; j = 1; J
i T

, l = 1; L .

Âàðèàíò 2 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî çàòðàòíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî ÷êè çðå-
íèÿ, òàê êàê ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ÷èñëó êëàñòåðîâ Q. Äîñòîèíñòâî âàðèàíòà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãèõ îá úåêòîâ ðåà-
ëèçóåò ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ÎÊÂÌÈ â óñëîâèÿõ íåîïðåäå ëåííîñòè.

6. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèîííóþ ÈÈÑ, äàò÷èêè Ä m êîòîðîé ðàñïîëîæå-
íû íà îêðóæíîñòè: � m = [ � xm ; � ym ; � zm ]T , � xm = 104 cos[2� (m � 1)=M ], � ym =
= 104 sin[2� (m � 1)=M ], � zm = 0 , M = 5 , m = 1; 5. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî îáú-
åêòà èññëåäîâàëîñü ìíîæåñòâî åãî âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé, ïðè ýòîì
êàæäîìó ïîëîæåíèþ ñîîòâåòñòâîâàë ñâîé âåêòîð � k = [ xk ; yk ; zk ]T , xk =
= 5 � 104 cos(2�k=K ), yk = 5 � 104 sin(2�k=K ), zk = 3 � 103, k = 1; K , K = 180.
Çäåñü è äàëåå êîîðäèíàòû îáúåêòà è äàò÷èêîâ çàäàþòñÿ â ìåòðàõ, àçèìóò,
óãîë ìåñòà è îøèáêè ïåëåíãîâàíèÿ â ðàäèàíàõ. Äëÿ êàæäîãî k ïðèíèìà-
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ëîñü, ÷òî øóìû èçìåðåíèé ðàçëè÷íûõ ðàâíîòî÷íûõ äàò÷èêîâ íå çàâèñèìû,
ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñê èì îæèäàíè-
åì, à êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà äàò÷èêà Ä m èìååò äèàãîíàëüíûé âèä K m =
= diag[ � 2

� ; � 2
� ], ãäå � � = �= 360 è � � =360. Îøèáêè ôîðìèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ

äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íîìåðà íåäîñòîâåðíûõ êàíàëîâ (íå áîëåå, ÷åì ïî-
ëîâèíà âñåõ àçèìóòàëüíûõ è íå áîëåå, ÷åì ïîëîâèíà âñåõ óãëîì åñòíûõ êà-
íàëîâ), ñîäåðæàùèõ ÀÎÈ, âûáèðàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â êà íàëàõ ôîð-
ìèðîâàëàñü ðåçóëüòèðóþùàÿ îøèáêà èçìåðåíèé (ýòî ñóììà ÀÎÈ è äîïóñòè-
ìîé ñëó÷àéíîé îøèáêè), ïðèíàäëåæàùàÿ èíòåðâàëàì âîçìîæíû õ çíà÷åíèé
(3� � ; �= 6) äëÿ àçèìóòàëüíîãî êàíàëà è (3� � ; �= 6) � äëÿ óãëîìåñòíîãî.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàññìàòðèâàëèñü ÷åòûðå àëãîðèòìà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå èçâåñòíîìó êëàñòåðíî-âàðèàöèîííîìó ìåòîäó ( ÊÂÌ, ñì. [28])
è ÎÊÂÌÈ (ðàçâèâàåìûé ìåòîä): A1 � àëãîðèòì ÊÂÌ ñ çàðàíåå çàäàííûì
êîëè÷åñòâîì êëàñòåðîâ Q, A2 è A3 � ñîîòâåòñòâåííî àëãîðèòìû îäíîýòàïíîãî
è äâóõýòàïíîãî ÊÂÌ ñ îïòèìàëüíûì âûáîðîì êîëè÷åñòâà êëàñòåð îâ Q ïðè
çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè Q0, A4 � àëãîðèòì, ñîîòâåòñòâóþùèé ÎÊÂÌÈ.
Òðåáîâàëîñü ñðàâíèòü ýòè àëãîðèòìû ïî òî÷íîñòè è îïåðàòèâí îñòè.

Ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ ïðîâîäèëàñü äëÿ êàæäîãî k ñ ïîñëåäóþùèì óñðåä-
íåíèåì ïî 100 ýêñïåðèìåíòàì. Â àëãîðèòìå A1 ïðèíÿòî Q = 7 ; à â àëãîðèòìàõ
A2 è A3 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðèíÿòî Q0 = 2 . Äëÿ ñðàâíèâàåìûõ
àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëèñü äâå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè: S(A i ) � èíòåãðàëü-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêà òî÷íîñòè (âûðàæàåòñÿ â ìåòðàõ), T(A i ) � õàðàêòåðèñòèêà
âû÷èñëèòåëüíîé îïåðàòèâíîñòè (âûðàæàåòñÿ â ñåêóíäàõ).

Äëÿ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè èìååì

S(A i ) =
180X

k=1

Sk (A i ) =
2�
180

180X

k=1

� k(A i );

ãäå � k (A i ) =





 �

�
k(A i ) � � k








2
� ÷àñòíàÿ íåâÿçêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k-ìó ïîëî-

æåíèþ îáúåêòà,

�
�
k (A i ) =

100X

p=1

� �
kp(A i )=100

� óñðåäíåííàÿ îöåíêà âåêòîðà � k (äëÿ 100 ýêñïåðèìåíòîâ), � �
kp(A i ) � åäèíè÷-

íàÿ îöåíêà (äëÿ k-ãî ïîëîæåíèÿ îáúåêòà è p-ãî ýêñïåðèìåíòà).
Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà àëãîðèòìîâ A i äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îòíîñè-

òåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

�S (A i ) = 100S(A i )S� 1(A 1)[%]

è îòíîñèòåëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ îïåðàòèâíîñòü

�T (A i ) = 100T(A i )T � 1(A 4)[%];
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ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî àëãîðèòì A1 ìåíåå òî÷íûé, à A4 òðåáóåò áîëüøå
âðåìåííûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè. Ðåçóë üòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ.

Òàáëèöà
Àëãîðèòìû (A i ) A1 A2 A3 A4

�S (A i ), % 100 50 67 39
�T (A i ), % 81 92 14 100

Âèäèì, ÷òî â àíîìàëüíûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðèàíãóë ÿöèîííîé
ÈÈÑ ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì A4, ó÷èòûâàþùèé àïîñòåðèîðíîå èçìå-
íåíèå âåñîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ îáúåêòà, íîìåðà êîíê óðèðóþùåãî
êëàñòåðà è ïîëîæåíèÿ êàæäîé ÷àñòíîé îöåíêè â ýòîì êëàñòåðå, ñóùåñòâåí-
íî ëó÷øå (â ïëàíå òî÷íîñòè) ïî ñðàâíåíèþ ñ àëüòåðíàòèâíûìè à ëãîðèòìàìè.
Ìîäåëèðîâàíèå òàêæå ïîêàçàëî (ïî àíàëîãèè ñ [18]), ÷òî ïðè ä àííûõ àíîìàëü-
íûõ óñëîâèÿõ íàáëþäåíèÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáè ÿ íå ïðèìåíèì
íè â ïðîñòîì, íè â ðàñøèðåííîì âàðèàíòå. Òàê, îøèáêà êîîðäèí àòîìåòðèè
íà áàçå ðàññìàòðèâàåìîé ÈÈÑ íà ðÿäå íàïðàâëåíèé äîñòèãàåò 1 00%.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé ÎÊÂÌÈ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü èäåþ êëàñòåðí î-
âàðèàöèîííîãî îöåíèâàíèÿ ñ ïðîñòåéøåé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæå-
íèÿ ñòàöèîíàðíîãî îáúåêòà â òðèàíãóëÿöèîííîé ÈÈÑ íà áîëåå ñ ëîæíóþ çàäà-
÷ó èäåíòèôèêàöèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ïîäâèæíîãî îáúåêòà äë ÿ ÈÈÑ ïðî-
èçâîëüíîãî òèïà, îïåðèðóþùèõ íå òîëüêî ñ îäíîðîäíûìè, íî è ð àçíîðîä-
íûìè èçìåðåíèÿìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ïðîèçâîëüíûì òî÷êàì ïðîñ òðàíñòâà è
âðåìåíè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü óñòîé÷èâóþ ê âëèÿíèþ ãðóá ûõ îøèáîê èç-
ìåðåíèé (íàïðèìåð, àíîìàëüíûõ îäèíî÷íûõ è ãðóïïîâûõ) ðåçó ëüòèðóþùóþ
îöåíêó âåêòîðà ïàðàìåòðîâ â óñëîâèÿõ ñóùåñòâåííîé àïðèîðí îé íåîïðåäåëåí-
íîñòè. ÎÊÂÌÈ êàê ñàìîñòîÿòåëüíî, òàê è â ñîâîêóïíîñòè ñ òðàäè öèîííûìè
ñòàòèñòè÷åñêèìè ïîäõîäàìè ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçî âàí ïðè ñîâåð-
øåíñòâîâàíèè ñóùåñòâóþùèõ è ðàçðàáîòêå ïåðñïåêòèâíûõ ÈÈÑ . Â ñëó÷àå
îãðàíè÷åííîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è/èëè áîëüøîì êîë è÷åñòâå äàò-
÷èêîâ è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðà íàáëþäåíèé ðàññìîòðåí íûé äâóõýòàï-
íûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè ÎÊÂÌÈ ìîæåò ïîçâîëèòü ñóùåñòâåííî ïî âûñèòü
îïåðàòèâíîñòü èäåíòèôèêàöèè.

Ñîâðåìåííûé ïðîãðåññ â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿ ÝÂÌ ïàðàëëåëüíîã î äåé-
ñòâèÿ (îñîáåííî íà íîâûõ ïðèíöèïàõ äåéñòâèÿ [29, 30]) ïîçâî ëÿåò íàäåÿòüñÿ,
÷òî ïðåäëîæåííûé ïðèíöèï ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòíûõ îöåíîê è èõ êë àñòåðèçà-
öèè â îïòèìàëüíîì âàðèàíòå íå ñòàíåò ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðàêò è÷åñêîé ðåà-
ëèçàöèè ÎÊÂÌÈ ïðèìåíèòåëüíî ê ïåðñïåêòèâíûì ÈÈÑ ðåàëüíîãî â ðåìåíè.
Îäíàêî äàëåêî íå äëÿ âñåõ ñóùåñòâóþùèõ ÈÈÑ âîçìîæåí òàêîé ïî äõîä, êî-
òîðûé íà âûáîðêàõ áîëüøîãî îáúåìà ìîæåò ïîòðåáîâàòü ñëèøêî ì áîëüøîãî
÷èñëà êàíàëîâ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ è ñóùåñòâåííû õ âû÷èñëè-
òåëüíûõ çàòðàò.
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÈÑÊÎÌ ÎÁÚÅÊÒÎÂ Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ ÍÀ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ ËÈÍÈÉ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ
Â ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÊÀÍÀËÀÕ ÏÎÈÑÊÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà îáúåêòîâ íàáëþäåíèÿ, ìàòåìàòè÷ åñêàÿ ìî-
äåëü ïîÿâëåíèÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò çàêîíîìåðíîñòÿì ïóà ññîíîâñêîãî
ïîòîêà. Åå ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîëè÷åñòâî ëè íèé îáðà-
áîòêè â êàíàëàõ ìíîãîêàíàëüíîé ïîèñêîâîé ñèñòåìû îãðàíè÷å íî. Â óñëî-
âèÿõ âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ èç ïîòîêà ýò î ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ î÷åðåäåé íà èõ îáðàáîòêó. Â êà÷åñòâå ìî äåëè,
èñïîëüçóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà ïîèñêà, ðàññìîòðåí íà áîð ñèñòåì
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåçàâèñèìûìè âõîäÿùèìè ïîòîêàìè , äëÿ êî-
òîðûõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà îïè ñûâàþò
äèíàìèêó èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê èõ ñîñòîÿ íèé â óñëî-
âèÿõ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ëèíèé îáðàáîòêè â ïîèñêîâûõ êàíàëàõ.
Ðàññìîòðåíû äâå ðàçíîâèäíîñòè ôîðìóëèðîâêè îïòèìèçàöèîí íîé çàäà-
÷è � äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî è âðåìåííîãî êðèòåðèåâ êà÷åñòâà. Ñè íòåçèðî-
âàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ çàêîíîâ ðàñï ðåäåëåíèÿ
èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé â êàíàëàõ ïîèñêîâîé ñèñòå ìû. Ïðèâå-
äåíû ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîèñê îáúåêòîâ íàáëþäåíèÿ, ìíîãîêàíàëüíàÿ ïîèñêîâàÿ
ñèñòåìà, ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêà, ñèñòåìà äè ôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.

DOI: 10.31857/S0005231025070028, EDN: JRJAYX

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîèñêîâûõ óñèëèé â ïîè ñêîâûõ ñè-
ñòåìàõ (ÏÑ) [1�13] îáðàçóþò îäèí èç âàæíûõ êëàññîâ çàäà÷ îáù åé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ íàáëþäåíèÿìè [14�17]. Èõ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå î áåñïå÷èâà-
åò óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ íåîáíàðóæåííûõ îáúåêòî â íàáëþäåíèÿ
(ÎÍ) â çîíå îáçîðà ÏÑ, ñîêðàùåíèå âðåìåíè èõ ïîèñêà, ïîâûøåí èå äîñòî-
âåðíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÎÍ è ò.ä. Â ÷àñòíîñòè, ê òàêèì çàäà÷àì ì îãóò áûòü
îòíåñåíû ïîèñê è îáíàðóæåíèå êîñìè÷åñêîãî ìóñîðà, ïîòîê ÷à ñòèö êîòîðî-
ãî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïóàññîíîâñêèé ïîòîê [18], ìîí èòîðèíã àâòî-
ìîáèëüíîãî òðàôèêà íà ìíîãîïîëîñíûõ àâòîñòðàäàõ, êîíòðîë ü âîçäóøíîãî
äâèæåíèÿ â ðàéîíàõ êðóïíûõ àýðîïîðòîâ, ìîíèòîðèíã èñïîëüç îâàíèÿ âîç-
äóøíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåãàïîëèñîâ è ò.ä.
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Çàêîíîìåðíîñòè ðåøåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû ïðè óïðàâëåíèè äðóãèìè ñèñòåìàìè è ñåòÿìè ìàññîâîãî îá ñëóæèâàíèÿ,
âêëþ÷àÿ óïðàâëåíèå âîäíûìè ðåñóðñàìè, ýíåðãîñåòÿìè, ïðîö åññàìè ïåðåäà÷è
äàííûõ â òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ è ò.ä. [19�26].

Íàèáîëåå îáùèì ïðåäïîëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ìàò åìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ÎÍ â ïðîöåññå ïîèñêà, ÿâëÿåòñÿ ïðå äïîëîæå-
íèå î ïðîèçâîëüíîì (â òîì ÷èñëå íåîãðàíè÷åííîì) èõ êîëè÷åñò âå è ïîÿâ-
ëåíèè â îáëàñòè îáçîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîìåðíîñòÿìè ïð îñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîãî ñëó÷àéíîãî ïîòîêà [27�30], êàê ïðàâèëî ïóàññîí îâñêîãî.

Èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ïîèñêà â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîñâÿùåíû ðà áîòû [6�10].
Èõ îáùåé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñ òâî ëèíèé îáðà-
áîòêè â êàíàëàõ ÏÑ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòî ïîçâîëÿëî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ëåæàùèå â îñíîâå ôîðìèðî âàíèÿ çàêîíîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîèñêîâûõ óñèëèé. Îäíàêî äëÿ ðåàëüíûõ ÏÑ, â ê àíàëàõ êîòî-
ðûõ êîëè÷åñòâî ëèíèé îáðàáîòêè êîíå÷íî, ðàññìîòðåííûå ïîä õîäû ê ôîðìè-
ðîâàíèþ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ ó ñèëèé èñïîëüçî-
âàíû áûòü íå ìîãóò. Ýòî îáóñëîâëåíî îñîáåííîñòÿìè ìàòåìàòè ÷åñêèõ ìîäåëåé
(óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà), îïèñûâàþùèõ âàðèàöèþ âî âðåìåíè âåðîÿòíîñò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ñîñòîÿíèé êàíàëîâ ÏÑ â òåðìèíàõ çàäà÷è îá ñëóæèâàíèÿ
â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ëèíèé îáðàáîòêè â êàæä îì èç êàíàëîâ
[31�34].

Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ óïð àâëåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèåì ïîèñêîâûõ óñèëèé äëÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ÏÑ ïàð àëëåëüíîãî
òèïà ñ íåçàâèñèìûìè êàíàëàìè, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ëèíèé îá ðàáîòêè â
êàæäîì êàíàëå îãðàíè÷åíî.

2. Àíàëèç ñòðóêòóðû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîèñêà

Ïóñòü îáúåêòû íàáëþäåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ â îáëàñòè îáçîðà X ïîèñêîâîé ñè-
ñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîìåðíîñòÿìè ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííîãî ïóàñ-
ñîíîâñêîãî ïîòîêà ' [19�22]. ÇäåñüX � Rn (1 � n � 3), (x1; : : : ; xn ) � äåêàð-
òîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â X .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü îáçîðà X ðàçáèòà íà I ïîäîáëàñòåé X i , i = 1; I ,
êàæäóþ èç êîòîðûõ îáñëóæèâàåò ñîîòâåòñòâóþùèé i -é êàíàë ÏÑ.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî X =
S

i
X i , X i

T
X j = ? , i = 1; I , j = 1; I , i 6= j . Òîãäà

ëþáûå äâà ïîòîêà, îïðåäåëÿåìûå èç ' êàê

' i (t) = ' (X i ; t); ' j (t) = ' (X j ; t); i = 1; I; j = 1; I; i 6= j(2.1)

ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè è íåçàâèñèìûìè [27, 30].
Â ñîîòâåòñòâèè ñ [8, 9, 27, 34, 35] ìåðû èíòåíñèâíîñòåé, èëè èíòåíñèâíî-

ñòè âðåìåííûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ ' i (t), i = 1; I , ñîîòâåòñòâåííî � i (t); ÿâ-
ëÿþòñÿ èçâåñòíûìè íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè äåòåðìèíè ðîâàííûìè
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ôóíêöèÿìè è õàðàêòåðèçóþò âðåìåííûå ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè ' i (t), i = 1; I ,
êàê ïîòîêè ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè [27�29].

Äëÿ ïîäîáëàñòè X i âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî î÷åðåäíîãî ÎÍ â òå÷å-
íèå èíòåðâàëà âðåìåíè [t; t + � t] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [32, 33]

� i (t)� t + o(� t);(2.2)

òîãäà êàê âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ áîëåå îäíîãî ÎÍ ðàâíà o(� t). Çäåñüo(� t) �
îñòàòîê ïîðÿäêà ìàëîñòè âûøå, ÷åì � t:

Ââåäåì îãðàíè÷åíèå: äëÿ i -ãî êàíàëà ÏÑ, i = 1; I , êîëè÷åñòâî ëèíèé îáðà-
áîòêè îãðàíè÷åíî è ðàâíî ai .

Îïðåäåëèì èíòåðâàë âðåìåíè ïîèñêà êàê 
 = [0 ; t ] è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â òå÷åíèå ýòîãî èíòåðâàëà i -é êàíàë ÏÑ îáåñïå÷èâàåò èíòåíñèâíîñòü ïîèñêà
� i (t) � 0:

Òîãäà â ñëó÷àå, êîãäà â ïîäîáëàñòè X i ïðèñóòñòâóåòk ÎÍ, âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè [t; t + � t] õîòÿ áû îäèí èç íèõ áóäåò íàéäåí,
ñîñòàâëÿåò [8�10, 32, 33]

k� i (t)� t + o(� t); k � ai ;

ai � i (t)� t + o(� t); k > a i :
(2.3)

Èíûìè ñëîâàìè ïðè k > a i âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÎÍ íà [t; t + � t] ñ
óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé k ïåðåñòàåò ðàñòè.

Èíòåíñèâíîñòè ïîèñêà � i (t) â ïîäîáëàñòÿõ X i , i = 1; I , ïîëàãàþòñÿ íåèç-
âåñòíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè íà [0; �t ] ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè, ïîäëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ â ðåçóëüòàòå ðåøåí èÿ îïòèìèçà-
öèîííîé çàäà÷è.

Çàäà÷à ïîèñêîâîé ñèñòåìû ïðèìåíèòåëüíî ê ïîäîáëàñòè X i ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíà êàê çàäà÷à åå îáñëóæèâàíèÿ ïðè ïîòîêå ÎÍ, îáðàçóþùåì
íàãðóçêó ïóàññîíîâñêîãî òèïà ñ ìåðîé èíòåíñèâíîñòè � i (t). Äëÿ îïèñàíèÿ çà-
äà÷ ýòîãî êëàññà, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè é àïïàðàò ïðîöåñ-
ñîâ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè [31�33]. Äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíî ñòåé èçìåíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ïðîöåññîâ ñëóæàò áåñêîíå÷íîìåðíûå ñè ñòåìû ëèíåé-
íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà îòíîñèòåëü-
íî âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà â êàæäîì èç âîçìîæíûõ ñ îñòîÿíèé,
îáðàçóþùèå ñîâîêóïíîñòü çàäà÷ Êîøè [32, 33, 36]:

_Pi 0 = � � i (t)Pi 0 + � i (t)Pi 1;
_Pik = � (� i (t) + k� i (t))Pik + � i (t)Pik � 1 + ( k + 1) � i (t)Pik +1 ;

(k = 1 ; : : : ; ai � 1);
_Pik = � (� i (t) + ai � i (t))Pik + � i (t)Pik � 1 + ai � i (t)Pik +1 ; k � ai ;

Pi 0(0) = 1 ; Pik (0) = 0 ; i = 1; I; t 2 [0; �t ];

(2.4)
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ãäå Pi 0 � âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ íåîáíàðóæåííûõ ÎÍ â X i èëè âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ íåçàäåéñòâîâàíèåì íè îäíîé èç ë èíèé îáðàáîòêè
i -ãî êàíàëà ÏÑ ïðè t 2 
 ; Pik � âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â X i k íåîáíàðó-
æåííûõ ÎÍ èëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ çàäåéñòâîâ àíèåì k ëè-
íèé îáðàáîòêè i -ãî êàíàëà ÏÑ, åñëè 1 � k < a i , èëè ai ëèíèé îáðàáîòêè, åñëè
k � ai ; ôóíêöèè f � i (t); � i (t); i = 1; I g íà èíòåðâàëå 
 ïîëàãàþòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíûìè, íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè.

Çàäà÷à Êîøè (2.4) îòðàæàåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è ïîèñêà, ïðîâîäè-
ìîãî íåçàâèñèìûìè êàíàëàìè ÏÑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíèé îáðàá îòêè è
îñóùåñòâëÿåìîãî ïîñëåäîâàòåëüíî âî âðåìåíè ïî ìåðå ïîÿâëå íèÿ ÎÍ â ïîä-
îáëàñòÿõ îáçîðà X i , i = 1; I .

Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (2.4) äëÿ îïðåäåëåí èÿ çàêîíà
óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïîèñêîâûõ óñèëèé â ÏÑ ÿâëÿåòñÿ ç àòðóäíèòåëü-
íûì â ñèëó èõ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Êðîìå òîãî, ñòðóêòóð û óêàçàííûõ
ìîäåëåé íå ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè èõ ñâåðòêó, íàïðèìåð â òåðìèí àõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ îæèäàíèé êîëè÷åñòâà íåîáíàðóæåííûõ ÎÍ â êàæäîì èç êà íàëîâ ÏÑ,
êàê, íàïðèìåð, ýòî áûëî ñäåëàíî â [10].

Ïîä ýëåìåíòàìè îáñëóæèâàíèÿ i -ãî êàíàëà áóäåì ïîíèìàòü åãî ëèíèè îá-
ðàáîòêè. Òîãäà î÷åðåäè íà îáðàáîòêó ïîèñêîâîé èíôîðìàöèè â i -ì êàíàëå íå
âîçíèêàþò, åñëè

� íå çàíÿò íè îäèí èç åãî ýëåìåíòîâ îáñëóæèâàíèÿ èëè íå âêëþ÷å íà â
îáðàáîòêó íè îäíà èç ëèíèé îáðàáîòêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò k = 0 ;

� çàíÿòû k ýëåìåíòîâ îáñëóæèâàíèÿ (k = 1 ; : : : ; ai ) èëè âêëþ÷åíû â îáðà-
áîòêó k ëèíèé îáðàáîòêè.

Óêàçàííûå ñîñòîÿíèÿ i -ãî êàíàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì

Si =
n

si 0; si 1; : : : ; sik
�
�
k= ai

o
; i = 1; I;(2.5)

ãäå êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ sik (k = 0 ; 2; : : : ; ai ) âêëþ÷àåò Ck
ai

= ai !
k!(ai � k)!

ýëåìåíòîâ.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi , i = 1; I , âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îäíîêðàò-
íûì âûõîäîì i -ãî êàíàëà ÏÑ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà (2.5) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ ýëåì åíòîâ îáñëó-
æèâàíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëî óñëîâèþ 0 � k � ai . Îòìåòèì, ÷òî ïîä îäíîêðàò-
íûì âûõîäîì i -ãî êàíàëà ÏÑ (i = 1; I ) èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ñî-
ñòîÿíèé (2.5) ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûõîä èç Si ðîâíî îäèí ðàç.

Òàêèå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè è íåçàâèñèìûìè, à âåðîÿ òíîñòü èõ
ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [37]

p� (t) = p1(t) + p2(t)(1 � p1(t)) + : : : + pI (t)
I � 1Y

i =1

(1 � pi (t)) :(3.1)
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Îïðåäåëèì ïåðâûé êðèòåðèé êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîèñ êîâîé ñè-
ñòåìû ñîîòíîøåíèåì

� 1 = p� (�t) + �

�tZ

0

� (t)T � (t)dt ! min
� 2 �

;(3.2)

ãäå � (t) = [ � 1(t) : : : � I (t)]T � âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêà; � 2 R1, � > 0 �
âåñîâîé êîýôôèöèåíò; � � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ èëè
çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêà.

Ïîä ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïîíèìàþòñÿ ì íîæåñòâî
íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà [0; �t ] ôóíêöèé âðåìåíè.

Êðèòåðèé (3.2) îïðåäåëèì êàê âåðîÿòíîñòíûé. Îí ïðåäïîëàãà åò ìèíèìè-
çàöèþ ñóììû äâóõ êîìïîíåíò. Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà õàðàêòåðèçó åò çíà÷åíèå â
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ �t âåðîÿòíîñòè âûõîäà ñîñòîÿíèé õîòÿ
áû îäíîãî èç ïîèñêîâûõ êàíàëîâ ÏÑ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæå ñòâà (2.5),
âòîðàÿ � ýêâèâàëåíòíà àíàëîãó ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò ÏÑ íà ï ðîâåäåíèå
ïîèñêà.

Ðàññìîòðèì âòîðîé êðèòåðèé êà÷åñòâà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîç íà÷åíèÿ
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëèòåëüíîñòåé ïðåáûâàíèÿ êàí àëîâ ÏÑ âî
ìíîæåñòâàõ ñîñòîÿíèé, èñêëþ÷àþùèõ âîçíèêíîâåíèå î÷åðåäå é íà îáðàáîò-
êó ïîèñêîâîé èíôîðìàöèè: mi = M[ � i ], i = 1; I; ãäå � i � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
îïðåäåëÿþùàÿ äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ i -ãî êàíàëà ÏÑ â ñîîòâåòñòâóþùåì
ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé (2.5). Ñòðóêòóðó âòîðîãî êðèòåðèÿ êà÷ åñòâà çàäàäèì
ñîîòíîøåíèåì

� 2 = I �t �
IX

i =1

mi + �

�tZ

0

� (t)T � (t)dt ! min
� 2 �

:(3.3)

Êðèòåðèé (3.3) îïðåäåëèì êàê âðåìåííîé. Îí ïðåäïîëàãàåò ìè íèìèçàöèþ
â êîíå÷íûé ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ñóììû äâóõ êîìïîíåíò. Ïåðâàÿ ê îìïîíåíòà
õàðàêòåðèçóåò ñóììó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëèòåëüíîñò åé ïðåáûâàíèÿ
êàíàëîâ ÏÑ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ ñîñòîÿíèé (2.5), â çÿòóþ ñî çíà-
êîì ìèíóñ, âòîðàÿ, êàê è â (3.2), ýêâèâàëåíòíà àíàëîãó ýíåðã åòè÷åñêèõ çàòðàò
ÏÑ íà ïðîâåäåíèå ïîèñêà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïðîâåñòè ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèé ðàñïðå äåëåíèÿìè
èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé � i (t), i = 1; I , t 2 
 â (2.4) ìåæäó êàíàëà-
ìè ìíîãîêàíàëüíîé ïîèñêîâîé ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâî ì ëèíèé îáðà-
áîòêè â êàæäîì êàíàëå, îáñëóæèâàþùèìè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî äîáëàñòè X i ,
i = 1; I , îáëàñòè îáçîðà ÏÑ X , äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî (3.2) è âðåìåííîãî (3.3)
êðèòåðèåâ êà÷åñòâà.
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4. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè èíòåíñèâíîñòåé ïîèñ êîâûõ óñèëèé
â ìíîãîêàíàëüíîé ÏÑ ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ëèíèé îáðàáîòêè

â êàæäîì êàíàëå äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïîèñêîì îáúåêòîâ íàáëþäåíèÿ
èç ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ' â ìíîãîêàíàëüíîé
ïîèñêîâîé ñèñòåìå ñ íåçàâèñèìûìè êàíàëàìè è êîíå÷íûì êîëè÷ åñòâîì ëèíèé
îáðàáîòêè â êàæäîì êàíàëå ÏÑ ïðèìåíèòåëüíî ê âåðîÿòíîñòíîì ó êðèòåðèþ
êà÷åñòâà (3.2). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùå ãî óòâåðæäåíèÿ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îäíîêðàòíûì
âûõîäîì i -ãî êàíàëà ÏÑ (i = 1; I ) èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà Si ñî-
ñòîÿíèé (2:5) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè t = 0 ñîñòîÿíèÿ ýòîãî êàíàëà ïðèíàä-
ëåæàëè Si , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

pi (t) = �Pi a i +1 (t);(4.1)

ãäå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè �Pi a i +1 (t) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

_�Pi 0(t) = � � i (t) �Pi 0(t) + � i (t) �Pi 1(t);
_�Pik (t) = � (� i (t) + k� i (t)) �Pik (t) + � i (t) �Pik � 1(t) + ( k + 1) � i (t) �Pik +1 (t);

(k = 1 ; : : : ; ai � 1);
_�Pia i

(t) = � (� i (t) + ai � i (t)) �Pia i
(t) + � i (t) �Pia i � 1(t);

_�Pia i +1 (t) = � i (t) �Pai
(t); i = 1; I;

(4.2)

ïîëó÷åííîãî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
aiX

k=0

�Pik (0) = 1 ; �Pi a i +1 (0) = 0 :(4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.2) îáðàçóþò ñîâîêóï íîñòü ôèêòèâ-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [15] ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì � = [ � 1 � 2 : : : � I ]T .
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4.3) îïðåäåëÿþò ïðèíàäëåæíîñòü ïðè t = 0 ñîñòîÿíèé
i -ãî êàíàëà ìíîæåñòâó Si è ñîîòâåòñòâóþò îòñóòñòâèþ î÷åðåäè íà åãî âõîäàõ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (3.1) ïîëó÷èì

p� (�t) = �P1 a1+1 (�t) + �P2 a2+1 (�t)(1 � �P1 a1+1 (�t )) + : : : +

+ �PI a I +1 (�t)
I � 1Y

i =1

(1 � �Pi a i +1 (�t)) :
(4.4)

Ñ ó÷åòîì (3.2), (4.2) îïðåäåëèì ãàìèëüòîíèàí

H =
IX

i =1

 T
i A i Pi + �� T �;(4.5)
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ãäå  i =  i (t) 2 Rai +2 � âåêòîð ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ; Pi (t) =
=

� �Pi 0(t) �Pi 1(t) : : : �Pi a i +1 (t)
� T ; A i 2 R(ai +2) � (ai +2) ; A i = � i B i 1 + � i B i 2; ñòðóê-

òóðà ìàòðèö B i 1; B i 2, ñëåäóþùàÿ èç (4.2), îïðåäåëåíà â Ïðèëîæåíèè.
Ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìàòðèö B i 1; B i 2 ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ

ñóìì ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà.
Èç (4.5) ïîëó÷èì ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî  i (t); i = 1; I :

_ i = �
@

@Pi
H = �

�
� i B T

i 1 + � i B T
i 2

�
 i ; t 2 
 :(4.6)

Ñ ó÷åòîì (4.4) êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (4.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

 i (�t) =
@

@Pi (�t)
p� (�t) =

2

40 0 : : :
IY

j =1 ;j 6= i

(1 � �Pja j
(�t))

3

5

T

; i = 1; I:(4.7)

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà (4.5) ïî � ïîëó÷èì

@
@�i

H =  T
i B i 2Pi + 2 �� i = 0 ; i = 1; I:(4.8)

Ñ ó÷åòîì (4.8) îïðåäåëèì ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíè ÿ

� i =
�  T

i B i 2Pi

2�
; i = 1; I:(4.9)

Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (ÄÒÊÇ) (4.2), (4.6 ), (4.7) âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Êðûëîâà �×åðíîóñüêî
[14, 15, 39]. Êîíêðåòèçèðóÿ (4.3), áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî �Pi 0(0) = 1 .

Ïóñòü íà q-ì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ñôîðìèðîâàí çàêîí óïðàâëå-
íèÿ ïîèñêîì (âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé � q).

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðåäïîëàãàåò âûïîëíå íèå ñëåäóþ-
ùèõ îïåðàöèé.

1. Ïðîâîäèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.2) íà èíòåðâàëå âðåìåíè 
 â ïðÿìîì
âðåìåíè è ôîðìèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ïåðåìåííûõ Pq

i , i = 1; I; ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêà � q

i , i = 1; I:
2. Ïî ïîëó÷åííûì ðåøåíèÿì â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.7) ôîðìèðóþòñ ÿ êîíå÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ  q
i (�t ), i = 1; I .

3. Ïðîâîäèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) íà èíòåðâàëå âðåìåíè 
 â
îáðàòíîì âðåìåíè ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (4.7) è îïðåäåëÿþòñ ÿ çíà÷åíèÿ âåê-
òîðà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ  q

i (t), t 2 
 , i = 1; I; ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâ-
ëåíèÿì � q

i , i = 1; I , è âåêòîðó ïåðåìåííûõ Pq
i , i = 1; I .

4. Ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì âåêòîðîâ Pq
i (t),  q

i (t), i = 1; I â ñîîòâåòñòâèè
ñ (4.9) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà óïð àâëåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùåå(q + 1) -ìó øàãó èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû

~� q+1
i =

� ( q
i )T B i 2Pq

i

2�
; i = 1; I; t 2 
 :(4.10)
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5. Èñõîäÿ èç ïðèíöèïà ÷àñòè÷íîãî îáíîâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ [5, 8, 28] ñ ó÷å-
òîì çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèë èé � q

i , i = 1; I ,
ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå, ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò çàêîíîâ ó ïðàâëåíèÿ
èíòåíñèâíîñòÿìè ïîèñêà äëÿ (q + 1) -é èòåðàöèè

� q+1
i (t) = "q~� q+1

i (t) + (1 � "q)� q
i (t); i = 1; I; t 2 
 ;(4.11)

ãäå"q 2 (0; 1):
Ïàðàìåòð "q îáîçíà÷àåò ñòåïåíü îáíîâëåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïîèñ-

êîì � q
i (t), i = 1; I , t 2 
 . Îí îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé

ôóíêöèè êðèòåðèÿ (3.2) íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå èòåðàöèîíí îé ïðîöåäóðû.
Äàëåå â êà÷åñòâå èñõîäíîãî äëÿ (q + 2) -ãî øàãà èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëå-

íèå � q+1
i (t), è èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà 1�5 ïîâòîðÿåòñÿ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íà÷àëüíîãî øàãà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû
(q = 0) íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêà � 0

i , i = 1; I , âûáèðà-
åòñÿ èç ìíîæåñòâà � äîïóñòèìûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (îïòèìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíî-
ñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

� i ÎÏ (t) = lim
q!1

� q
i (t); i = 1; I; t 2 
 :(4.12)

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ÷àñòè÷í àÿ âàðèà-
öèÿ óïðàâëåíèÿ (4.11), îñóùåñòâëÿåìàÿ íà îñíîâàíèè ðåøåíè ÿ îïòèìèçàöèîí-
íîé çàäà÷è, íàïðàâëåíà íà óìåíüøåíèå çíà÷åíèé öåëåâîãî ôóí êöèîíàëà. Çíà-
÷åíèÿ "q 2 (0; 1) â (4.11) âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ åãî ìàêñèìàëüíîãî óìåíüøå-
íèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.2) ñîîòâåòñòâóþù èé ýòîìó êðèòå-
ðèþ öåëåâîé ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí ñíèçó (öåëåâîé ôóíêöèîíà ë, ïî êðàéíåé
ìåðå, íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ( 4.12) ñóùå-
ñòâóåò.

Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì è òåðàöèé
q � Q, ãäå Q � íîìåð øàãà, ïîñëå êîòîðîãî âàðèàöèè öåëåâîãî ôóíêöèî-
íàëà êðèòåðèÿ (3.2) ñòàíîâÿòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè. Ïðè ýòîì ï îëàãàþò, ÷òî
� i ÎÏ (t) ' � Q

i (t), i = 1; I:

5. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè èíòåíñèâíîñòåé ïîèñ êîâûõ óñèëèé
â ìíîãîêàíàëüíîé ÏÑ ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ëèíèé îáðàáîòêè

â êàæäîì êàíàëå äëÿ âðåìåííîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

Ïóñòü çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû �t èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ 
 âûáðàíî òàê,
÷òî äëÿ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ wi (t), i = 1; I , äëèòåëüíîñòåé � i ïðåáûâà-
íèÿ êàíàëîâ ÏÑ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ (2.5) âûïîëíÿþ òñÿ óñëîâèÿ

�tZ

0

wi (t)dt = 1 ; 8i; i = 1; I;(5.1)

ò.å. ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ôèíèòíû íà 
 .
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Ñ ó÷åòîì (5.1) ïðåîáðàçóåì êðèòåðèé (3.3).

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.1) ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå äëèòåëüíîñòè � i îäíîêðàòíîãî ïðåáûâàíèÿ i -ãî êàíàëà ÏÑ âî ìíî-
æåñòâå Si (2:5) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4.3) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

mi =

�tZ

0

(1 � �Pia i +1 (t))dt:(5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.
Ñ ó÷åòîì (5.2) ïðåîáðàçóåì êðèòåðèé êà÷åñòâà (3.3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

� 2 =

�tZ

0

"

�� (t)T � (t) +
IX

i =1

�Pia i +1 (t)

#

dt ! min
� 2 �

:(5.3)

Ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì (4.2), (5.3) ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëü òîíèàí

H =
IX

i =1

�
 T

i A i Pi + �Pia i +1 (t)
�

+ �� T �:(5.4)

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíî øåíèÿìè

_ i = �
@

@Pi
H = � (� i B T

i 1 + � i B T
i 2) i � Ui ; i = 1; I; t 2 
 ;(5.5)

ãäå çíà÷åíèÿ ìàòðèö B i 1; B i 2, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (Ï.2); Ui 2 Rai +2 , Ui = [0 0 : : : 0 1]T :

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.3) êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (5.5) èìåþò âèä  i (�t) = 0 ,
i = 1; I; à ñîãëàñíî (5.4) ñòðóêòóðà ôîðìèðóåìûõ óïðàâëåíèé ñîâïàäà åò
ñ (4.9).

Äëÿ ðåøåíèÿ ÄÒÊÇ (4.2), (5.5), êàê è äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî êðèò åðèÿ,
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå íèé Êðûëîâà�
×åðíîóñüêî. Ïîðÿäîê åãî ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷åí ïîðÿäêó, ðà ññìîòðåííîìó
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷à å ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü ïîêàíàëüíóþ äåêîìïîçèöèþ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöå äóðû îïòèìè-
çàöèè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äëèòåëüíîñòü èíòå ðâàëà íàáëþ-
äåíèÿ íå ñîãëàñîâàíà ñî ñòðóêòóðîé õîòÿ áû îäíîé èç ïëîòíîñò åé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ wi (t), i = 1; I (ò.å. ðàâåíñòâî (5.1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî),
ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò ïåðåõîäèò â êàòåãîðèþ ñóáîïòèìàëüíû õ.
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6. Ïðèìåðû ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè
èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé â ìíîãîêàíàëüíîé ÏÑ

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíèé îáðàáîòêè â êàæäîì êàíàëå

Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì äâóõêàíàëüíóþ ÏÑ ( I = 2 ), ó êîòîðîé â ïåðâîì
êàíàëå òðè ëèíèè îáðàáîòêè, à âî âòîðîì � ÷åòûðå. Ôèêòèâíûå ä èíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîé ÏÑ, îïèñûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷ åñêîé ìîäåëüþ,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé (4.2), äëÿ êîòîðûõ ñîîòâ åòñòâåííî a1 = 3
è a2 = 4 . Êðèòåðèé êà÷åñòâà (3.2) â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

� 1 = �P14(�t) + �P25(�t) � �P14(�t) �P25(�t ) + �

�tZ

0

�
� 2

1(t) + � 2
2(t)

�
dt ! min

� 1 ;� 22 �
:(6.1)

Ðåøåíèå ïðÿìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (4.2) ïðè i = 1 ; 2 ïðîâîäèëîñü ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (4.3),

�P10(0) = �P20(0) = 1 ;
�P11(0) = �P12(0) = �P13(0) = �P14(0) = 0 ;
�P21(0) = �P22(0) = �P23(0) = �P24(0) = �P25(0) = 0

íà èíòåðâàëå âðåìåíè ïîèñêà 
 = [0 ; 5]. Çäåñü è äàëåå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâ-
ëåíû â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.

Ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû (4.6) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòó ðàìè ìàò-
ðèö (Ï.2), äëÿ êîòîðûõ

B11; B12 2 R5� 5; B21; B22 2 R6� 6:(6.2)

Èõ ðåøåíèå ïðîâîäèëîñü â îáðàòíîì âðåìåíè ñ êîíå÷íûìè óñëîâ èÿìè, ñî-
îòâåòñòâóþùèìè (4.7)

 1(�t) =
�
0 0 0 0

�
1 � �P25(�t)

�� T ;

 2(�t) =
�
0 0 0 0 0

�
1 � �P14(�t)

�� T :
(6.3)

Èíòåíñèâíîñòè ïîÿâëåíèÿ ÎÍ â ïîäîáëàñòÿõ X 1; X 2 çîíû ïîèñêà ÏÑ ïîëà-
ãàëèñü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè: � 1(t) = 2 + 0 ;4t, � 2(t) = 3 � 0;1t (ïðÿ-
ìûå ñîîòâåòñòâåííî 1, 2 íà ðèñ. 1).

Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé � 0
1; � 0

2 ïî-
ëàãàëèñü ðàâíîìåðíûìè íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ (ïðÿìûå 1, 2 íà ðèñ. 2).
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà èíòåðâàëå âðåìåíè ïîèñêà ïðîâîäèëîñü ñ øàãîì � =
= 10 � 3.

Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè p� (�t) âûõîäà ñîñòîÿíèé õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ
ïîèñêîâûõ êàíàëîâ ÏÑ èç ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî

S1 = f s10; s11; : : : ; s13g; S2 = f s20; s21; : : : ; s24g(6.4)
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

îò íîìåðà èòåðàöèè q â ïðîöåäóðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Êðûëîâà�
×åðíîóñüêî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.

Âàðèàöèè âåðîÿòíîñòíîé ñîñòàâëÿþùåé öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà êðèòå-
ðèÿ (6.1) ñòàíîâÿòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè óæå ïðè q � Q = 7 . Ñòðóêòóðà îï-
òèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñ òåé ïîèñêîâûõ
óñèëèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Äëÿ ïåðâîãî êàíàëà � êðèâàÿ 3, äëÿ âòîðîãî �
êðèâàÿ 4.
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòå é ñîãëàñóåòñÿ
ñ õàðàêòåðîì âàðèàöèè èíòåíñèâíîñòåé ïîÿâëåíèÿ ÎÍ èç ïîòîê à (ðèñ. 1) â
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíàëàõ ÏÑ.

Îòíîñèòåëüíûé âûèãðûø îò îïòèìèçàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê âåðî ÿòíîñò-
íîìó ïîêàçàòåëþ ñîñòàâèë � = p�0 ( �t )� p� ÎÏ ( �t )

p�0 ( �t ) ' 0;42, ãäå p�0 (�t) � âåðîÿòíîñòü
âûõîäà ñîñòîÿíèé õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ ïîèñêîâûõ êàíàëîâ ÏÑ èç ìíî-
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

æåñòâ (6.4) ïðè � 0
1; � 0

2, p� ÎÏ (�t) � àíàëîãè÷íûé ïîêàçàòåëü ïðè � Q
i (t) '

' � i ÎÏ (t), i = 1 ; 2:

Ï ð è ì å ð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè èí-
òåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé äëÿ ðàññìîòðåííîé â ïåðâîì ï ðèìåðå äâóõ-
êàíàëüíîé ïîèñêîâîé ñèñòåìû íà îñíîâå âðåìåííîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà (3.3)
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Ðèñ. 7

â ôîðìå (5.3). Åãî êîíêðåòèçàöèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷ àÿ èìååò âèä

� 2 =

�tZ

0

�
� (� 2

1(t) + � 2
2(t)) + �P14(t) + �P25(t)

�
dt ! min

� 1 ;� 22 �
:(6.5)

Ïðÿìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè è îïðåäåëÿþ òñÿ ôîð-
ìîé (4.2). Ñèñòåìû óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ñî îòâåòñòâó-
þò (5.5) ñ ìàòðèöàìè (6.2), âåêòîðàìè U1 2 R5, U2 2 R6 è íóëåâûìè êîíå÷-
íûìè óñëîâèÿìè  i (�t) = 0 , i = 1 ; 2.

Èíòåíñèâíîñòè ïîÿâëåíèÿ ÎÍ â X 1; X 2 ïîëàãàëèñü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿ-
ìè âðåìåíè: � 1(t) = 9 + 0 ;5t, � 2(t) = 12 � 0;1t (ïðÿìûå ñîîòâåòñòâåííî 1, 2 íà
ðèñ. 4).

Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé � 0
1; � 0

2 ïîëà-
ãàëèñü ðàâíîìåðíûìè íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ (ïðÿìûå 1, 2 íà ðèñ. 5).

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé m1 (êðèâàÿ 1)
è m2 (êðèâàÿ 2) âðåìåí íàõîæäåíèÿ êàíàëîâ ÏÑ âî ìíîæåñòâàõ (6.4) è èõ
ñóììû (êðèâàÿ 3) îò íîìåðà èòåðàöèè q â ïðîöåäóðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé Êðûëîâà�×åðíîóñüêî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Èçìåí åíèÿ âðåìåí-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàëè íåçíà÷èòåëüíûìè ïðè q � Q = 9 :

Ìåíüøèé ðîñò m1 ïî ñðàâíåíèþ ñ m2 ñâÿçàí ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñî-
ñòîÿíèé âî ìíîæåñòâå S1 ïî ñðàâíåíèþ ñî ìíîæåñòâîì S2.

Çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíè åì èíòåíñèâ-
íîñòåé ïîèñêîâûõ óñèëèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâå ííî äëÿ ïåðâîãî
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(êðèâàÿ 3) è âòîðîãî (êðèâàÿ 4) êàíàëîâ ÏÑ. Ìåíüøàÿ èíòåíñèâíîñòü ïîèñêà
â ïåðâîì êàíàëå îáóñëîâëåíà ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòüþ ïîÿâëå íèÿ â íåì ÎÍ
(ðèñ. 4).

Ñòðóêòóðà ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
êàíàëîâ ÏÑ âî ìíîæåñòâàõ (6.4) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7: äëÿ t = 0 êðèâàÿ 1
è êðèâàÿ 3 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êàíàëîâ è àíàëîãè÷íî ä ëÿ
t = 5 êðèâàÿ 2 è êðèâàÿ 4.

Â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ ïðèìåðà ñóììàðíîå ìàòå ìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå íàõîæäåíèÿ êàíàëîâ ÏÑ âî ìíîæåñòâàõ (6.4), èñêëþ÷ àþùèõ ïîÿâ-
ëåíèå î÷åðåäåé íà îáðàáîòêó, âîçðîñëî áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé í åñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìèðóåìûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöè îííûõ çàäà÷
èíòåíñèâíîñòè ïîèñêîâûõ óñèëèé êàê äëÿ êðèòåðèÿ (3.2), òàê è äëÿ êðèòå-
ðèÿ (3.3) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 1 âñåãäà îòíîñ ÿòñÿ ê êëàññó
íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïî èñêîì ÎÍ
èç ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà â ìí îãîêàíàëüíîé ÏÑ
îðèåíòèðîâàí íà ðÿä ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà êîëè ÷åñòâî ëèíèé
îáðàáîòêè â êàíàëàõ ïîèñêîâîé ñèñòåìû êîíå÷íî. Äëÿ íèõ ïðèì åíåíèå ìå-
òîäîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñâåðòêîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíè é Êîëìîãîðîâà,
íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà íåîáíàðóæåí-
íûõ ÎÍ, ðàññìîòðåííûõ, â ÷àñòíîñòè, â [10], íå ïðåäñòàâëÿåò ñÿ âîçìîæíûì.

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ëåæèò ïåðåõîä îò áåñêîíå÷íî ìåðíûõ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âåðîÿòíîñò íûå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñîñòîÿíèé êàíàëîâ ÏÑ, ê êîíå÷íîìåðíûì âñïîìîãàòåë üíûì ñèñòå-
ìàì. Èõ ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ëèíèé îáðàáî òêè êàæäîãî
êàíàëà.

Ïàðàìåòðàìè âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ âå ðîÿòíîñò-
íûå õàðàêòåðèñòèêà ïðåáûâàíèÿ ëèíèé îáðàáîòêè êàíàëîâ ÏÑ â î ìíîæåñòâàõ
ñîñòîÿíèé, íå ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ î÷åðåäåé íà îáðàáîòêó . Îíè äàþò
âîçìîæíîñòü ïîäîéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ðà ñïðåäåëåíè-
åì ïîèñêîâûõ óñèëèé êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíî ñòè âûõîäà
èç ðàññìîòðåííûõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé õîòÿ áû îäíîãî êàíàëà Ï Ñ, òàê è ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàêñèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âðåìåí è ïðåáûâàíèÿ
êàíàëîâ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïåðâîãî òèïà äëÿ âåðîÿòíîñ òíîãî êðèòå-
ðèÿ êà÷åñòâà (3.2) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì â ñèëó ñòðóêòóðû òåðìèíàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî êðèòåðèÿ. Åå ðàçìåðíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóììàðíîé
ðàçìåðíîñòüþ âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (4.2) è îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

P I
i =1 ai + 2 I .
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Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíà ïîêàíàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ îáùåé ïð îöåäóðû
ôîðìèðîâàíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòÿìè ïîèñêà.

Â ñèëó äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè âîçíèêàþùèõ îï òèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷ èõ ðåøåíèå öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ñ èñïîëüç îâàíèå ìåòîäà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Êðûëîâà�×åðíîóñüêî ñ ïðèìå íåíèåì ïðèí-
öèïà ÷àñòè÷íîãî îáíîâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ. Ïðèâåäåííûå ïðèìå ðû ïîêàçàëè
âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî èõ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíí îãî ïîäõîäà
è ïðîèëëþñòðèðîâàëè âûèãðûø, ïîëó÷àåìûé îò îïòèìèçàöèè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü î áîáùåí íà
ñëó÷àé, êîãäà èíòåíñèâíîñòè ïîèñêà ÎÍ â ðàçëè÷íûõ êàíàëàõ Ï Ñ íå ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ

P I
i =1 � i (t) = � � = const:

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.4) ãðàô ñîñòî ÿíèé [38],
ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 8.

Ãðàô îòðàæàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðèàöèè ñîñòîÿíèé i -ãî êàíàëà ñ
îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ëèíèé îáðàáîòêè. Âûäåëèì íà íåì ñîñòîÿí èÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó

Si =
n

si 0; si 1; : : : ; sik
�
�
k= ai

o
!

n
�si 0; �si 1; b : : : ; �sik

�
�
k= ai

o
= �Si :(� .1)

Äëÿ (Ï.1) ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô ñîñòîÿíèé (ðèñ. 9) êàê ôðàã-
ìåíò èñõîäíîãî ãðàôà (ðèñ. 8) ñ äîáàâëåíèåì îäíîãî òîëüêî ïî ãëîùàþùåãî
ñîñòîÿíèÿ �sia i +1 .

Si

si0 si1
si k-1 si k+1

! i
2 i! ( )k 1 i! ! k i! ai i! ai i!

si k

( =k a)i

! i
! i ! i ! i

! i ! i

Ðèñ. 8

Si

si0 si1 si k-1 si k+1

! i 2 i! ( )k 1 i! ! k i!

si k

( =k a)i

! i
! i ! i ! i ! i

!!!!!

!

Ðèñ. 9
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Ìîæíî ïîêàçàòü [38], ÷òî âàðèàöèÿ âî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðè-

ñòèê �Pi 0(t); �Pi 1(t); : : : ; �Pia i
(t); �Pia i +1 (t) ñîñòîÿíèé

n
�si 0; �si 1; : : : ; �sik

�
�
k= ai

; �sia i +1

o
,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 9, îïèñûâàåò ñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.2). Äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ( 4.3) âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îäíîêðàòíûì âûõîäîì èç ìíîæåñò âà �Si (ñîîòâåò-
ñòâåííî è èç ìíîæåñòâà Si ), îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿ-
íèÿ �sik jk= ai

â �si a i +1 , ò.å. ñîîòâåòñòâóåò ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.2),
îïðåäåëÿåìîé âåðîÿòíîñòüþ �Pi a i +1 (t).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñòðóêòóðà ìàòðèö B i 1; B i 2 2 R(ai +2) � (ai +2)

B i 1 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 1 0 0 0 : : : 0 0
1 � 1 0 0 : : : 0 0
0 1 � 1 0 : : : 0 0
0 0 1 � 1 : : : 0 0
: : : : : : :
0 0 0 0 : : : � 1 0
0 0 0 0 : : : 1 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

B i 2 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0 : : : 0 0
0 � 1 2 0 : : : 0 0
0 0 � 2 3 : : : 0 0
: : : : : : :
0 0 0 0 : : : ai 0
0 0 0 0 : : : � ai 0
0 0 0 0 : : : 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

(� .2)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2

Çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû óðàâ íåíèé (4.2),
ñîîòâåòñòâóþùåé i -ìó êàíàëó

_�Pia i +1 (t) = � i (t) �Pia i
(t); �Pia i +1 (0) = 0 :(� .3)

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð �Pia i +1 (t) èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ, ñâÿçàí-
íîãî ñ âûõîäîì i -ãî êàíàëà ÏÑ èç ìíîæåñòâà Si (2.5), òî åãî ïðîèçâîäíàÿ (Ï.3)
îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ wi (t) ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè � i ïðåáû-
âàíèÿ ýòîãî êàíàëà â Si . Èíûìè ñëîâàìè, [38]

wi (t) = � i (t) �Pia i
(t):(� .4)

Äîìíîæèì òåïåðü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (Ï.3) íà t è ïðîèíòåãðèðóåì íà
èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ 
 . Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì (Ï.4) ïîëó÷èì

�tZ

0

t _�Pia i +1 (t)dt =

�tZ

0

t� i (t) �Pia i
(t)dt =

�tZ

0

tw i (t)dt:(� .5)
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Èç (Ï.5) ñëåäóåò

�tZ

0

t _�Pia i +1 (t)dt = mi ;(� .6)

ãäåmi =
R�t

0 tw i (t)dt � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè � i .
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ëåâóþ ÷àñòü (Ï.6), ïîëó÷èì

t �Pia i +1 (t)
�
� �t
0 �

�tZ

0

�Pia i +1 (t)dt = mi :(� .7)

Èëè ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (5.1)

�tZ

0

(1 � �Pia i +1 (t))dt = mi :(� .8)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè âèðòóàëüíîãî à íàëèçà-
òîðà (ÂÀ) ñ íåñêîëüêèìè âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè. Ïîêàçàíî, ÷ òî ââå-
äåíèå ïðåäèêòîðà âåêòîðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îøèáîê îáåñïå ÷èâàåò ó÷åò
äèíàìè÷åñêîé âçàèìîçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ïðîöåññà è ïîçâ îëÿåò ïîâû-
ñèòü òî÷íîñòü ÂÀ. Ïîñòðîåíèå ïðåäèêòîðà îøèáîê ñ íåñêîëüêè ìè âûõî-
äàìè âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðíûõ àâòîðåãðåññè îííûõ ìîäå-
ëåé è íàáîðà ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè ñ ðàñïðåäåëåííûì ëàãîì, îïòèìàëü-
íûå ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííûìè ìåò îäàìè.
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ìí îãîìåðíî-
ãî ÂÀ ñ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà ïîñëåäîâàòå ëüíîì
ïîñòðîåíèè îäíîìåðíûõ ïî âûõîäó ÂÀ â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ïîê àçàòåëÿ-
ìè êà÷åñòâà öåëåâîãî ïðîäóêòà (ëåãêîé äèçåëüíîé ôðàêöèè) ï ðîìûøëåí-
íîé ñëîæíîé ðåêòèôèêàöèîííîé êîëîííû. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåä ëîæåííî-
ãî ïîäõîäà òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà äëÿ êëàññà àäàïòèâíûõ ÂÀ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèðòóàëüíûé àíàëèçàòîð ñ íåñêîëüêèìè âûõîäàìè, ïðå-
äèêòîð îøèáîê ñ íåñêîëüêèìè âûõîäàìè, âåêòîðíàÿ àâòîðåãðå ññèîííàÿ
ìîäåëü, àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ ðàñïðåäåëåííûì ëàãîì, àäàïòàöèÿ,
ñëîæíàÿ ðåêòèôèêàöèîííàÿ êîëîííà.

DOI: 10.31857/S0005231025070039, EDN: JRKVGS

1. Ââåäåíèå

Âèðòóàëüíûå àíàëèçàòîðû (ÂÀ) ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ñî âðåìåí-
íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, îòâå÷ àþùèì çà îáðàò-
íóþ ñâÿçü ïî êà÷åñòâó âûõîäíîé ïðîäóêöèè [1]. Â íåôòåïåðåðà áîòêå è íåô-
òåõèìèè îäíèì èç îñíîâíûõ è ýíåðãîåìêèõ íåïðåðûâíûõ òåõíîë îãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ðåêòèôèêàöèÿ. Â ïðîìûøëåííûõ ðåêòèôèê àöèîííûõ êî-
ëîííàõ ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå èñõîäíîãî ñûðüÿ íà ðàçëè÷íûå ôðàêöèè íåô-
òåïðîäóêòîâ. Êàê ïðàâèëî, ðàçäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëî æíûõ êîëîííàõ,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÀÏÓ ÄÂ Î ÐÀÍ ïî òåìå
• FWFW-2021-0003 (ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ÂÀ ñ ïðåäè êòîðîì îøèáîê) è òåìå
• FWFW-2025-0002 (ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è àïðîá àöèÿ íà ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ).
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êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ ïðîìåæóòî÷í ûõ öèðêóëÿöè-
îííûõ îðîøåíèé è îòáîðîì ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ. Âûäåëÿþò öåëå âîé èëè
íàèáîëåå öåííûé ïðîäóêò, ñòàáèëèçàöèÿ êà÷åñòâà êîòîðîãî î áåñïå÷èâàåò äî-
ñòèæåíèå çíà÷èòåëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà äëÿ ïðîèçâ îäñòâà. Âàæ-
íûìè ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà öåëåâîãî ïðîäóêòà, íàïðèìåð ëå ãêîé äèçåëü-
íîé ôðàêöèè òåõíîëîãè÷åñêîé óñòàíîâêè ãèäðîêðåêèíãà, ÿâë ÿþòñÿ êëþ÷åâûå
òî÷êè ôðàêöèîííîãî ñîñòàâà (òåìïåðàòóðû íà÷àëà êèïåíèÿ, 1 0, 50, 90, 95%),
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòîé 1�2 ðàçà â ñóòêè â çàâîäñêîé ëàáîðàòîðèè,
÷òî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíè ÿ â ðåæèìå ðå-
àëüíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó âíåäðåíèå ÂÀ ïðåæäå âñåãî îáåñïå÷è âàåò îöåíêó
ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ïðîäóêòîâ íà êàæäîì òàêòå óïðàâëåíèÿ.
Â ñîñòàâ ÂÀ, êàê ïðàâèëî, âõîäÿò ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòî ðûå ñâÿçûâàþò
òðóäíîäîñòóïíûå èçìåðÿåìûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà (âûõîäíû å ïåðåìåííûå) ñ
ëåãêîäîñòóïíûìè èçìåðåíèÿìè (âõîäíûìè ïåðåìåííûìè) çíà÷ åíèé òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (òåìïåðàòóðû, äàâëåíèå, ðàñõîäû ïîòî êîâ è äð.). Ýô-
ôåêòèâíîñòü óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì âî ìíîã îì çàâèñèò îò
òî÷íîñòè ìîäåëåé â ñîñòàâå ÂÀ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷à ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè
ÂÀ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ïîâûøåíèåì ýôôåê òèâíî-
ñòè óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûìè ïðîöåññàìè [2, 3]. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñ òâà ïðîäóêòîâ
ðåêòèôèêàöèîííûõ êîëîíí è íàáîðîì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ äîâî ëüíî øèðîêî
èññëåäóþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñ îäíîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé [4�8]. Ð àñïðîñòðàíåíèå
òàêæå ïîëó÷èëè ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ÂÀ íà îñíîâå íåéðîííûõ ñåòå é. Ðàáîòà [9]
ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå äèíàìè÷åñêîãî ÂÀ íà îñíîâå ñâåðòî÷íîé íåéðîííîé
ñåòè, ó÷èòûâàþùåé èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèê àíàëèçèðóåìîã î ïðîöåññà âî
âðåìåíè. Èçâåñòíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ [ 10] äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ÂÀ. Ðàáîòà [11] ïîñâÿùåíà ìåòîäó îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè , ñîâìåùàþ-
ùåãî ìåòîäû îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè è ÷àñòè÷íûõ í àèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Êëþ÷åâûì ïðåèìóùåñòâîì íåéðîñåòåâûõ ìåòîäîâ ÿ âëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ íà
îáó÷àþùåé âûáîðêå, íî â òî æå âðåìÿ íà òåñòîâîé âûáîðêå ìîãóò íàáëþäàòü-
ñÿ ñóùåñòâåííûå îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåð íûõ ÂÀ
(ÌÂÀ). Â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîííûìè îäíîìåðíûìè ìîäåëÿìè ìíî ãîìåðíûé
ðåãðåññèîííûé àíàëèç ëó÷øå îáúÿñíÿåò çàâèñèìîñòü ìåæäó îö åíèâàåìûìè
ïåðåìåííûìè è âõîäíûìè äàííûìè çà ñ÷åò ó÷åòà êîððåëèðîâàíí îñòè âûõîä-
íûõ ïåðåìåííûõ ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíûõ âçàèìîñâÿçåé ìåæä ó âõîäíûìè
è âûõîäíûìè äàííûìè [12]. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÌÂÀ ìîæåò ðåøàòü ñÿ ðàçðà-
áîòêîé íîâûõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé, êàê â ðàáîòå [13], ãäå îïèñàí ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ ìíîãîìåðíûõ ÂÀ íà îñíîâå ìíîãîìåðíîé öåïè äåðåâüåâ. Ñóùí îñòü ýòîãî
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àíñàìáëÿ äåðåâüåâ, îöåíèâ àþùèõ íåñêîëü-
êî âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÌÂÀ ìîãóò óñîâå ðøåíñòâî-
âàòüñÿ óæå ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû; òàê, â [14] ïðåäñòàâëåíà ìî äèôèêàöèÿ ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìàøèíû îïîðíûõ âåêòîðîâ (àíã ë. LS-SVM,
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Least Squares Support Vector Machine) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåë åé ñ íåñêîëüêèìè
âûõîäàìè è ó÷åòà íåëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè â ûõîäíûìè
äàííûìè, à òàêæå ïðåäëîæåí ìåòîä îáó÷åíèÿ òàêîé ìîäåëè.

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì êëàññîì ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñ òè ÂÀ
íåñòàöèîíàðíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ðàçðàáîòêè àäàïò èâíûõ ÂÀ. Èç-
âåñòíà ðàáîòà [15], ïîñâÿùåííàÿ ðàçðàáîòêå àíñàìáëåâîãî à äàïòèâíîãî ÂÀ
íà îñíîâå íåñêîëüêèõ ìîäåëåé ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ. Â [16] ðàññìîòðåíû âî-
ïðîñû êîìáèíèðîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ìåõàíèçìîâ àäàïòàöèè äëÿ äîñòèæåíèÿ
íàèëó÷øåé òî÷íîñòè ÂÀ. Íå ìåíåå ðàñïðîñòðàíåíû ìåòîäû ïîñòð îåíèÿ àäàï-
òèâíûõ ÂÀ íà îñíîâå ïîäõîäà ¾òî÷íî-â-ñðîê¿ (JIT, àíãë. Just- In-Time) [17].
Íàèáîëåå âàæíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâí ûõ ÂÀ ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åòà ðàçâèòèÿ ïðîöåññà âî âðåìåíè íå òîëü êî íà óðîâíå
îáíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íî è íà óðîâíå îáíîâëåíèÿ ñòð óêòóðû ìîäå-
ëè, ÷òî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [18, 19], ïîñâÿùåííûõ ÂÀ íà îñíîâå ï îäõîäà JIT,
ñîâìåùåííîãî ñ îòáîðîì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ÂÀ â îíëàéí ðåæèìå . Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà JIT òåì íèæå, ÷åì ìåíüø å äàííûõ â
îáó÷àþùåé âûáîðêå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèå ì â ðåàëüíûõ
óñëîâèÿõ è íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äàííûé ïîäõîä äëÿ ïîñò ðîåíèÿ ÌÂÀ
â óñëîâèÿõ çíà÷èòåëüíûõ ïðîïóñêîâ äàííûõ â îáó÷àþùåé âûáîð êå èëè ïðè
íàëè÷èè ìàëîé îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ñóùåñòâóåò êëàññ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÂÀ ïîñðåäñòâîì îáíîâëå-
íèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà (ÎÑ×) ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Â [20] îïè ñàíà ñòðàòå-
ãèÿ îáíîâëåíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, îñí îâàííàÿ íà áàéå-
ñîâñêîì ïîäõîäå, ó÷èòûâàþùàÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñòàíäàðòí îå îòêëîíåíèå
îøèáêè ÂÀ. Èçâåñòíà ñòðàòåãèÿ âçâåøåííîãî ÎÑ× ðåãðåññèîííî é ìîäåëè,
ðàññìàòðèâàåìàÿ â [21]. Äàííàÿ ñòðàòåãèÿ îñíîâàíà íà ó÷åòå ïðåäûäóùèõ
çíà÷åíèé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

Îáùèé íåäîñòàòîê ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ � îò ñóòñòâèå
ó÷åòà âçàèìîâëèÿíèÿ ìåæäó îöåíèâàåìûìè ïîêàçàòåëÿìè êà÷å ñòâà, ÷òî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò èìåòü ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñóùå ñòâóåò ðÿä ðà-
áîò, ðàññìàòðèâàþùèõ çàäà÷ó ÎÑ× êàê çàäà÷ó ïðîãíîçà îøèáêè ÂÀ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äèíàìè÷åñêîå âëèÿíèå îøèáêè íà òî÷íîñ òü ÂÀ. Íàïðè-
ìåð, â [22] ñòðàòåãèÿ ÎÑ× ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ÌÂÀ ðàññìàòðè âàåòñÿ êàê
çàäà÷à ïðîãíîçà îøèáêè ÂÀ ïðè ïîìîùè ìîäåëè àâòîðåãðåññèè � ñ êîëüçÿùåãî
ñðåäíåãî. Ðàáîòà [23] ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïðîãíîçèðóþùå ãî ôèëüòðà äëÿ
àäàïòèâíîãî ÂÀ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [19�22] íå ó÷èòûâàåò ñÿ âçàèìíîå
âëèÿíèå êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê ÂÀ. Â [24] ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïð îãíîçà âåê-
òîðà êðîññ-êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê ÂÀ ïðè ïîìîùè àíàëèòè÷åñ êèõ ìåòî-
äîâ, íî âûáîð ïîðÿäêà ìîäåëè ïðåäèêòîðà ïî ôîðìàì àâòî- è êðî ññ-ñïåêòðîâ
íå ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðíóþ àäàïòàöèþ ïðåäèêòîð à â îíëàéí ðå-
æèìå íà êàæäîì òàêòå äèñêðåòíîãî âðåìåíè, à òàêæå ïîâûøàåòñ ÿ ñëîæíîñòü
ðàçðàáîòêè ÂÀ äëÿ ñëó÷àÿ n-ìåðíîãî âûõîäà.
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÌÂÀ ñ ïðåäèêòî ðîì, îò-
ëè÷àþùèéñÿ ó÷åòîì âçàèìîçàâèñèìîñòè îøèáîê ïðè ïîìîùè âåê òîðíûõ àâ-
òîðåãðåññèîííûõ (ÂÀÐ) ìîäåëåé [25] èëè ìîäåëåé àâòîðåãðåññ èè ñ ðàñïðå-
äåëåííûì ëàãîì (ÀÐÐË) [26], ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷ èñëåííûõ ìå-
òîäîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü êàê ñòðóêòóðíóþ, òàê è ïàð àìåòðè÷åñêóþ
àäàïòàöèþ ïðåäèêòîðà îøèáêè ÂÀ â êàæäûé äèñêðåòíûé ìîìåíò âð åìåíè
â çàìêíóòîì êîíòóðå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñ òâà öåëåâîãî
ïðîäóêòà íåïðåðûâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà.

2. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ ðåêòèôèêàöèîííàÿ êîëîííà
òåõíîëîãè÷åñêîé óñòàíîâêè ãèäðîêðåêèíãà äëÿ ðàçäåëåíèÿ ï îäàâàåìîãî ñû-
ðüÿ íà ñëåäóþùèå ïðîäóêòû: áåíçèíîâàÿ ôðàêöèÿ (ÁÔ), êåðîñèí îâàÿ ôðàê-
öèÿ (ÊÔ), ëåãêàÿ äèçåëüíàÿ ôðàêöèÿ (ËÄÔ), òÿæåëàÿ äèçåëüíà ÿ ôðàêöèÿ
(ÒÄÔ), îñòàòîê ãèäðîêðåêèíãà (ÎÃ). ËÄÔ â äàëüíåéøåì èñïîëü çóåòñÿ â êà-
÷åñòâå êîìïîíåíòà äèçåëüíîãî òîïëèâà àðêòè÷åñêîãî (ÄÒÀ). Íà ðèñ. 1 ïðèâå-

Ðèñ. 1. Ñõåìà òåõíîëîãè÷åñêîãî îáúåêòà è ñèñòåìû óïðàâëåíè ÿ.
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äåíà ñõåìà òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ðåêòèôèêàöèè è ñèñòå ìû óïðàâëåíèÿ
ñ ðåãóëÿòîðîì íà îñíîâå ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëè (ÏÌ) ïî ôðàêö èîííîìó
ñîñòàâó ËÄÔ. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ: Ê1 � ñ ëîæíàÿ
ðåêòèôèêàöèîííàÿ êîëîííà; Ê2 � îòïàðíàÿ êîëîííà êåðîñèíîâ îé ôðàêöèè;
Ê3 � îòïàðíàÿ êîëîííà äèçåëüíîé ôðàêöèè; Ê4 � îòïàðíàÿ êîëîí íà òÿæåëîé
äèçåëüíîé ôðàêöèè; ÒÎ1 � êîíäåíñàòîð ïàðîâ áåíçèíîâîé ôðàê öèè; ÒÎ2 �
ðåáîéëåð êîëîííû Ê2, ÒÎ3 � ðåáîéëåð êîëîííû Ê3, ÒÎ4 � îõëàäèò åëü âåðõíå-
ãî öèðêóëÿöèîííîãî îðîøåíèÿ; ÒÎ5 � îõëàäèòåëü íèæíåãî öèðê óëÿöèîííîãî
îðîøåíèÿ; ÊË1-1 � êëàïàí íà áàéïàñå ÒÎ1; ÊË2-1 � êëàïàí íà âûõ îäå ÒÎ2;
ÊË2-2 � êëàïàí íà áàéïàñå ÒÎ2; ÊË2-3 � êëàïàí íà ëèíèè ïîòîêà Ê Ô íà
ñìåøåíèå ñ ËÄÔ; ÊË3-1 � êëàïàí íà âûõîäå ÒÎ3; ÊË3-2 � êëàïàí íà áàéïà-
ñå ÒÎ3; ÊË3-3 � êëàïàí íà ëèíèè ïîòîêà ËÄÔ íà ñìåøåíèå ñ ÊÔ. Â òà áë. 1
ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ òåõí îëîãè÷åñêîãî
îáúåêòà. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû èñïîëüçóåìûå â ïðîìûøëåííû õ óñëîâèÿõ
âõîäíûå ïåðåìåííûå ÂÀ ôðàêöèîííîãî ñîñòàâà (ÔÑ) ËÄÔ: ÔÑ òåìï åðàòóðà
íà÷àëà êèïåíèÿ (ÒÍÊ), 10%, 50%, 95%.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÌÂÀ è ïîñòðîåíèå ì îäåëè
ïðåäèêòîðà êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê ÂÀ. Â îáùåì âèäå ìîäåëü ÌÂÀ ñ ïðå-
äèêòîðîì êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê (ÌÂÀ ÏÊÎ) èìååò ñëåäóþùèé â èä:
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ÌÂÀ ñ ïðåäèêòîðîì êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ¾âûáå-
ëèâàíèåì¿ (ò.å. ñ ïðîïóñêàíèåì ÷åðåç ôèëüòð, âûðàâíèâàþùè é ñïåêòðàëüíóþ
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Òàáëèöà 1.Ôðàãìåíò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîã î îáúåêòà

ÂÀ
TC232
(òåìï.

âåðõà Ê1)

TC203
(òåìï.
â Ê2)

TC204
(òåìï.
â Ê3)

FC117
(ðàñõîä ÊÔ
íà ñìåøåíèå

ñ ËÄÔ)

FC188
(ðàñõîä
ËÄÔ

íà ñìåøåíèå
ñ ÊÔ)

ÔÑ ÒÍÊ 2,2 2,4 2,7 0,5

ÔÑ 10% 1,1 1,2 2,3 0,35

ÔÑ 50% 0,2 1,2

ÔÑ 90% 1,7

Òàáëèöà 2.Îïèñàíèå èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñêîãî îáúåêòà

• Îáîçíà÷åíèå Îïèñàíèå Åä.èçì.

1 P131 Äàâëåíèå âåðõà Ê1 ÌÏà

2 P124 Äàâëåíèå íèçà Ê1 ÌÏà

3 FC105 Ðàñõîä îñòðîãî îðîøåíèÿ Ê1 ì 3/÷

4 FC106 Ðàñõîä ÂÖÎ Ê1 ì 3/÷

5 FC107 Ðàñõîä ÍÖÎ Ê1 ì 3/÷

6 FC116 Ðàñõîä êåðîñèíîâîé ôðàêöèè ñ óñòàíîâêè ì 3/÷

7 FC117 Ðàñõîä êåðîñèíîâîé ôðàêöèè íà ñìåøåíèå ñ ËÄÔ ì 3/÷

8 FC188 Ðàñõîä ëåãêîé äèçåëüíîé ôðàêöèè íà ñìåøåíèå ÊÔ ì 3/÷

9 TC232 Òåìïåðàòóðà âåðõà Ê1 � C

10 T233 Òåìïåðàòóðà âîçâðàòà âåðõíåãî ïðîäóêòà Ê2 â Ê1 � C

11 T234 Òåìïåðàòóðà âîçâðàòà âåðõíåãî ïðîäóêòà Ê3 â Ê1 � C

12 T235 Òåìïåðàòóðà âîçâðàòà âåðõíåãî ïðîäóêòà Ê4 â Ê1 � C

13 T238 Òåìïåðàòóðà áîêîâîãî ïîòîêà èç Ê1 â Ê2 � C

14 T239 Òåìïåðàòóðà áîêîâîãî ïîòîêà èç Ê1 â Ê3 � C

15 T240 Òåìïåðàòóðà áîêîâîãî ïîòîêà èç Ê1 â Ê4 � C

16 T242 Òåìïåðàòóðà â çîíå íàä ââîäîì ñûðüÿ â Ê1 � C

17 T247 Òåìïåðàòóðà íà âûõîäå èç ÒÎ2 â Ê2 � C

18 T248 Òåìïåðàòóðà íà âûõîäå èç Ê2 â ÒÎ2 � C

19 T253 Òåìïåðàòóðà íà âûõîäå èç ÒÎ3 â Ê3 � C

20 T254 Òåìïåðàòóðà íà âûõîäå èç Ê3 â ÒÎ3 � C

21 TC275 Òåìïåðàòóðà âîçâðàòà ÍÖÎ â Ê1 � C

22 TC279 Òåìïåðàòóðà âîçâðàòà ÂÖÎ â Ê1 � C

23 FY098 Çàäàíèå ïî ðàñõîäó ñûðüÿ â Ê1 ì 3/÷

ïëîòíîñòü) ðÿäà îøèáîê ïðè ïîìîùè ÀÐ ìîäåëè (ÌÂÀ ÏÊÎÂ) îïèñûâà åòñÿ
âûðàæåíèåì:

Ŷ ��
t = K X t + ~b + W E past

t + ~� V past
t ;(2)
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ãäåE past
t =

�
e1;t � 1 : : : e1;t � q : : : eN;t � 1 : : : eN;t � q

� T � âåêòîð îøèáêè ìîäåëè

ÌÂÀ; W =

0

B
B
B
@

w1;1j1 : : : w1;1jq 0 : : : 0 : : : 0 : : : 0
0 : : : 0 w2;2j1 : : : w2;2jq : : : 0 : : : 0
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
0 : : : 0 0 : : : 0 : : : wN;N j1 : : : wN;N jq

1

C
C
C
A

�

ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ âûáåëèâàþùåãî ïðåäèêòîðà ïîðÿäêà q;
wi;j jq � q-é êîýôôèöèåíò âûáåëèâàþùåãî ïðåäèêòîðà äëÿ ó÷åòà âëèÿ-
íèÿ ìåæäó j -é è i -é êîìïîíåíòàìè ìíîãîìåðíîãî ðÿäà îøèáîê; ~� =

=

0

B
@

~� 1;1j1 : : : ~� 1;1j ~� : : : ~� 1;N j1 : : : ~� 1;N j ~�
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

~� N; 1j1 : : : ~� N; 1j ~� : : : ~� N;N j1 : : : ~� N;N j ~�

1

C
A � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ

ïðåäèêòîðà êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê âûáåëèâàíèÿ ïîðÿäêà ~� ; V past
t =

=
�
v1;t � 1 : : : v1;t � ~� : : : vN;t � 1 : : : vN;t � ~�

� T � âõîäíîé âåêòîð ïðåäèêòî-
ðà îøèáîê; vi;t = ei;t �

�
W

�
i E past

t � îøèáêà âûáåëèâàíèÿ îøèáîê ÌÂÀ
i -ãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà.

Ìàòðèöû èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ � 1 äëÿ (1) è � 2 äëÿ (2) èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

� 1 =
�
K ~b �

�
;(3)

� 2 =
�
K ~b W ~�

�
:(4)

Îïðåäåëåíèå îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ � z (z = 1 ; 2) îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì ôóí êöèîíàëå
êà÷åñòâàJ :

�̂ z = argmin
� z 2 R

J (� z):(5)

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿJ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ÌÂÀ:

J =
1
n

nX

i =1

�
�
�
�
�
�Yi � Ŷi (� z)

�
�
�
�
�
�
2

;(6)

ãäåYi è Ŷi � âåêòîðû èçìåðåííûõ è îöåíåííûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êà÷å ñòâà
öåëåâîãî ïðîäóêòà ñîîòâåòñòâåííî; n � ÷èñëî íàáëþäåíèé â âûáîðêå; jj�jj �
åâêëèäîâà íîðìà.

3. Ïîñòðîåíèå ìíîãîìåðíîãî ÂÀ

Ñõåìà ïðåäëàãàåìîãî ÌÂÀ ñ ïðåäèêòîðîì â ñîñòàâå ñèñòåìû óïðà âëåíèÿ
ïîêàçàíà íà ðèñ. 2, ãäå: MPC � ðåãóëÿòîð íà îñíîâå ÏÌ; G(U) � òåõíîëîãè-
÷åñêèé îáúåêò; U � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé; Ŷt � îöåíêà ÂÀ (áåç
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Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ÌÂÀ ñ ïðåäèêò îðîì êîððå-
ëèðîâàííûõ îøèáîê: à � áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî âûáåëèâàíèÿ; á � ñ ïðåäâàðè-
òåëüíûì âûáåëèâàíèåì.

ó÷åòà ïðåäèêòîðà îøèáêè); et � âåêòîð îøèáîê ÂÀ; v t � âåêòîð îøèáîê âû-
áåëèâàíèÿ; êt � ïðîãíîç îøèáêè; v̂ t � ïðîãíîç îøèáêè âûáåëèâàíèÿ; B � îïå-
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ðàòîð ñäâèãà íàçàä íà îäèí êâàíò âðåìåíè. Îñíîâíîå ïðåèìóùå ñòâî ïðåäëà-
ãàåìîãî ÌÂÀ çàêëþ÷àåòñÿ â ó÷åòå äèíàìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ êîððå ëèðîâàííûõ
îøèáîê îöåíîê ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà öåëåâîãî ïðîäóêòà ñëîæ íîé ðåêòèôèêà-
öèîííîé êîëîííû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïðåäè êòîð ÿâëÿåòñÿ
íàäñòðîéêîé íàä ëþáîé ìîäåëüþ â ñîñòàâå ÌÂÀ è ìîæåò áûòü èñïîë üçîâàí â
êîìáèíàöèè ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè, íàïðèìåð íåéðîñåòåâûìè, ôî ðìèðóþùèìè
áàçîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ îöåíêè âûõîäà Ŷt .

Â âûðàæåíèÿõ (1) è (2) ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ( K X t + ~b) ïðåäñòàâëÿþò
ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè (ÌËÐ), êîòîðàÿ øè ðîêî ðàñïðî-
ñòðàíåíà â ïðîìûøëåííûõ óñëîâèÿõ [27].

Ïîèñê ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (5) ñîñòîèò èç íåñêîë üêèõ ýòàïîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîèñê ïåðâûõ äâóõ áëîêîâ ìàòðèöû � z (K̂ è ~̂b),
îòâå÷àþùèõ çà ìîäåëü â ñîñòàâå ÌÂÀ:

f K̂; ~̂bg = argmin
K; ~b2 R

1
n

nX

i =1

�
�
�
�
�
�Yi �

�
K X i + ~b

� �
�
�
�
�
�
2

:(7)

Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðåäèêòîðà îøèá îê ÌÂÀ, ò.å.
îïðåäåëÿåòñÿ òðåòèé áëîê ìàòðèö � z. Íà ýòîì ýòàïå äëÿ ÌÂÀ ÏÊÎ ïðîèñõî-
äèò ïîèñê �̂ ñ ó÷åòîì êðîññ-êîððåëÿöèé îøèáîê ÌÂÀ:

�̂ = argmin
� 2 R

1
n

nX

i =1

�
�
�
�
�
�ei � � E past

i

�
�
�
�
�
�
2

:(8)

Äëÿ ÌÂÀ ÏÊÎÂ íàõîäèòñÿ Ŵ , ò.å. îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ¾âûáåëèâàþ-
ùåãî¿ ïðåäèêòîðà áåç ó÷åòà êðîññ-êîððåëÿöèé îøèáîê ÌÂÀ:

Ŵ = argmin
W 2 R

1
n

nX

i =1

�
�
�
�
�
�ei � W E past

i

�
�
�
�
�
�
2

:(9)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íà ïðåäûäóùåì ýòàïå äëÿ ÌÂÀ ÏÊÎÂ íå ó÷èòûâàåò ñÿ
âçàèìîçàâèñèìîñòü ðÿäîâ îøèáîê, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñò ü òðåòüåãî ýòà-
ïà, â õîäå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïîèñê îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðî â ïðåäèêòîðà

îøèáîê ¾âûáåëèâàíèÿ¿ ~̂� ñ ó÷åòîì èõ êðîññ-êîððåëÿöèè:

~̂� = argmin
~� 2 R

1
n

nX

i =1

�
�
�
�
�
�v i � ~� V past

i

�
�
�
�
�
�
2

:(10)

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ¾âûáåëèâàþùåãî¿ ïðåäèêòîðà W ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû èçâåñòíûå àâòîðåãðåññèîííûå (ÀÐ) ìîäåëè. Êàê ïðàâè ëî, ÀÐ ìîäå-
ëè ñ îäíèì âûõîäîì ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÂÀ, îäíàêî
äàííûé ïîäõîä íå ëèøåí íåäîñòàòêîâ, à èìåííî, íå ó÷èòûâàåòñ ÿ êîððåëèðî-
âàííîñòü îøèáîê ÂÀ âçàèìîñâÿçàííûõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà.
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Îïèñàííûé â (1) ÌÂÀ ÏÊÎ äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ N = 2 , à
åãî ïàðàìåòðû � 1 íàéäåíû ïðè ïîìîùè (7) è (8). Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
ÏÊÎ äëÿ ÌÂÀ ðåàëèçîâàí íà îñíîâå ñëåäóþùåé ÂÀÐ ìîäåëè:

�
ê1;t ê2;t

� T = 
 E (q)
t ;(11)

ãäå 
 =
�

! 1;1j1 : : : ! 1;1jj : : : ! 1;1jq ! 1;2j1 : : : ! 1;2jj : : : ! 1;2jq
! 2;1j1 : : : ! 2;1jj : : : ! 2;1jq ! 2;2j1 : : : ! 2;2jj : : : ! 2;2jq

�
� ìàòðèöà

êîýôôèöèåíòîâ ÂÀÐ ìîäåëè;

E (q)
t =

�
e1;t � 1 : : : e1;t � j : : : e1;t � q e2;t � 1 : : : e2;t � j : : : e2;t � q

� T � âõîäíîé
âåêòîð ÂÀÐ ìîäåëè: q � ïîðÿäîê ÂÀÐ ìîäåëè.

Òàêæå â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí åùe îäèí ñïîñîá ðåàëèçàöèè ÏÊÎ ïðè
ïîìîùè àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûì ëàãîì (À ÐÐË ìîäåëè)
[26] ñëåäóþùåãî âèäà:

ê1jt = a1E endo(1)
1jt + l 1E exo(1)

2jt ; ê2jt = a1E endo(2)
2jt + l 2E exo(2)

1jt ;(12)

ãäå a1 =
�
a1;1 : : : a1;j : : : a1;A 1

�
è a2 =

�
a2;1 : : : a2;j : : : a2;A 2

�
� êîýôôè-

öèåíòû ðåãðåññèé ýíäîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îø èáîê ê1 è ê2;
l 1 =

�
l1;1 : : : l1;j : : : l1;L 1

�
è l 2 =

�
l2;1 : : : l2;j : : : l2;L 2

�
� êîýôôèöèåíòû ðå-

ãðåññèé ýêçîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê ê1 è ê2; E endo(1)
1jt =

=
�
e1;t � 1 : : : e1;t � j : : : e1;t � A 1

� T è E endo(2)
2jt =

�
e2;t � 1 : : : e2;t � j : : : e2;t � A 2

� T �
âõîäíûå âåêòîðû ýíäîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøè áîê
ê1 è ê2; E exo(1)

2jt =
�
e2;t � d1 : : : e2;t � d1 � j : : : e2;t � d1 � L 1+1

� T è E exo(2)
1jt =

=
�
e1;t � d2 : : : e1;t � d2 � j : : : e1;t � d2 � L 2+1

� T � âõîäíûå âåêòîðû ýêçîãåííîé
ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê ê1 è ê2; A1 è A2 � ïîðÿäêè ðåãðåññèé
ýíäîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê ê1 è ê2; d1 è d2 � çàïàçäû-
âàíèÿ ýêçîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê ê1 è ê2; L 1 è L 2 �
ïîðÿäêè ðåãðåññèé ýêçîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ î øèáîê ê1 è ê2.

ÀÐÐË ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãèáêèì èíñòðóìåíòîì ó÷åòà êîððå ëèðîâàí-
íîñòè îøèáîê ÂÀ â ñðàâíåíèè ñ ÂÀÐ ìîäåëüþ, òàê êàê ïîçâîëÿåò çàä àòü
ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè ðåãðåññèè äëÿ ýíäîãåííûõ è ýêçîãåííûõ ñî ñòàâëÿþùèõ,
à òàêæå çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ýêçîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé . Ïðåäëàãàå-
ìûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÌÂÀ âêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïðåäâàðèòå ëüíîãî
âûáåëèâàíèÿ (2) ðÿäà îøèáîê ÂÀ (êîððåêöèÿ îøèáêè ÂÀ ïðè ïîìîùè ÀÐ
ìîäåëè) ïåðåä ïðèìåíåíèåì ÂÀÐ èëè ÀÐÐË ìîäåëåé (ÌÂÀ ÏÊÎÂ). Ïàðà -
ìåòðû ÌÂÀ ÏÊÎÂ íàéäåíû ïðè ïîìîùè (7), (9), (10). Â ýòîì ñëó÷àå ÂÀÐ
è ÀÐÐË ìîäåëè èñïîëüçóþò äëÿ ïðîãíîçà íå îøèáîê ÂÀ, à îøèáîê âû áå-
ëèâàíèÿ:

v1;t = e1;t � ê1;t ; v2;t = e2;t � ê2;t :(13)

Ïîýòîìó ÂÀÐ (11) è ÀÐÐË (12) ìîäåëè ïðèíèìàþò âèä (14) è (15) ñî îò-
âåòñòâåííî.

�
v̂1;t v̂2;t

� T = 
 V (q)
t ;(14)

50



ãäåV (q)
t =

�
v1;t � 1 : : : v1;t � j : : : v1;t � q v2;t � 1 : : : v2;t � j : : : v2;t � q

� T � âõîäíîé
âåêòîð ÂÀÐ ìîäåëè.

v̂1jt = a1V endo(1)
1jt + l 1V exo(1)

2jt ; ê2jt = a2V endo(2)
2jt + l 2V exo(2)

1jt ;(15)

ãäå V endo(1)
1jt =

�
v1;t � 1 : : : v1;t � j : : : v1;t � A 1

� T è

V endo(2)
2jt =

�
v2;t � 1 : : : v2;t � j : : : v2;t � A 2

� T
� âõîäíûå âåêòîðû ýíäîãåííîé

ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê v̂1 è v̂2;

V exo(1)
2jt =

�
v2;t � d1 : : : v2;t � d1 � j : : : v2;t � d1 � L 1+1

� T è

V exo(2)
1jt =

�
v1;t � d2 : : : v1;t � d2 � j : : : v1;t � d2 � L 2+1

� T � âõîäíûå âåêòîðû ýê-
çîãåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëåé ðÿäîâ îøèáîê v̂1 è v̂2.

Êàê ïðàâèëî, ïîðÿäîê ÀÐ ìîäåëè âðåìåííîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñ ÿ ïðè ïî-
ìîùè âèçóàëüíîãî àíàëèçà åãî êîððåëîãðàììû èëè àâòîñïåêòð à. Íåñìîòðÿ
íà øèðîêóþ ðàñïðîñòðàíåííîñòü äàííîãî ïîäõîäà, â íàñòîÿùå é ðàáîòå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÀÐ ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòî ä, îñíîâàííûé
íà àíàëèçå îöåíêè ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèè  ̂ k , îïðåäåëÿåìîé ïî óðàâíåíèþ
Þëà�Óîëêåðà:

	̂ (k) = P � 1
k � (k) ;(16)

ãäå k � çàäåðæêà; 	̂ (k) =
�
 ̂ 1 : : :  ̂ j : : :  ̂ k

� T
� âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ

ìîäåëè ïîðÿäêà k; � (k) =
�
r1 : : : r j : : : r k

� T
� âåêòîð îöåíîê àâòîêîððåëÿöèè

äî çàäåðæêè k; Pk =

0

B
B
B
B
B
@

1 r1 r2 : : : r k� 1

r1 1 r1 : : : r k� 2

r2 r1 1 : : : r k� 3
...

...
...

. . .
...

r k� 1 r k� 2 r k� 3 : : : 1

1

C
C
C
C
C
A

� òåïëèöåâà ìàòðèöà íà

îñíîâå âåêòîðà � (k) . Óðàâíåíèå (16) ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àâ-
òîðåãðåññèîííîé ìîäåëè è çíà÷åíèÿ îöåíêè àâòîêîððåëÿöèè [ 28]. Ïðèìåíåíèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ îïð åäåëåíèÿ ïîðÿä-
êà ÀÐ ìîäåëè è ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðíóþ àäàïòàöèþ ïðåäèêòîð à. Ñïîñîá
îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÀÐ ìîäåëè íà îñíîâå àíàëèçà îöåíêè  ̂ k çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Çíà÷åíèå îöåíêè ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèè íà çàäå ðæêåk ïðèðàâ-
íèâàåòñÿ íóëþ, åñëè

�
�
�  ̂ k

�
�
� < 2�̂  ̂ k

, ãäå�̂  ̂ k
� ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà îöåíîê ÷àñò-

íîé àâòîêîððåëÿöèè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê �̂  ̂ k
= 1

n . Çàòåì â êà÷åñòâå ïîðÿäêà p

èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäåðæêè k, äëÿ êîòîðîé  ̂ k 6= 0 .
×àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå è äëÿ îïðåäåëåí èÿ ïîðÿäêà q

ÂÀÐ ìîäåëè. Ïðè ïîìîùè âûøåîïèñàííîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿþòñÿ ïîðÿäêè
àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé äëÿ êàæäîãî ðÿäà îøèáîê, âêëþ÷à åìîãî â âåê-
òîðíóþ ìîäåëü, ïîñëå ÷åãî â êà÷åñòâå ïîðÿäêà âåêòîðíîé ìîäå ëè q âûáèðàåòñÿ
íàèìåíüøèé ïîðÿäîê èç ðàíåå ïîëó÷åííûõ ïîðÿäêîâ àâòîðåãðå ññèîííûõ ìî-
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äåëåé. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü âêëþ÷åíèÿ â ìîäåëü èçáûòî÷íûõ
ïåðåìåííûõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé A è L äëÿ ÀÐÐË ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñïîñîá èç [29], îñíîâàííûé íà âûÿâëåíèè íåïîñòîÿíñòâà çíàê îâ îöåíîê ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè ïðè óñëîæíåíèè ñòðóêòóðû ìîäåëè. Âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ìîäåëè äî òåõ ïîð, ïîêà ñîáëþäàå òñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

q� 1X

i =0

sgn b(q� 1)
i sgn b(q)

i = q � 1;(17)

ãäåq � ïîðÿäîê ìîäåëè: x̂ t+1 = b(q)
0 x t + b(q)

1 x t � 1 + : : : + b(q)
q x t � q =

P q
i =0 b(q)

i x t � i .
Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîðÿäêè A è L ÀÐÐË ìîäåëè. Ïðåä-
ñòàâëåííûå âûøå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ ÀÐ, ÂÀÐ è ÀÐÐË ì îäåëåé
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðóêòóðíîé àäàïòàöèè ïðåäèê òîðîâ îøèáîê
â îíëàéí ðåæèìå, ò.å. íà êàæäîì òàêòå äèñêðåòíîãî âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïî ëüçîâàíè-
åì óðàâíåíèÿ Þëà�Óîëêåðà:

W Y W = P � 1
� � (� ) ;(18)

ãäåW Y W =
�
w1 : : : wj : : : wp

� T � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ ìîäåëè ïîðÿä-

êà p; � (� ) =
�
r1 : : : r j : : : r �

� T � âåêòîð îöåíîê àâòîêîððåëÿöèè äî çàäåðæêè
� = p; P� � òåïëèöåâà ìàòðèöà íà îñíîâå âåêòîðà � (� ) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è
â ñëó÷àå (16). Çàäà÷è (8), (10) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÂÀÐ è ÀÐÐË
ìîäåëåé ðåøàþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

4. Àïðîáàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äà ííûõ
è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Òåñòèðîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ÌÂÀ ñ ïðåäè êòîðîì
âûïîëíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäèêòîðîâ î øèáêè, ó÷è-
òûâàþùèõ êîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê, ÂÀ ôðàêöèîííîãî ñîñòàâ à ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïîïàðíî: ïåðâàÿ ïàðà � ÔÑ ÒÍÊ, ÔÑ 10%; âòîðàÿ ïàðà � Ô Ñ 50%,
ÔÑ 95%. Íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíî íàëè÷èå äèíàìè÷åñêîé âçàèìîñâÿ çè ìåæäó
âûáðàííûìè ïàðàìè âðåìåííûõ ðÿäîâ îøèáîê ÂÀ ñ ïîìîùüþ ñãëàæå ííûõ
âûáîðî÷íûõ îöåíîê [30] êâàäðàòà ñïåêòðà êîãåðåíòíîñòè:

K
2
12(� ) =

A
2
12(� )

C11(� )C22(� )
; 0 6 � 6 F;(19)

ãäå A12(� ) =
q

L
2
12(� ) + Q

2
12(� ), 0 < � < F � ñãëàæåííàÿ âûáîðî÷íàÿ îöåíêà

âçàèìíîãî àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà;

L 12(� ) = 2
�

~l12 (0) + 2
P L � 1

� =1
~l12 (� ) � (� ) cos ���

F

�
, 0 6 � 6 F � ñãëàæåííàÿ

âûáîðî÷íàÿ îöåíêà êîñïåêòðà;
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Ðèñ. 3. Ñãëàæåííàÿ âûáîðî÷íàÿ îöåíêà êâàäðàòà ñïåêòðà êîãå ðåíòíîñòè
îøèáîê ÂÀ ÔÑ ÒÍÊ è ÔÑ 10% íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.
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Ðèñ. 4. Ñãëàæåííàÿ âûáîðî÷íàÿ îöåíêà êâàäðàòà ñïåêòðà êîãå ðåíòíîñòè
îøèáîê ÂÀ ÔÑ 50% è ÔÑ 95% íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.
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Q12(� ) = 4
L � 1P

� =1
~q12 (� ) � (� ) sin ���

F ; 1 6 � 6 F � 1 � ñãëàæåííàÿ âûáîðî÷íàÿ

îöåíêà êâàäðàòóðíîãî ñïåêòðà;
~l12 (� ) = 0 ;5 (c12 (� ) + c12 (� � )) ; 0 6 � 6 L � 1 � ÷åòíàÿ ÷àñòü âûáîðî÷íîé

âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè;
~q12 (� ) = 0 ;5 (c12 (� ) � c12 (� � )) ; 0 6 � 6 L � 1 � íå÷åòíàÿ ÷àñòü âûáîðî÷-

íîé âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè;

c12(� ) = 1
n

n� �P

t=1
(e1;t � e1)(e2;t+ � � e2), c12(� � ) = 1

n

n� �P

t=1
(e1;t+ � � e1)(e2;t � e2),

0 6 � 6 L � 1 � âûáîðî÷íàÿ îöåíêà âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè;

C11(� ) = 2
�

c11 (0) + 2
L � 1P

� =1
c11 (� ) � (� ) cos ���

F

�
; 0 6 � 6 F � ñãëàæåííàÿ

âûáîðî÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ îöåíêà;

� (� ) =

(
1 � j � j

M ; j� j 6 M

0; j� j > M
� ñãëàæèâàþùåå îêíî Áàðòëåòòà;

c11 (� ) = 1
n

n� �P

t=1
(e1;t � e1) (e1;t+ � � e1), 0 6 � 6 L � 1 � âûáîðî÷íàÿ îöåíêà

àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè;

e1 = 1
n

nP

t=1
e1;t � ñðåäíåå çíà÷åíèå îøèáêè ÂÀ;

L � ÷èñëî çàïàçäûâàíèé êîâàðèàöèîííûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìû õ â ðàñ-
÷åòå;

F � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äëÿ ðàñ÷eòà ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê;
îöåíêè C22(� ) è c22 (� ) ðàññ÷èòûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî C11(� ) è c11 (� ).
Çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êâàäðàòà ñïåêòðà êîãåðåíòíîñòè, ïðåäñ òàâëåííîãî íà

ðèñ. 3, áîëåå 0,6 â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè è ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè òåñ-
íîé âçàèìîñâÿçè îøèáîê ÂÀ ÔÑ ÒÍÊ è ÔÑ 10% è ìàëîé àâòîêîððåëÿöè è
ðÿäîâ îøèáîê äàííûõ ïîêàçàòåëåé. Ãðàôèê, ïðèâåäåííûé íà ðè ñ. 4, îòðàæà-
åò íàëè÷èå âçàèìîñâÿçè îøèáîê ÂÀ ÔÑ 50% è ÔÑ 95%, íî â íèçêî÷àñò îòíîé
îáëàñòè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ îøèáîê ÂÀ ïî îä íîìó èç ïî-
êàçàòåëåé, ÷òî âûðàæàåòñÿ â ìàëîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû ñãëàæ åííîé âûáî-
ðî÷íîé îöåíêè êâàäðàòà ñïåêòðà êîãåðåíòíîñòè â îêðåñòíîñò è çíà÷åíèÿ 0,15.

Ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ÌÂÀ ïðîâîäèòñÿ ñ ïðåäèêòîðîì îøèáî ê íà îñ-
íîâå ÀÐ ìîäåëè (íå ó÷èòûâàþùåé êîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê ÂÀ) è øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåííîé â ïðîìûøëåííîñòè ïðîöåäóðîé ÎÑ× ìîäåëè Ì ËÐ â ñîñòà-
âå ÂÀ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ðåàëèçîâàí äëÿ àäàïòèâíûõ (ÀÂÀ) è í åàäàï-
òèâíûõ ÂÀ. Àäàïòàöèÿ ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ ìåòîäà ñêîëüçÿùåã î îêíà (ÑÎ).
Òàêæå ðåàëèçîâàíû âàðèàíòû ïðåäèêòîðîâ îøèáîê ñî ñòðóêòóð íîé àäàïòà-
öèåé (ÑÀ) è ïàðàìåòðè÷åñêîé àäàïòàöèåé (ÏÀ). Ïîä ïàðàìåòðè ÷åñêîé àäàï-
òàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïîâòîðíûé ðàñ÷åò, íà ñìåñòèâøåìñÿ ÑÎ, ïà ðàìåòðîâ ïðå-
äèêòîðîâ áåç èçìåíåíèÿ èõ ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìîãî ìåòîäàìè , îïèñàííûìè â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íà ïåðâîé èòåðàöèè ÑÎ. Ïîä ñòðóêòóðíîé à äàïòàöèåé
ïîíèìàåòñÿ ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ïðåäèêòîðîâ ñ îïðåäåëåíèåì è õ ïîðÿäêà ïðè
êàæäîì ñìåùåíèè ñêîëüçÿùåãî îêíà.
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Èìåþùàÿñÿ îáùàÿ âûáîðêà ñîäåðæèò 1382 íàáëþäåíèé. Îíà ðàçä åëåíà íà
îáó÷àþùóþ âûáîðêó (ÎÂ), ñîäåðæàùóþ 967 íàáëþäåíèé, è òåñòîâ óþ âûáîð-
êó (ÒÂ), ñîäåðæàùóþ 415 íàáëþäåíèé. Äëÿ àäàïòèâíûõ ÂÀ è ïðåäèê òîðîâ
ðàçìåð ÄÎ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì ÎÂ íåàäàïòèâíûõ ÂÀ.

Â òàáë. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äëÿ íåàäàïòèâíûõ è
àäàïòèâíûõ ÂÀ ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ òî÷íîñò è äëÿ j -ãî ïî-
êàçàòåëÿ êà÷åñòâà (j = 1 ; : : : ; N ) èñïîëüçîâàëèñü êîýôôèöèåíò äåòåðìèíà-
öèè R2

j è ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà CAO j :

R2
j = 1 �

P n
i =1 (yj;i � ŷj;i )2

P n
i =1

�
yj;i � yj

� 2 ;(20)

CAO j =
1
n

nX

i =1

jyj;i � ŷj;i j ;(21)

ãäå yj;i � çíà÷åíèå ëàáîðàòîðíîãî àíàëèçà j -ãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà; ŷj;i �
îöåíåííîå çíà÷åíèå j -ãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà; yj = 1

n

P n
i =1 yj;i .

Òàáëèöà 3.Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íåàäàïòèâíûõ ÂÀ

Òèï ÂÀ

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

ÔÑ ÒÍÊ ÔÑ 10% ÔÑ 50% ÔÑ 95%
R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ

Èñïîëüçóåìûå ïîäõîäû â ïðîìûøëåííîñòè

ÂÀ ÌËÐ 0,250 13,590 0,506 10,177 0,824 4,735 0,274 7,302

ÂÀ ÎÑ× 0,667 9,023 0,776 6,808 0,905 3,293 0,601 5,105

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (áåç àäàïòàöèè)

ÂÀ ÀÐ 0,872 5,108 0,851 4,974 0,928 2,606 0,375 6,418

ÂÀ ÀÐÐË 0,868 5,180 0,909 3,731 0,927 2,679 0,707 4,047

ÂÀ ÂÀÐ 0,868 5,184 0,909 3,732 0,928 2,678 0,707 4,048

ÂÀ ÀÐ ÀÐÐË 0,873 5,063 0,839 5,166 0,928 2,606 0,397 6,298

ÂÀ ÀÐ ÂÀÐ 0,872 5,108 0,851 4,975 0,928 2,607 0,375 6,416

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (ïàðàìåòðè÷åñê àÿ àäàïòàöèÿ)

ÂÀ ÀÐ ÏÀ 0,887 4,558 0,829 5,373 0,933 2,443 0,372 6,378

ÂÀ ÀÐÐË ÏÀ 0,883 4,654 0,914 3,510 0,933 2,473 0,715 3,910

ÂÀ ÂÀÐ ÏÀ 0,883 4,647 0,914 3,507 0,933 2,472 0,715 3,909

ÂÀ ÀÐÏÀ ÀÐÐË ÏÀ 0,888 4,522 0,819 5,552 0,933 2,450 0,395 6,269

ÂÀ ÀÐÏÀ ÂÀÐ ÏÀ 0,887 4,551 0,829 5,375 0,933 2,441 0,373 6,375

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (ñòðóêòóðíàÿ àä àïòàöèÿ)

ÂÀ ÀÐ ÑÀ 0,885 4,652 0,828 5,366 0,933 2,479 0,372 6,378

ÂÀ ÀÐÐË ÑÀ 0,883 4,654 0,914 3,510 0,933 2,473 0,715 3,910

ÂÀ ÂÀÐ ÑÀ 0,883 4,607 0,914 3,485 0,933 2,472 0,715 3,909

ÂÀ ÀÐÑÀ ÀÐÐË ÑÀ 0,887 4,565 0,817 5,592 0,932 2,469 0,395 6,274

ÂÀ ÀÐÑÀ ÂÀÐ ÑÀ 0,885 4,645 0,828 5,369 0,933 2,478 0,373 6,375
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Òàáëèöà 4.Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àäàïòèâíûõ ÂÀ

Òèï ÂÀ

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

ÔÑ ÒÍÊ ÔÑ 10% ÔÑ 50% ÔÑ 95%
R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ

Èñïîëüçóåìûå ïîäõîäû â ïðîìûøëåííîñòè

ÀÂÀ ÌËÐ 0,549 10,642 0,659 8,522 0,892 3,401 0,494 5,579

ÀÂÀ ÎÑ× 0,771 7,504 0,828 5,899 0,930 2,566 0,677 4,251

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (áåç àäàïòàöèè)

ÀÂÀ ÀÐ 0,877 4,904 0,885 4,131 0,938 2,279 0,545 5,328

ÀÂÀ ÀÐÐË 0,877 4,935 0,912 3,694 0,939 2,268 0,729 3,657

ÀÂÀ ÂÀÐ 0,877 4,938 0,912 3,694 0,939 2,267 0,729 3,659

ÀÂÀ ÀÐ ÀÐÐË 0,879 4,861 0,877 4,268 0,938 2,272 0,560 5,225

ÀÂÀ ÀÐ ÂÀÐ 0,877 4,905 0,885 4,131 0,938 2,280 0,546 5,325

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (ïàðàìåòðè÷åñê àÿ àäàïòàöèÿ)

ÀÂÀ ÀÐ ÏÀ 0,879 4,857 0,885 4,137 0,939 2,247 0,545 5,334

ÀÂÀ ÀÐÐË ÏÀ 0,879 4,886 0,913 3,671 0,939 2,248 0,728 3,661

ÀÂÀ ÂÀÐ ÏÀ 0,879 4,883 0,913 3,669 0,939 2,248 0,728 3,660

ÀÂÀ ÀÐ ÏÀ ÀÐÐË ÏÀ 0,880 4,810 0,877 4,286 0,938 2,245 0,561 5,217

ÀÂÀ ÀÐ ÏÀ ÂÀÐ ÏÀ 0,879 4,854 0,885 4,137 0,939 2,246 0,545 5,332

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ÀÐ ìîäåëüþ (ñòðóêòóðíàÿ àä àïòàöèÿ)

ÀÂÀ ÀÐ ÑÀ 0,876 4,932 0,885 4,175 0,938 2,247 0,545 5,330

ÀÂÀ ÀÐÐË ÑÀ 0,879 4,886 0,913 3,671 0,939 2,248 0,728 3,661

ÀÂÀ ÂÀÐ ÑÀ 0,882 4,802 0,915 3,647 0,939 2,248 0,728 3,660

ÀÂÀ ÀÐ ÑÀ ÀÐÐË ÑÀ 0,878 4,849 0,876 4,347 0,939 2,249 0,561 5,219

ÀÂÀ ÀÐ ÑÀ ÂÀÐ ÑÀ 0,876 4,929 0,885 4,176 0,939 2,246 0,545 5,329

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëåé íàõîäèëèñü ïî êðèò åðèþ (6).
Êðèòåðèè (20) è (21) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëè çà èç-çà èõ øè-
ðîêîé ðàñïðîñòðàíåííîñòè â ñèñòåìàõ ìîíèòîðèíãà è àâòîìàò èçàöèè ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ.

Èñõîäÿ èç òàáë. 3 è 4 äëÿ îöåíêè ÔÑ ÒÍÊ ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïî êðè òåðè-
ÿì òî÷íîñòè äîñòèãàþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ÌÂÀ ÏÊÎÂ âèäà (2). Äëÿ îöåíêè
ÔÑ 10% ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ÌÂÀ ÏÊÎ âèäà (1). Äëÿ ÔÑ 95 %
ëó÷øèå ðåçóëüòàòû òàêæå ïîêàçûâàþò ÌÂÀ ÏÊÎ âèäà (1). Îòìå÷àå òñÿ âûñî-
êàÿ ñòåïåíü áëèçîñòè ðåçóëüòàòîâ ÌÂÀ ÏÊÎ âèäà (1) íà îñíîâå ÂÀÐ è ÀÐÐË
ìîäåëåé è èõ çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî â ñðàâíåíèè ñ ÂÀ ñ ïðåä èêòîðîì
îøèáîê íà îñíîâå ÀÐ ìîäåëè.

Ñîãëàñíî ðèñ. 4 è òàáë. 3, 4 íåçíà÷èòåëüíûé ýôôåêò îò èñïîëüç îâàíèÿ
ÏÊÎ äëÿ ÂÀ ÔÑ 50% (â ñðàâíåíèè ñ ÏÊÎ äëÿ äðóãèõ ÂÀ) ñâÿçàí ñ íåäîñò à-
òî÷íî ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ îøèáîê ÂÀ ÔÑ 50% îò îøèáîê ÂÀ ÔÑ 95%, à
òàêæå íàëè÷èåì çíà÷èòåëüíîé ñåðèàëüíîé êîððåëÿöèè îøèáîê ÂÀ ÔÑ 50%.
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Òàáëèöà 5.Èçìåíåíèå êðèòåðèåâ òî÷íîñòè äëÿ íåàäàïòèâíûõ ÂÀ

Òèï ÂÀ

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

ÔÑ ÒÍÊ ÔÑ 10% ÔÑ 50% ÔÑ 95%
R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ

Áàçîâûé ìåòîä

ÂÀ ÌËÐ 71,83% 66,73% 44,62% 65,76% 11,67% 48,41% 61,69% 46,47%

ÂÀ ÎÑ× 24,93% 49,88% 15,10% 48,81% 3,08% 25,81% 15,92% 23,44%

ÂÀ ÀÐ 1,82% 11,47% 6,95% 29,94% 0,53% 6,26% 47,55% 39,10%

ÂÀ ÀÐ ÏÀ 0,11% 0,79% 9,32% 35,15% 0,00% 0,00% 47,90% 38,72%

ÂÀ ÀÐ ÑÀ 0,36% 2,79% 9,39% 35,07% 0,08% 1,48% 47,90% 38,72%

Ëó÷øèé ðåçóëüòàò

ÂÀ ÀÐ ÏÀ
ÀÐÐË ÏÀ

ÂÀ ÂÀÐ ÑÀ ÂÀ ÀÐ ÏÀ ÂÀ ÂÀÐ ÏÀ

R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ
0,888 4,522 0,914 3,485 0,933 2,443 0,715 3,909

Òàáëèöà 6.Èçìåíåíèå êðèòåðèåâ òî÷íîñòè äëÿ àäàïòèâíûõ ÂÀ

Òèï ÂÀ

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

Ïàðà ñ êîððåëèðîâàííûìè
îøèáêàìè

ÔÑ ÒÍÊ ÔÑ 10% ÔÑ 50% ÔÑ 95%
R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ

Áàçîâûé ìåòîä

ÀÂÀ ÌËÐ 37,71% 54,88% 27,97% 57,20% 4,96% 33,99% 32,14% 34,39%

ÀÂÀ ÎÑ× 12,53% 36,00% 9,43% 38,17% 0,92% 12,53% 6,99% 13,90%

ÀÂÀ ÀÐ 0,53% 2,08% 3,30% 11,70% 0,03% 1,51% 25,04% 31,30%

ÀÂÀ ÀÐ ÏÀ 0,34% 1,12% 3,25% 11,84% -0,04% 0,10% 25,12% 31,38%

ÀÂÀ ÀÐ ÑÀ 0,61% 2,64% 3,21% 12,65% -0,01% 0,10% 25,09% 31,33%

Ëó÷øèé ðåçóëüòàò

ÀÂÀ ÂÀÐ
ÑÀ

ÀÂÀ ÂÀÐ
ÑÀ

ÀÂÀ ÀÐ ÏÀ
ÀÐÐË ÏÀ

ÀÂÀ ÂÀÐ
ÏÀ

R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ R2 ÑÀÎ
0,882 4,802 0,915 3,647 0,938 2,245 0,728 3,660

Â òàáë. 5 è 6 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå êðèòåðèåâ òî÷íîñòè â ïðî öåíòàõ äëÿ
íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà îòíîñèòåëüíî áàçîâûõ ìåòîäîâ (ÂÀ, ÂÀ Î Ñ×, ÂÀ ÀÐ,
ÂÀ ÀÐ ÏÀ, ÂÀ ÀÐ ÑÀ), íå ó÷èòûâàþùèõ êðîññ-êîððåëÿöèþ îøèáîê äëÿ
íåàäàïòèâíûõ è àäàïòèâíûõ ÂÀ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî òàáë . 5 è 6 íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå ÑÀÎ ÷àùå äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ÏÊÎ íà îñíî âå ÂÀÐ
ìîäåëè ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé èëè ñòðóêòóðíîé àäàïòàöèåé (ÂÀÐ ÏÀ , ÂÀÐ ÑÀ
â òàáëèöàõ âûäåëåíû æèðíûì).
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Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 3�6, ïîçâîëÿþò çàêëþ÷è òü ÷òî ïðåä-
ëàãàåìûé ìåòîä (ÂÀ/ÀÂÀ ÂÀÐ, ÀÐÐË, ÀÐ ÂÀÐ, ÀÐ ÀÐÐË) ýôôåêòèâåí â
ñðàâíåíèè ñ ðàññìîòðåííûìè ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè. Äëÿ íå àäàïòèâíûõ
è àäàïòèâíûõ ÂÀ ñîêðàùåíèå ÑÀÎ â ñðàâíåíèè ñ ÎÑ× ñîñòàâèëî â ñð åäíåì
37 è 25,1% ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. äëÿ ÔÑ ÒÍÊ � 49,9 è 36%, äëÿ ÔÑ 1 0% � 48,8
è 38,2%, äëÿ ÔÑ 50% � 25,8 è 12,5%, äëÿ ÔÑ 90% � 23,4 è 13,9%. Â ñðàâíåíèè
ñ ïðåäèêòîðîì îøèáêè íà îñíîâå ÀÐ ñîêðàùåíèå ÑÀÎ äëÿ ÔÑ ÒÍÊ � 1 1,5 è
2,1%, äëÿ ÔÑ 10% � 29,9 è 11,7%, äëÿ ÔÑ 50% � 6,3 è 1,5%, äëÿ ÔÑ 90%�
39,1 è 31,3%, ÷òî â ñðåäíåì 21,7% è 11,7% ñîîòâåòñòâåííî äëÿ í åàäàïòèâíûõ
è àäàïòèâíûõ ÂÀ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÌÂÀ ñ ïðåäèêòîðîì êîððåëèðîâàííûõ îøè-
áîê. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ïîñòð îåíèþ ÌÂÀ
ñ ïðåäèêòîðîì, èñïîëüçóåìîãî â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ïîêàçàò åëÿìè êà÷åñòâà
ôðàêöèîííîãî ñîñòàâà ëåãêîé äèçåëüíîé ôðàêöèè ñëîæíîé ðåê òèôèêàöèîí-
íîé êîëîííû òåõíîëîãè÷åñêîé óñòàíîâêè ãèäðîêðåêèíãà. Ïðî âåäåííîå ñðàâíå-
íèå ïðåäëîæåííîãî ÌÂÀ ñ ÎÑ× è ïðåäèêòîðîì îøèáêè íà îñíîâå ÀÐ ì îäåëè
áåç ó÷åòà êðîññ-êîððåëÿöèè îøèáîê ïîêàçàëî ñîêðàùåíèå ÑÀÎ â ñðåäíåì íà
29,3 è 21% è óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè íà 14 è 7% ä ëÿ íåàäàï-
òèâíûõ è àäàïòèâíûõ ÂÀ ñîîòâåòñòâåííî.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÅÉÑÒÂÈßÌÈ ÈÃÐÎÊÀ
Â ÈÃÐÅ ÒÐÈÏÎËÈÈ ÏÐÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ

ÑÏÐÎÑÀ È ÈÇÄÅÐÆÅÊ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà òðåõ ôèðì îëèãîïîëèè, ò.å. ñèòóàöèÿ ò ðèïî-
ëèè, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê èãðîêîâ. Èñ ñëåäóåò-
ñÿ ðåôëåêñèâíîå ïîâåäåíèå èãðîêîâ, êîòîðîå ôîðìàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ
ïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèé, ò.å. ïðåäïîëîæåíèé èãðîêîâ î âëèÿíèè èõ
äåéñòâèé íà äåéñòâèå êîíòðàãåíòà. Ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñë åíèÿ ñóì-
ìû ïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèé íåêîòîðîãî èãðîêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé ïî ôóíêöèÿì ïîëåçíîñòè îñòàëüíûõ èãðîêîâ (îêð óæåíèÿ).
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿìè èãðîêà ñî ñòîðîí û îêðóæå-
íèÿ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî ôîðìèðóåò çàäàííûé ìåíòàëüíûé òè ï èãðîêà
è ïðåäîïðåäåëÿåò åãî öåëåíàïðàâëåííîå ïîâåäåíèå. Ïðîâåäå íî ÷èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå èåðàðõè÷åñêîé èãðû, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåò ñÿ èíôîðìà-
öèîííîå óïðàâëåíèå äåéñòâèÿìè èãðîêà ñî ñòîðîíû îêðóæåíèÿ (Öåíòðà)
íà ïðèìåðå ïàðàìåòðîâ òåëåêîììóíèêàöèîííîãî ðûíêà Ðîññèè . ×èñëåí-
íûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðäèë ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà ó ïðàâëåíèÿ è
óâåëè÷åíèå ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ â ðåçóëüòàòå óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îëèãîïîëèÿ, ïðåäïîëîæèòåëüíàÿ âàðèàöèÿ, èåðàðõè÷å-
ñêàÿ èãðà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òåëåêîììóíèêàöèîííûé ðûíîê.

DOI: 10.31857/S0005231025070043, EDN: JRNBPV

1. Ââåäåíèå

Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü îëèãîïîëèè êàê ñôåðû ýêîíîìèêè, â êîòîðîé
îäíîòèïíûé òîâàð ïðîäàþò íåñêîëüêî ôèðì, ôîðìàëèçóåò âçàè ìîäåéñòâèå
ýòèõ ôèðì êàê èãðîêîâ. Èãðîêè, êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàþòñÿ öåíîï îëó÷àòåëÿìè,
ò.å. ñòàëêèâàþòñÿ ñ ðàâíîâåñíîé ðûíî÷íîé öåíîé íà àãðåãèðî âàííîé êðèâîé
ñïðîñà, è ñîâåðøàþò èãðîâûå äåéñòâèÿ (âûáèðàþò ñòðàòåãèè)â âèäå îáúåìîâ
ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà. Êëþ÷åâàÿ ÷åðòà èãðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ð àâíîâåñíàÿ
öåíà çàâèñèò îò äåéñòâèÿ âñåõ èãðîêîâ, ïîýòîìó ïðè âûáîðå ñò ðàòåãèè èãðîêè
äîëæíû ïðåäóãàäûâàòü äåéñòâèÿ êîíòðàãåíòîâ (îêðóæåíèÿ). Ïðåäñêàçàííîå
èãðîêîì èçìåíåíèå äåéñòâèÿ îêðóæåíèÿ â îòâåò íà åäèíè÷íîå è çìåíåíèå äåé-
ñòâèÿ èãðîêà ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðåäïîëîæèòåëüíîé âàðèàöè è. Àïðèîðíàÿ
íåèíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêà î ïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèÿ õ îêðóæåíèÿ
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ïðåäîïðåäåëÿåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñëîæíîñòü èãðû îëèãîïîëè è. Êàê èçâåñò-
íî èç êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé À. Êóðíî [1] è Ã. Øòàêåëüáåðãà [2] , îïòèìàëüíûå
ñòðàòåãèè èãðîêîâ çàâèñÿò îò äâóõ ôàêòîðîâ: îáðàòíîé ôóíêö èè ñïðîñà íà
òîâàð è ôóíêöèé èçäåðæåê èãðîêîâ. Ïîýòîìó ÷åì ïðîùå ôîðìà ýò èõ ôóíê-
öèé, òåì ïîëíåå è èíôîðìàòèâíåå áóäåò àíàëèç èñõîäîâ èãðû îë èãîïîëèè.

Èãðà îëèãîïîëèè, àíàëèçèðóåìàÿ ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðîñ à íà òîâàð
è ëèíåéíûõ ôóíêöèé èçäåðæåê èãðîêîâ [3�17], ïðåäñòàâëÿåò ñ îáîé íàèáî-
ëåå òèïè÷íûé ñëó÷àé, ðàññìàòðèâàåìûé èññëåäîâàòåëÿìè, ïî ñêîëüêó òàêàÿ
ìîäåëü èãðû ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì èíñòðóìåíòîì èçó÷åí èÿ èãðîâûõ
ñòðàòåãèé. Â ÷àñòíîñòè, â òàêîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàëèñü äèíàìè÷åñêèå èã-
ðû îëèãîïîëèè íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðåàê öèé èãðîêîâ
[3�6], à òàêæå äèíàìè÷åñêèå èãðû ñ ââåäåíèåì äèôôåðåíöèàëü íûõ óðàâíå-
íèé ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè èãðîêîâ [7�9]. È çó÷àëàñü ðàç-
íîâèäíîñòü äèíàìè÷åñêîé èãðû íà îñíîâå ôðàêòàëüíûõ äèôôåð åíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èçìåíåíèÿ äåéñòâèé èãðîêîâ [10]. Ðàññìàòðèâàëè ñü ñòàòè÷åñêèå
èãðû îëèãîïîëèè [11] è ñîïîñòàâëÿëèñü ðàâíîâåñèÿ Êóðíî è Øò àêåëüáåðãà.

Ïðèêëàäíûå àñïåêòû èãðû îëèãîïîëèè ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ñ ïðîñà
è èçäåðæåê ðàññìàòðèâàëèñü â êîíòåêñòå âûáîðà íàëîãîâîé ïî ëèòèêè ôèð-
ìû [12], ïðè îöåíêå ïîñëåäñòâèé ñëèÿíèÿ ôèðì [13], â ðàìêàõ ï ðîáëåìû âõîäà
íîâîé ôèðìû â èãðå áèëàòåðàëüíîé îëèãîïîëèè [14], â ñëó÷àå ï ðîäàæè òî-
âàðíûõ íàáîðîâ [15, 16], ïðè âíåäðåíèè íîâîé òåõíîëîãèè [17 ].

Âûøåóïîìÿíóòûå èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëè íåèåðàðõè÷åñê óþ òåîðå-
òèêî-èãðîâóþ ìîäåëü îëèãîïîëèè, â êîòîðîé èãðîêè èçíà÷àëü íî ðàâíîïðàâ-
íû, äàæå â ñëó÷àå ëèäåðñòâà ïî Øòàêåëüáåðãó: ëèäåðñòâî íå îáóñëîâëåíî
èçíà÷àëüíî óñòàíîâëåííîé èåðàðõèåé èãðîêîâ, à âîçíèêàåò â ñëåäñòâèå àñèì-
ìåòðèè èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ â ïðîöåññå èãðîâîé äèíàì èêè. Óðîâ-
íè èíôîðìèðîâàííîñòè ôîðìàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàíãîâ ðåôëå êñèè r ,
à ïîä ðåôëåêñèåé ïîíèìàåòñÿ [18] ïðîöåññ âûäâèæåíèÿ èãðîêî ì ïðåäïîëî-
æåíèé î ñòðàòåãèÿõ îêðóæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà êàæäûé èãðîê
ôîðìèðóåò ìíîæåñòâî îêðóæàþùèõ åãî èãðîêîâ-ôàíòîìîâ, ñóù åñòâóþùèõ â
åãî ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü âåäîìûìè íà 1-ì ðàíãå ðåôëåêñèè,
ëèäåðàìè ïî Øòàêåëüáåðãó ïåðâîãî óðîâíÿ íà 2-ì ðàíãå, ëèäåð àìè ïî Øòà-
êåëüáåðãó(r � 1)-ãî óðîâíÿ íà r -ì ðàíãå. Èíûìè ñëîâàìè, íà êàæäîì ðàíãå
ðåôëåêñèè èãðîê äóìàåò, ÷òî åãî îêðóæàþò èãðîêè ðàíãîì íèæå . Ñîîòíîñÿ
ýòè òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ñ ïðàêòèêîé áèçíåñà, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü,
÷òî ïðèíèìàþùåå ðåøåíèÿ ëèöî (ËÏÐ) íà ïðåäïðèÿòèè ìîæåò íå è ìåòü ïî-
íÿòèÿ î ëèäåðñòâå ïî Øòàêåëüáåðãó êàê íàó÷íîé êàòåãîðèè. Íî ËÏÐ ïðè
âûáîðå äåéñòâèÿ íà ðûíêå ïî îòíîøåíèþ ê êîíòðàãåíòàì äîëæåí ó÷èòûâàòü
èõ âîçìîæíûå ðåàêöèè, ò.å. äîëæåí ðåôëåêñèðîâàòü. Ïîýòîìó åñëè èãðîê âåð-
íî ïðåäñêàçûâàåò ïðåäñòàâëåíèÿ îêðóæåíèÿ, ò.å. åãî ôàíòîì û ñîâïàäàþò ñ
ðåàëüíûìè èãðîêàìè, òî îí â ðàâíîâåñèè ïîëó÷àåò ïðåîáëàäàí èå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ åãî óðîâíåì ëèäåðñòâà [19]. Íî â íåèåðàðõè÷åñêîé ìîä åëè èãðû ëèäåð
ôàêòè÷åñêè íå óïðàâëÿåò îêðóæàþùèìè èãðîêàìè.
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Îäíàêî â ðåàëüíîñòè íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü èãðîâóþ ñèòóàöèþ , â êîòîðîé
íåêîòîðàÿ ãðóïïà èãðîêîâ ìîæåò âûáèðàòü îáùóþ ñòðàòåãèþ, í àïðàâëåííóþ
íà ïîâûøåíèå ñâîèõ âûèãðûøåé çà ñ÷åò èíòåðåñîâ îäíîãî èãðîê à. Ïîýòî-
ìó àêòóàëüíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå èåðàðõè÷åñêîé ñè ñòåìû èãðîêîâ
îëèãîïîëèè, â êîòîðîé ãðóïïà èãðîêîâ (Öåíòð) óïðàâëÿåò ñòð àòåãèåé íåêî-
òîðîãî èãðîêà ïîñðåäñòâîì âûáîðà ñòðàòåãèè ãðóïïû, ïîáóæä àþùåé èãðîêà
âûáèðàòü ñòðàòåãèþ, îïòèìàëüíóþ ñ ïîçèöèé ôóíêöèé ïîëåçíî ñòè ãðóïïû.
Ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îñíîâàí íà âûøåóïîìÿ íóòîì ñâîé-
ñòâå ðåôëåêñèâíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ. Â äàííîé ñòàòüå ýòà ï ðîáëåìà èñ-
ñëåäóåòñÿ äëÿ ìîäåëè èãðû òðåõ èãðîêîâ ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿì è ñïðîñà è
èçäåðæåê, ÷òî ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ðàâíîâåñèÿ â ÿâíîì â èäå.

2. Íåèåðàðõè÷åñêàÿ èãðà ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ñïðîñà
è èçäåðæåê (ëèíåéíàÿ ìîäåëü)

Íåèåðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü ðûíêà îëèãîïîëèè îïèñûâàåò ïîâåäå íèå n èã-
ðîêîâ (ôèðì), ïîñòàâëÿþùèõ íà ðûíîê îäèíàêîâûé òîâàð, ïîêó ïàòåëüñêèé
ñïðîñ íà êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé ñïðîñà P(Q), óáûâàþ-
ùåé ïî ñîâîêóïíîìó îáúåìó ïðîäàæ Q(P0

Q < 0). Èãðîêè ðàâíîïðàâíû è âû-
áèðàþò äåéñòâèÿ (ñòðàòåãèè) â âèäå îáúåìîâ ïðåäëîæåíèÿ òîâ àðà Qi , ñîîá-
ðàçóÿñü ñî ñâîèìè ôóíêöèÿìè èçäåðæåê Ci (Qi ), êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ âîçðàñ-
òàþùèìè (C0

Qi > 0), ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè � i (Q; Qi ) =
= P(Q)Qi � Ci (Qi ):

Ðàññìîòðèì èãðîâóþ çàäà÷ó îëèãîïîëèè â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ôóí êöèé ñïðî-
ñà è èçäåðæåê èãðîêîâ

P(Q) = a � bQ; A > 0; b > 0; a � b;

Ci (Qi ) = B0i + B i Qi ; B0i > 0; B i > 0;

ãäåQi � äåéñòâèåi -ãî èãðîêà; a; b; B0i ; B i � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, âûðà-
æàþùèå ïàðàìåòðû ôóíêöèè ñïðîñà (ìàêñèìàëüíóþ öåíó a è òåìï ñíèæåíèÿ
öåíû b) è ïàðàìåòðû ôóíêöèè èçäåðæåê (ïîñòîÿííûå èçäåðæêè B0i è ïðå-
äåëüíûå èçäåðæêè B i ). Ñóììàðíîå äåéñòâèå èãðîêîâ ðàâíî Q =

P
i 2 N Qi .

Â ýòîì ñëó÷àå öåëè èãðîêîâ âûðàæàþòñÿ â ìàêñèìèçàöèè èõ ôóíê öèé
ïîëåçíîñòè � i ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
Q i > 0

� i (Q; Qi ) = max
Q i > 0

[(a � bQ)Qi � B0i � B i Qi ]; i 2 N = f 1; : : : ; ng;(1)

ãäåN � ìíîæåñòâî èãðîêîâ; n � êîëè÷åñòâî èãðîêîâ.
Âû÷èñëåíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà Q�

i â íåèåðàðõè÷åñêîé èãðå� = hN; f Qi ; i 2
2 N g; f � i ; i 2 N gi áàçèðóåòñÿ íà íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè
@�i (Q �

i ;� ij )
@Qi

= 0 , i; j 2 N , â êîòîðûõ ôèãóðèðóåò ïðåäïîëîæèòåëüíàÿ âàðèàöèÿ
i -ãî èãðîêà. Äëÿ ñèñòåìû öåëåâûõ ôóíêöèé (1) íåîáõîäèìûå óñë îâèÿ îïòè-
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ìàëüíîñòè èìåþò âèä:

a � bQ� b(1 + Sr
i )Qi � B i = 0 ; i 2 N; S r

i =
X

j 2 N ni

� r
ij ;(2)

ãäå Sr
i � ñóììà ïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèé i -ãî èãðîêà íà r -ì ðàíãå ðå-

ôëåêñèè. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (2), âåëè÷èíà ñóììû ïðåäïîëîæèòåëü-
íûõ âàðèàöèé êàæäîãî èãðîêà, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ÑÏÂ ,
èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü äëÿ ðàñ÷åòà ðàâíîâåñèÿ â èãðå, ïîñêîëüêó îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû â (2) ìîæíî ñ÷èòàòü îáùèì çíàíèåì, à âåëè÷èíà ÑÏÂ è ãðîêà ìî-
æåò áûòü íåèçâåñòíà åãî îêðóæåíèþ.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå ïàðàìåòðà òèïà èãðîêà � i = a� B i
b , òî ñèñòåìó (2)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå óäîáíîì âèäå

� i � (2 + Sr
i )Qi � Qj

P = 0 ; i 2 N;(2,a)

ãäåQj
P � ñóììàðíîå äåéñòâèå îêðóæåíèÿ i -ãî èãðîêà; îêðóæåíèå îáîçíà÷åíî

êàê îáîáùåííûé èãðîê j .
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç (1) è (2,à) ïîçâîëÿåò âûâåñòè çàâèñèì îñòü ìàêñè-

ìàëüíîé ïðèáûëè èãðîêà i îò åãî ðàâíîâåñíîãî äåéñòâèÿ, ò.å. ôóíêöèþ � �
i =

= � i (Q�
i ), äëÿ ñëó÷àÿ ðåôëåêñèâíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èãðî-
êà îò åãî ðàâíîâåñíîãî äåéñòâèÿ ïðè ðåôëåêñèâíîì ïîâåäåíèè èãðîêîâ èìååò
âèä

� �
i = b(1 + Sr

i )(Q�
i )2 � B0i :(3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

� i = ( a � b(Qi + Qj
P )) � B i Qi � B0i = b(� i � (Qi + Qj

P ))Qi � B0i ;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2,à) ñëåäóåò

� i � Q�
i � Q�

j
P = (1 + Sr

i )Q�
i

ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùåå ïðèâîäèò ê (3).

Àíàëèç óðàâíåíèé (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð ðàâíîâåñíûõ äå éñòâèéQ � =
= f Q�

i ; i 2 N g êàê ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû çàâèñèò îò âåêòîðà ÑÏÂ S = f Si ; i 2
2 N g. Ïîýòîìó åñëè ó íåêîòîðîãî èãðîêà i âåëè÷èíà ÑÏÂ áóäåò òàêîé, ÷òî â
ðàâíîâåñèè ìàêñèìèçèðóþòñÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îñòàëüíûõ èãðîêîâ (îêðó-
æåíèÿ), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îêðóæåíèå öåëåíàïðàâëåííî óï ðàâëÿåò ýòèì
èãðîêîì, ò.å. âîçíèêàåò èåðàðõè÷åñêè èãðà.
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3. Èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà â ëèíåéíîé ìîäåëè òðèïîëèè

Ðàññìîòðèì èãðó îëèãîïîëèè â ñëó÷àå òðåõ èãðîêîâ (ò.å. ñëó÷ àé òðèïî-
ëèè). Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îäèí èãðîê i ïðîòèâîñòîèò âñåì îñòàëüíûì
èãðîêàì, ò.å. îêðóæåíèþ, êîòîðîå èìååò îáùóþ öåëü äîáèòüñÿ îò ýòîãî èã-
ðîêà äåéñòâèÿ, âûãîäíîãî îêðóæåíèþ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì íà çûâàòü ýòîãî
èãðîêà ¾óïðàâëÿåìûé èãðîê¿ èëè ¾îáúåêò óïðàâëåíèÿ � èãðîê¿ (ÎÓ-èãðîê ).
Áóäåì îáîáùåííî îáîçíà÷àòü âñåõ èãðîêîâ îêðóæåíèÿ èíäåêñîì ¾j ¿.

Îïèøåì ñèñòåìó èíôîðìèðîâàííîñòè ïðè ðåôëåêñèâíîì ïîâåäå íèè èãðî-
êîâ â ñëó÷àå èåðàðõè÷åñêîé èãðû â âèäå ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñè-
òåëüíî ïîâåäåíèÿ è èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ.

1) Âñå èãðîêè èìåþò ïîëíóþ èíôîðìèðîâàííîñòü î ôóíêöèÿõ ïîëå çíîñòè
è äåéñòâèÿõ äðóã äðóãà, âûáèðàþò äåéñòâèÿ îäíîâðåìåííî, à ó ïðàâëÿåìûé
èãðîê è îêðóæåíèå òàêæå íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

2) Èãðîêè îêðóæåíèÿ j èíôîðìèðîâàíû î ïðåäïîëîæèòåëüíûõ âàðèàöèÿõ
äðóã äðóãà è íå èíôîðìèðîâàíû î çíà÷åíèÿõ ÑÏÂ ÎÓ-èãðîêà; îíè âûáèðàþò
îäèíàêîâûå ñòðàòåãèè (äåéñòâèÿ, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç q) è èìåþò îäèíàêîâóþ
âåëè÷èíó ÑÏÂ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç s. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü èãðî-
êîâ îêðóæåíèÿ èäåíòè÷íûìè ïî ïàðàìåòðó òèïà � j , j 2 N ni , ðàññìàòðèâàÿ
ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà êàê � . Ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ öåëåâûõ
ôóíêöèé îêðóæåíèÿ áóäóò îäèíàêîâû, îáîçíà÷èì èõ ñèìâîëîì � . Èãðîêè
îêðóæåíèÿ ìîãóò ñêîîðäèíèðîâàííî èçìåíÿòü çíà÷åíèå ÑÏÂ â ç àâèñèìîñòè
îò ÑÏÂ óïðàâëÿåìîãî èãðîêà, ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü îáðàòíà ÿ, ò.å. ñ ðîñòîì
ÑÏÂ óïðàâëÿåìîãî èãðîêà (ñíèæåíèåì åãî óðîâíÿ ëèäåðñòâà) Ñ ÏÂ îêðóæå-
íèÿ óìåíüøàåòñÿ (ðàñòåò óðîâåíü ëèäåðñòâà îêðóæåíèÿ). Ôîð ìàëèçóåì ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q = Qj ; � =
1

n � 1

X

j 2 N ni

� j ; � = � j ;

s = Sj ; s0 =
@Sj
@Si

< 0; s0 = const8j 2 N ni:

(4)

3) Óïðàâëÿåìûé èãðîê i â êàæäûé ìîìåíò èãðû âûáèðàåò äåéñòâèå íåçà-
âèñèìî îò äåéñòâèé îêðóæåíèÿ, ó÷èòûâàÿ ïðåäøåñòâóþùèå äåé ñòâèÿ îêðó-
æåíèÿ. ÎÓ-èãðîê íå èíôîðìèðîâàí î çíà÷åíèÿõ ÑÏÂ îêðóæåíèÿ, íî ìîæåò
îöåíèòü èõ êîñâåííî, ïî ñîîòíîøåíèþ äåéñòâèé îêðóæåíèÿ è ñâ îèõ äåéñòâèé
ïóòåì âîññòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåàêöèé. ÎÓ-èãðîê îïðåä åëÿåò äëÿ ñå-
áÿ çíà÷åíèå ÑÏÂ êàê ëèäåð ïî Øòàêåëüáåðãó, ò.å. äèôôåðåíöèð óÿ ôóíêöèþ
îïòèìàëüíîé ðåàêöèè îêðóæåíèÿ.

4) Îáà êîíòðàãåíòà (ÎÓ-èãðîê è îêðóæåíèå) íå èíôîðìèðîâàíû îá èñ-
òèííîì óðîâíå ëèäåðñòâà äðóã äðóãà, ò.å. íå çíàþò ÑÏÂ ñâîåãî îïïîíåíòà â
èãðå.

Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ îðãàíèçàöè è ïðîöåñ-
ñà èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìàíèïóëÿöèè äåéñò âèÿìè ÎÓ-
èãðîêà. Âûïîëíÿÿ öåëåíàïðàâëåííîé äåéñòâèå, îêðóæåíèå ìîæ åò ñîçäàòü ó
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ÎÓ-èãðîêà ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ÑÏÂ îêðóæåíèå èçìåíèëàñ ü, õîòÿ íà
ñàìîì äåëå òàêîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü åäèíè÷íûì, à êðèâàÿ ðåà êöèè è ÑÏÂ
îêðóæåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Áàçèðóÿñü íà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñôîðìóëèðóåì èåðàðõè÷åñ êóþ ìîäåëü
èãðû: åñëè óïðàâëÿåìûé èãðîê âûáèðàåò îïòèìàëüíîå äëÿ ñåáÿ äåéñòâèå ñ
ó÷åòîì èìåþùèõñÿ äàííûõ î çíà÷åíèÿõ ÑÏÂ îêðóæåíèÿ, òî îêðóæ åíèå ìàê-
ñèìèçèðóåò ñâîè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, ïîáóæäàÿ ÎÓ-èãðîêà âû áðàòü íàèëó÷-
øåå äëÿ îêðóæåíèÿ ÑÏÂ, ò.å. äëÿ îêðóæåíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

max
Si

� � (q(s; Si ); Qi (s; Si )) ; s = s0 = const;(5)

ïðè òîì ÷òî ÎÓ-èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ ïî óñëîâèþ

max
Q i

� i (Q(s; Si ); q(s; Si )) ;(6)

ãäås0 � çíà÷åíèå ÑÏÂ îêðóæåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò èãðû.
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì èãðîêà i ñî ñòîðîíû îêðó-

æåíèÿ, äëÿ ÷åãî îïðåäåëèì ÑÏÂ ýòîãî èãðîêà Si , êîòîðàÿ îïòèìàëüíà ïî
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ (5), ò.å. Si = arg max

Si
� (q(s; Si ); Qi (s; Si )) .

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Çíà÷åíèå ÑÏÂ óïðàâëÿåìîãî èãðîêà, ìàêñèìèçèðóþ-
ùåå ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ (5), âû÷èñëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ

2(1 + s)q� 0

Si
+ q� s0 = 0(7)

ïðè óñëîâèè

s0 < �
(1 + s)q�

2q� 0

Si

:(7,a)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðèìå-
íåííîãî ê ôóíêöèè (3) äëÿ èãðîêîâ îêðóæåíèÿ, ò.å. ê öåëåâîé ô óíêöèè èãðîêà
îêðóæåíèÿ � � , ïîëó÷èì:

� � 0

Si
= 2b(1 + s)q� 0

si
q� + b(q� )2s0 = 0 ;

îòêóäà ñëåäóåò (7). Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

� � 00

Si Si
= bf 2s0q� 0

si
q� + 2(1 + s)(q� 00

Si Si
q� + q� 2) + 2 q� 0

Si
q� s0+ q� 2s00g < 0(7,á)

ïðåîáðàçóåì, ïðåäïîëîæèâ ñëàáîå âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ÑÏÂ íà ñ äâèã ðàâíî-
âåñèÿq� 00

Si Si
è ó÷èòûâàÿ s00= 0 ñîãëàñíî (4); òîãäà

2s0q� 0

si
+ (1 + s)q� < 0:(7,â)

Ïîñêîëüêó èç àíàëèçà äèíàìèêè óðîâíåé ëèäåðñòâà ïî Øòàêåëü áåðãó ñëå-
äóåò q� 0

si
> 0 è â ëèíåéíîé ìîäåëè îëèãîïîëèè 1 + s > 0, òî ìàêñèìóì äîñòè-

ãàåòñÿ ñîãëàñíî (7,á) ïðè s0 < 0, êàê áûëî ââåäåíî â ïðåäïîëîæåíèè (4), â
÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè (7,à).
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Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîé ðàíåå [20] ôîðìó-

ëå äëÿ çàäà÷è îëèãîïîëèè îáùåãî âèäà 2(1 + Sr
i )Q�

j Q� 0

jS i
P0

Q +
�

(1 + Sr
i )P

00

QSi
+

P0
Q

@Srj
@Si

�
Q� 2

j = 0 , ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ëèíåéíûõ ôóíêöèé

ñïðîñà è èçäåðæåê P0
Q = � b, P

00

QSi
= 0 .

4. Ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Óðàâíåíèå (7) çàïèñàíî äëÿ êàæäîãî èãðîêà îêðóæåíèÿ. Èñêîì îå çíà÷å-
íèå Si â (7) âõîäèò â âûðàæåíèÿ äëÿ q� 0

si
; q� , êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ýòîãî íåèçâåñòíîãî. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìîòðèì êîí êðåòíûé ñëó÷àé
òðèïîëèè, â êîòîðîì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü âòîðîãî èãðî-
êà îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ (i = 2) , à ïåðâîãî è òðåòüåãî èãðîêîâ � îêðóæåíèåì
(j = 1 ; 3).

Îïðåäåëèì ôîðìóëû ðàñ÷åòà ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé èã ðå, à òàêæå
ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìå (5).

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Â èãðå òðèïîëèè, åñëè èãðîêè j = 1 ; 3 ÿâëÿþòñÿ îêðó-
æåíèåì, à èãðîê i = 2 ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ, òî

i) ôóíêöèè îïòèìàëüíûõ ðåàêöèé óïðàâëÿåìîãî èãðîêà è îêðóæ åíèÿ ñëå-
äóþùèå:

q =
� � Q2

3 + s
; Q2 =

� 2 � 2q
2 + S2

;(8,à)

ii) âûðàæåíèÿ ðàâíîâåñíûõ äåéñòâèé èìåþò âèä:

q� =
� 2 � � (2 + S2)

2 � (2 + S2)(3 + s)
; Q�

2 =
2� � � 2(3 + s)

2 � (2 + S2)(3 + s)
;(8,á)

iii) çíà÷åíèå ÑÏÂ óïðàâëÿåìîãî èãðîêà, ìàêñèìèçèðóþùåå ôó íêöèþ ïî-
ëåçíîñòè îêðóæåíèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2(1 + s)
zq� � �

y
+ q� s0 = 0 ;(8,â)

ïðè óñëîâèè

� � 00

Si Si

b
=

4q�

y
s0

�
zq�

2
+ (1 + s)q� � �

�
+ 2(1 + s)q� 2 < 0;(8,ã)

ãäåy = 2 � (2 + S2)(3 + s); z = s0(2 + S2) + 3 + s:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2,à) èìååò âèä
8
><

>:

� 1 � (2 + S1)Q1 � Q3 � Q2 = 0 ;

� 2 � (2 + S2)Q2 � Q1 � Q3 = 0 ;

� 3 � (2 + S3)Q3 � Q1 � Q2 = 0 ;

)

(
2� � 2(2 + s)q � 2Q2 � 2q = 0 ;

� 2 � (2 + S2)Q2 � 2q = 0 :
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Îòñþäà ñëåäóþò ôóíêöèè îïòèìàëüíûõ ðåàêöèé âòîðîãî èãðîêà è îêðó-
æåíèÿ (8,à), ðàçðåøåíèå êîòîðûõ äàåò âûðàæåíèÿ ðàâíîâåñíû õ äåéñòâèé
(8,á). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè: y = 2 � (2 + S2)(3 + s), z =
= s0(2 + S2) + 3 + s. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ q� 0

S2
âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

q� 0

S2
=

� 2z � � [y + z(2 + S2)]
y2 =

z[� 2 � � (2 + S2)]
y2 �

�y
y2 =

zq� � �
y

:

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (7) èìååò âèä (8,â).
Óñëîâèå ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè îêðóæåíèÿ (7,à) âòîðîã î ïîðÿäêà,

ó÷èòûâàÿ s00= 0 , îïðåäåëèì ïðè ñëåäóþùåì âûðàæåíèè q� 00

S2S2
(ò.å. â áîëåå

òî÷íîì âèäå, ÷åì (7,à)):

q� 00

S2S2
=

(z0q� + zq� 0

S2
)y � y0(zq� � � )

y2 =
z0q� + 2zq� 0

S2

y
:

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (7,á), è ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì z0 = 2s0:

� � 00

Si Si

b
= q�

 

4s0zq� � �
y

+ 2(1 + s)
2s0q� + 2zq� 0

S2

y

!

+ 2(1 + s)q� 2 =

=
4q�

y

�
z[s0q� + (1 + s)q� 0

S2
] + s0[(1 + s)q� � � ]

�
+ 2(1 + s)q� 2;

â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñîãëàñíî (7) ñäåëàåì çàìåíó (1 + s)q� 0

S2
= � s0q�

2 , ïî-
ýòîìó ïîëó÷èì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàêñèìóìà â âèäå (8,ã).

Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â óòâåðæäåíèè 3, ïîçâîëÿþò í àéòè S2.
Ðàçðàáîòàåì àëãîðèòì äîñòèæåíèÿ öåëåâîãî äëÿ îêðóæåíèÿ çí à÷åíèÿ S2.

Ïóñòü â èãðå â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò 0 óñòàíîâèëîñü ðàâ íîâåñèå
(q0; Q0

2) ïðè íåêîòîðûõ ÑÏÂ óïðàâëÿåìîãî èãðîêà S0
2 è îêðóæåíèÿ s0, çíà-

÷åíèÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû êîíòðàãåíòàì. Îïðåäåëèì ôàíòîìí óþ ðåàêöèþ
îêðóæåíèÿ, ïðè êîòîðîé ÎÓ-èãðîê âûáåðåò ÑÏÂ, ðàâíóþ S2. Îáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì sf çíà÷åíèå ÑÏÂ, êîòîðîå äîëæíî áûòü ó îêðóæåíèÿ, ÷òîáû ÎÓ-èãðî ê
îïðåäåëèë ñâîþ ÑÏÂ êàê S2, è áóäåì íàçûâàòü ýòó âåëè÷èíîé ôàíòîìíîé
ÑÏÂ îêðóæåíèÿ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Â èãðå òðèïîëèè íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ôàíòîìíîé ÑÏÂ îêðóæåíèÿ (j = 1 ; 3) óïðàâëÿå-
ìûé èãðîê i = 2 óñòàíîâèë ñâîþ ðåàêöèþ ïî S2, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sf = �
1

S2
� 3:(9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ÎÓ-èãðîê ñîâåðøàåò äåéñòâèåQ2, à â îòâåò ïî-
ëó÷àåò îò îêðóæåíèÿ äåéñòâèåq, òî îí ðàññ÷èòûâàåò ñâîþ ÑÏÂ, äèôôåðåí-
öèðóÿ ôóíêöèþ ðåàêöèè îêðóæåíèÿ. Ôàíòîìíóþ ðåàêöèþ îêðóæå íèÿ qf (Q2)
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íàéäåì, ïîäñòàâèâ â (8,à) íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó sf : qf = � � Q2
3+ sf

. Òîãäà S2 =

= q0
Q2

=
�

� � Q2
3+ sf

� 0

Q2

= � 1
3+ sf

. Ïîýòîìó åñëè öåëü îêðóæåíèÿ ïîáóäèòü ÎÓ-

èãðîêà âûáðàòü S2, òî èç S2 = � 1
3+ sf

ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ äëÿ ýòîãî ÑÏÂ
îêðóæåíèÿ (9).

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòà óòâåðæäåíèÿ 4 îðãàíèçóåì ñëåäóþùèé ïð îöåññ
óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì ðàññìîòðèì ìîìåíòû âðåìåíè 0; t; t + 1 ; t + 2 è ò.ä.,
ïîêàçàííûå êàê âåðõíèå èíäåêñû äåéñòâèé èãðîêîâ, t > 0.

1. Îêðóæåíèå â ìîìåíò t ñîâåðøàåò äåéñòâèå, âû÷èñëåííîå ïî åãî ôàíòîì-
íîé ôóíêöèè ðåàêöèè:

qt =
� � Q0

2

3 + sf
= � S2(� � Q0

2):

2. ÎÓ-èãðîê â ìîìåíò t + 1 âû÷èñëÿåò ÑÏÂ ïî ýòîìó äåéñòâèþ, êîòîðàÿ
ñîãëàñíî (9) ðàâíà S2, è ïåðåõîäèò íà íîâóþ ôóíêöèþ ðåàêöèè Qt+1

2 = � 2 � 2q
2+ S2

,
ïî êîòîðîé âûáèðàåò îòâåòíîå äåéñòâèå:

Qt+1
2 =

� 2 � 2qt

2 + S2
:

3. Îêðóæåíèå â ìîìåíò t + 2 ñîâåðøàåò äåéñòâèå ïî ñâîåé ècòèííîé ôóíê-
öèè ðåàêöèè:

qt+2 =
� 2 � Qt+1

2

3 + s0 :

4. ÎÓ-èãðîê â ìîìåíò t + 3 âû÷èñëÿåò ÑÏÂ ïî ýòîìó äåéñòâèþ, êîòîðàÿ
ðàâíà S0

2, è âîçâðàùàåòñÿ ê èñõîäíîé ôóíêöèè ðåàêöèè Qt+3
2 = � 2 � 2q

2+ S0
2

:

5. Â ìîìåíòû t +4 ; t +5 è ò.ä. îêðóæåíèå è ÎÓ-èãðîê ïîâòîðÿþò øàãè 3, 4,
â èòîãå ðàâíîâåñèå â èãðå âîçâðàùàåòñÿ ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíè þ (q0; Q0

2):
Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà â ìîìåíòû t +1 ; t +2 îêðóæåíèå äîñòèãàåò æå-

ëàåìîãî ðåçóëüòàòà è ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü. Èçâåñ òíî [3�6], ÷òî
îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñ ÿ ê ðàñ÷åòíîìó
ðàâíîâåñèþ (8,á), ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ ìîìåíòà t + 3 ñîñòîÿíèå èãðû
óæå ñòàáèëèçèðîâàëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàåì, ÷òî îêðó æåíèå ïîëó÷àåò
äîïîëíèòåëüíûé âûèãðûø â ìîìåíòû t + 1 è t + 2 , íî ìîæåò ïîíåñòè ïîòåðè
â ìîìåíò t. Âûèãðûøè, ïîëó÷åííûå â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, íåîáõî-
äèìî ïðèâåñòè ê ñîïîñòàâèìîìó óðîâíþ íà îñíîâå ìåòîäà äèñêî íòèðîâàíèÿ
� d(t) = � te� �t , èñïîëüçîâàííîãî â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îëèãîïîëèè [9]. Ä ëÿ
îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ñðàâíèì ìàêñèìà ëüíûå çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ â ìîìåíòû 0; t; t + 1 è t + 2 : óïðàâëåíèå
ýôôåêòèâíî, åñëè

� � t e� �t + � � t+1 e� � (t+1) + � � t+2 e� � (t+2) > � � 0(e� �t + e� � (t+1) + e� � (t+2) );

ãäå� � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ.
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5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ìîäåëèðóþùèå ïðîöåññ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåì íà îñíîâå äàííûõ à íàëèçà
òåíäåíöèé ñïðîñà è èçäåðæåê îïåðàòîðîâ òåëåêîììóíèêàöèîí íîãî ðûíêà
Ðîññèè [22], ïîëó÷åííûõ äëÿ íàèáîëåå áëèçêîãî ê ñîâðåìåííî ñòè ïåðèî-
äà 2016�2021 ãã. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ôóíêöèè ñïðîñà íà ãîëîñîâî é òðàôèê ìî-
áèëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëà ñôîðìèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

P(Q) = a � bQ; a = 1 ;6; b = 0 ;000001;

ôóíêöèè èçäåðæåê ìîáèëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìîòðèì áåç ó÷åò à ïîñòîÿííûõ
èçäåðæåê, íå âëèÿþùèõ íà ðàâíîâåñèå, â ôîðìå:

Ci (Qi ) = B i Qi ; B1 = 0 ;0005; B2 = 0 ;0018; B3 = 0 ;0004;

ãäåi = 1 ñîîòâåòñòâóåò ÌÒÑ, i = 2 � Ìåãàôîí, i = 3 � Âûìïåëêîì.
Êàê è â ðàçäåëå 4, áóäåì ñ÷èòàòü âòîðîãî èãðîêà îáúåêòîì óïðà âëåíèÿ (åãî

äåéñòâèå îáîçíà÷åíî ÷åðåç Q2), à ïåðâîãî è òðåòüåãî èãðîêîâ � îêðóæåíèåì
(j = 1 ; 3), äåéñòâèÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç q. Íà ðèñ. 1 ïîêàçà-
íû ëèíèè îïòèìàëüíûõ ðåàêöèé èãðîêîâ (îáîçíà÷åíû ÷åðåç R) â ñëó÷àå ðàâ-
íîâåñèÿ Êóðíî (çíà÷åíèÿ ÑÏÂ ðàâíû s = S2 = 0 ) è â ñëó÷àå òðåõñòîðîííåãî
ëèäåðñòâà ïî Øòàêåëüáåðãó (çíà÷åíèÿ ÑÏÂ ðàâíû s = S2 = � 0;5); ïîñëåä-
íèé ñëó÷àé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê èñõîäíîå ïîëîæåíèå â èãð å è îáîçíà÷èì
òî÷êîé ¾0¿.

Ðèñ. 1. Ðàâíîâåñèå Êóðíî (K) è òðåõñòîðîííåå ëèäåðñòâî ïî Øò àêåëüáåðãó (0).
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÑÏÂ ÎÓ -èãðîêà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s0.

Àíàëèç âëèÿíèÿ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ðåàãèðîâàíèÿ îêðóæåíè ÿ íà èçìåíå-
íèå ðåàãèðîâàíèÿ ÎÓ-èãðîêà, âûðàæàþùåãîñÿ âåëè÷èíîé s0, ïîêàçàí â òàáë. 1
è íà ðèñ. 2. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàâèñ èìîñòü:

s = � 1 + s0S2;

êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò äèàïàçîí s 2 (� 1; 0] ïðè S2 2 (� 1; 0] è s0 2 (� 1; 0]. Èç
äàííûõ òàáë. 1 ñëåäóåò, ÷òî ñíèæåíèå èíòåíñèâíîñòè èçìåíåí èÿ ÑÏÂ îêðóæå-
íèÿ, ò.å. óìåíüøåíèå ìîäóëÿ s0, îáóñëîâëèâàåò áîëåå áëèçêîå ê íóëþ öåëåâîå
çíà÷åíèå ÑÏÂ ÎÓ-èãðîêà S2, à òàêæå óâåëè÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïîëåçíîñòè
îêðóæåíèÿ � � . Ãðàôèêè íà ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ÑÏÂ ÎÓ -èãðîêà,
ïðè÷åì óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà (8,ã) òàêæå áûëî ïðîâåðåíî.

Òàáëèöà 1.Âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ÑÏÂ îêðóæåíèÿ ïðè èçìåíåíèè
ÑÏÂ ÎÓ-èãðîêà íà îïòèìóì îêðóæåíèÿ

Ñëó÷àé s0 S2 q� � �

1 � 1 � 0;2338 5 079 027 128 969

2 � 0;75 � 0;1478 518 714 134 506

3 � 0;5 � 0;002 533 454 142 260
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Ðèñ. 3. Ïðîöåññ èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ èç ëèäåðñòâà ïî Øòàêåëüáåðãó (0).

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðîöåññ èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ èç ñîñ òîÿíèÿ
òðåõñòîðîííåãî ëèäåðñòâà ïî Øòàêåëüáåðãó (òî÷êà 0) äëÿ ñëó ÷àÿ s0 = � 1.
Íà ïåðâîì ýòàïå äåéñòâèå îêðóæåíèÿ ïî åãî ôàíòîìíîé ôóíêöèè ðåàêöèè
R13(ôàíòîì) ïåðåâîäèò èãðîâóþ ñèòóàöèþ â ñîñòîÿíèå E t , ïðè÷åì ÎÓ-èãðîê
ñîâåðøàåò äåéñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èñõîäíîìó ïîëîæåíèþ â èãðå 0. Òàêîå
èçìåíåíèå äåéñòâèÿ îêðóæåíèÿ ïîçâîëÿåò ÎÓ-èãðîêó óñòàíîâ èòü, ÷òî ïîâåäå-
íèå îêðóæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ÑÏÂ, ðàâíîé S2, ïîýòîìó îí íà âòîðîì øàãå èç-
ìåíÿåò ñâîþ ôóíêöèþ ðåàêöèè íà æåëàòåëüíóþ äëÿ îêðóæåíèÿ R2(öåëåâàÿ).
Òîãäà èãðîâàÿ ñèòóàöèÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñîñòîÿíèå E (t+1) , à äåéñòâèå
îêðóæåíèÿ îñòàåòñÿ íà óðîâíå E t . Â îòâåò íà òðåòüåì øàãå îêðóæåíèå âîç-
âðàùàåòñÿ íà ñâîþ èñòèííóþ ôóíêöèþ ðåàêöèè R13(s = � 0;5), ïîñêîëüêó
îêðóæåíèå âû÷èñëÿëî îïòèìàëüíóþ äëÿ ñåáÿ öåëåâóþ ÑÏÂ ÎÓ-èã ðîêà èìåí-
íî ïðè èñõîäíîì çíà÷åíèè ñâîåé ÑÏÂ. Â ðåçóëüòàòå èãðîâàÿ ñèòó àöèÿ ïå-
ðåõîäèò â ñîñòîÿíèå E (t+2) . Äàëüíåéøèé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî
ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå 0 íå ïîêàçàí, ïîñêîëüêó â ìîìåíò t + 2 äåéñòâèÿ èãðîêîâ
óæå áëèçêè ê ýòîé òî÷êå.

Ýêîíîìè÷åñêèé àíàëèç ýôôåêòîâ èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíè ÿ ïðåäñòàâ-
ëåí â òàáë. 2 ïðè ñòàâêå äèñêîíòèðîâàíèÿ 10%. Ñóììàðíàÿ äèñê îíòèðîâàí-
íàÿ ïîëåçíîñòü îêðóæåíèÿ çà òðè ïåðèîäà ïðîöåññà óïðàâëåíè ÿ ïðåâûøàåò
ñóììàðíîå äèñêîíòèðîâàííîå çíà÷åíèå åãî ïîëåçíîñòè ïðè èñ õîäíîì ñîñòîÿ-
íèè èãðû, ÷òî ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî óïðàâë åíèÿ ñ ïîçèöèé
îêðóæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ïåðèîä t îêðóæåíèå ïîëó÷èëî òàêæå ïîâûøåííóþ
ïîëåçíîñòü, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ íå âñåãäà; â ðàññìàòðèâàåìîé ñ èòóàöèè ïåðâîå
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Òàáëèöà 2.Ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ, � = 0 ;1
Íîìèíàëüíûå

çíà÷åíèÿ
Äèñêîíòèðîâàííûå

çíà÷åíèÿ

Ïåðèîä âðåìåíè e� �t � � 0 � � t � � 0 � � t

t 0,905 104 761 163 474 94 821 147 963

t + 1 0,819 104 761 129 758 85 823 106 301

t + 2 0,741 104 761 85 005 77 680 63 031

Ñóììà 258 324 317 295

äåéñòâèå îêðóæåíèÿ áûëî ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì ðàâíîâåñèè, âñëåäñòâèå
÷åãî ïîâûñèëàñü ðàâíîâåñíàÿ öåíà; åñëè áû ïåðâîå äåéñòâèå î êðóæåíèÿ áûëî
ïðîòèâîïîëîæíûì, òî åãî ïîëåçíîñòü ñíèçèëàñü.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü î ñóùåñòâ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿìè èãðîêà â èãðå òðèîïîëèè
ñî ñòîðîíû èãðîêîâ îêðóæåíèÿ. Ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé ëèíåéí ûõ ìîäåëåé
ôóíêöèé ñïðîñà è èçäåðæåê ïîçâîëèë âûâåñòè âûðàæåíèÿ îïòèì àëüíûõ ðå-
àêöèé è ðàâíîâåñíûõ äåéñòâèé èãðîêîâ, ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì è íàãëÿä-
íî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðåçóëüòàòû èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëå íèÿ. Ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû.

Âûâåäåíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èãðîêà î ò åãî ðàâ-
íîâåñíîãî äåéñòâèÿ ïðè ðåôëåêñèâíîì ïîâåäåíèè èãðîêîâ, ïî êàçûâàþùàÿ,
÷òî âûèãðûø èãðîêà çàâèñèò êàê îò åãî ÑÏÂ, òàê è îò ÑÏÂ äðóãèõ èã ðîêîâ
÷åðåç ðàâíîâåñíîå äåéñòâèå èãðîêà. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî âàðüèðóÿ ÑÏÂ
äðóãèõ èãðîêîâ, ðàññìàòðèâàåìûé èãðîê ìîæåò óâåëè÷èòü ñâî é ìàêñèìàëü-
íûé âûèãðûø, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ óïðàâëåíèÿ ýòèìè è ãðîêàìè,
ïðè÷åì ïàðàìåòðîì óïðàâëåíèÿ áóäåò èõ ÑÏÂ. Îäíàêî îäèí èãðîê íå ìîæåò
ìàíèïóëèðîâàòü îñòàëüíûìè èãðîêàìè, òîãäà êàê ñîâîêóïíîñ òü èãðîêîâ, äåé-
ñòâóÿ ñîãëàñîâàííî, ìîæåò èçìåíèòü ïðåäñòàâëåíèå êàêîãî- òî îäíîãî èãðîêà.

Ïîýòîìó èññëåäîâàíà èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà, â êîòîðîé îêðóæåí èå óïðàâëÿ-
åò íåêîòîðûì èãðîêîì ïóòåì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî äëÿ íåã î çíà÷åíèÿ
ÑÏÂ. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëèòü îïòèìàëüíî å ïî ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè îêðóæåíèÿ çíà÷åíèå ÑÏÂ ýòîãî èãðîêà. Äëÿ ïîá óæäåíèÿ
óïðàâëÿåìîãî èãðîêà ê âûáîðó òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ ÑÏÂ èñïîë üçîâàí ìåòîä
îïòèìàëüíûõ ðåàêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûâåäåíû ôîðìóëû â ñëó÷àå òðèïîëèè.
Òàêæå â èãðå òðåõ ëèö, äâîå èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ öåëü, îïðåä åëåíû ðàâ-
íîâåñíûå äåéñòâèÿ è ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà îïòèì àëüíîãî ÑÏÂ
óïðàâëÿåìîãî èãðîêà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òðèïîëèè ðàçðàáîòàí ìåòîä îïðåäå ëåíèÿ äåé-
ñòâèÿ îêðóæåíèÿ íà îñíîâå ôàíòîìíîé ðåàêöèè, êîòîðîå ïîáóæ äàåò óïðàâ-
ëÿåìîãî èãðîêà èñïîëüçîâàòü ïðè ðåàãèðîâàíèè îïòèìàëüíóþ äëÿ îêðóæåíèÿ
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ÑÏÂ. Íà îñíîâå ýòîãî ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ìîäåëèðóþùèé ïîñë åäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé îêðóæåíèÿ è èãðîêà â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ è îï ðåäåëåíà ýô-
ôåêòèâíîñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïîêàçàâøèå äåéñòâåííî ñòü è ýêîíî-
ìè÷åñêèé ýôôåêò àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ï îâûøåííóþ
ïðèáûëü ñóáúåêò óïðàâëåíèÿ ïîëó÷àåò òîëüêî â äâà ìîìåíòà èã ðû, ñ ïðàêòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííî. Â ðåàëüíîì áèçíåñå ìîìåíò
èãðû, êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó îïóáëèêîâàíèÿ îò ÷åòíîñòè ôèð-
ìû, êîòîðàÿ â ïîëíîì îáúåìå ôîðìèðóåòñÿ åæåãîäíî. Ïîýòîìó î äèí èëè äâà
ãîäà, â êîòîðûõ èãðîêè îêðóæåíèÿ ïîëó÷àþò ïðåîáëàäàþùèå âû èãðûøè, ìî-
ãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ôèíàíñîâûì ïîòåðÿì óïðàâëÿåìîãî èãð îêà è äàæå ê
åãî ïîëíîìó âûòåñíåíèþ ñ ðûíêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìíîãîìåðíîãî íå÷åòêîãî ðåãó ëÿòîðà ñ
âçàèìîñâÿçàííûìè ðåãóëèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèå
áëîê-ñõåìû ðåãóëÿòîðà è âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà îñíîâíûõ ïàð àìåòðîâ.
Îïèñûâàåòñÿ ìåõàíèçì ïåðåõîäà îò îáùåãî òåðì-äåëåíèÿ âõîä íûõ ïåðå-
ìåííûõ ê èõ ëîêàëüíîìó òåðì-äåëåíèþ îòíîñèòåëüíî âûõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðàáîòàííîå àâòîðàìè ñïåöèàëüíîå ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå äëÿ âèçóàëüíîé ðàçðàáîòêè íå÷åòêîãî ðåãóëÿòî ðà, ãèáêîé íà-
ñòðîéêè òåðìîâ, îöåíêè è àíàëèçà ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðà âèë. Òåî-
ðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíûé íå÷åòêèé ðåãóëÿòîð, ñèñòåìà ïðîäóêöèîí-
íûõ ïðàâèë, ìîäèôèêàöèÿ, ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, òåðì-ä åëåíèå.

DOI: 10.31857/S0005231025070053, EDN: JRZPLT

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå÷åòêèå ðåãóëÿòîðû è èõ ìîäèôèêàöèè, â òî ì ÷èñëå
ãèáðèäíûå, âñå ÷àùå íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå ïðè ðàçðàáîòêå àâòîìàòèçèðî-
âàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ). Îíè îáëàäàþò áîëåå ãèáêèìè íàñòðîéêàìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè, ÷òî îñîáåí íî àêòóàëüíî
äëÿ ìíîãîìåðíûõ è ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ìàòåìàòè÷ åñêîé ìîäå-
ëüþ èëè îòñóòñòâèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êàê òàêîâîé. Ñ èñ ïîëüçîâàíèåì
íå÷åòêîé ëîãèêè ñòðîÿòñÿ ýêñïåðòíûå è èíòåëëåêòóàëüíûå ñè ñòåìû óïðàâëå-
íèÿ [1�7].

Ïðîáëåìàì ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íå÷åòêèõ ðåãóëÿòîðîâ ï îñâÿùåí ðÿä
ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, â êîòîðûõ ñëåäóå ò îòìåòèòü
[8�14]:

1) âûñîêóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ (â òîì ÷èñëå ôàççèôèêàöèè è äåôàç-
çèôèêàöèè) íå÷åòêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ;

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (êîä íàó÷íîé òåì û FZWU-2023-0002).
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2) íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íåïðåðû âíûõ âåëè-
÷èí;

3) çíà÷èòåëüíûé, à â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìíîãîêðàòíûé ðîñò ÷è ñëà ïðî-
äóêöèîííûõ ïðàâèë ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà âõîäíûõ ïåðåì åííûõ;

4) îòñóòñòâèå ãèáêîñòè ïðè ðåàëèçàöèè îòëè÷íûõ îò îáùåïðèí ÿòûõ ïîä-
õîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ íå÷åòêèìè ðåãóëÿòîðàìè, è äð.

Êðîìå òîãî, äëÿ ñèíòåçà è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íå÷åòêèõ ð åãóëÿòîðîâ
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñòîðîííåå, ïî îòíîøåíèþ ê ïðîãðàììèðóå ìûì ëîãè÷å-
ñêèì êîíòðîëëåðàì (ÏËÊ), ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, â ÷àñòí îñòè MATLAB
[15�17], ÷òî âåäåò ê äîïîëíèòåëüíûì çàòðàòàì âðåìåíè è ñðåä ñòâ, à òàêæå
çàòðóäíÿåò âíåñåíèå èçìåíåíèé â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ÀÑÓ .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðîáëåì íåîáõîäèìî ñîâåðøå íñòâîâà-
íèå õàðàêòåðèñòèê íå÷åòêèõ ðåãóëÿòîðîâ è àëãîðèòìîâ èõ ðàáîòû; ïîÿâëåíèå
íîâûõ ìîäèôèêàöèé, ñâÿçàííûõ ñ ôîðìèðîâàíèåì ñèñòåìû ïðîä óêöèîííûõ
ïðàâèë; ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíè ÿ ñ ãåíåðàöèåé
ïðîãðàììíûõ áëîêîâ íå÷åòêèõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ñîâðåìåííûõ ñ ðåä ðàçðàáîò-
êè ïðîãðàìì äëÿ ÏËÊ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâîé ìîäèôèêàöèè ìíîãîì åðíîãî
íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà, îðèåíòèðîâàííîé íà óñòðàíåíèå îïèñ àííûõ âûøå íåäî-
ñòàòêîâ è ïðîáëåì, è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ íàñòðîéê è ïàðàìåòðîâ
è ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë.

2. Îïèñàíèå ìîäèôèêàöèè íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà

Ðàññìîòðèì ðàçðàáîòàííóþ àâòîðàìè ìîäèôèêàöèþ íå÷åòêîãî ðåãóëÿòî-
ðà, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ÀÑÓ ñ áîëüøèì îáúåì îì ïðîäóê-
öèîííûõ ïðàâèë, îïèñûâàþùèõ ëîãèêó ðàáîòû ñëîæíîãî òåõíîë îãè÷åñêîãî
îáúåêòà ïðè îòñóòñòâèè àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Öåëü ìîäèôè-
êàöèè � ðåøåíèå ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ñîñòàâëåíèåì ñèñòåìû ï ðîäóêöèîííûõ
ïðàâèë (ÑÏÏ), óñòðàíåíèå èçáûòî÷íîñòè ïðàâèë è ñíèæåíèå èõ ìàêñèìàëü-
íîãî ÷èñëà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ âçàèìîñâÿçå é ïåðåìåííûõ,
à òàêæå ïåðåõîäà îò îáùåãî ê ëîêàëüíîìó òåðì-äåëåíèþ âõîäíû õ ïåðåìåí-
íûõ.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà áëîê-ñõåìà ìîäèôèêàöèè ìíîãîìåðíîã î íå÷åò-
êîãî ðåãóëÿòîðà ñî âçàèìîñâÿçàííûìè ðåãóëèðóåìûìè ïàðàìå òðàìè, ãäå
Ô1; : : : ; Ôn � ôàççèôèêàòîðû âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x; Ä1; : : : ; Äm � äåôàç-
çèôèêàòîðû âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ y; ÁÔ è ÁÄ � áëîêè ôàççèôèêàöèè è
äåôàççèôèêàöèè, óïðàâëÿþùèå ðàáîòîé ôàççèôèêàòîðîâ è äåô àççèôèêàòî-
ðîâ; ÁËÂ � áëîê ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ðåãóëÿòîðà ñ áëîêîì ïðîäóê öèîííûõ
ïðàâèë ÁÏÏ; Tt � òåðìû ïåðåìåííûõ, êîòîðûìè îïåðèðóåò ÁËÂ â ìîìåíò
âðåìåíè t ; ÁÏð � áëîê ïðåäñêàçàíèÿ òåðìîâ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x; ÁÐÔ �
áëîêè ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé ðåãóëÿòîðà, â òîì ÷èñëå äëÿ ñâÿçè è îáìåíà äàí-
íûìè ñ âíåøíèìè óñòðîéñòâàìè.
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Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà ìîäèôèêàöèè íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà.

Ïóñòü òåðì-ìíîæåñòâî T x íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû x èìååò âèä

T x =
n

T x
1

�
x(ë)

1 � x t < x (ï )
1

�
; T x

2

�
x(ë)

2 � x t < x (ï )
2

�
; : : : ;

T x
k(x)

�
x(ë)

k(x) � x t � x(ï )
k(x)

�o
;

ãäå x(ë) , x(ï ) � çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöû èí-
òåðâàëîâ òåðìîâ T ; x t � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x â ìîìåíò âðåìåíè t ; k (x) �
îáùåå êîëè÷åñòâî òåðìîâ.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ èëëþñòðàòèâíîñòè áûë âûáðàí òðàïåöèåâèäíûé (áëèçêèé
ê ïðÿìîóãîëüíîìó) òèï ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ÷, äëÿ êîòîðî ãî õàðàê-
òåðíî îòñóòñòâèå ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëîâ òåðìîâ â ãðàíèöàõ îáùåãî òåðì-
äåëåíèÿ ïåðåìåííîé.

Òàê êàê
x(ë)

k = x(ï )
k� 1

ïî îïðåäåëåíèþ, òî äëÿ îïèñàíèÿ k (x) � 1 òåðìîâ T äîñòàòî÷íî çíà÷åíèÿ
îäíîé èç ãðàíèö èíòåðâàëîâ. Ãðàíèöû ïåðâîãî èëè ïîñëåäíåãî òåðìà îïèñû-
âàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äâóìÿ çíà÷åíèÿìè. Íàïðèìåð:

T x =
n

T x
1

�
x(ë)

1

�
; T x

2

�
x(ë)

2

�
; : : : ; T x

k(x)

�
x(ë)

k(x) � x t � x(ï )
k(x)

�o
:
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y1T1 Tk(x)

! ( )x

1

0 x( )!
1 x( )"

1 x( )!
2= x( )!

k(x) x( )"
k(x)

x

! )(x y1

1

0

T1 T yk(x 1)

x( )!
1 x( )"

1 x( )!
2= x( )!

k(x    ) x( )"
k(x    )

y1

xy1

! )(x yS

1

0

T1 Tk(xyS)

x( )!
1 x( )"

1 x( )!
2= x( )!

k(x S)y x( )"
k(x S)y

xyS

Ðèñ. 2. Äåëåíèå îáùåãî òåðì-ìíîæåñòâà íà ëîêàëüíûå òåðì-ìí îæåñòâà.

Èçâåñòíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâ èë Rmax ðå-
ãóëÿòîðà çàâèñèò îò ñóììàðíîãî ÷èñëà òåðìîâ âõîäíûõ ïåðåìå ííûõ [18], ò.å.

Rmax =
nY

i =1

k (x i );

ãäån � êîëè÷åñòâî âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðåãóëÿòîðà.
Ïðè íàëè÷èè âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (êàê ïîêà çàíî íà

ðèñ. 1) âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòàRmax ïðèìåò âèä

Rmax =
nY

i =1

k (x i )
oY

j =1

k (yj );

ãäåo � êîëè÷åñòâî âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðåãóëÿòîðà ñ îáðàòíîé ñâÿ çüþ.
Äëÿ ìíîãîìåðíîãî íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà ñ m âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè y

îáùåå òåðì-äåëåíèå íåêîòîðûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x ìîæåò îêàçàòüñÿ èçáû-
òî÷íûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îòäåëüíûõ âûõîäíûõ ïåðåìåí íûõ è ïðè-
âîäèòü ê îøèáêàì äåôàççèôèêàöèè, ñâÿçàííûì ïðåæäå âñåãî ñ î òñóòñòâèåì
ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë, îïðåäåëåííûõ òåõíè÷åñêèì çàäàíèåì .

Îáùåå òåðì-äåëåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî äî ëîêàëüíîãî òåðì- äåëåíèÿ
äëÿ êîíêðåòíûõ ïåðåìåííûõ y. Òàê, ëîêàëüíîå òåðì-ìíîæåñòâî T xy

íåïðå-
ðûâíîé âåëè÷èíû x äëÿ âçàèìîñâÿçàííîé ïåðåìåííîé y àíàëèòè÷åñêè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T xy
=

n
T xy

1

�
xy(ë)

1 � x t < x y(ï )
1

�
; : : : ; T xy

k(xy )

�
xy(ë)

k(xy ) � x t � xy(ï )
k(xy )

�o
;

ïðè ýòîì k (xy) � k (x).
Ãðàôè÷åñêè äàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, ïîêàçà ííîì íà

ðèñ. 2.
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Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñò âà ïðîäóê-
öèîííûõ ïðàâèë R

0

max ðåãóëÿòîðà ïðèìåò âèä

R
0

max =
mX

j =1

Ryj
max =

mX

j =1

sY

i =1

k
�
xyj

i

�
;

ãäåRy
max � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë äëÿ êîíêðå òíîé

âûõîäíîé ïåðåìåííîé y; s � êîëè÷åñòâî âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x, ñâÿçàííûõ ñ
âûõîäíîé ïåðåìåííîé y.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ èñõîäíûå äàííûå ïî êîëè÷åñòâó òåðì îâ âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ x äëÿ ñâÿçàííûõ ñ íèìè âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ y óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå òàáë. 1. Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè â
ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó òàáëèöû ñòàâèòñÿ ñèìâîë ¾�¿.

Òàáëèöà 1.Äàííûå äëÿ àíàëèçà òåðì-ñâÿçåé ïåðåìåííûõ
Êîëè÷åñòâî òåðìîâ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ

Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ
x1 : : : xn

y1 k (xy1
1 ) : : : k (xy1

n )
: : : : : : : : : : : :
ym k (xym

1 ) : : : k (xym
n )

Ïðè ýòîì äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå ïî ìèíèìàëüí îìó êî-
ëè÷åñòâó òåðìîâ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ:

kmin (y) � Ry ;

ãäåRy � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë äëÿ êîíêðåòíîé âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé y.

Ïðè êîëè÷åñòâå ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë Ry , ìåíüøåì ñóììàðíîãî ÷èñëà
òåðìîâ y, íåêîòîðûå òåðìû îñòàíóòñÿ íåçàäåéñòâîâàííûìè, òàê êàê íå ó÷àñò-
âóþò â ôîðìèðîâàíèè ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë. Òàêèå òå ðìû ñëåäóåò
óäàëèòü, îáúåäèíèâ ñ ñîñåäíèìè òåðìàìè, ÷òîáû íå áûëî ðàçðû âîâ âíóòðè
ðàáî÷èõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè îáú åäèíåíèå òåð-
ìîâ íåâîçìîæíî, òî òàêèå ïåðåìåííûå íå ìîãóò â äàëüíåéøåì èñ ïîëüçîâàòüñÿ
ïðè ðåàëèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçè âî èçáåæàíèå îøèáîê ôàççèôèê àöèè.

Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü òàê íàçûâàåìûé êîíôëè êò ëîêàëü-
íûõ òåðìîâ, âûçâàííûé íàëîæåíèåì èõ èíòåðâàëîâ ïðè ôîðìèðî âàíèè îáùå-
ãî òåðì-äåëåíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, ÷òî âåäåò ê ïîÿâëåíè þ íîâûõ òåðìîâ
è, êàê ñëåäñòâèå, óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ïðîäóêöè îííûõ ïðàâèë
ðåãóëÿòîðà.

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îáùåãî òåðì-äåëåíèÿ íå ïðåðûâíîé
âåëè÷èíû x, êîòîðîå èìååò âèä

T x = f T x
1 (0) ; T x

2 (20) ; T x
3 (40) ; T x

4 (60) ; T x
5 (80 � x t � 100)g;
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T1

!( )x

1

0

T2 T3 T4 T5

20 40 60 80 100
x

! )(x ya

1

0 20 80 100

T1 T2 T3

xya

! )(x yb

1

0 40 60 100

T1 T2 T3

xyb

Ðèñ. 3. Êîíôëèêò ëîêàëüíûõ òåðìîâ ïðè èíòåðïðåòàöèè ïåðåìå ííûõ.

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëîêàëüíûå òåðì-äåëåíèÿ x äëÿ âûõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ ya è yb:

T xy a
=

�
T xy a

1 (0) ; T xy a

2 (20) ; T xy a

3 (80 � x t � 100)
	

;

T xy b =
n

T xy b
1 (0) ; T xyb

2 (40) ; T xy b
3 (60 � x t � 100)

o
:

Òàê, òåðì T x
1 ñîîòâåòñòâóåò òåðìóT xy a

1 , òåðì T x
3 � òåðìó T xy b

2 , à òåðì T x
5 �

òåðìó T xy a

3 . Òåðìû T x
2 è T x

4 ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ
îñòàâøèõñÿ òåðìîâ èç ëîêàëüíûõ òåðì-äåëåíèé íåïðåðûâíîé â åëè÷èíû x äëÿ
âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ya è yb.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, îáùåå òåðì-äåëåíèå íåïðåðûâíîé âåëè÷ èíû x ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñëåäóþùèõ ïðîáëåì. Òåðìû T x

1 è T x
2 , T x

4 è T x
5 äóáëèðóþò

ïðîäóêöèîííûå ïðàâèëà äëÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé yb, à òåðìû T x
2 , T x

3 è T x
4 �

äëÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé ya, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà îáùåì îáúåìå ïðîäóêöèîí-
íûõ ïðàâèë, îñîáåííî ïðè ðàçðàáîòêå ìíîãîñâÿçíûõ íå÷åòêèõ ñèñòåì, ãäå

y = f (x1; : : : xs):

Êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå òåðìîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîððåêòí îé ðàáî-
òå äåôàççèôèêàòîðîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ òèïîâ ôóí êöèé ïðèíàä-
ëåæíîñòè (íàïðèìåð, òðåóãîëüíîé) è ê ðÿäó ñëîæíîñòåé ïðè ôî ðìèðîâàíèè
ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë.

Ëîêàëüíîå òåðì-äåëåíèå óñòðàíÿåò ýòè ïðîáëåìû è ïîçâîëÿåò âåñòè ðàç-
ðàáîòêó íå÷åòêîé ÀÑÓ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåõíè÷åñêèì çà äàíèåì.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî âûäåëèòü êðèòè÷åñêè âàæíûå ïðîäóê öèîííûå
ïðàâèëà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òåðìû íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí , ïîìå÷åííûå
êàê ¾êðèòè÷åñêèå¿ äëÿ óêàçàíèÿ èõ îñîáîé âàæíîñòè (íàïðèìå ð, ïðè îïðå-
äåëåíèè êðàéíèõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé, êîòîðûå ñèãíàëèçèðó þò àâàðèéíóþ
ñèòóàöèþ).
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Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ ïðàâèë äëÿ êàæäîé ãðóïïû âçàèìîñâÿ çàííûõ ïå-
ðåìåííûõ Rg

ãð.êð ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rg
ãð.êð = Rg

ãð �
ngY

i =1

(k (x i ) � kêð (x i )) ;

ãäå kêð � êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òåðìîâ, îïðåäåëåííûõ äëÿ âõîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ x â îáúåìå ng, îáðàçóþùèõ ãðóïïó ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì g; Rg

ãð �
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë ãðóïïû:

Rg
ãð =

ngY

i =1

k (x i ):

3. Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ðåãóëÿòîðà

Ââèäó îòñóòñòâèÿ â ñîâðåìåííûõ ñðåäàõ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàçð àáîòêè
íå÷åòêèõ ðåãóëÿòîðîâ âîçìîæíîñòåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìî ñâÿçåé ïåðåìåí-
íûõ, ïåðåõîäà îò îáùåãî òåðì-äåëåíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ê ë îêàëüíûì
òåðì-äåëåíèÿì ïðèìåíèòåëüíî ê âûõîäíûì ïåðåìåííûì, à òàêæ å èíñòðóìåí-
òîâ ãëóáîêîãî àíàëèçà ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë àâòîðà ìè áûë ðàçðà-
áîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âèçóàëüí îé ðàçðàáîòêè

Ðèñ. 4. Ðåäàêòîð òåðìîâ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí è èõ âçàèìîñâÿç åé.
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Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïåðåìåííûõ è ñèñòåìû ïðîäóêöèîí íûõ ïðàâèë.

ÏËÊ-ïðîãðàììû îïèñàííîé â ñòàòüå ìîäèôèêàöèè ìíîãîìåðíîã î íå÷åòêîãî
ðåãóëÿòîðà, ðàñ÷åòà è àíàëèçà îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, ôîðìèð îâàíèÿ ïðîäóê-
öèîííûõ ïðàâèë è ïð., ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4, 5.

Ïðè ñîçäàíèè íîâîãî ïðîåêòà íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ
îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ: êîëè÷åñòâî âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìå ííûõ, èõ ðà-
áî÷èå äèàïàçîíû çíà÷åíèé è âçàèìíûå ñâÿçè. Ðåäàêòèðîâàíèå òåðìîâ è ââîä
ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë ïðîèçâîäèòñÿ â ñïåöèàëüíîì âèçóàëüí îì ðåäàêòîðå.

Ïî îêîí÷àíèè ââîäà äàííûõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü àí àëèç òåðì-
äåëåíèé ïåðåìåííûõ è ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë. Ïðè ýòî ì îöåíèâàåò-
ñÿ îáùåå êîëè÷åñòâî òåðìîâ è êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òåðìîâ (äëÿ ðåãóëÿòî-
ðà â öåëîì è îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé), ïðèíàäëåæíîñò ü ïåðåìåííûõ
ê êîíêðåòíîé ãðóïïå (êîíòóðó ðåãóëèðîâàíèÿ) è ïð.

Â îòäåëüíóþ òàáëèöó âûâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿò îðà, êîòî-
ðûå çàâèñÿò îò ñîäåðæèìîãî ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë (ð èñ. 5):

1) ìàêñèìàëüíîå Rmax è ôàêòè÷åñêîå R
0

max êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ
ïðàâèë, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë ðåãóëÿòî ðà;

2) êîëè÷åñòâî ãðóïï âçàèìîñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ;
3) êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë äëÿ êàæäîé ãðóïïû Rg

ãð è êîëè÷å-
ñòâî êðèòè÷åñêèõ ïðàâèëRg

ãð.êð è ïð.
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VAR_INPUT
NUM: INT;
. . .
OUT_RM: [0..R-1] BYTE;ARRAY OF

END_VAR

VAR_OUTPUT
. . .
OUT_M: REAL;

END_VAR

VAR
. . .
OUT_MM: [0..K(OUT_M)] OF REAL;ARRAY

END_VAR
. . .

//!"#$%%&#&'$()* M
BYTE_TO_INT(OUT_RM[NUM]) > 0IF

OUT_M := (OUT_MM[BYTE_TO_INT(OUT_RM[NUM])+1]THEN
+ OUT_MM[BYTE_TO_INT(OUT_RM[NUM])]) / 2;

END_IF;

Ðèñ. 6. Ïðîãðàììíûé êîä ôóíêöèîíàëüíîãî áëîêà äåôàççèôèêà öèè.

Íàñòðîéêè âçàèìîñâÿçåé è òåðì-äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîãóò áû òü ïîìå-
ùåíû â îòäåëüíûé ôàéë ñïåöèàëüíîãî ôîðìàòà è çàãðóæåíû â ñèñ òåìó àâ-
òîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííóþ àâòîðà ìè è îïèñàííóþ
â [19], êîòîðàÿ ñîäåðæèò ðåäàêòîð ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïð àâèë, à òàê-
æå ñîîòâåòñòâóþùèå èíñòðóìåíòû äëÿ ïðîâåðêè åå ïîëíîòû è ïð àâèëüíîñòè
ââîäèìûõ ïîëüçîâàòåëåì äàííûõ.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû âîçìîæíà ãåíåðàöèÿ ãîòîâîé ïðîãðàììû ð åãóëÿòîðà
è/èëè îòäåëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áëîêîâ (ôàççèôèêàòîðîâ, ä åôàççèôèêà-
òîðîâ) â ôîðìàòå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ SCL è AWL äëÿ ïðîãð àììè-
ðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ êîíòðîëëåðîâ Simatic S7 ñ ó÷åòîì òðåáîâà íèé ñòàíäàðòà
ÃÎÑÒ Ð ÌÝÊ 61131-7-2017 ¾Êîíòðîëëåðû ïðîãðàììèðóåìûå. ×. 7 . Ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå íå÷åòêîãî óïðàâëåíèÿ¿.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ñãåíåðèðîâàííîãî ïðîãðàììí îãî êîäà
ôóíêöèîíàëüíîãî áëîêà äåôàççèôèêàöèè íà ÿçûêå ïðîãðàììèð îâàíèÿ SCL
äëÿ âûõîäíîé íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû M, ÷åòêîå çíà÷åíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñåðåäèíû èíòåðâàëà òåðìà, àêòèâíîãî â òåê óùèé ìîìåíò
âðåìåíè [18].

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ïðîâåäåì âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ñâÿçàííûé ñ îöåíêîé ñèñòåìû
ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà ïðè ïåðåõîäå îò îáùåãî òåðì-
äåëåíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ê ëîêàëüíîìó òåðì-äåëåíèþ.

Ðàññìîòðèì êîíòóð ðåãóëèðîâàíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ âõîäíûìè è äâóì ÿ âûõîä-
íûìè íåïðåðûâíûìè âåëè÷èíàìè x è y ñîîòâåòñòâåííî, ñõåìà âçàèìîñâÿçåé
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x1

x2
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x4

y1

y2

10 25 50 75 90
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x4
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10 50 9020 80

15 85

Ðèñ. 7. Ñõåìà âçàèìîñâÿçåé è îáùåå òåðì-äåëåíèå âõîäíûõ ïåð åìåííûõ.

( )! ( )"

y1 x1

x2

x3

10 50 90

25 75

5020 80

y2 x1

x2

x3

25 75

10 90

15 85

Ðèñ. 8. Ëîêàëüíîå òåðì-äåëåíèå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 è x4

äëÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ( à) y1 è (á) y2.

è îáùèå òåðì-äåëåíèÿ êîòîðûõ â ðàáî÷åì äèàïàçîíå [0; 100] (â óïðîùåííîì
âèäå) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7. Òàê êàê òåðìû âûõîäíûõ âåëè÷èí íå â ëèÿþò íà
îáùèé îáúåì ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åò îâ îíè ìîãóò
áûòü îïóùåíû.

Òåðì-ìíîæåñòâà âõîäíûõ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí èìåþò âèä:

T x1 = f T1 (0) ; T2 (10) ; T3 (25) ; T4 (50) ; T5 (75) ; T6 (90; 100)g;

T x2 = f T1 (0) ; T2 (25) ; T3 (75; 100)g;

T x3 = f T1 (0) ; T2 (10) ; T3 (20) ; T4 (50) ; T5 (80) ; T6 (90; 100)g;

T x4 = f T1 (0) ; T2 (15) ; T3 (85; 100)g:

Òàêèì îáðàçîì, k (x1) = 6 ; k (x2) = 3 ; k (x3) = 6 ; k (x4) = 3 : Ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë Rmax ðàâíî:

Rmax =
4Y

i =1

k (x i ) = 324:

Äàííîå êîëè÷åñòâî ïðàâèë áóäåò ïðåäåëüíî èçáûòî÷íûì è ñèëü íî óñëîæ-
íèò ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë ðåãóëÿòîðà . Îäíàêî îïðå-
äåëåííûå âçàèìîñâÿçè ïîçâîëÿþò íà ýòàïå ðàçðàáîòêè ðåãóëÿ òîðà ïåðåéòè îò
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îáùåãî ê ëîêàëüíîìó òåðì-äåëåíèþ, à çàòåì ââîäèòü ïðîäóêöè îííûå ïðàâèëà
îòäåëüíî äëÿ êàæäîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé.

Èçâåñòíî, ÷òî âõîäíûå ïåðåìåííûå x1, x2 è x3 ñâÿçàíû ñ âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé y1, à x1, x3 è x4 � ñ y2. Èõ ëîêàëüíîå òåðì-äåëåíèå ïîêàçàíî íà
ðèñ. 8.

Òåðì-ìíîæåñòâà âõîäíûõ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí x1, x2, x3 ïðè ëîêàëüíîì
òåðì-äåëåíèè äëÿ âûõîäíîé íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû y1 áóäóò èìåòü âèä:

T xy 1
1 = f T1 (0) ; T2 (10) ; T3 (50) ; T4 (90; 100)g;

T xy 1
2 = f T1 (0) ; T2 (25) ; T3 (75; 100)g;

T xy 1
3 = f T1 (0) ; T2 (20) ; T3 (50) ; T4 (80; 100)g:

Òåðì-ìíîæåñòâà âõîäíûõ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí x1, x3, x4 ïðè ëîêàëüíîì
òåðì-äåëåíèè äëÿ âûõîäíîé íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû y2 áóäóò èìåòü âèä:

T xy 2
1 = f T1 (0) ; T2 (25) ; T3 (75; 100)g;

T xy 2
3 = f T1 (0) ; T2 (10) ; T3 (90; 100)g;

T xy 2
4 = f T1 (0) ; T2 (15) ; T3 (85; 100)g:

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû äàííûå î êîëè÷åñòâå òåðìîâ âõîäíûõ ïåðåì åííûõ x
ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíûì âûõîäíûì ïåðåìåííûì y.

Òàáëèöà 2.Äàííûå äëÿ àíàëèçà òåðì-ñâÿçåé ïåðåìåííûõ
Êîëè÷åñòâî òåðìîâ âõîäíûõ

ïåðåìåííûõÂûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ
x1 x2 x3 x4

y1 4 3 4 �
y2 3 � 3 3

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó âõîäí ûìè è âû-
õîäíûìè âåëè÷èíàìè, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèîíí ûõ ïðàâèë R0

max
áóäåò ðàâíî:

R
0

max =
2X

j =1

Ryj
max = k (x1) k (x2) k (x3) + k (x1) k (x3) k (x4) = 75 :

Ñîêðàùåíèå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë � Rmax ñîñòàâ-
ëÿåò:

� Rmax =
Rmax � R

0

max

Rmax
= 0 ;8;

èëè â 4,3 ðàç.
Äàííûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàí ïðè èñïîëüçîâàí èè îïèñàí-

íîãî âûøå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ï îçâîëÿþò îöå-
íèòü ñëîæíîñòü ðàçðàáîòêè, à òàêæå ñîõðàíèòü íàñòðîéêè âçà èìîñâÿçåé è
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Ðèñ. 9. Ðåäàêòîð ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâà íèÿ.

òåðì-äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ôîðìèðîâàíèÿ ÑÏ Ï â ðàçðàáî-
òàííîé àâòîðàìè ñèñòåìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâà íèÿ, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 9.

Ðàáîòà â åäèíîé ñðåäå âèçóàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óïðîùà åò ðàçðà-
áîòêó ïðîãðàììû ìíîãîìåðíîãî íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà ñî âçàè ìîñâÿçàííûìè
ðåãóëèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ðàñ÷åò áàçîâûõ õàðàêòå ðèñòèê.

5. Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçîâàíèå ïðè ðàçðàáîòêå ÀÑÓ îïèñàííîé â ñòàòüå ìîäèôè êàöèè ìíî-
ãîìåðíîãî ìíîãîñâÿçíîãî íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà äàåò ðÿä ïðå èìóùåñòâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ãèáêîñòüþ íàñòðîéêè òåðìîâ ïåðåìåííûõ, ñîêðàùåíè åì ìàêñèìàëü-
íîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë, çàäàíèåì îòäåëüíîé ôóíêöèè äå-
ôàççèôèêàöèè äëÿ êàæäîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé [20] è ïð.

Ðàçðàáîòàííîå àâòîðàìè ñïåöèàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷å íèå ñîäåðæèò
èíñòðóìåíòû äëÿ âèçóàëüíîé ðàçðàáîòêè íå÷åòêîãî ðåãóëÿòî ðà, îöåíêè è
àíàëèçà ñèñòåìû ïðîäóêöèîííûõ ïðàâèë, ãåíåðàöèè ãîòîâîé ï ðîãðàììû äëÿ
ÏËÊ Simatic S7. Äàííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ìîæåò ïðèìå íÿòüñÿ ñïå-
öèàëèñòàìè â ñôåðå ðàçðàáîòêè ÀÑÓ ñëîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêè ìè ïðîöåñ-
ñàìè, íå èìåþùèìè àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, è îáå ñïå÷èòü ñî-
çäàíèå íàäåæíûõ è ýôôåêòèâíûõ ÏËÊ-ïðîãðàìì íå÷åòêèõ ðåãóë ÿòîðîâ, ñî-
êðàòèâ ïðè ýòîì ñðîê èõ ðàçðàáîòêè.
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Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ×ÈÑËÎÂÛÌÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ 1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ àíñàìáëåé äàííûõ ñ
çàäàííûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä åå ðåøå-
íèÿ, èñïîëüçóþùèé ïðîöåäóðû ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìàøèííîã î îáó÷å-
íèÿ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ôóíêöèî íàëüíîãî
ýíòðîïèéíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îãðàí è÷åíèé â íèõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû. Çàäà÷à ãåíåðàöèè ñâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûìè êîìïîíåíòàì è. Àäàïòè-
ðóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèòè÷å ñêèé ìåòîä
ïðåîáðàçîâàíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ï îëèíîìè-
àëüíîé ëåâîé ÷àñòüþ. Ðàçâèòûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåí åíû äëÿ ãå-
íåðàöèè ñëó÷àéíûõ àíñàìáëåé äàííûõ, ïðîãíîçèðóþùèõ äèíàì èêó ñòîè-
ìîñòè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíòðîïèÿ, ðàíäîìèçàöèÿ, íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû, ñëó-
÷àéíûå àíñàìáëè, ìàøèííîå îáó÷åíèå, ñòåïåííûå ðÿäû, àíàëè òè÷åñêèå
ôóíêöèè, ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû, ìíîãîìåðíûå ïîëèíîìû.

DOI: 10.31857/S0005231025070065, EDN: JSAVQB

1. Ââåäåíèå

Ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîë üøîãî êî-
ëè÷åñòâà ïðàêòè÷åñêèõ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, îñíîâ àíû íà èñïîëü-
çîâàíèè äàííûõ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Â êîíòåêñòå ìåòîäî â ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå, òðåáîâàí èÿ ê äàííûì ðå-
àëèçóþòñÿ â âèäå èõ âåðîÿòíîñòíûõ è ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê [1]. Ïîìèìî

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íà óêè è âûñøåãî îáðà-
çîâàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò • 075-15-2024-544).
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òðàäèöèîííûõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ [2�7] , ìîæíî òàê-
æå îòìåòèòü ðÿä òàêèõ îáëàñòåé, êàê, íàïðèìåð, òåñòèðîâàíè å ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ [8�10] è êîíòðîëÿ çíàíèé [11�13], ãäå äàííûå ëè áî ñëóæàò äëÿ
îáó÷åíèÿ ìîäåëåé ïðîöåññîâ, ëèáî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñòàòèñò è÷åñêîãî îöåíè-
âàíèÿ ãèïîòåç. Ïàðàëëåëüíî ðàçâèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾ñö åíàðíûé ïîä-
õîä¿, â ðàìêàõ êîòîðîãî äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé ìîäåëè ïðîöå ññà, ÷àùå âñåãî
ýêñïåðòíî, ñîñòàâëÿþòñÿ ìàññèâû ïàðàìåòðîâ è ãåíåðèðóþòñ ÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì àíñàìáëè äàííûõ [14, 15]. Â ëþáîì ñëó÷àå ñâîéñòâà äàíí ûõ äîëæíû
ó÷èòûâàòüñÿ êàê äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþù èõ òåîðåòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ, òàê è ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ð àçðàáîòàííûõ
è îáó÷åííûõ ìîäåëåé.

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ âî ìí îãèõ îáëà-
ñòÿõ íåäîñòàòêà â äàííûõ íåò, òàê êàê îíè â èçáûòêå ñîáèðàþòñ ÿ è íàêàïëè-
âàþòñÿ â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè èíôîð ìàöèîííûõ
ñèñòåì è ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Íî â òî æå âðåìÿ ïî -ïðåæíåìó
ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ãåíåðàöèè íåîáõîäèìûõ äàííûõ (ñ òðåáó åìûìè ñâîé-
ñòâàìè) â öåëÿõ ðàçðàáîòêè, îáó÷åíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ êàê ìåò îäîâ, òàê è
âñå òåõ æå óñòðîéñòâ. Êîíå÷íî, â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ è çàäà÷àõ òðåáóåìûå
ñâîéñòâà ìîãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â äàííîé ðà-
áîòå òàêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîé êîíöåïöèè,
â ÷àñòíîñòè, ïîä äàííûìè ïîíèìàþòñÿ âûáîðêè, îáëàäàþùèå ïî äõîäÿùè-
ìè ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé (ÏÐÂ) . Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäõîäÿùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî òåì èë è èíûì ñïî-
ñîáîì ñýìïëèðîâàòü, ò.å. òðàíñôîðìèðîâàòü â ñîîòâåòñòâóþ ùèå ñëó÷àéíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðèðîâàíèå ïîäõîäÿùèõ äàííûõ îñíîâàíî í à âîññòà-
íîâëåíèè ñ ó÷åòîì çàäàííûõ òðåáîâàíèé, îïòèìàëüíûõ â ïðèíÿ òîì ñìûñëå
ôóíêöèé ÏÐÂ. Ïîñêîëüêó ïðè ôîðìóëèðîâêå óêàçàííûõ òðåáîâàí èé èìååò
ìåñòî äîâîëüíî áîëüøàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, òî åñòåñòâåííûì êðèòåðèåì îï-
òèìèçàöèè ÏÐÂ ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ [16�20]. Î äíàêî ýòîãî
íåäîñòàòî÷íî, è ÷àñòî òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü êàêèå-òî äîïîëí èòåëüíûå ñâîé-
ñòâà ôóíêöèé ÏÐÂ. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåð ìèíàõ
÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, à èìåííî, ìîìåíòîâ, ñåìèèíâàðèàí òîâ è äð. Ñëå-
äîâàòåëüíî, çàäà÷à ãåíåðèðîâàíèÿ æåëàòåëüíûõ ôóíêöèé ÏÐÂ ñâîäèòñÿ ê
óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà èíôîðìàöèîííîé ýíòðîï èè. Ïî ñâîåìó
ôîðìàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòà çàäà÷à áëèçêà ê íåêîòîðûì ìà òåìàòè÷å-
ñêèì ìîäåëÿì ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (ÐÌÎ) , èçó÷àåìûì
â [21, 22]. Îïðåäåëåííûå îòëè÷èÿ ñâÿçàíû ñ ñèñòåìîé îãðàíè÷ åíèé â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäî â ðàíäîìè-
çèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:

� ðàíäîìèçèðîâàííîå îáó÷åíèå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åí èÿõ ìî-
ìåíòíîãî òèïà;
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� àäàïòàöèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâí åíèé ñ èí-
òåãðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å;

� èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàçâèòûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå çà äà÷è ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ñòîèìîñòè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è ÐÌÎ è çàäà÷è ãåíåðèðîâàíèÿ æåëàåìûõ ðàñ ïðåäå-
ëåíèé ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé , ñîäåðæàùèõ
òàê íàçûâàåìûå èíòåãðàëüíûå êîìïîíåíòû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíî-
ãîìåðíûå èíòåãðàëû íà ïðîñòûõ ìíîæåñòâàõ (ïàðàëëåëåïèïåä àõ) ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíûìè ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ïàðàìåòðèçîâà ííûå ìíîæè-
òåëÿìè Ëàãðàíæà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ý êñïîíåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé óêàçàííûå èíòåãðàëû àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïàðàìåò ðèçîâàííûìè
èíòåãðàëàìè îò ìíîãîìåðíûõ ïîëèíîìîâ, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêè.

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ òðàíñôîðìàöèé ìíîãîìåðíûõ ïàðàìåò ðèçîâàí-
íûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àïïðîêñèìèðó åòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíîé ëåâîé ÷àñòüþ. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïðè ìåíÿåò-
ñÿ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåí èÿ â âèäå àá-
ñòðàêòíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà [23, 24].

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî, ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàç îì. Â ðàç-
äåëå 2 ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à, íà ðåøåíèå êîòîðîé íàïðà âëåí ïðåä-
ëàãàåìûé ìåòîä, â ðàçäåëå 3 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîäõîäà ê åå ðåøåíèþ è
íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé, ðàçäåë 4 ïîñâÿ ùåí ðåçóëüòàòàì
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòîèìîñòè ôèíàíñîâîãî àêò èâà, â ðàçäåëå 5
îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è íàïðàâë åíèÿ äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèé, ðàçäåë 6 ïîñâÿùåí êîíöåíòðèðîâàííîìó îá çîðó ðåçóëüòà-
òîâ ñòàòüè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u[n], ãäån 2 N = 1; N , äëÿ êî-
òîðîé çàäàíà ìàòðèöà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê Y(s� N ) , ýëåìåíòû êîòîðîé õà-
ðàêòåðèçóþò çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ 2 ïîðÿäêà k = 1; s â òî÷êàõ
íàáëþäåíèÿ n:

(1) Y(s� N ) =
� �

Mf uk [n]g
� 1=k

�
=

n
yk [n] j k = 1; s; n = 1; N

o
:

Â ÷àñòíîñòè, òàêîãî ðîäà èíôîðìàöèÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â çàä à÷àõ ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ òîðãóåìûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìå íòîâ [26�28].

Çàäà÷ó ãåíåðàöèè äàííûõ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ìîæíî ñôîðì óëèðî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

2 Çäåñü â êà÷åñòâå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàþòñÿ íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû,
íî òàêæå ìîãóò áûòü èçáðàíû ñåìèèíâàðèàíòû èëè ìàòåìàòè÷åñ êèå îæèäàíèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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Â êàæäîé òî÷êå n íàáëþäåíèÿ òðåáóåòñÿ ãåíåðèðîâàòü àíñàìáëè
(íàáîðû) Zn ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z[n] ñ s íîðìèðîâàííûìè ìî-
ìåíòàìè

(2) m(k) [n] =
�

Mf zk [n]g
� 1=k

; k = 1; s;

ðàâíûìè çàäàííûì íîðìèðîâàííûì ìîìåíòàì yk [n], îïðåäåëÿåìûì (1).
Ãåíåðàòîðîì àíñàìáëÿ Zn ÿâëÿåòñÿ ¾âõîä�âûõîä¿-ìîäåëü èëè ¾àâòî¿-

ìîäåëü 3. Â òîì è äðóãîì âàðèàíòå ïàðàìåòðû a 2 A � Rr â ìîäåëÿõ ñëó-
÷àéíûå, èíòåðâàëüíûå:

(3) a 2 A � Rr ; A =
�
a� ; a+ �

;

è õàðàêòåðèçóþòñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè n ôóíêöèåé ÏÐÂ P(n) (a),
êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïðîèñõîæäå íèè
äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ ëèáî ñòàòè÷åñêàÿ, ëèáî äèíàìè÷åñêàÿ ¾ âõîä�âûõîä¿-
ìîäåëü.

Ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z[n] �
õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ' ñ ïàðàìåòðà-
ìè a:

(4) z[nja] = ' (x[n] j a) ; n = 1; N;

ãäåx[n] = f x1[n]; : : : ; xm [n]g ÿâëÿåòñÿ âõîäîì ìîäåëè, à z � âûõîäîì.
Â äàëüíåéøåì ñèìâîë ¾ j¿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè n

ðåàëèçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû a ñ ÏÐÂ P(n) (a).
Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíê-

öèîíàëîì B:

(5) z[nja] = B [x[� ]; n � p � � � n j a] ; n = 1; N;

ãäåp � ¾ïàìÿòü¿ ìîäåëè, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî ïðîøëûõ çíà÷åí èé âõî-
äà, âëèÿþùèõ íà âûõîä â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïàðàìåòðû a òàêæå ñëó-
÷àéíûå è èíòåðâàëüíûå, îïðåäåëÿåìûå (3).

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâî ì ýòàïå
îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñ ëó÷àéíûõ ïàðà-
ìåòðîâ, à èìåííî, èõ ôóíêöèè ÏÐÂ P(n) (a) äëÿ âñåõ n = 1; N ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè (4) è äëÿ âñåõ n = 1 � p; N ïðè èñïîëüçîâàíèè
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè (5). Âòîðîé ýòàï ñîñòîèò â ñýìïëèðîâàíè è ýòèõ ÏÐÂ,
ò.å. â òðàíñôîðìàöèè èõ â ñîîòâåòñòâóþùèå àíñàìáëè Zn .

3 Çäåñü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ¾âõîä�âûõîä¿-ìîäåëü, â ïðèìåð å � ¾àâòî¿-ìîäåëü, îïè-
ñûâàåìàÿ â âèäå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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3. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû

3.1. Îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèé ÏÐÂ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî ýòàïà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîëîãè åé ðàíäîìè-
çèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [22], â êîòîðîé ãåíåðàöèÿ ó êàçàííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òèïà ¾âõîä�âûõîä¿ ñ îïòèìèçèðî-
âàííûìè ïî êðèòåðèþ èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè ñëó÷àéíûìè ïà ðàìåòðàìè.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçí à÷åíèÿ:
� âåêòîð çàäàííûõ íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ äëÿ êàæäîãî n

(6) y(n) = f y1[n]; : : : ; ys[n]g ;

� âåêòîð âûõîäà ìîäåëè äëÿ êàæäîãî n

(7) z(n) (a) = f z1[n j a]; : : : ; zs[n j a]g ;

� âåêòîð íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ íà âûõîäå ìîäåëè äëÿ êàæäîãî n

(8) m(n) =

8
><

>:

Z

A

P(n) (a) z[n j a]da; : : : ;

0

@
Z

A

P(n) (a) zs[n j a]da

1

A

1=s
9
>=

>;
:

Ñîãëàñíî [22], çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ÏÐÂ P(n) (a) ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ êàæäîãî n â âèäå ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà èíôîð-
ìàöèîííîé ýíòðîïèè:

(9) H (n) [P(n) (a)] = �
Z

A

P(n) (a) ln P(n) (a)da ) max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
� íîðìèðîâêè

(10)
Z

A

P(n) (a) da = 1 ;

� áàëàíñîâ íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âûõîäà ìîäåëè ñ äàííûìè

(11) m(n) = y(n) :

Ïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè ÏÐÂ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå, ðå øåíèå, ïà-
ðàìåòðèçîâàííîå ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà � (n) =

n
� (n)

1 ; : : : ; � (n)
s

o
, èìååò âèä

(ñì. [22])

(12) P �
(n) (a) =

exp
�
�h � (n) ; z(n) (a)i

�

P(n)(� (n) )
;
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ãäå

(13) P(n)(�
(n) ) =

Z

A

exp
�

�h � (n) ; z(n) (a)i
�

da;

h�; �i îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà � (n) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé èç s óðàâ-

íåíèé, íàçûâàåìûìè áàëàíñîâûìè :

(14)
Z

A

exp
�

�h � (n) ; z(n) (a)i
� h

z(n) (a) � y(n)
i

da = 0:

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò âåêòîðû ìíîæèòåëåé Ëàãðà íæà � (n)

äëÿ êàæäîãî ìîìåíòå n íàáëþäåíèé èç èíòåðâàëà [1; N ].
Çàäà÷à âòîðîãî ýòàïà, à èìåííî òðàíñôîðìàöèÿ ýíòðîïèéíî-î ïòèìàëüíîé

ôóíêöèè ÏÐÂ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäâàòåëüíîñò ü, ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â [25].

3.2. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé

Èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ë àãðàíæà
òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, à çàòåì ðåøå íèå ñôîðìèðî-
âàííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðàçðàáîòàííûé àíàëèòè÷åñêè é ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò îáúåäèíèòü ýòè îáà ýòàïà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâ îéñòâà, êî-
òîðûìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðèáëèæåíí îãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ìåòîäà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðîñòàÿ îáëàñòü îïðåäåëå íèÿ èíòåãðà-
ëîâ, à èìåííî, ïàðàëëåëåïèïåä, è ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè � ýêñïîíåíòû
îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Çàìåòèì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, à ìí îæèòåëè
Ëàãðàíæà è âûõîä ìîäåëè îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ïîë èíîìèàëü-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòåïåíè q ñëåäóþùåãî âèäà:

(15) exp(� v(n) ) =
qX

h=0

(� 1)h

h!
vh

(n) ;

ãäå

(16) v(n) = h� (n) ; z(n) (a)i < � M < 1 :
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Çäåñü4

(v(n) )
h =

sX

i j � 0;
P s

j =1 i j = h

A (h)
i 1 ;:::;i h

(� (n)
1 ) i 1 � � � (� (n)

s ) i h �

� (z1[n j a]) i 1 � � � (zs[n j a]) i h ;

(17)

A (h)
i 1 ;:::;i h

=
h!

i1! � � � ih !
:(18)

Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìà (14) ïðèìå ò ñëåäóþùèé
âèä:

(19)
qX

h=0

(� 1)h

h!

sX

(i 1 ;:::;i h )=1

� (n)
i 1

� � � � (n)
i h

u(n)
i 1 ;:::;i h ;k � vk

n = 0 ;

ãäå

u(n)
i 1 ;:::;i h ;k =

Z

A

zi 1 [n j a] � � � zi q [n j a]
�

zk [n j a] � y(k) [n]
�

da;(20)

i1; : : : ; ih ; k = 1; s:

Çäåñü èíäåêñû i1; : : : ; ih ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [1; s]. Ýòà ñèñòåìà
ñîäåðæèò s ïåðåìåííûõ � ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, è êàæäîå óðàâíåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîìåðíûé ïîëèíîì ñòåïåíè q.

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ íåï ðåðûâíîé
ôóíêöèåé (èëè ôóíêöèîíàëîì), òî îíà ïðåäñòàâèìà ìíîãîìåðí ûì ïîëèíî-
ìîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû â (20) òðàíñô îðìèðóþòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëÿåìûõ àíàëèòè ÷åñêè. Ïîýòîìó
áàëàíñîâàÿ ñèñòåìà â âèäå (19) èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ëåâóþ ÷ àñòü.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïî ïàðàìåòðó " 2 [0; 1] ñèñòåì ñëåäóþùåãî âèäà:

(21) �
sX

i 1=1

� (n)
i 1

u(n)
i 1 ;k + "

qX

h=1

(� 1)h

h!

sX

(i 1 ;:::;i h )=1
P h

j =1 i j = h

� (n)
i 1

� � � � (n)
i h

u(n)
i 2 ;:::;i h ;k � vk

n = 0 :

Ïðè " = 0 èìååì òàê íàçûâàåìóþ áàçîâóþ ñèñòåìó, ëèíåéíóþ ñ êâàäðàòíîé
ìàòðèöåé U(n) = [ un

i 1 ;k ; j (i1; k) = 1; s]:

(22) U(n) � (n) = � vn ;

ãäåvn = f v1
n ; : : : ; vs

ng.

4 Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîìû Íüþòîíà
ñòåïåíè h [31].

96



Åñëè det U(n) 6= 0 , òî ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, îáðàçóþùèå áàçîâîå ðåøåíèå,
ðàâíû

(23) � (n)
(� ) = � [U(n) ]� 1vn :

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ñèñòåìû (21) â âèäå àáñòðàêòíîãî ñòåïåí íîãî ðÿäà ïî
ïàðàìåòðó " [23, 24]:

(24) � (n)
k;? = � (n)

k;� + "� (n)
k;I + "2� (n)

k;II + � � � ; k = 1; s;

ãäå� (n)
k;I ; � (n)

k;II ; : : : � I-àÿ, II-àÿ, . . . êîððåêöèè áàçîâîãî ðåøåíèÿ.
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîððåêöèé, èñïîëüçóÿ ì åòîä íåîïðå-

äåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ [23], áóäåì èìåòü âåêòîð ïåðâîé êîð ðåêöèè

(25) � � (n)
I = � [U(n) ]� 1 b(n)

(1) (� (n)
(� ) );

ãäå

(26) b(n)
(I ) (� (n)

(� ) ) =

8
<

:
1
2

sX

(i 1 ;i 2)=1

� (n)
i 1 ;� � (n)

i 2 ;� u(n)
i 1 ;i 2 ;1; : : : ;

1
2

sX

(i 1 ;i 2)=1

� (n)
i 1 ;� � (n)

i 2 ;� u(n)
i 1 ;i 2 ;s

9
=

;
;

âåêòîð âòîðîé êîððåêöèè

(27) � � n
(II ) = � [U(n) ]� 1 b(n)

(II )(�
n
(� ) ; � n

(I ) );

ãäå

(28)

8
<

:
1
2

sX

(i 1 ;i 2)=1

� (n)
i 1 ;I � (n)

i 2 ;� u(n)
i 1 ;i 2 ;k +

1
3!

sX

(i 1 ;i 2 ;i 3)=1

� (n)
i 1 ;� � (n)

i 2 ;� � (n)
i 3 ;� u(n)

i 1 ;i 2 ;i 3 ;k

9
=

;
:

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå áàëàíñîâîé ñèñòåìû (21)ïðåäñòàâèì î â âèäå

(29) � (n)
? = � (n)

(� ) + � � (n)
I + � � (n)

II + � � � :

3.3. Ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ ôèíàíñîâîãî àêòèâà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ñòîèìîñòè ôèíàíñîâîãî àê òèâà â ïðî-
öåññå òîðãîâûõ ñåññèé è ïðèìåíèì äëÿ åãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðà çâèâàåìûé
âûøå ìåòîä ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ äàííûõ ñ çàäàííûìè ÷èñëîâûì è õàðàêòå-
ðèñòèêàìè.

Ñóùåñòâóåò òåîðåòè÷åñêèé êîíñåíñóñ, ÷òî öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòîì áàëàíñèðîâêè ðå àëüíîãî ñïðî-
ñà è ðåàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ. Îäíàêî òðåéäåð îðèåíòèðóåòñÿ í à îæèäàåìûå
ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðåàëüíûõ.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ïðîãíîç ñòîèìî ñòè ïðè äîñòà-
òî÷íî âûñîêîì óðîâíå íåîïðåäåëåííîñòè.

Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííîé ïîïûòêà ìàêñèìèìçàöèè èíôîð ìàöèîííîé
ýíòðîïèè êàê ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè íà îáó÷àþùèõ ðåòðîñïåê òèâíûõ äàí-
íûõ, ñîäåðæàùèõ çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ è äèñïåðñèé ñòîèìîñòè.
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3.3.1. Ìîäåëü äèíàìèêè ñòîèìîñòè

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ìîäåëü â âèäå ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
ïîðÿäêà p ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè èíòåðâàëüíîãî òèïà (èíòåðâàëû [d; w]
âñåõ ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâûå):

(30) C[t] =
pX

i =1

ai C[t � i ]; t 2 T ; ai 2 A i = [ d; w]; A p =
pY

i =1

A i :

Ýòîé ìîäåëüþ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íà ýòàïàõ îáó÷åíèÿ Tln = [ t0; t0 + p] è ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ Tpr = [ t0 + p+1 ; t0 + p+1+ tpr ], ãäåtpr � îäíî- èëè äâóõäíåâíûå
ïðîãíîçû (ïî àíàëîãèè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è áîëåå äëèííû å ïðîãíîçû).

Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåïðåð ûâíî äèô-
ôåðåíöèðîâàííîé ôóíêöèåé ÏÐÂ Pt (a).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì ðåàëüíûõ òîðãîâ â êàæäî é ñåññèèt
ôîðìèðóþòñÿ äâà ñòîèìîñòíûõ èíäèêàòîðîâ: ñðåäíÿÿ öåíà m�

C [t ] è âòîðîé
ìîìåíò D �

C [t ] öåíû â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè åå âîëàòèëüíîñòè:

(31) D �
C [t ] = ( V �

C [t ])2 + ( m�
C [t ])2;

ãäåV �
C [t ] � îöåíêà ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ öåíû, êîòîðàÿ ñòðîèò-

ñÿ èç âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî åå îòêëîíåíèÿ.

3.3.2. Äàííûå

Ïóñòü â ðåàëüíûõ òîðãàõ íà èíòåðâàëå [t0 � p; t0 � 1] èìåþòñÿ äàííûå îá
èçìåíåíèè ñðåäíåé ñòîèìîñòè:

m�
C [t0 � p]; m�

C [t0 � p + 1] ; : : : ; m�
C [t0 � 1]

è îöåíêå âòîðîãî ìîìåíòà:

D �
C [t0 � p]; D �

C [t0 � p + 1] ; : : : ; D �
C [t0 � 1]:

Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè íà èíòåðâ àëå îáó-
÷åíèÿ Tln , êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ ìîäåëüþ (30) ïî äàííûì íà ¾ïðîøëîì¿
èíòåðâàëå [t0 � p; t0 � 1]:

(32) C[aj t] =
pX

i =1

ai m�
C [t � i ]; t 2 T ln :

3.3.3. Ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíîå îöåíèâàíèå ôóíêöèé ÏÐÂ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Äëÿ îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ÏÐÂ Pt (a) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé, ðàçâèòîé
äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [22] è èçëîæåíí îé â (9)�(11),
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â ðàìêàõ êîòîðîé ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ êàæäîé òîðãî âîé ñåññèè
t 2 T ln :

(33) H t [Pt (a)] = �
Z

A p

Pt (a) lnP t (a) da ) max
P (a)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
Z

A p

Pt (a) da = 1 ;(34)

Z

A p

Pt (a) C[aj t] da = m�
C [t ];

Z

A

Pt (a)C2[aj t] da = D �
C [t ]; t 2 T ln ;(35)

ãäåCt [aj t] îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (32).
Çàäà÷à (33)�(35) ñîãëàñíî (12), (13) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ð åøåíèå:

P �
t (a) =

exp
�

� � (t )
1 C[aj t] � � (t )

2 C2[aj t]
�

Pt (�
(t )
1 ; � (t )

2 )
;

P �
t (� (t )

1 ; � (t )
2 ) =

Z

A p

exp
�

� � (t )
1 C[aj t] � � (t )

2 C2[aj t]
�

da;

t 2 T ln :(36)

Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà � (t )
1 ; � (t )

2 îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ
áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé:

Z

A p

exp
�
� � (t )

1 C[aj t] � � (t )
2 C2[aj t]

�
(C[aj t � 1]� m�

C [t ]) da = 0 ;

Z

A p

exp
�
� � (t )

1 C[aj t] � � (t )
2 C2[aj t]

� �
C2[aj t � 1]� D �

C [t ]
�

da = 0 ;
t 2 T ln :(37)

Ñîãëàñíî ðàçâèòîìó â [29] ìåòîäó âîñïîëüçóåìñÿ àïïðîêñèìà öèÿìè ýêñïî-
íåíòû ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2:

exp(x) �
�

1 � � (t )
1 C[aj t] +

1
2

�
� (t )

1 C[aj t]
� 2

�
C[aj t];(38)

exp(y) �
�

1 � � (t )
2 C2[aj t] +

1
2

�
� (t )

2 C2[a j t]
� 2

�
C2[aj t]:

Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèè (38), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìû áàë àíñîâûõ
óðàâíåíèé:

� 1B1(t) + � 2B2(t) + � 2
1B3(t) + � 2

2B4(t) + � 1� 2B5(t) = B0(t);

� 1Z1(t) + � 2Z2(t) + � 2
1Z3(t) + � 2

2Z4(t) + � 1� 2Z5(t) = Z0(t);

t 2 T = [ t0; t0 + p]:(39)
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Â ïåðâîì èç ýòèõ óðàâíåíèé êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä:

B0(t) = A m �
C [t ] � I (t )

p;1; B1(t) = m�
C [t ] I (t )

p;1 � I (t )
p;2;

B2(t) = m�
C [t ] I (t )

p;2 � I (t )
p;3; B3(t) = �

1
2

B (2;3)
2 (t);

B4(t) = �
1
2

�
m�

C [t ] I (t )
p;4 � I (t )

p;5

�
B5(t) = �

�
m�

C [t ] I (t )
p;3 � I (t )

p;4

�
;

(40)

Êîýôôèöèåíòû âî âòîðîì óðàâíåíèè èìåþò âèä:

Z0(t) = A D �
C [t ] � I (t )

p;2; Z1(t) = D �
C [t ] I (t )

p;1 � I (t )
p;3;

Z2(t) = D �
C [t ] I (t )

p;2 � I (t )
p;4; Z3(t) = �

1
2

Z (2;4)
2 (t); r

Z4(t) = �
1
2

�
D �

C [t ] I (t )
p;4 � I (t )

p;6

�
; Z5(t) = �

�
D �

C [t ] I (t )
p;3 � I (t )

p;5

�
:

(41)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ

A =
Z

A

da = ( w � d)p;

I (t )
p;n(k1; : : : ; kn ) =

wZ

d

� � �

wZ

d| {z }
p

Cn [aj t] da =

=
X

k j � 0;
P n

j =1 k j = n

n!
k1! � � � kn !

0

B
B
B
B
B
@

wZ

d

� � �

wZ

d| {z }
p

ak1
1 � � � akn

p da1 � � � dap

1

C
C
C
C
C
A

�

� (m�
C [t ])k1 � � � (m�

C [t � p])kn ; n = 0; 6:

(42)

4. Ïðîãíîçèðîâàíèå ñòîèìîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïðîãíîçèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà áóäåì ïðîâî-
äèòü äëÿ çàäà÷îäíî- è äâóõäíåâíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñðåäíåé ñòîèìîñòè è
äèñïåðñèè ôèíàíñîâîãî àêòèâà � àêöèé ÏÀÎ ¾Ãàçïðîì¿ â òå÷åíè å 2020 ã. íà
Ìîñêîâñêîé áèðæå.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ 12 òîðãîâûõ ñåññèé, êàæäàÿ íà íà÷àëî ìåñÿö à. Äëÿ
óäîáñòâà âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â óñëîâíûõ åäèíèöàõ, ñî îòâåòñòâóþùèõ
1/1000 èñõîäíîé öåíû. Äàííûå î ñòîèìîñòè ïðèâåäåíû â òàáë. 1 .

4.1. Îáó÷åíèå ìîäåëè ñòîèìîñòè

Ìîäåëü ñòîèìîñòè (30) èìååò ïàìÿòü p = 2 , íà÷àëüíûé ìîìåíò îáó÷åíèÿ
t0 = 3 ! ìàðò, èíòåðâàëû äëÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ, ðàâíûå d = � 1; w = 2 .
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Òàáëèöà 1.Ñòîèìîñòíûå èíäèêàòîðû àêöèé ÏÀÎ ¾Ãàçïðîì¿ â 2020 ã.

Ìåñÿö ÿíâ. ôåâð. ìàðò àïð. ìàé èþíü

Äàòà t 1 2 3 4 5 6

Öåíà m�
C 0,259 0,223 0,208 0,178 0,188 0,200

Ìàêñ C �
max 0,262 0,240 0,212 0,196 0,202 0,208

Ìèí C �
min 0,227 0,201 0,158 0,177 0,182 0,190

V �
C 0,017 0,020 0,027 0,009 0,011 0,009

D �
C 0,084 0,069 0,070 0,041 0,046 0,049

Ìåñÿö èþëü àâã. ñåíò. îêò. íîÿáðü äåê.

Äàòà t 7 8 9 10 11 12

Öåíà m�
C 0,195 0,182 0,181 0,171 0,154 0,183

Ìàêñ C �
max 0,202 0,195 0,186 0,173 0,189 0,215

Ìèí C �
min 0,179 0,180 0,170 0,154 0,152 0,182

V �
C 0,011 0,007 0,009 0,010 0,019 0,017

D �
C 0,206 0,189 0,190 0,181 0,173 0,200

Îáó÷åíèå ìîäåëè ñòîèìîñòè áóäåì ïðîâîäèòü íà èíòåðâàëå T = [ t0; t0 +2] =
= [3 ; 5]. Èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä I p = [ t0 � 2; t0 � 1] = [1; 2].

Ïîñêîëüêó ìîäåëü (32) ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà, òî ïðèîáðåòà åò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

(43) C[aj t] = a1 m�
C [t � 1] + a2 m�

C [t � 2]:

Ôóíêöèè ÏÐÂ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðãîâûõ ñåññèÿõ èìåþò âèä (3 6) ñ ìî-
äåëüþ (43). Çàìåòèì, ÷òî ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå ÏÐÂ ïàðàì åòðîâ, ãåíåðè-
ðóåìûå ëèíåéíîé ìîäåëüþ (43), îòëè÷íû îò íîðìàëüíîãî ðàñïð åäåëåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ò.å. ðåøåíè ÿ áàëàíñî-
âûõ óðàâíåíèé, ïðèìåíÿëñÿ ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåò îä, èçëîæåí-
íûé â ðàçäåëå 2.2.

Ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå ôóíêöèè ÏÐÂ (ñ ïðèáëèæåííûìè äî ïå ðâîé
êîððåêöèè) äëÿ 3-é, 4-é è 5-é òîðãîâûõ ñåññèé èìååò âèä:

P �
3 (aj 1;068; � 0;871) = 0;131 exp(� 0;238a1 � 0;277a2 +

+ 0 ;043a2
1 + 0 ;058a2

2 + 0 ;100a1a2);
(44)

P �
4 (aj 0;958; 0;102) = 0;133 exp(� 0;199a1 � 0;214a2 �

� 0;004a2
1 � 0;005a2

2 � 0;005a1a2);
(45)

P �
5 (a j � 1;994; 2;609) = 0;092 (0;355a1 + 0 ;415a2 �

� 0;083a2
1 � 0;112a2

2 � 0;193a1a2):
(46)

Íà ðèñ. 1�3 ïîêàçàíû èõ ãðàôèêè.
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P *(a)3

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

2

1

0

! 1a1 2
1

0
! 1

a2

Ðèñ. 1. ÐàñïðåäåëåíèåP �
3 (a).

P4*(a)

0,2

0, 51

0,1

0, 50
2

1

0

! 1a1 2
1

0
! 1

a2

Ðèñ. 2. ÐàñïðåäåëåíèåP �
4 (a).
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P5*(a)

0,12

0,1

0,04

0,02
2

1

0

! 1a1 2
1

0
! 1

a2

0,06

0,08

0,14

Ðèñ. 3. ÐàñïðåäåëåíèåP �
5 (a).

4.2. Ïðîãíîçèðîâàíèå ñðåäíåé ñòîèìîñòè
è ñðåäíåãî èíäèêàòîðà âîëàòèëüíîñòè

Ïîëó÷åííûå âûøå ýíòðîïèéíî-îïòèìàëüíûå ôóíêöèè ÏÐÂ P �
3 (a), P �

4 (a),
P �

5 (a) ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (32) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãåíåðèðîâàí èÿ àí-
ñàìáëåé äàííûõ, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ ïðîãíîçèðóåìûå çíà ÷åíèÿ mC [t ]
è DC [t ] â òîðãîâûõ ñåññèÿõ: àïð. (4)�íîÿá. (11). Ðåàëèçîâàííûå çíà ÷åíèÿ ýòèõ
ïåðåìåííûõ èçâåñòíû (òàáë. 1), ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü òî÷íî ñòü ïðîãíîçîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

4.2.1. Îäíîäíåâíûå ïðîãíîçû P �
k (a) ! (mC [k + 1] ; VC [k + 1])

Ïðè îäíîäíåâíûõ ïðîãíîçàõ èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ÏÐÂ äë ÿ k-îé òîð-
ãîâîé ñåññèè è ïðîãíîçèðóþòñÿ ðåçóëüòû (k + 1) -é ñåññèè. Ðàññìîòðèì ïðîöå-
äóðó ôîðìèðîâàíèÿ ïðîãíîçà 3 ! 4. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ÏÐÂ P �

3 (a) (44)
è ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü (32), êîòîðàÿ â äàííîì ïðèìåðå ïðèîáðåò àåò ñëåäóþùèé
âèä:

(47) C[aj 4] = a1m�
C [3] + a2m�

C [2]:

ÏÐÂ P �
3 (a) (44) òðàíñôîðìèðóåì â ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f a1; a2g.

Ãåíåðèðóåìûé àíñàìáëü ñîäåðæèò 1000 çíà÷åíèé C[aj 4]. Âû÷èñëÿåì �mC [4] =
= ~M (C[aj 4]) è �� 2

C [4] = ~Mf (C[aj 4] � �mC [4])2g, ãäå ïîä îïåðàòîðîì ~Mf�g ïî-
íèìàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå.
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C a a[a|4] = *0,208 + *0,2231 2

Ðèñ. 4. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 4] (îäíîäíåâíûé ïðîãíîç 3 ! 4).
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C a a[a|5] = *0,178 + *0,2081 2

1 08

Ðèñ. 5. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 5] (îäíîäíåâíûé ïðîãíîç 4 ! 5).
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C a a[a|6] = *0,188 + *0,1781 2

Ðèñ. 6. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 6] (îäíîäíåâíûé ïðîãíîç 5 ! 6).

Ïðîãíîçû 4 ! 5 è 5 ! 6 ôîðìèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ðåçóëüòàòû îäíîäíåâ-
íûõ ïðîãíîçîâ è îöåíêè èõ òî÷íîñòè (â ñðàâíåíèè ñ ðåàëèçîâàí íûìè çíà÷å-
íèÿìè â òîðãàõ) ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2.Îäíîäíåâíûå ïðîãíîçû

ïðîãíîç � 3 ! 4 4 ! 5 5 ! 6

�mC [� ] 0,175 0,145 0,229

m�
C [� ] 0,178 0,188 0,200

�� 2
C [� ] 0,076 0,056 0,041

V �
C [� ] 0,041 0,046 0,049

j� m [� ]| 0,003 0,043 0,029

j� � [� ]j 0,035 0,010 0,008

Â ýòîé òàáëèöå ïåðåìåííûå

� m [� ] = �mC [� ] � m�
C [� ];(48)

� � [� ] = �� 2
C [� ] � V �

C [� ]:

Íà ðèñ. 4�6 ïîêàçàíû ýìïèðè÷åñêèå ÏÐÂ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ñ òîèìîñòè
â ñåññèÿõ 4�6 ïðè îäíîäíåâíûõ ïðîãíîçàõ.
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¾Èíòåãðàëüíàÿ¿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà ñðåäíåé ñòîèìîñòè ïðè
îäíîäíåâíûõ ïðîãíîçàõ èìååò âèä:

(49) � m =

q P 6
t=4 � 2

m [t ]
q P 6

t=4 m2
C [t ] +

q P 6
t=4 (m�

C [t ])2
= 8%:

¾Èíòåãðàëüíàÿ¿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà ñðåäíåé äèñïåðñèè ïðè
îäíîäíåâíûõ ïðîãíîçàõ èìååò âèä:

(50) � � =

q P 6
t=4 � 2

� [t ]
q P 6

t=4 � 2
C [t ] +

q P 6
t=4 (V �

C [t ])2
= 17%:

4.2.2. Äâóõäíåâíûå ïðîãíîçû
P �

k (a) ! (mC [k + 1] ; VC [k + 1]) ; (mC [k + 2] ; VC [k + 2])

Ïðè äâóõäíåâíûõ ïðîãíîçàõ èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ÏÐÂ äë ÿ òîðãîâîé
ñåññèèk è ïðîãíîçèðóåòñÿ ðåçóëüòàò â ñåññèèk + 2 .

Ïðîãíîç 3 ! 4; 5, ÏÐÂ P �
3 (a) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â âàðèàíòå

C[aj 4] = a1 m� [3] + a2 m�
C [2];

C[aj 5] = a1 m� [4] + a2 m�
C [3]:(51)

è â âàðèàíòå

C[aj 4] = a1 m� [3] + a2 m�
C [2] = a1 0;208 + a2 0;223;

C[aj 5] = a1 �m� [4] + a2 m�
C [3] = a1 �m� [4] + a2 0;208;(52)

�m� [4] = ~Mf C[aj 4]g:

Äâóõäíåâíûå ïðîãíîçû 4 ! 5; 6 è 5 ! 6; 7 ïðîèçâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî è èõ
ðåçóëüòàòû è îöåíêè òî÷íîñòè ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Òàáëèöà 3.Äâóõäíåâíûå ïðîãíîçû

� 3 ! 4 3 ! 5 4 ! 5 4 ! 6 5 ! 6 5 ! 7

�mC [� ] 0,175 0,185 0,145 0,206 0,229 0,200

m�
C [� ] 0,178 0,188 0,188 0,200 0,200 0,195

�� 2
C [� ] 0,056 0,060 0,056 0,012 0,041 0,024

V �
C [� ] 0,041 0,051 0,046 0,009 0,049 0,011

j� m [� ]j 0,003 0,033 0,043 0,078 0,029 0,065

j� � [� ]j 0,035 0,049 0,010 0,030 0,009 0,043
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Ðèñ. 7. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 5] (äâóõäíåâíûé ïðîãíîç 3 ! 4; 5).
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Ðèñ. 8. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 6] (äâóõäíåâíûé ïðîãíîç 4 ! 5; 6).
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C a a[a|7] = *0,200 + *0,1881 2
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0,8

200

Ðèñ. 9. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÏÐÂ C[aj 7] (äâóõäíåâíûé ïðîãíîç 5 ! 6; 7)

Èíòåãðàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà ñðåäíåé ñòîèìîñòè äëÿ
ãðóïïû äâóõäíåâíûõ ïðîãíîçîâ èìååò âèä

(53) � m =

q P 7
t=5 � 2

m [t ]
q P 7

t=5 m2
C [t ] +

q P 7
t=5 (m�

C [t ])2
= 7 ;2%:

Èíòåãðàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà ñðåäíåé âîëàòèëüíîñòè
äëÿ ãðóïïû äâóõäíåâíûõ ïðîãíîçîâ èìååò âèä

(54) � � =

q P 7
t=5 � 2

� [t ]
q P 7

t=5 � 2
C [t ] +

q P 7
t=5 (V �

C [t ])2
= 25%:

Íà ðèñ. 7�9 ïîêàçàíû ýìïèðè÷åñêèå ÏÐÂ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ñ òîèìîñòè
â ñåññèÿõ 5�7 ïðè äâóõäíåâíûõ ïðîãíîçàõ.

5. Îáñóæäåíèå

Ïðîáëåìà ãåíåðàöèè ïîäõîäÿùèõ äàííûõ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è ïð îãíîçè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïîïóëÿðíîé â ñîâðåìåííîé êîìïüþòå ðíîé íàóêå.
Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ è ðàçâèòèå òåõíîëîãèè ðàíäîìèçèðîâàííî-
ãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ãåíåðàöèè àíñàìáëåé äàííûõ ñ çàäà ííûìè ÷èñ-
ëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùåé òåõíîëîãèè ïðåäëàãàåòñÿ ðàñøèðå íèå, ó÷è-
òûâàþùåå ìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè îò 1-ãî äî s-ãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî
ýòî ïðèâîäèò ê ôóíêöèÿì ÏÐÂ íå ãàóñîâîãî êëàññà äàæå â ñëó÷àå ëèíåé-
íîé ìîäåëè äàííûõ. Ïðåäëàãàåìîå ðàñøèðåíèå, òàê æå êàê è ñóù åñòâóþùåå,
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ
èíòåãðàëüíûå êîìïîíåíòû. Â ñòàòüå ðàçâèâàåòñÿ ïðèáëèæåíí ûé àíàëèòè÷å-
ñêèé ìåòîä èõ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñòåïåíí ûõ ðÿäîâ è
ìåòîäå íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòîèìîñòè ôèíàíñî âîãî èíñòðó-
ìåíòà, ðåçóëüòàòû êîòîðîé ñðàâíèâàëèñü ñ ðåàëèçîâàííûìè ä àííûìè ïî îäíî-
è äâóõäíåâíûì ïðîãíîçàì. Â ðàìêàõ ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíè é îáíàðóæè-
ëàñü âïîëíå ïðèåìëåìàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñî ñòàâå äâóõ
êîððåêöèé. Îäíàêî íåîáõîäèìî áîëåå ãëóáîêîå èçó÷åíèå ïðèá ëèæåííîãî ìå-
òîäà, êàê åãî òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòîâ, òàê è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàçâèòà òåîðèÿ è àëãîðèòì ãåíåðàöèè àíñàìáëåé òåñòîâûõ äàí-
íûõ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â âèäå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, î ñíîâàííàÿ íà
ìîäèôèêàöèè ñòðóêòóðû ïðîöåäóðû ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìàøè ííîãî îáó÷å-
íèÿ [22]. Èçâåñòíî, ÷òî ÿäðîì óêàçàííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ áàëàíñîâûå
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñîäåðæàùèå ò àê íàçûâàå-
ìûå èíòåãðàëüíûå êîìïîíåíòû, ò.å. ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû î ò ýêñïîíåíöè-
àëüíûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé àäàïòèðîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñ êîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ðàçâèòûé â [29], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ì íî-
ãîìåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ê ñóììå ïðîèçâåäåíèé îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ îò
ñòåïåííûõ ôóíêöèé.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïð èìåíåí ê ïî-
ñòðîåíèþ îäíî- è äâóõäíåâíûõ ïðîãíîçîâ ñðåäíèõ ñòîèìîñòè è äèñïåðñèè
áèðæåâîãî ôèíàíñîâîãî àêòèâà.
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Îïòèìèçàöèÿ, ñèñòåìíûé àíàëèç
è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé

c
 2025 ã. À.Í. ÊÀÐÊÈÙÅÍÊÎ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê (karkishalex@g mail.com)
(Íàó÷íî-êîíñòðóêòîðñêîå áþðî ðîáîòîòåõíèêè è ñèñòåì óïðà âëåíèÿ, Òàãàíðîã)

ÎÁ ÝÌÅÐÄÆÅÍÒÍÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ýôôåêòà ýìåðäæåíòíîñòè â ò åðìèíàõ
îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ ïðîèçâîëüíûìè ñèñòåìàìè. Ïðè ýò îì ýìåð-
äæåíòíîñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾ñâåðõàääèòèâíîå¿ ðàñøèðåíèå êëàññà
îòîáðàæåíèé ïðè îáúåäèíåíèè ñèñòåì èëè âîçíèêíîâåíèè íîâû õ ñâÿçåé
ìåæäó ýëåìåíòàìè. Â ðàáîòå äàåòñÿ îïèñàíèå ýìåðäæåíòíûõ ñâ îéñòâ â
ìîäåëÿõ ñèñòåì, ðåàëèçóþùèõ áèíàðíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñòðóêò óðà âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ â òàêèõ ñèñòåìàõ îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íû ì îðèåí-
òèðîâàííûì ãðàôîì. Èññëåäóþòñÿ êëàññû îòîáðàæåíèé ïðè òåî ðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèÿõ íàä òàêèìè ñèñòåìàìè, è ïîêàçàíî ¾ ñâåðõàä-
äèòèâíîå¿ ðàñøèðåíèå îòîáðàæåíèé ïðè îáúåäèíåíèè. Ââîäèò ñÿ è îáîñ-
íîâûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ýìåðäæåíòíîñòè. Äîêàçàíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
îöåíêè äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíîå îòîáðàæåíèå, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïå-
ðàöèè, ýìåðäæåíòíîñòü, êîýôôèöèåíò ýìåðäæåíòíîñòè.

DOI: 10.31857/S0005231025070076, EDN: JSCDTJ

1. Ââåäåíèå

Â ñèñòåìíîì àíàëèçå ïîíÿòèå ýìåðäæåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáî-
ëåå èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ñëîæíûõ ñèñòåì. Â ñòàíäàðòíîé ôîðìó ëèðîâêå ýìåð-
äæåíòíîñòü � ýòî ïîÿâëåíèå íîâûõ ñâîéñòâ è êà÷åñòâ, íå ïðèñóùèõ ýëå-
ìåíòàì, âõîäÿùèì â ñîñòàâ ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå ñèíîíèìà ýìåð äæåíòíîñòè
èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí ¾ñèñòåìíûé ýôôåêò¿. Èñòîðèÿ âîç íèêíîâåíèÿ è
ðàçâèòèÿ ïîíÿòèÿ ýìåðäæåíòíîñòè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ñèñò åì, à òàêæå
áàçîâûå èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå ýòîãî ÿâëåíèÿ, èçëîæåíû â [1] . Â ÷àñòíîñòè,
ñî ññûëêîé íà [2] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýìåðäæåíòíîå ïîâåäåíèå ì îæåò áûòü ïî-
íÿòî, èñõîäÿ èç ïðèðîäû è ïîâåäåíèÿ åãî ÷àñòåé ïëþñ çíàíèå, ê àê ýòè ÷àñòè
âçàèìîäåéñòâóþò.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî ôèëîñîôñêîìó è îáùåìåòî äîëîãè÷å-
ñêîìó îñìûñëåíèþ ýòîãî ÿâëåíèÿ â öåëîì [3]. Â [4] îáîñíîâûâà þòñÿ êàòåãîðèè
ñèëüíîé è ñëàáîé ýìåðäæåíòíîñòè, ýòè ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñò àòî÷íî óñëîâ-
íûìè, è ìåæäó íèìè òðóäíî ïðîâåñòè ÷åòêóþ ãðàíèöó. Áîëåå òîãî , ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî ýìåðäæåíòíîñòü ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ íà êîíòèíóóìå îò ¾ ñëàáîãî¿ äî
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¾ñèëüíîãî¿ [5]. Ýìåðäæåíòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ñèëüíîé , åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðè-
åìëåìîé òåîðèè, êîòîðàÿ ìîãëà áû îáúÿñíèòü èëè âûâåñòè ïîâå äåíèå ñèñòåìû
íà îñíîâå ñâîéñòâ èëè ïîâåäåíèÿ åå êîìïîíåíòîâ. Íàïðîòèâ, ý ìåðäæåíòíîñòü
ÿâëÿåòñÿñëàáîé, åñëè îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîâåäåíè-
åì êîìïîíåíòîâ è ïîâåäåíèåì ñèñòåìû. Â [6] äåëàåòñÿ ïîïûòêà ìàòåìàòè-
÷åñêè äîêàçàòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñèëüíîé ýìå ðäæåíòíîñòè.
Ðàáîòà [7] ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ýìåðäæåíòíîñòè , îñíîâàííîãî
íà ýíòðîïèè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ýíòðîïèåé è ýìåð-
äæåíòíîñòüþ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðîñò ýíòðîï èè ÿâëÿåò-
ñÿ èíäèêàòîðîì âîçìîæíîãî ïîÿâëåíèÿ ýìåðäæåíòíûõ ñîáûòèé è ñîñòîÿíèé.
Â çàêëþ÷åíèè àâòîðû ôîðìóëèðóþò âîïðîñ î òîì, êàê âûðàçèòü ý íòðîïèþ
ñèñòåìû ÷åðåç ýíòðîïèþ ñîñòàâëÿþùèõ åå ïîäñèñòåì.

Ïîïûòêè äàòü ôîðìàëüíîå îïèñàíèå òàêèõ ýôôåêòîâ â êîíêðåòí ûõ ôè-
çè÷åñêèõ èëè èíæåíåðíûõ ñèñòåìàõ âûçûâàþò çíà÷èòåëüíûå çà òðóäíåíèÿ,
ïîýòîìó ïðèìåðîâ òàêèõ èññëåäîâàíèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Ç äåñü ñëåäóåò
îòìåòèòü ðàáîòó [8], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçíèêíîâå íèå ýìåðäæåíò-
íûõ ýôôåêòîâ â èñêóññòâåííûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå [9], ïîñâÿùå ííóþ èññëåäî-
âàíèþ ïðèíöèïîâ è ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ èíæåíåðíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ
òàêèìè ñâîéñòâàìè. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðîÿâëåíèé ñèñòåìí îãî ýôôåêòà â
ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáî òàõ [10�13].

Èç-çà îòñóòñòâèÿ ÷åòêîãî ïîíèìàíèÿ ýìåðäæåíòíîñòü â ðàçíû õ èññëåäîâà-
íèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ñâîåìó. Íàïðèìåð, â [14, 15] îíà ïîíèì àåòñÿ êàê ñïîñîá-
íîñòü âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîíîìíûõ àãåíòîâ ôîðìèðîâàòü ñ îãëàñîâàííîå
ïîâåäåíèå áåç âíåøíåãî óïðàâëåíèÿ, à òîëüêî íà îñíîâå âíóòð åííåãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. Ïîõîæèé âçãëÿä îòðàæåí â ðàáîòå [16], â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðîöåññû ñàìîîðãàíèçàöèè è ýìåðäæåíòíîñòè ïðè ôîðìèð îâàíèè îá-
ùåãî ñëîâàðíîãî çàïàñà íà ïåðâè÷íûõ ñòàäèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ ÷åëîâå÷åñêèõ
ñîîáùåñòâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ òàêæå îñíîâàíà íà ìîäåëèðîâàíèè â çàèìîäåéñòâèÿ
àãåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà îñíîâå íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðîñ òûõ ïðàâèë, ÷òî
è ïðèâîäèò ê ýìåðäæåíòíûì ýôôåêòàì.

Èññëåäîâàíèå ýìåðäæåíòíîñòè òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèå ì ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ ñèñòåìû ïðè îòíîñèòå ëüíî ïðîñòîì
ïîâåäåíèè åå ýëåìåíòîâ. Âîçìîæíî, ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå ï îäîáíûõ ïðî-
öåññîâ äàæå â îòíîñèòåëüíî óçêèõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ òàêèõ ñ èñòåì ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì âîïðîñîì ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû âîçíèêíîâåíèÿ ýìåðäæ åíòíîñòè êàê
òàêîâîé. Äàííûå âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè â [17].

Ñèñòåìíûé ýôôåêò îáíàðóæèâàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ïðèðî äå ñèñòå-
ìàõ � ïîëèìåòàëëè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ, õèìè÷åñêèå ïðîöåññû, êîëëåêòèâíîå
ïðèíÿòèå ðåøåíèé â ñîöèàëüíûõ ñòðóêòóðàõ è äð. Ìíîãîîáðàçè å åãî ïðî-
ÿâëåíèé ïðåäîïðåäåëÿåò ôîðìàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå íàèáîë åå ïðèåìëåìû
äëÿ èññëåäîâàíèÿ â êàæäîì ñëó÷àå. Ýòî ìîãóò áûòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþ-
ùèå óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå òâåðäûõ òåë, çàêîíû ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé èëè àëãîðèòìû ïðèíÿòèÿ êîìïðîìèññíûõ ðåøåíèé, â ÷à ñòíîñòè, àë-
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ãîðèòìû ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ â ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ. È ññëåäîâàíèå
ñèñòåìíûõ ýôôåêòîâ ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîå íèå ôîðìàëüíîé
ìîäåëè, êîòîðàÿ äîëæíà ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàòü ïîâåäåíèå èññëåäóåìîãî
îáúåêòà èëè ïðîöåññà ïðè äîïóñòèìûõ âîçäåéñòâèÿõ íà íåãî.

Îáùåïðèíÿòî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëþáîé ñèñòåìû íåîáõîäè ìû ñèñòå-
ìîîáðàçóþùèå ôàêòîðû, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò îáðàçîâàíèþ ñ èñòåìû, ÿâëÿ-
þòñÿ âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê åå ýëåìåíòàì, à òàêæå íå âûçûâàþ òñÿ íåîá-
õîäèìîñòüþ ê îáúåäèíåíèþ [18]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðîëü òàêèõ ô àêòîðîâ
èãðàþò ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè, ïðèðîäà êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ñÿ ïðèðîäîé
ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå ïîñëóæèëî ìîòèâîì äëÿ äàí íîé ðàáî-
òû, ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì èñ ñëåäîâàíèÿ
ýìåðäæåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îòîáðàæåíèé, îñóùå ñòâëÿåìûõ ñëîæ-
íîé ñèñòåìîé â çàâèñèìîñòè îò îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ ýëå ìåíòàìè ñè-
ñòåìû, è îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìîîáðàçóþùèõ ôàêòîðîâ, ò.å. ñòð óêòóðû ñâÿçåé
ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû. Ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî â ñëó÷àå ñèñòå ì îáðàáîòêè
èíôîðìàöèè, â òîì ÷èñëå âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ëþäåé.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñèñòåì, ðåàëèçóþùèõ áèíàðíûå î òîáðàæå-
íèÿ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àâòîì àòíûå îòîá-
ðàæåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, ïî øèðîòå èõ ïðèìå íåíèÿ è
âûðàçèòåëüíîñòè àâòîìàòíûå îòîáðàæåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå óñòóïàþò
êëàññè÷åñêèì àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì. Èçâåñòíî òàêæå,÷òî ïîëóãðóï-
ïû, ãðóïïû è êîëüöà àâòîìàòîâ, à òàêæå èõ ôóíêöèîíàëüíûå ñèñ òåìû ñïî-
ñîáñòâîâàëè ðåøåíèþ ðÿäà íåïðîñòûõ àáñòðàêòíî-ìàòåìàòè÷ åñêèõ ïðîáëåì.

Ìîäåëè ñèñòåì áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé íå ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ îáúÿñ-
íèòü âñå ïðîöåññû ñèñòåìíîé ýìåðäæåíòíîñòè. Òåì íå ìåíåå, î íè äåìîíñòðè-
ðóþò âàæíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ïðèñóùè ýòîìó ÿâëåíèþ. Íàïðè ìåð, òàê
íàçûâàåìûé ¾ñâåðõàääèòèâíûé¿ ýôôåêò, êîòîðûé âîçíèêàåò ï ðè îáúåäèíå-
íèè ñèñòåì, à òàêæå âîçíèêíîâåíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ìíîæå ñòâå ñîñòîÿ-
íèé. Â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðåäåëüíûì öèêëàì ñîîòâåòñòâóþ ò àòòðàêòîðû,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìîæíûå ìàêðîñîñòîÿíèÿ â ìíîãîìàñ-
øòàáíûõ ñèñòåìàõ. Â ñëó÷àå ñèñòåì áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé ïîÿ âëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïåðåéòè ê ñòðîãî ôîðìàëüíûì ìîäåëÿì è ïîëó÷èòü ðÿä êîëè÷å-
ñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññîâ, îòðàæàþùèõ ýìåðäæåíòí îñòü. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ñâåðõàääèòèâíûå ýôôåêòû íà êëàññàõ áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé
ïî óæå ïî÷òè îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè è êëàññèôèêàöèè ìîæ íî îòíåñòè
ê êëàññó ñëàáîé ýìåðäæåíòíîñòè [4�6], ïîñêîëüêó ñóùåñòâóå ò âûñîêèé óðî-
âåíü ïðîñëåæèâàåìîñòè ìåæäó ôóíêöèÿìè ýëåìåíòîâ è ôóíêöèÿ ìè ñèñòåìû
â öåëîì.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ â äàííîé ñòàòü å ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ïðèðîäó è ñòðîãî îáúÿñíèòü ïðè÷èíó âî çíèêíîâåíèÿ
ýìåðäæåíòíûõ ýôôåêòîâ â ñèñòåìàõ, ðåàëèçóþùèõ áèíàðíûå îò îáðàæåíèÿ,
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à òàêæå ââåñòè è îáîñíîâàòü óäîáíóþ êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó äëÿ èçìåðåíèÿ
ñòåïåíè ïðîÿâëåíèÿ òàêèõ ýôôåêòîâ.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äàëåå â òåêñòå.
Ðàçäåëû 3 è 4 ñîäåðæàò âûâîä îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþ ùèõ ðåàëè-
çóåìûå áèíàðíûå îòîáðàæåíèÿ â ñèñòåìàõ ñî ñòðóêòóðîé ïîëíî ãî ãðàôà è
ïðîèçâîëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî. Â ð àçäåëå 5 äîêàçû-
âàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, îïèñûâàþùèå êëàññû áèíàðíûõ îòîáðàæå íèé, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöè é íàä ñèñòåìà-
ìè. Îïèñûâàåòñÿ òàêæå âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ñèñòåìíûé ýôôåê ò. Ðàçäåë 6
ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ è îáîñíîâàíèþ êîýôôèöèåíòà ýìåðäæåí òíîñòè äëÿ
áèíàðíûõ ñèñòåì, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâó äâóñòîðîííèõ îöåí îê äëÿ íåãî.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå A 
 B ìàòðèö A è B , à
èìåííî, åñëè A = ( aij ) � ìàòðèöà ðàçìåðîâ m � n, à B � ðàçìåðîâ p� q, òî ïî
îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà A 
 B = ( aij B ) è èìååò, î÷åâèäíî, ðàçìåðû mp � nq.
Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî íàé òè, íàïðèìåð,
â [19]. Â ÷àñòíîñòè, äàëåå ïîòðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî(A 
 B ) (C 
 D ) = AC 
 BD ,
ñâÿçûâàþùåå îáû÷íîå è êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðè÷åì ìà òðèöû A, B , C
è D èìåþò ðàçìåðû, ïðè êîòîðûõ âñå ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû. Ýò î ñâîéñòâî
îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé. Êðîíåêåðî âî ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö A1; A2; : : : ; Ak áóäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷àòü A1 
 A2 
 : : : 
 Ak =

=
k



i =1
A i . Â ÷àñòíîñòè, êðîíåêåðîâó k-þ ñòåïåíü ìàòðèöû A áóäåì çàïèñûâàòü

â âèäåA 
 : : : 
 A| {z }
k

= A [k]. Âàæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íåêîììóòàòèâíîñòü

êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ.
Êðîíåêåðîâûì ðàñøèðåíèåì âåêòîðà a = ( a1 a2 : : : an )> áóäåì íàçûâàòü

âåêòîð

�a = (1 a1 a2 (a1a2) : : : (a1a2 : : : an ))> =

=
�

1
an

�



�
1

an� 1

�

 : : : 


�
1
a1

�
:

Ïîä êðîíåêåðîâûì ðàñøèðåíèåì ïî ñòðîêàì ìàòðèöû A ïîíèìàåòñÿ ìàò-
ðèöà �A, êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê âåêòîð, ÿâëÿå òñÿ êðî-
íåêåðîâûì ðàñøèðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè ìàòðèöû A. Àäàìàðîâûì
ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A � B , ïîëó÷àþùàÿñÿ â
ðåçóëüòàòå ïîýëåìåíòíîãî ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ ìàòðèö [19]. Ý òî ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëåíî äëÿ ìàòðèö, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ðàçìåðû, è ÿâëÿå òñÿ êîììó-
òàòèâíîé îïåðàöèåé. Ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü ìîíîìèàëüíîé ïî ñòîëáöàì,
åñëè êàæäûé åå ñòîëáåö ñîñòîèò èç íóëåé çà èñêëþ÷åíèåì îäíîã î ýëåìåíòà,
êîòîðûé ðàâåí åäèíèöå.
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Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ.
Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô H = ( V; E), ãäå V = f v1; v2; : : : ; vn g �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = f e1; e2; : : : ; epg � V � V � ìíîæåñòâî äóã. Â ãðàôå
äîïóñêàþòñÿ ïåòëè, ò.å. äóãè âèäà e = ( v; v). Åñëè vi 2 V , òî � i áóäåò îáîçíà-
÷àòü ïîëóñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû vi , ò.å. ÷èñëî äóã âèäà(v; vi ), âõîäÿùèõ â

ýòó âåðøèíó, òàê ÷òî
nP

i =1
� i = jE j. Ãðàô c n âåðøèíàìè, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå

âîçìîæíûå äóãè è ïåòëè, ò.å. êîãäà E = V � V , jE j = n2, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì
îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñ ïåòëÿìè (èëè äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî ïîëíûì ãðà-
ôîì ), áóäåì îáîçíà÷àòü åãî K n . Åñëè æåE = ? , òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ
íóëü-ãðàôîì è îáîçíà÷àåòñÿ On .

Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà H íàçûâàåòñÿ êâàäðàò-
íàÿ ìàòðèöà R = ( r ij ) ðàçìåðà n � n, â êîòîðîé r ij = 1 , åñëè (vi ; vj ) 2 E,
è r ij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáúåäèíåíèåì è ïåðåñå÷åíèåì ãðàôîâ H1 =
= ( V; E1) è H2 = ( V; E2) ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí íàçûâàþòñÿ
ãðàôû H1 [ H2 = ( V; E1 [ E2) è H1 \ H2 = ( V; E1 \ E2) ñîîòâåòñòâåííî.

3. Ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðîé ïîëíîãî ãðàôà

Ïîä ñèñòåìîé áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü n âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò â äèñêðåòíîì âðåìåíè t =
= 0 ; 1; 2; : : : è ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé � 0 èëè 1.
Ñîñòîÿíèå zi i -ãî ýëåìåíòà â ìîìåíò âðåìåíè t + 1 îïðåäåëÿåòñÿ áóëåâîé
ôóíêöèåé zi (t + 1) = f i (x1(t + 1) ; : : : ; xm (t + 1); z1(t); : : : ; zn (t)) , çàâèñÿùåé îò
äâóõ ãðóïï àðãóìåíòîâ. Àðãóìåíòû ïåðâîé ãðóïïû � ýòî âíåøíè å àðãóìåí-
òû x1(t + 1) ; : : : ; xm (t + 1) , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé äâîè÷íûå âíåøíèå ñèãíà-
ëû, àðãóìåíòû âòîðîé ãðóïïû � ýòî âíóòðåííèå àðãóìåíòû z1(t); : : : ; zn (t),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ñ èñòåìû â ìî-
ìåíò âðåìåíè t. Ôóíêöèè zi , i = 1 ; : : : ; n, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè ñî-
ñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ, à óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñîñòîÿíèé âñåõ ýëåìåíòîâ �
ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû . Ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ
ôàêòîðîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàò ü êàê áèíàð-
íîå îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíåøíèõ àðãóìåíòîâ è ï ðåäûäóùèõ ñî-
ñòîÿíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå ýëåìåíòàìè, ì îãóò íå çàâè-
ñåòü îò ñîñòîÿíèé íåêîòîðûõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ÷òî îïðåäåëÿ åòñÿ ñòðóêòóðîé
ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñò îÿíèé çàâèñèò
îò: 1) ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ êàæäûì ýëåìåíòîì ñèñòåìû, è 2) ñ òðóêòóðû
ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè. Åñëè ñèñòåìà ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ ñ m âõî-
äàìè, òî êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò îïèñûâàòüñÿ îäíîé èç 2m+ n áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Ñòðóêòóðó ñèñòåìû óäîáíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàíí îãî ãðàôà,
âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâå òñòâèè ñ ýëåìåí-
òàìè ñèñòåìû, à äóãè ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçÿì ìåæäó âûõîäàìè îä íèõ ýëåìåí-
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òîâ è âõîäàìè äðóãèõ. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå êàæäîãî ýëåìåíòà ìîæåò çàâè-
ñåòü è îò åãî ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ, òî ãðàô ñèñòåìû ìîæåò è ìåòü ïåòëè.
Îïèñàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíõðîííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòíóþ ëîãè÷åñêóþ ñåòü, ðåàëèçóþùóþ àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå [20].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç n ýëåìåíòîâ ñî ñòðóêòóðîé K n . Ðåàëèçóåìîå åþ
îòîáðàæåíèå ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé ôóíêöèé ñîñòîÿíèé, â êî òîðîé ïðà-
âûå ÷àñòè � íåêîòîðûå áóëåâû ôóíêöèè: zi (t + 1) = f i (x1(t + 1) ; : : : ; xm (t + 1) ;
z1(t); : : : ; zn (t)) , i = 1 ; : : : ; n. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà îòñóò-
ñòâóþò âíåøíèå àðãóìåíòû, ò.å. zi (t +1) = f i (z1(t); : : : ; zn (t)) , i = 1 ; : : : ; n. Ïî
àíàëîãèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òàêóþ ñèñòåìó ìî æíî íàçâàòü
àâòîíîìíîé, îïèñûâàþùåé ¾ñîáñòâåííîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå ¿ èëè, â òåðìè-
íîëîãèè ñèñòåìíîãî àíàëèçà, çàêðûòîé ñèñòåìîé, äåìîíñòðè ðóþùåé ñâîå ïî-
âåäåíèå, çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z1(0); : : : ; zn (0). Îïèøåì îòîáðà-
æåíèÿ, ðåàëèçóåìûå òàêîé ñèñòåìîé ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêö èÿõ ñîñòîÿ-
íèé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Êàê èçâåñòíî [21�23], ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî
îäíîçíà÷íî çàäàòü åå àðèôìåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì :

zi (t + 1) = f i (z1(t); : : : ; zn (t)) = ai
0 + ai

1z1(t) + ai
2z2(t) + ai

12z1(t)z2(t) + : : :

: : : + ai
k1 :::kp

zk1 (t) � : : : � zkp (t) + : : : + ai
1:::n z1(t) � : : : � zn (t); i = 1 ; : : : ; n;

(1)

ãäå ai
0; ai

1; ai
2; ai

12; : : : ; ai
k1 :::kp

; : : : ; ai
1:::n � öåëûå ÷èñëà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþ-

ùèå ôóíêöèþ f i .
Ðàññìîòðèì êðîíåêåðîâî ðàñøèðåíèå âåêòîðà z = ( z1 z2 : : : zn )> :

�z = (1 z1 z2 (z1z2) : : : (z1z2 : : : zn ))> =

=
�

1
zn

�



�
1

zn� 1

�

 : : : 


�
1
z1

�
:

Òîãäà ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé (1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âè äå:

z(t + 1) = A �z(t);(2)

ãäåA � ìàòðèöà ðàçìåðà n � 2n ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ðàâåíñòâî (2) ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å. Âåêòîð �z(t) ïðèíèìàåò 2n ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé, è êàæäîìó èç íèõ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îáðàç ïðè îòîáðà-
æåíèè A. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü 2n ðàâåíñòâ (2), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-
ëè÷íûì �z(t). Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âñå âîçìîæíûå 2n çíà÷åíèé
âåêòîðà �z(t), çàïèñàííûå â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò ìàòðèöó Qn =

=
�

1 1
0 1

� [n]

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáðà-

çàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ �z(t). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà ïîëíîñòüþ
è îäíîçíà÷íî îïèñûâàåò ðåàëèçóåìîå ñèñòåìîé áèíàðíîå îòîá ðàæåíèå. Òîãäà
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âñå2n âîçìîæíûõ ðàâåíñòâ (2) ìîæíî çàïèñàòü êîìïàêòíî â âèäå B = AQn .

Ïîñêîëüêó Q� 1
n =

�
1 � 1
0 1

� [n]

, òî ñðàçó ïîëó÷àåì

A = BQ � 1
n :(3)

Ýòà ôîðìóëà äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ àðèôìåòè÷å ñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, êîòîð àÿ ðåàëèçóåò
áèíàðíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû B . Îäíîçíà÷íîñòü ðå-
øåíèÿ (3) îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå ñî ñòðóêòóðîé K n ìîæåò áûòü îñóùåñòâëå-
íî ëþáîå îòîáðàæåíèå. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññ îòîáðàæåíèé , ðåàëèçóåìûõ â
òàêîé ñèñòåìå, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ îòîáð àæåíèé. Åñëè
ñòðóêòóðà ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ îòK n , òî ýòî óæå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Äàëåå îïèøåì êëàññû ðåàëèçóåìûõ áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé â çàâ èñèìîñòè
îò ñòðóêòóðû ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ïðîèçâîëüíûì îðèåíòèðîâ àííûì ãðàôîì
(íå îáÿçàòåëüíî ãðàôîì K n ).

4. Ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé è êëàññû îòîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà èìååò ïðîèçâîëüíóþ ñòðóêòó-
ðó, çàäàâàåìóþ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì H = ( V; E). Ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ
i -ãî ýëåìåíòà çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ j -ãî ýëåìåíòà â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíî-
âðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: 1) èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó âõ îäîì i -ãî ýëå-
ìåíòà è âûõîäîì j -ãî è 2) çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ j -ãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ äëÿ i -ãî
ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñòð óêòóðîé ñèñòåìû,
à âòîðîå � ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì îòðàæàåòñÿ âçàèìîñâÿç ü âíóòðèýëå-
ìåíòíîé è íàäýëåìåíòíîé îðãàíèçàöèè ñèñòåìû. Ñèñòåìà ñî ñò ðóêòóðîé K n

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ¾èíôîðìèðîâàííîé¿, ïîñêîëüêó êàæäû é ýëåìåíò èìå-
åò èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ (âêëþ÷ àÿ åãî ñàìîãî)
è ìîæåò áûòü íàñòðîåí íà âûïîëíåíèå ëþáîé ôóíêöèè.

Îõàðàêòåðèçóåì êëàññ îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé ñ ïðîèçâîëü-
íîé ñòðóêòóðîé H . Ïóñòü R = ( r ij ) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà H . Âîñïîëü-
çîâàâøèñü àðèôìåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì (1), ïîëó÷èì àíà ëîãè÷íîå (2)
ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå z(t + 1) = A �z(t), ãäå, êàê è ðàíüøå, A � ìàòðèöà,
êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé îáðàçîâàíà êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñ òâóþùèõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå zi (t + 1) çàâèñèò íå îò âñåõ çíà÷åíèé zj (t), j =
= 1 ; : : : ; n, à ëèøü îò íåêîòîðûõ, îïðåäåëÿåìûõ ñòðóêòóðîé ñèñòåìû. Ãîâ îðÿ
òî÷íåå, zi (t + 1) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò zj (t), åñëè r j i = 1 , è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íå çàâèñèò ïðè r j i = 0 . Òàêèì îáðàçîì, âñÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðíîé
çàâèñèìîñòè i -ãî ýëåìåíòà îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â i -ì ñòîëáöå
ìàòðèöû R. Åñëè zi (t + 1) ñòðóêòóðíî íå çàâèñèò îò zj (t), òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ai

j â ðàçëîæåíèè ðàâåí íóëþ èëè, â îáùåì ñëó÷àå,
ìîæíî çàïèñàòü ai

j = r j i ui
j . ßñíî, ÷òî â îñòàëüíûõ ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ, íà-
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ïðèìåð, ai
k1 :::k2

zk1 (t) � : : : � zk2 (t), êîýôôèöèåíò ai
k1 :::k2

òàêæå ðàâåí íóëþ, åñ-
ëè îòñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà èç ñâÿçåé k1-ãî, . . . , kp-ãî ýëåìåíòîâ ñî âõîäîì
i -ãî ýëåìåíòà. Ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó: ai

k1 :::kp
= r k1 i � : : : � r kp i ui

k1 :::kp
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ìàòðèöó A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå àäàìàðîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìàòðèö:

A =

0

B
B
@

a1
0 a1

1 a1
2 a1

12 : : : a1
1:::n

a2
0 a2

1 a2
2 a2

12 : : : a2
1:::n

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
an

0 an
1 an

2 an
12 : : : an

1:::n

1

C
C
A =

=

0

B
B
@

u1
0 u1

1 u1
2 u1

12 : : : u1
1:::n

u2
0 u2

1 u2
2 u2

12 : : : u2
1:::n

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
un

0 un
1 un

2 un
12 : : : un

1:::n

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 r11 r21 (r11 � r21) : : : (r11 � : : : � rn1)
1 r12 r22 (r12 � r22) : : : (r12 � : : : � rn2)

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
1 r1n r2n (r1n � r2n ) : : : (r1n � : : : � rnn )

1

C
C
A :

Ïåðâàÿ ìàòðèöà â ïðîèçâåäåíèè, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç U, � ñîáñòâåííî ìàòðè-
öà êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ. Âòîðàÿ ìàòðèöà îòðàæàåò ñò ðóêòóðíóþ
çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ ñèñòåìû. Îíà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êð îíåêåðîâûì ðàñ-
øèðåíèåì ïî ñòðîêàì R> òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè R. Ìàòðè-
öà R> , î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, êàê è ìàòðèöà R. Ââèäó ýòîãî,
ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z(t + 1) =
�

U � R>
�

�z(t):(4)

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèÿ, ðåàëèçóåìûå ñèñòåì îé ñ ïðîèçâîëü-
íîé ñòðóêòóðîé H , îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè R. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
H = K n , âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû R, ñëåäîâàòåëüíî, è ìàòðèöû R> , ðàâíû åäè-
íèöå, è ôîðìóëà (4) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (2).

Ïîäîáíî òîìó, êàê èç (2) áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (3) äëÿ êîýô ôèöèåí-
òîâ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îïðåäåëÿþùåå ìàòðèöó A, èç ñîîòíî-
øåíèÿ (4) ìîæíî âûðàçèòü U � R> :

U � R> = BQ � 1
n :(5)

Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ â äàííîì ñîîòíîøåíèè ìàòðèöà B
íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé; îíà äîëæíà áûòü äâîè÷íîé ìàòðèö åé, íî òà-
êîé ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè (5) áûëè ãàðàíòèðîâàííî ðàâíû íóëþ ý ëåìåíòû,
ìåñòîïîëîæåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì íóëåâûõ ý ëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû R> .

Êàæäîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äâîè÷íûì âåê òîðîì.
Åñëè çàïèñàòü âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â åñòåñòâåíí îì ïîðÿäêå, òî
îíè îáðàçóþò äâîè÷íóþ ìàòðèöó G ðàçìåðà n � 2n . Äëÿ n = 2 ; 3 ýòè ìàòðèöû
ïîêàçàíû íèæå:

G =
�

0 1 0 1
0 0 1 1

�
; G =

0

@
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1

1

A :
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Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòå-
ìû, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü B = GP, ãäå P � ìîíîìèàëüíàÿ ïî ñòîëáöàì
ìàòðèöà ðàçìåðà 2n � 2n . Èíûìè ñëîâàìè, GP � ýòî òà æå ñàìàÿ ìàòðèöà B ,
÷òî è â âûðàæåíèè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðåäñò àâëåíèÿ (3),
íî çàïèñàííàÿ ÿâíî ñ ïîìîùüþ ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöû P, ò.å. ìíîæåñòâà
ìàòðèö B è âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö P íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè. Ýòî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì îïåðèðîâàòü íå âñ åìè âîçìîæíû-
ìè îáðàçàìè äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ïðè îòîáðàæåíèè, à âñåìè ìîíî ìèàëüíûìè
ïî ñòîëáöàì ìàòðèöàìè, ÷òî ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè íàìíîãî óäîáí åå. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â ôîðìóëó (5) äëÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ àð èôìåòè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû, ïîëó ÷àåì

U � R> = GP Q� 1
n :(6)

Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòî ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèåì äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ . Åñëè ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ ïðè íåêîòîðîé ìàò-
ðèöå U, òî îíà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò áèíàðíîå îòîáðàæåíèå, ðåàëèçó åìîå ñè-
ñòåìîé ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé H . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè è ìîíîìèàëüíûìè ìàòðèöàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (6) ïðè íå êîòîðîé ìàò-
ðèöå U. Ïîýòîìó êàæäîå îòîáðàæåíèå ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåò ñòâó-
þùåé ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöåé P.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2n � 2n .
Î÷åâèäíî, ÷òî P � ýòî ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò, â ÷àñò-
íîñòè, ïîäïîëóãðóïïó èçîìîðôíóþ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S2n . Ìíîæåñòâî
P(H ) � P ïðåîáðàçîâàíèé P, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ (6) ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå U, îïðåäåëÿåò êëàññ îòîáðàæåíèé , ðåàëè-
çóåìûõ ñèñòåìîé ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà H . Ýòî ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îòîáðàæåíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îï ðåäåëÿåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ êîíêðåòíûõ îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ êàæäû ì ýëåìåíòîì
ýòîé ñèñòåìû, ò.å. áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, îïèñûâàþùèìè èõ ôóí êöèîíèðîâà-
íèå. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ôóíêöèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñîî òâåòñòâóþ-
ùèìè êîýôôèöèåíòàìè èõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Íî ý òè êîýôôè-
öèåíòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé B , à â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå,
ñîîòâåòñòâóþùåé ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöåé P. Â ñëó÷àå ñòðóêòóðû ïîëíîãî
ãðàôà äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæíî âû-
÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêö èé ýëåìåíòîâ,
ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà áóäåò ðåàëèçîâûâàòü ýòî îòîáðàæåíèå.

Äëÿ ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó ôóíêöèè,
ðåàëèçóåìûå ýëåìåíòàìè ñèñòåìû, à çíà÷èò, è ñèñòåìîé â öåëî ì, îãðàíè÷å-
íû èìåþùåéñÿ ñòðóêòóðîé ñèñòåìû, ò.å. ñâÿçÿìè ìåæäó ýëåìåí òàìè. Ïîýòî-
ìó íå êàæäîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî â òàêîé ñèñò åìå. Ïî-
ñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ åòñÿ ìîíîìè-
àëüíîé ìàòðèöåé P, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå äëÿ êàæäîé ìàòðèöû P ìîãóò
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áûòü íàéäåíû ôóíêöèè ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò, è êîýôôèöèåíòû èõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå ä ëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ (èëè ðàâåíñòâî) (6). Âñå âîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîð ûå ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìå ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðå çà ñ÷åò â ñåâîçìîæíûõ
âûáîðîâ ôóíêöèé ýëåìåíòîâ, è îáðàçóþò êëàññ îòîáðàæåíèé ïð è çàäàííîé
ñòðóêòóðå.

Îõàðàêòåðèçóåì ìàòðèöû P, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî P(H ). Äëÿ ýòîãî ïî-
òðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ¾èíäåêñíîå¿ ìíîæåñòâî. Ïóñòü ä ëÿ óäîáñòâà ìàò-
ðèöû R> è U çàäàíû ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé äâóõèíäåêñíîé íóìåðàöèè, ò.å.
R> = (�r ij ), U = ( uij ), i = 1 ; : : : ; n, j = 1 ; : : : ; 2n . Ââåäåì ìíîæåñòâî IndR> =
= f (i; j )j i = 1 ; : : : ; n; j = 1 ; : : : ; 2n ; �r ij = 0g. Èíà÷å ãîâîðÿ, IndR> îáðàçîâà-
íî âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè èíäåêñîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîçè öèè íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû R> . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò îïèñàíèå ìíîæåñòâà
P(H ), íå çàâèñÿùåå îò U.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. P(H ) =
n

Pj P 2 P ; gi P q(� 1)
j = 0 ; (i; j ) 2 IndR>

o
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü gi è q(� 1)
j îáîçíà÷àþò i -þ ñòðîêó â G è j -é ñòîë-

áåö âQ� 1
n . Òîãäà (i; j )-ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ñîîòíîøåíèè äëÿ êîýôôè-

öèåíòîâ (6) ñïðàâà, î÷åâèäíî, ðàâåí gi Pq(� 1)
j . Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò

ìàòðèöû R> ðàâåí íóëþ, ò.å. �r ij = 0 , òî ðàâåí íóëþ òàêæå (i; j )-ýëåìåíò ìàò-
ðèöû U � R> . Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (6), íåîáõîäèìî äîëæíî áûòü gi P q(� 1)

j = 0 . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, ò.å. ïðè �r ij = 1 , (i; j )-ýëåìåíò ìàòðèöû U � R> ðàâåí (i; j )-ýëåìåíòó
ìàòðèöû U. Òàê êàê ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîýôôèöèåíòîâ, òî, ï î-
ëàãàÿ åãî ðàâíûì gi Pq(� 1)

j , ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ ñëåâà
è ñïðàâà. Ïîýòîìó ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà P 2 P óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (6), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñ îîòíîøåíèé
gi Pq(� 1)

j = 0 , (i; j ) 2 IndR> , ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Êàæäàÿ ñòðóêòóðàH ïîðîæäàåò êëàññ P(H ) áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé, îá-

ðàçóþùèõñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ íàñòðîéêàõ ýë åìåíòîâ ñè-
ñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè H = K n , òî R � ìàòðèöà èç åäèíèö. Â ýòîì ñëó÷àå,
î÷åâèäíî, P(K n ) = P , è çíà÷èò, â òàêîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî
ëþáîå îòîáðàæåíèå. Åñëè ñòðóêòóðà ñèñòåìû � íóëü-ãðàô, ò.å . H = On , òî
R = 0, è P(On ) ñîäåðæèò 2n ìàòðèö P, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ òåì, ÷òî ó íèõ
ýëåìåíòû êàêîé-òî èç ñòðîê ðàâíû åäèíèöå, à îñòàëüíûå � íóëþ .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè jP (H )j
êëàññà îòîáðàæåíèé P(H ), ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé ñî ñòðóêòóðîé H .

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Ïóñòü ñòðóêòóðà ñèñòåìû çàäàåòñÿ îðèåíòèðîâàí-
íûì ãðàôîì H = ( V; E), jV j = n, � i � ïîëóñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû i â ãðà-
ôå H , i = 1 ; : : : ; n. Òîãäà

jP (H )j = 2

nP

i =1
2�

i
:(7)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóå-
ìûõ i -ì ýëåìåíòîì ñ � i âõîäàìè ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ íà-

ñòðîéêàõ, ðàâíî 22� i . Ïîýòîìó jP (H )j = 2 2� 1 � 22� 2 � : : : � 22� n = 2

nP

i =1
2� i

.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. 1) jP (K n )j = 2 n2n
; 2) jP (On )j = 2 n .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàåòñÿ îïèñàíèå êëàññîâ áèíàðíûõ îòîáð àæåíèé,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé íàä
ñèñòåìàìè.

5. Îïåðàöèè íàä ñèñòåìàìè è êëàññû ðåàëèçóåìûõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðàìè H1 è H2. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
ñóùåñòâóþò ëè êëàññû îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ïðè ïîäõîäÿùèõ ô óíêöèÿõ ñî-
ñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê â ïåðâîé, òàê è âî âòîðîé
ñèñòåìå? Åñëè ñóùåñòâóþò, òî êàê èõ îõàðàêòåðèçîâàòü? Èññëåäóåì ýòîò âî-
ïðîñ.

Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, êàæäîå îòîáðàæ åíèå âîç-
ìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé è ôèêñèðîâà ííûìè ôóíê-
öèÿìè ýëåìåíòîâ, îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíîé ïî ñ òîëáöàì ìàòðè-
öåéP. Ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèÿõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ êëàññ îò îáðàæå-
íèé, ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé ñ äàííîé ñòðóêòóðîé. Ïîýòîìó îïè ñàíèå êëàññîâ
îòîáðàæåíèé ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ âñåõ âîçìîæíûõ è äîïóñòèìû õ ìîíîìè-
àëüíûõ ìàòðèö.

Åñëè íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ìàòðèöåé P, ðåàëèçóåòñÿ êàê
ïåðâîé, òàê è âòîðîé ñèñòåìîé, òî P 2 P (H1) è P 2 P (H2), ñëåäîâàòåëüíî,
P 2 P (H1) \ P (H2). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, ëþáàÿ ìàòðèöà P, ëåæàùàÿ â
ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ P(H1) è P(H2), îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå, ðåàëèçóåìîå
êàæäîé ñèñòåìîé.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. P(H1 \ H2) = P(H1) \ P (H2) äëÿ ëþáûõ H1 è H2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü R1 =
�

r (1)
ij

�
è R2 =

�
r (2)

ij

�
� ìàòðèöû ñìåæ-

íîñòè ãðàôîâ H1 è H2. Òîãäà P(H1) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé
gi Pq(� 1)

j = 0 , (i; j ) 2 IndR>
1 , à P(H2) � ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé gi P q(� 1)

j = 0 ,

(i; j ) 2 IndR>
2 . Åñëè P 2 P (H1) \ P (H2), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî P äîëæíî óäî-

âëåòâîðÿòü êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì èëè, èíà÷å, óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå ñîîò-
íîøåíèé gi Pq(� 1)

j = 0 , (i; j ) 2 IndR>
1 [ IndR>

2 .

Ââåäåì ìàòðèöó R> , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (i; j )-ýëå-
ìåíò ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, åñëè ðàâåí íóëþ ñîîòâåòñòâóþù èé ýëåìåíò
õîòÿ áû îäíîé èç ìàòðèö R>

1 èëè R>
2 , è åäèíèöå, êîãäà îáà ýëåìåíòà ðàâíû

åäèíèöå. Òîãäà, î÷åâèäíî, IndR> = Ind R>
1 [ IndR>

2 . Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ ìàòðèöû R> ñëåäóåò, ÷òîR> = R>

1 � R>
2 . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî R> ÿâ-

ëÿåòñÿ êðîíåêåðîâûì ðàñøèðåíèåì ïî ñòðîêàì ìàòðèöû R> = ( R1 � R2)> =
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= R>
1 � R>

2 , ò.å. R> = R>
1 � R>

2 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

R>
1 � R>

2 = R>
1 � R>

2 :(8)

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö ðàâíû , ïîñêîëü-
êó ñîäåðæàò òîëüêî åäèíèöû. Ïîêàæåì, ÷òî ðàâíû è îñòàëüíûå ý ëåìåíòû.
Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿùåé ñëåâà, èìååò âèä

�
r (1)

k1 i r
(2)
k1 i

�
� : : :

: : : �
�

r (1)
kp i r

(2)
kp i

�
, p = 1 ; : : : ; n, à ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ïðàâîé ìàòðèöû �

�
r (1)

k1 i � : : : � r (1)
kp i

�
�
�

r (2)
k1

� : : : � r (2)
kp i

�
. Îáà âûðàæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì

ñîìíîæèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (8 ) ñïðàâåäëèâî.
Íî R = R1 � R2 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà H = H1 \ H2, èç ÷åãî
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.P(H1 \ : : : \ H k) = P(H1) \ : : : \ P (H k ) äëÿ ëþáûõ
H1; : : : ; Hk .

Äàííîå ñëåäñòâèå äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Óòâåðæäåíèå 3 ó ñòàíàâëè-
âàåò òî÷íóþ ñâÿçü ìåæäó êëàññàìè áèíàðíûõ îòîáðàæåíèé è ñèñ òåìàìè ïðè
èõ ïåðåñå÷åíèè. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îáúåäèíåíèÿ ñ èñòåì â îáùåì
ñëó÷àå íåâåðíî, îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. P(H1 [ H2) � P (H1) [ P (H2) äëÿ ëþáûõ H1 è H2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 3, èìååì

P(H1 [ H2) \ P (H1) = P ((H1 [ H2) \ H1)) = P(H1):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P(H1) � P (H1 [ H2). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì P(H2) �
�P (H1 [ H2). Èç ýòèõ äâóõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë óòâåðæäåíèÿ 4 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæå ñòâî êëàñ-
ñîâ îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé ñî ñòðóêòóðîé H = H1 [ H2, áîëüøå,
÷åì ïðîñòîå îáúåäèíåíèå êëàññîâ îòîáðàæåíèé îáúåäèíÿåìûõ ñèñòåì. Ýòîò
ôàêò â èçâåñòíîì ñìûñëå îòðàæàåò ñâîéñòâåííûé ñèñòåìàì ¾ñâ åðõàääèòèâ-
íûé ýôôåêò¿, ñîîòâåòñòâóþùèé òåçèñó ¾öåëîå áîëüøå ñóììû ñâ îèõ ÷àñòåé¿.
Êëàññû îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûå â ñèñòåìå ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà H è íå
ðåàëèçóåìûå íè â îäíîé èç îáúåäèíÿåìûõ ñèñòåì, äåìîíñòðèðó þò ýôôåêò
ýìåðäæåíòíîñòè, ïîíèìàåìîé â óçêîì ñìûñëå. Äàííîå óòâåðæä åíèå ëåãêî
îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî ñèñòåì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. P(H1 [ : : : [ H k ) � P (H1) [ : : : [ P (H k ) äëÿ ëþáûõ
H1; : : : ; Hk .

Èç óòâåðæäåíèÿ 4 âûòåêàåò ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åí èþ ñèñòåì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.Èç H1 � H2 ñëåäóåòP(H1) � P (H2).

Îõàðàêòåðèçóåì áîëåå ïîäðîáíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óòâåðæä åíèÿ 4.
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 5. Ìíîæåñòâî P(H1 [ H2) ñîñòîèò èç òåõ è òîëü-
êî òåõ ìàòðèö P 2 P , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

gi Pq(� 1)
j = 0 , (i; j ) 2 Ind(R1 + R2 � R1 � R2)> .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü H = H1 [ H2. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñìåæ-
íîñòè R ñòðóêòóðû H ñâÿçàíà ñ ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè R1 è R2 ñòðóêòóðH1

è H2 ðàâåíñòâîì R = R1+ R2 � R1 � R2. Ââèäó ýòîãî èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 6. Ìíîæåñòâî P(H1) [ P (H2) ñîñòîèò èç òåõ è òîëü-
êî òåõ ìàòðèö P 2 P , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

gi Pq(� 1)
j gkPq(� 1)

l = 0 ; (i; j ) 2 IndR>
1 ; (k; l ) 2 IndR>

2 :(9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè P 2 P (H1) èëè P 2 P (H2), òî P óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (9). Îáðàòíî, åñëè P íå ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, P(H1),
íî óäîâëåòâîðÿåò (9), òî ïðè íåêîòîðîì (i; j ) 2 IndR>

1 èìååò ìåñòî gi P q(� 1)
j 6=

6= 0. Åñëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (9), â êîò îðûõ èíäåê-
ñû i è j ñîâïàäàþò ñ âûáðàííûìè, ò.å. gi P q(� 1)

j gkP q(� 1)
l = 0 , (k; l ) 2 IndR>

2 , òî

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ gkPq(� 1)
l = 0 , (k; l ) 2 IndR>

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, P 2 P (H2).
Ïîäîáíûì îáðàçîì, ìàòðèöà P, íå ïðèíàäëåæàùàÿ P(H2) è óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ (9), ïðèíàäëåæèò P(H1), ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

6. Êîýôôèöèåíò ýìåðäæåíòíîñòè

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðè îáúåäèíåíèè ñèñòåì ïðîÿâëÿåòñÿ ¾ñâå ðõàääèòèâ-
íîå¿ ñâîéñòâî, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî íîâàÿ ñèñòåìà ñ ïîñîáíà ðåàëè-
çîâàòü îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå íå ðåàëèçóåìû íè îäíîé èç èñõîä íûõ ñèñòåì.
×òîáû êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü ýòîò ýôôåêò íåîáõîä èìî ââåñòè ïîä-
õîäÿùèé ñêàëÿðíûé ïîêàçàòåëü, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðî âàòü êàê ñòå-
ïåíü íåñâîäèìîñòè ñâîéñòâ ñèñòåìû ê ñâîéñòâàì åå ýëåìåíòîâ .

Íàèáîëåå ïðîñòîé è ïðÿìîëèíåéíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçî âàíèè îòíî-
øåíèÿ jP (H 1 [ H 2 )j

jP (H 1 )[P (H 2 )j , ïîêàçûâàþùåãî êðàòíîñòü ïðåâûøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðåà-
ëèçóåìûõ îòîáðàæåíèé ïðè îáúåäèíåíèè ñèñòåì. Îäíàêî íåñìî òðÿ íà ïðî-
ñòîòó, òàêîé ïîêàçàòåëü îêàçûâàåòñÿ òðóäíî èíòåðïðåòèðóå ìûì. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî îí ïðèíèìàåò î÷åíü áîëüøèå çíà÷åíèÿ èç-çà äâàæäû ý êñïîíåíöè-
àëüíîãî ðîñòà ìîùíîñòè êëàññîâ ýòèõ îòîáðàæåíèé, êàê ýòî óñ òàíîâëåíî â
óòâåðæäåíèè 2. Ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàþò íåñêîë üêî èíîé ïîä-
õîä ê ïîñòðîåíèþ òàêîãî ïîêàçàòåëÿ. Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïðè ìåðû.

Ïóñòü ãðàô ñòðóêòóðû òðåõýëåìåíòíîé ñèñòåìû èìååò ñîîòâåò ñòâåííî
n = 3 âåðøèíû è � 1 = � 2 = 1 , � 3 = 2 � ïîëóñòåïåíè çàõîäà åãî âåðøèí. Òî-
ãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ìîùíîñòü êëàññà ðåàëèçóåìûõ îòîáðà æåíèé ðàâíà
221+2 1+2 2

= 2 8 = 256. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷íîñòè òàêóþ ìîùíîñòü áóäåò
èìåòü êëàññ îòîáðàæåíèé, ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé ñî ñòðóêòóð îé K 2 ñ äâóìÿ
ýëåìåíòàìè, ò.å. 22�22

= 2 8 = 256.
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Åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèìåð. Â ãðàôå H èìååòñÿ n = 6 âåðøèí ñ ïî-
ëóñòåïåíÿìè çàõîäà 2; 1; 1; 2; 3; 2. Òîãäà jP (H )j = 2 22+2 1+2 1+2 2+2 3+2 2

= 2 24. Íî
òàêîé æå ïî ìîùíîñòè êëàññ îòîáðàæåíèé ðåàëèçóåò ñòðóêòóðà K 3, ò.å.
jP (K 3)j = 2 3�23

= 2 24 = jP (H )j. Èíûìè ñëîâàìè, â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
äëÿ íåêîòîðîãî � âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 2� 2�

= 2 2� 1 +2 � 2 + :::+2 � n èëè

� 2� = 2 � 1 + 2 � 2 + : : : + 2 � n :(10)

Â ýòèõ ïðèìåðàõ � � íàèìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí ïîëíîãî ãðàôà ñ ïåòëÿìè,
êîòîðûé ðåàëèçóåò â òî÷íîñòè òàêîå æå ÷èñëî îòîáðàæåíèé, ÷ò î è íåêîòîðûé
ãðàô ñ çàäàííûìè ïîëóñòåïåíÿìè çàõîäà âåðøèí. Â ðàññìîòðåí íûõ ñëó÷à-
ÿõ � áûëî öåëûì ÷èñëîì è ìîãëî áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ÷èñëî âå ðøèí
ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå � óðàâíåíèÿ (10)
ïðè ïðîèçâîëüíûõ � 1; � 2; : : : ; � n íå áóäåò öåëûì. Òåì íå ìåíåå, ñïåêóëÿòèâíî
ðàññóæäàÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿå òñÿ ñêàëÿðíîé
õàðàêòåðèñòèêîé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îòîáðàæåíèé êàê ìèíèìàëüíîãî,
íî ¾ðàçìûòîãî¿ (íå öåëîãî) ÷èñëà âåðøèí ïîëíîãî îðèåíòèðîâ àííîãî ãðàôà ñ
ïåòëÿìè, ðåàëèçóþùåãî òàêîå æå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíè é. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ � 2� ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íà [0; 1 ),
òî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Âåëè÷èíó � ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó � = � [P(H )] ìíîæåñòâà P(H )
íà áóëåàíå 2P , ãäåP , êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå, � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìè-
àëüíûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Äàííàÿ ìåðà, î÷åâ èäíî, íå ÿâëÿ-
åòñÿ àääèòèâíîé, íî ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïî âêëþ÷åíèþ êëàññîâ, ïîñêîëüêó
� [P(H1)] 6 � [P(H2)] ïðè P(H1) � P (H2).

Êîýôôèöèåíòîì ýìåðäæåíòíîñòè � (H1; H2) ïðè îáúåäèíåíèè ñèñòåì H1

è H2 áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó � (H1; H2) = � [P (H 1 [ H 2 )]
� [P (H 1 )[P (H 2 )] . Èç ýòîãî îïðåäå-

ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî � [P(H1 [ H2)] = � 1 è � [P(H1) [ P (H2)] = � 2 � êîðíè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé

� 12� 1 = log 2 jP (H1 [ H2)j ;(11)

� 22� 2 = log 2 jP (H1) [ P (H2)j = log 2 (jP (H1)j + jP (H2)j � jP (H1 \ H2)j) :(12)

Ââåäåííîå ïîíÿòèå êîýôôèöèåíòà ýìåðäæåíòíîñòè ëåãêî ìîæåò áûòü îáîá-
ùåíî íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî îáúåäèíÿåìûõ ñèñòåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò
äâóñòîðîííèå îöåíêè ââåäåííîãî êîýôôèöèåíòà.

Ò å î ð å ì à 1. Êîýôôèöèåíò ýìåðäæåíòíîñòè � (H1; H2) ïðè îáúåäèíåíèè
ëþáûõ äâóõ n-ýëåìåíòíûõ ñèñòåì H1 è H2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

1 6 � (H1; H2) < 1 +

r

1 +
1

eln 2
� 2;2372:

Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé, ÷òî îñîáåííî çà-
ìåòíî ïðè âîçðàñòàíèè n. Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ

125



ìàêñèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ýìåðäæåíòíîñòè äëÿ n = 2 ; : : : ; 20 (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé). Ñðàâíåíèå ïðèâåäåíí ûõ äàííûõ ñ
íàéäåííîé âåðõíåé îöåíêîé ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæå íèå î åå àñèìï-
òîòè÷åñêîé òî÷íîñòè.

Çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ýìåðäæåíòíîñòè

n Ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò
ýìåðäæåíòíîñòè

n Ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò
ýìåðäæåíòíîñòè

11 2,0822

2 1,2553 12 2,1245

3 1,3729 13 2,1567

4 1,4979 14 2,1807

5 1,5981 15 2,1980

6 1,6946 16 2,2102

7 1,7869 17 2,2184

8 1,8803 18 2,2236

9 1,9610 19 2,2265

10 2,0281 20 2,2278

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àïïàðàò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìíûõ ýôôå êòîâ, âîç-
íèêàþùèõ â ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåìàõ áèíàðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Í åñìîòðÿ íà
äâîè÷íóþ ïðèðîäó ðåàëèçóåìûõ îòîáðàæåíèé, äëÿ èññëåäîâàí èÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ ñòàíäàðòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òåõíèêà, ÷òî óïðîùàåò îïèñà íèå è ïîíèìàíèå
ýôôåêòîâ ýìåðäæåíòíîñòè â óçêîì ñìûñëå. Ïðîâåäåííûé àíàëè ç ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàáëþäàåìûå â òàêèõ ñèñòåìàõ êëàññû îòîá ðàæåíèé è èõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèÿõ íà ä ñòðóêòóðàìè
ýòèõ ñèñòåì ñõîæè ñ ýôôåêòîì ¾ðàñøèðåíèÿ¿ ïðè îáúåäèíåíèÿ ê ëàññè÷åñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäå-
íèÿ 3, 4 è ñëåäñòâèÿ èç íèõ, à òàêæå îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòà ýì åðäæåíò-
íîñòè, äàâàåìûå òåîðåìîé 1, ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü â êàêèõ ñë ó÷àÿõ è êàêîé
â êîëè÷åñòâåííîì èçìåðåíèè ýìåðäæåíòíûé ýôôåêò ìîæåò áûòü äîñòèãíóò
ïðè àãðåãèðîâàíèè áèíàðíûõ ñèñòåì. Ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü , íàïðèìåð,
äëÿ îïòèìèçàöèè êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ ãðóïï ô óíêöèîíèðóþ-
ùèõ îáúåêòîâ èëè ñóáúåêòîâ.

Ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå ìîäåëü äâîè÷íûõ îòîáðàæåíèé � äîñòà òî÷íî óç-
êèé êëàññ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî èç-çà ñâîåé îòíîñèòåëüíîé ïð îñòîòû îíà ïîç-
âîëÿåò âûÿâèòü íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè, ïðèñóùèå ñèñòåì íûì âçàèìîäåé-
ñòâèÿì è äàæå êîëè÷åñòâåííî èõ îõàðàêòåðèçîâàòü. Â ýòîì, ñî áñòâåííî, è
ñîñòîÿëà ìîòèâàöèÿ äàííîé ðàáîòû. Îáîáùåíèå äàííûõ èññëåä îâàíèé íà áî-
ëåå îáùèé êëàññ ñèñòåìíûõ âçàèìîäåéñòâèé (äàæå â àâòîíîìíî ì ñëó÷àå) ïî-
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òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå ñëîæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàð àòà, ñâÿçàííîãî
ñ ìîðôèçìàìè íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ïîñòðîåí èå ïîäõîäÿ-
ùèõ ìåð íà òàêèõ îáúåêòàõ. Ýòî òåìà îòäåëüíîãî íåïðîñòîãî èñ ñëåäîâàíèÿ.
Íî ïîäîáíàÿ òåîðèÿ ìîæåò äàòü áîëåå åñòåñòâåííîå îïèñàíèå ý ôôåêòîâ ýìåð-
äæåíòíîñòè â ôèçè÷åñêèõ ñðåäàõ è â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.
Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 4 è ìîíîòîíí îñòè ôóíê-

öèè x2x . Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü H1 = ( V; E1) è H2 = ( V; E2) � ïðîèçâîëüíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðà-

ôû è jV j = n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà äóã EC = E1 \ E2, EA = E1nEC è
EB = E2nEC . Ýòè ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñòðî -
èì òðè ãðàôà HA = ( V; EA ), HB = ( V; EB ) è HC = ( V; EC ); îáîçíà÷èì ÷åðåç
� A

i ; � B
i ; � C

i , i = 1 ; : : : ; n, � ñîîòâåòñòâåííî ïîëóñòåïåíè çàõîäà èõ âåðøèí. Òîãäà
H1 = HA [ HC = ( V; EA [ EC ), H2 = HB [ HC = ( V; EB [ EC ) è â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ 2 ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ (11) è (12) ñëåäóþùèì îáðà çîì:

� 12� 1 =
nX

i =1

2
� A

i + � B
i + � C

i ; � 22� 2 = log 2

 

2

nP

i =1
2� A

i + � C
i

+ 2

nP

i =1
2� B

i + � C
i

� 2

nP

i =1
2� C

i
!

:

Ïóñòü � A
i + � B

i + � C
i = mi äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ mi 6 n, i =

= 1 ; : : : ; n. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü â ïåðâîì óðàâíåíèè ÿâëÿåòñÿ ïîñò î-
ÿííîé âåëè÷èíîé, è, çíà÷èò, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè x2x êîýôôèöèåíò
ýìåðäæåíòíîñòè � áóäåò äîñòèãàòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè íàèìåíüøåì
çíà÷åíèè ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ îòûñêàíèÿ òàê îãî çíà÷åíèÿ
íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó

' = 2

nP

i =1
2m i � � A

i

+ 2

nP

i =1
2m i � � B

i

� 2

nP

i =1
2m i � � A

i � � B
i � A

i ; � B
i

����! min :

Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè ' . Âû÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïî � A

j ; � B
j , j = 1 ; : : : ; n, è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ, ïîñëå ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

2� B
j � 2

nP

i =1
2m i � � A

i

= 2

nP

i =1
2m i � � A

i � � B
i

;

2� A
j � 2

nP

i =1
2m i � � B

i

= 2

nP

i =1
2m i � � A

i � � B
i

;

j = 1 ; : : : ; n:(� .1)

Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû, òî 2� � A
j � 2

nP

i =1
2m i � � A

i

= 2 � � B
j � 2

nP

i =1
2m i � � B

i

,

j = 1 ; : : : ; n. Îáîçíà÷èì X =
nP

i =1
2m i � � A

i , Y =
nP

i =1
2m i � � B

i è ïåðåïèøåì âûðà-

æåíèå â âèäå:

2m j � � A
j � 2X = 2 m j � � B

j � 2Y :(� .2)
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Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî j , ïîëó÷èì: X 2X = Y2Y . Ôóíê-
öèÿ x2x ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè x > 0, ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X = Y , à çíà÷èò, èç (Ï.2) ïîëó÷àåì,
÷òî � A

j = � B
j = � j , j = 1 ; : : : ; n. Ïîäñòàâèì ýòè óñëîâèÿ â ëþáîå èç óðàâíå-

íèé (Ï.1), ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãà åìûõ ïîëó÷èì:

� j +
nP

i =1

�
2m i � � i � 2m i � 2� i

�
= 0 . Ïðè � i > 0 âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè íåîò-

ðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ò îãäà, êîãäà âñå
ýòè ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå � i = 0 . Â äîïóñòèìîé
îáëàñòè ýòî åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ìîæ åò äîñòèãàòü-
ñÿ ýêñòðåìóì. Ýòà òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè, è çíà÷åíèå ôóíêöèè â

íåé ðàâíî ' = 2

nP

i =1
2m i

. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè èññëåäîâàíèÿ
íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷ òî êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà, îïèñûâàþùàÿ âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ' â íàéäåííîé
òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ çíàêîíåîïðåäåëåííîé, ò.å. â ýòîé òî÷êå ýêñ òðåìóìà íåò. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ ' ïðèíèìàåò íà ãðàíèöå îá-
ëàñòè � A

i ; � B
i > 0, � A

i + � B
i 6 mi , ò.å. ïðè óñëîâèè � A

i ; � B
i > 0, � A

i + � B
i = mi ,

i = 1 ; : : : ; n.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè íà ãðàíèöå ïîäñòàâèì � B

i = mi � � A
i

â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè f : f = 2

nP

i =1
2m i � � A

i

+ 2

nP

i =1
2� A

i

� 2n . Âû÷èñëèâ ïðîèç-
âîäíûå ïî � A

j è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

2

nP

i =1
2m i � � A

i

� 2m j � � A
j = 2

nP

i =1
2� A

i

� 2� A
j ; j = 1 ; : : : ; n:(� .3)

Ïðîñóììèðóåì âñå óðàâíåíèÿ ïî j è îáîçíà÷èì X =
nP

i =1
2m i � � A

i è Y =
nP

i =1
2� A

i ,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì X 2X = Y2Y . Äàííîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
X = Y . Ïîýòîìó èç (Ï.3) ïîëó÷àåì 2m j � � A

j = 2 � A
j , îòêóäà � A

j = m j
2 = � B

j ,
j = 1 ; : : : ; n. Ðóòèííîå èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîêàç û-
âàåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôó íêöèè ' min =

= 2
1+

nP

i =1
2

m i
2

� 2n . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòà ýìåðäæåíòíîñòè � ïðè óñëîâèè � A

i + � B
i + � C

i = mi ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ:

� 12� 1 =
nX

i =1

2
m i ;(� .4)

� 22� 2 = log 2

 

2 � 2

nP

i =1
2

m i
2

� 2n

!

:(� .5)
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Îöåíèì ñíèçó ïðàâóþ ÷àñòü (Ï.5). Ïîñêîëüêó 2

nP

i =1
2

m i
2

� 2n > 0 ïðè ëþáûõ mi ,
i = 1 ; : : : ; n, òî

log2

 

2 � 2

nP

i =1
2

m i
2

� 2n

!

> log22

nP

i =1
2

m i
2

=
nX

i =1

2
m i
2 >

 
nX

i =1

2m i

! 1
2

:

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (Ï.5) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå �� 22�� 2 =
�

nP

i =1
2m i

� 1
2

. Â ñè-

ëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè x2x çàêëþ÷àåì, ÷òî �� 2 < � 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
� = � 1

� 2
< � 1

�� 2
= �� , ïîýòîìó �� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðõíþþ îöåíêó äëÿ � .

Ïîäåëèì òåïåðü óðàâíåíèå (Ï.4) íà (�� 22�� 2 )2: � 12� 1

�� 2
222�� 2

= ��
�� 2

2�� 2 (�� � 2) = 1 . Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå êàê íåÿâíî çàäàííóþ ôóíêöèþ �� , çàâèñÿùóþ
îò �� 2, ò.å. F (�� 2; �� ) = ��

�� 2
2�� 2 (�� � 2) � 1 = 0. Íàéäåì ýêñòðåìóì íåÿâíîé ôóíê-

öèè �� îò �� 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî �� 0
�� 2

= 0 , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
F 0

�� 2 = � ��
�� 2

2
2�� 2 (�� � 2) + ��

�� 2
2�� 2 (�� � 2)(�� � 2) ln 2 = 0 . Ðåøàÿ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ

F 0
�� 2 = 0 è F = 0 , íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé: �� 1;2 = 1 �

q
1 + 1

e ln 2 .
Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ýìåðäæåíòíîñòè çàâåäîìî ïîëîæèòåë üíàÿ âåëè÷è-

íà, òî ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî, � < �� = 1 +
q

1 + 1
e ln 2 � 2;2372. Ñ ïîìîùüþ

ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíè å ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîì èññëåäóåìîé ôóíêöèè, ÷òî äîêàçûâ àåò âåðõíþþ
îöåíêó äëÿ � .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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