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Äëÿ ñèñòåì Ëóðüå, ñîñòîÿùèõ èç íåèçâåñòíîé ëèíåéíîé ïîäñèñ òåìû è
íåèçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé, ëåæàùèõ â çàäàííûõ ñåêòîð àõ, ðàç-
ðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî àáñîëþòíî ñòàáèëèç èðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ . Â îñíî-
âå ìåòîäà ëåæèò ìèíèìàêñíûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ìàêñèìèçàö èÿ èí-
òåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
äâóõ ìàòðè÷íûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ìíîæåñòâ, âûäåëÿåìûõ ïî ýê ñïåðè-
ìåíòàëüíûì è àïðèîðíûì äàííûì. Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîã î ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïîêàçûâàþò ïðåèìóùåñòâî ïîëó÷àåìî-
ãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ íàä êëàññè÷åñêèì ðîáàñòíûì óïðàâëåíè åì, ñèíòå-
çèðóåìûì íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû Ëóðüå, íåîïðåäåëåííîñòü, ðîáàñòíîå óïðàâëå-
íèå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâå íñòâà.

DOI: 10.31857/S0005231025020014, EDN: IRHEBG

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéí ûìè ñèñòå-
ìàìè Ëóðüå [1], ñîñòîÿùèìè èç íåèçâåñòíûõ ëèíåéíûõ ïîäñèñò åì è íåèçâåñò-
íûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííûì ñåêòîðàì, ïðèìåíÿþò-
ñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íåèçâåñòíûìè ëèíå éíûìè äèíàìè-
÷åñêèìè îáúåêòàìè, ðàçðàáîòàííûå â [2�4]. Îòñóòñòâèå ìàòå ìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà çäåñü âîñïîëíÿåòñÿ äàííûìè èçìåðå íèé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè è íåêîòîðîé àïðèîðíî é èíôîðìàöè-
åé. Ïðè ýòîì íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè îáúåêòà, à äîñ òèæåíèå öåëè
óïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò äàæå â óñëîâèÿõ íåèäåíòèôèöèðóåìîñ òè. Â îñíîâó
ýòèõ ìåòîäîâ ïîëîæåí ìèíèìàêñíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðîáàñ òíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, ïðè êîòîðîì íàõîäèòñÿ ãàðàíòèðóåìîå çíà÷åíèå öåëåâ îãî ôóíêöèîíà-
ëà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåíí îñòè. Â îòëè÷èå

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó ÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò
• 24-11-20023).
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îò êëàññè÷åñêîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, îá çîð [5]), â êîòî-
ðîì ýòî ìíîæåñòâî âûáèðàåòñÿ òîëüêî ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöè è, çäåñü ìíî-
æåñòâî íåîïðåäåëåííîñòè âûäåëÿåòñÿ êàê íà îñíîâå äàííûõ, ï îëó÷åííûõ â
ýêñïåðèìåíòå, òàê è íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ýòî ïîç âîëÿåò ïîëó-
÷èòü çàêîí óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé, êàê áóäåò âèäíî èç ä àëüíåéøåãî,
çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôó íêöèîíàëà.

Èñïîëüçîâàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè äëÿ íåïîñðåä ñòâåííîãî
ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìà-
íèå (ñì., íàïðèìåð, [6�8] è áèáëèîãðàôèþ, ïðèâåäåííóþ â [2� 4]). Â îñíîâíîì
ýòè ðàáîòû êàñàþòñÿ ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ëèíåéíû ìè ñèñòåìà-
ìè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àâòîðàì èçâåñòíà òîëüêî ñòàòüÿ [9] , ïîñâÿùåí-
íàÿ ñèíòåçó óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåì ñ
íåëèíåéíîé âåêòîð-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé êâàäðàòè÷í îìó íåðàâåíñòâó.
Â [9] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà îòñóòñòâóþ ò âîçìóùåíèÿ è
÷òî óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìîãî óñ ëîâèÿ íåèñ÷å-
çàþùåãî âîçáóæäåíèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ èäåíòèôèöèðóåìîñò è íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ. Êðîìå òîãî, ðàçìåðíîñòü ïåðåìåííûõ â ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà èçìåðåíèé, ÷òî óñëîæíÿåò ðåàëèçàöèþ çàêîíà óïðàâëåí èÿ. Â îòëè÷èå
îò ýòîãî ðàññìàòðèâàåìûé íèæå ïîäõîä îõâàòûâàåò ñèñòåìû ñ í åñêîëüêèìè
íåëèíåéíûìè ñåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè, âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà ï ðèñóòñòâóþò
âîçìóùåíèÿ, íå òðåáóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ñèñòåìû, ðàç ìåðíîñòè ïåðå-
ìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ðàçìåðíîñòÿìè âåêòîðîâ ñîñòîÿ íèÿ è óïðàâëå-
íèÿ è íå çàâèñÿò îò ÷èñëà èçìåðåíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííóþ óïðàâëÿåìóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåì ó Ëóðüå, ñî-
ñòîÿùóþ èç ëèíåéíîé ñèñòåìû

@x(t) = Ax (t) + Bu(t) + Fv(t);

z(t) = Cx(t) + Du(t);
(2.1)

çàìêíóòîé íåëèíåéíîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé

v(t) = ' (y(t); t); y(t) = L T x(t);(2.2)

ãäå @� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èëè îïåð à-
òîð ñäâèãà íà åäèíèöó âïåðåä â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, x(t) 2 Rnx � ñîñòîÿ-
íèå, y(t) 2 Rny � âûõîä, u(t) 2 Rnu � óïðàâëåíèå, z(t) 2 Rnz � öåëåâîé âûõîä,
' (y; t) 2 Rny � íåèçâåñòíàÿ íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ' (0; t) � 0. Êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ' i (yi ; t) ôóíêöèè (2.2) ïðè âñåõ t > 0 ðàñïîëîæåíà â ñîîòâåòñò-
âóþùåì êîíå÷íîì ñåêòîðå [� i ; � i ], ò.å

� i 6
' i (yi ; t)

yi
6 � i ; i = 1 ; : : : ; ny :(2.3)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû ñèñòåìû A, B è F íåèçâåñòíû è íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå x(0) = x0 íå îïðåäåëåíî. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàëåå áóäåò óòî÷íå-
íà, íî â îáùåì ïëàíå òðåáóåòñÿ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöè è è äàí-
íûõ, ïîëó÷åííûõ èç ýêñïåðèìåíòîâ, ñèíòåçèðîâàòü ëèíåéíûå îáðàòíûå ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ u(t) = � x(t), ïðè êîòîðûõ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áóäåò àáñîëþòíî
óñòîé÷èâîé, ò.å. ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.2) àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî äëÿ âñåõ ôóíêöèé ' (y; t) èç óêàçàííîãî êëàññà, è ïðè ýòîì
ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðè ï ðîèçâîëüíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

sup
x06=0

kzk2

xT
0 R� 1x0

< 
 2;(2.4)

ãäåR = RT > 0 � âåñîâàÿ ìàòðèöà, k� k2 =
P 1

t=0 j� (t)j2 â äèñêðåòíîì ñëó÷àå
è k� k2 =

R1
t=0 j� (t)j2 dt â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.

3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è àïðèîðíûå äàííûå

Èíôîðìàöèÿ î íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (2.1) èçâëåêà åòñÿ èç êî-
íå÷íîãî íàáîðà èçìåðåíèé åå òðàåêòîðèè. Äîïóñòèì, ÷òî âî âð åìÿ ýêñïåðè-
ìåíòà íà ñèñòåìó äåéñòâóåò âîçìóùåíèå w(t) òàê, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
èìåþò âèä

@x(t) = Ax (t) + Bu(t) + Fv(t) + Bww(t);

z(t) = Cx(t) + Du(t):
(3.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå, ïðåäøåñòâóþùåì ñèíòåçó óïðàâ-
ëåíèÿ, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé ô óíêöèè â ñè-
ñòåìå, ïðèíàäëåæàùåé çàäàííûì ñåêòîðàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå äèñ-
êðåòíîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ x0; x1; : : : ; xN è íåëèíåéíîé
ôóíêöèè ' (y0; 0); : : : ; ' (yN � 1; N � 1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ u0; : : : ; uN � 1

è íåêîòîðîì íåèçâåñòíîì âîçìóùåíèè w0; : : : ; wN � 1. Ñîñòàâèì ìàòðèöû

X = ( x0 � � � xN � 1) ; X + = ( x1 � � � xN ) ; U = ( u0 � � � uN � 1) ;

� = ( ' (y0; 0) � � � ' (yN � 1; N � 1) ; W = ( w0 � � � wN � 1) :

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñèñòåìû äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ èçìåðåí èÿ â ìîìåí-
òû âðåìåíè t0; : : : ; tN � 1 ñîñòîÿíèÿ x(t0); : : : ; x(tN � 1), ïðîèçâîäíûõ ñîñòîÿíèÿ
_x(t0); : : : ; _x(tN � 1) è íåëèíåéíîé ôóíêöèè ' (y(t0); t0); : : : ; ' (y(tN � 1); tN � 1) ïðè
âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ u(t0); : : : ; u(tN � 1) è íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ âîçìó-
ùåíèÿõ w(t0); : : : ; w(tN � 1). Ñîñòàâèì ìàòðèöû

X = ( x(t0) � � � x(tN � 1)) ; X + = ( _x(t0) � � � _x(tN � 1)) ; U = ( u(t0) � � � u(tN � 1)) ;

� = ( ' (y(t0); t0) � � � ' (y(tN � 1); tN � 1)) ; W = ( w(t0) � � � w(tN � 1)) :
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Äëÿ ìàòðèö ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè â íåïðåðûâíîì è äèñ êðåòíîì
ñëó÷àÿõ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

X + = A real X + B real U + Freal � + BwW;(3.2)

â êîòîðûõ A real , B real è Freal � ðåàëüíûå íåèçâåñòíûå ìàòðèöû óðàâíåíèé
ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì:

� real = ( A real B real Freal ) ; bX = col (X; U; �)

è çàïèøåì óðàâíåíèÿ (3.2) â âèäå ëèíåéíîé ìàòðè÷íîé ðåãðåññ èè

X + = � real bX + cW; cW = BwW:(3.3)

Äîïóñòèì, ÷òî âîçìóùåíèÿ, âêëþ÷àþùèå â òîì ÷èñëå îøèáêè ïðè áëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

cW cW T 6 
 :(3.4)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îøèáêè ïðè âñåõ t óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ kw(t)k1 6
6 dw äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî dw , êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì îøèáêè,
òî 
 = d2

wnwNB wB T
w . Â ñëó÷àå, êîãäà ñóììàðíàÿ �ýíåðãèÿ� âîçìóùåíèé âî

âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà îãðàíè÷åíà
P N � 1

i =0 jw(t i )j2 6 � 2, òî 
 = � 2BwB T
w .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî � p ìàòðèö � ïîðÿäêà nx � (nx + nu + ny), êîòî-
ðûå ìîãëè áû ãåíåðèðîâàòü ïîëó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòå ìàòðèö û � , � + è Z
ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ U è íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ îøèáêàõ cW, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ (3.4). Äëÿ ýòèõ ìàòðèö ðàâåíñòâî (3.3) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ïðè íåêîòîðîé cW , óäîâëåòâîðÿþùåé (3.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

� p =
n

� : X + = � bX + cW; cW cW T 6 

o

è � 2 � p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(X + � � bX )(X + � � bX )T 6 
 :(3.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî � real 2 � p . Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâèì ïîñëåä-
íåå íåðàâåíñòâî â âèäå

(� I ) 	 (1) (� I )T 6 0;(3.6)

ãäå ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà 	 (1) ïîðÿäêà 2nx + nu + ny ðàçáèâàåòñÿ íà áëî-

êè 	 (1)
ij , i; j = 1 ; 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà è âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

	 (1) =

0

@
bX bX T j ?

� � � � � � � � �
� X + bX T j X + X +

T � 


1

A :(3.7)
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìàòðèö � , ñîãëàñîâàííûõ ñ ïîëó÷åííûìè ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.6).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî � p ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûì,
è âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíî áóäåò îãðàíè÷åííûì. Äëÿ ýò îãî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Im( �), Ker( �), span(�) è rank(�) îáðàç, ÿäðî, ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ñòîëáöîâ è ñòîëáöîâûé ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Ä îïóñòèì, ÷òî
rank bX = s 6 minf nx + nu + ny ; N g è ïðåäñòàâèì ìàòðèöó bX â âèäå ñèíãóëÿð-
íîãî ðàçëîæåíèÿ [10]

bX = ( M 1 M 2)
�

� 0 s� (N � s)
0(nx + nu + ny )� s 0(nx + nu + ny )� (N � s)

��
GT

1

GT
2

�
= M 1� GT

1 ;

M 1 2 R(nx + nu + ny )� s; M 2 2 R(nx + nu + ny )� (nx + nu + ny � s); M = ( M 1 M 2) ;

(3.8)

ãäå � = diag(� 1; : : : ; � s) > 0, � i � ñîáñòâåííûå ÷èñëà èíôîðìàöèîííîé ìàò-
ðèöû bX bX T , spanM 1 = Im bX , spanM 2 = Ker bX T , spanG1 = Im bX T , spanG2 =
= Ker bX , M T M = I . Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû M , ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå

b� = � ( M 1 M 2) =
�

b� (1) b� (2)
�

; b� (1) 2 Rnx � s; b� (2) 2 Rnx � (nx + nu + ny � s)

è îáîçíà÷èì bX (1) = M T
1

bX = � GT
1 . Òîãäà ëèíåéíàÿ ìàòðè÷íàÿ ðåãðåññèÿ (3.3)

â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ êàê

X + = b� (1)
real

bX (1) + cW;(3.9)

ãäå(s � N )-ìàòðèöà bX (1) èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã, à b� (1)
real � �ïðîåêöèÿ�

ìàòðèöû b� real íà ïîäïðîñòðàíñòâî Im bX , ò.å. ñòðîêè ìàòðèöû b� (1)
real ÿâëÿþòñÿ

ïðîåêöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû b� real íà ïîäïðîñòðàíñòâî Im bX .

Ë å ì ì à 3.1. Ìíîæåñòâî � p ìàòðèö, ñîãëàñîâàííûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè bX = col (X; U; �) , äëÿ êîòîðûõ âåðíî (3.8), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåîãðàíè÷åííûé âûðîæäåííûé �ìàòðè÷íûé ýëëèïñîèä�, îïðåäåëÿåìûé
êàê

( b� (1) � b� (1)
LS )� 2( b� (1) � b� (1)

LS )T 6 � ; b� (2) 2 Rnx � (nx + nu + ny � s) ;(3.10)

ãäå

� = 
 + X + [ bX (1)T � � 2 bX (1) � I ]X +
T > 0;(3.11)

b� (1)
LS = X + bX (1)T � � 2 � îöåíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìàòðè-

öû b� (1)
real â (3.9).
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1.Ìíîæåñòâî � p îãðàíè÷åííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âûïîëíåíî ðàíãîâîå óñëîâèå

rank

0

@
X
U
�

1

A = nx + nu + ny :(3.12)

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî � p ñîñòîèò èç ìàòðèö, îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåí-

ñòâîì (3.10), â êîòîðîì b� (1) = b� è b� (1)
LS = b� LS .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè. Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò,
÷òî ïî ïîëó÷åííûì äàííûì â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî èäåíòèôèöèðîâ àòü òîëü-
êî b� (1)

real � �ïðîåêöèþ� íåèçâåñòíîé ìàòðèöû íà ïîäïðîñòðàíñòâî Im bX . Ïðè
âûïîëíåíèè ðàíãîâîãî óñëîâèÿ (3.12) ìàòðèöà � real â (3.3) èäåíòèôèöèðóå-
ìà, à �ìàòðè÷íûé ýëëèïñîèä� è ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî � p îãðàíè÷åíû.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàíãîâîãî óñëîâèÿ (3.12) íåîáõ îäèìî, ÷òîáû
êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé áûëî íå ìåíüøå, ÷åì ñóììà ðàçìåðíîñòå é âåêòîðîâ ñî-
ñòîÿíèÿ, âûõîäà è óïðàâëåíèÿ, ò.å. N > nx + nu + ny . Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü
ñèíòåçå ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ ðàí ãîâîãî óñëîâèÿ
è êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì nx + nu + ny .

Äàëåå, ïóñòü èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî í åèçâåñòíàÿ
ìàòðèöà � real óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

(� � � � )(� � � � )T 6 � 2I; � � = ( A � B � F� ) ;(3.13)

â êîòîðîì � � ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû íîìèíàëüíîãî îáúåêòà, à
� � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçìåð îáëàñòè íåîïðåäåëåííî ñòè. Çàïèøåì
ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

(� I ) 	 (2) (� I )T 6 0;(3.14)

ãäå ìàòðèöà 	 (2) ñîñòîèò èç áëîêîâ 	 (2)
ij , i; j = 1 ; 2 è èìååò âèä

	 (2) =

0

@
I j ?

� � � � � � � � �
� � � j � � � T

� � � 2I

1

A :(3.15)

Îáîçíà÷èì: � a � ìíîæåñòâî ìàòðèö, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
(3.14), è � set = � p

T
� a � ìíîæåñòâî ìàòðèö, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâàì (3.6) è (3.14). Î÷åâèäíî, ÷òî � real 2 � set . Íà ðèñ. 1 äëÿ èëëþñòðà-
öèè ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïî ëîæåíèÿ ìíî-
æåñòâ� p , � a è èõ ïåðåñå÷åíèÿ � set .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷à îïòèìàëüíîé àáñîëþò íîé ñòàáè-
ëèçàöèè íåèçâåñòíîé ñèñòåìû Ëóðüå (2.1) ìîæåò áûòü ñôîðìóë èðîâàíà òàê:
íå ñòðîÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñèíòåçèðîâàòü çàêîí óïðàâ ëåíèÿ u = � x,
ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ ñèñòåì, ìàòðèöû êîòîðûõ ñîãëàñîâàíû ñ à ïðèîðíûìè
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Æreal

Æ*
Æset

Æa

ÆLS

ÆP

Ðèñ. 1. Ìíîæåñòâî � set íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ � , ñîãëàñîâàííûõ
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è àïðèîðíûìè äàííûìè.

è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è íåëèíåéíûå ôóíêöèè ïðèíàäë åæàò çàäàí-
íûì ñåêòîðàì (2.3), çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áóäåò àáñîëþòíî óñòî é÷èâîé è ôóíê-
öèîíàë J (�) îãðàíè÷åí çàäàííîé êîíñòàíòîé, ò.å.

J (�) = sup
� 2 � set

sup
' (y; t )

sup
x06=0

kzk2

xT
0 R� 1x0

< 
 2:(3.16)

4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâå ðæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì êëàññ ñèñòåì Ëóðüå, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû âåêòîð -ôóíê-
öèè ' (y; t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.3). Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó ïðîùàþùèå äàëü-
íåéøåå èçëîæåíèå. Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ b' (y; t) ñ êîìïîíåíòàìè

b' i (yi ; t) =
1

� i � � i
[' i (yi ; t) � � i yi ]; i = 1 ; : : : ; ny :(4.1)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2) ïðèìóò âèä

@x(t) = ( A + F � 1L T )x(t) + Bu(t) + F � 2bv(t);

z(t) = Cx(t) + Du(t);
(4.2)

ãäå� 1 = diag(� 1; : : : ; � ny ), � 2 = diag(� 1 � � 1; : : : ; � ny � � ny ), è

bv = b' (y; t); y = L T x;(4.3)

à ôóíêöèè b' i (yi ; t) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (2.3) ïðè � i = 0 , � i = 1 ,
i = 1 ; : : : ; ny , ò.å. ïðèíàäëåæàò ñåêòîðó [0; 1].

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, îáåñïå÷èâàþùàÿ àáñîëþòíóþ óñòîé÷è-
âîñòü ñèñòåìû Ëóðüå ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êâàäðàòè÷íî ãî ôóíêöèîíà-
ëà, ìîæåò áûòü íàéäåíà ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è î íàèõóäøåì
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âîçìóùåíèè â ëèíåéíîé ñèñòåìå (ñì. [11]). À èìåííî, äëÿ çàäà ííîé ñèñòåìû
Ëóðüå

@x(t) = Ax(t) + F v(t);

z(t) = Cx(t);
(4.4)

v(t) = ' (y(t); t); y(t) = L T x(t);(4.5)

ñ óñòîé÷èâîé ìàòðèöåé A è ïðèíàäëåæàùèìè ñåêòîðó [0; 1] êîìïîíåíòàìè
âåêòîð-ôóíêöèè ' (y; t) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè V(x) = xT Y x ñ 0 < Y = Y T < 
 2R� 1

ïî òðàåêòîðèè ëèíåéíîé äèñêðåòíîé èëè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (4.4) äëÿ
âñåõx, v (jxj2 + jvj2 6= 0) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

4 V + jzj2 � vT � � 1(v � L T x) < 0; _V + jzj2 � vT � � 1(v � L T x) < 0;(4.6)

ãäå� = diag(
 1; : : : ; 
 ny ) > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ V(x) îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû Ëóðüå (4.4), (4.5) è ïðè ýòîì kzk2 < 
 2xT

0 R� 1x0.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Çàìåíÿÿ ïåðåìåííûå bv = � � 1=2(v � 1
2L T x) è âûáèðàÿ öå-

ëåâîé âûõîä bz = col (C; 1
2 � � 1=2L T )x, ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.4) ïåðåõîäÿò

â óðàâíåíèÿ

@x(t) =
�

A +
1
2

F L T
�

x(t) + F � 1=2bv(t);

bz(t) =

0

@
C

1
2

� � 1=2L T

1

A x(t);

(4.7)

â êîòîðûõ A + 1
2F L T � ãóðâèöåâà ìàòðèöà, à íåðàâåíñòâî (4.6) ïðåâðàòèòñÿ

â _V + jbzj2 � j bvj2 < 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Y < 
 2R� 1,
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

sup
x0 ; bv

kbzk2

xT
0 
 2R� 1x0 + kbvk2

< 1;

îçíà÷àþùåìó, ÷òî îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà ñ âåñîâîé ìàòðèöåé 
 � 2R ñèñòå-
ìû (4.7) îò âõîäà bv ê âûõîäó bz ìåíüøå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå
îäíîé íåëèíåéíîñòè ïðè z � 0 ïîëó÷åííîå ÷àñòîòíîå óñëîâèå kH k1 < 1 ýêâè-
âàëåíòíî êðóãîâîìó êðèòåðèþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè [12] .

Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò õàðàêòå ðèçîâàòü
îáîáùåííóþ H1 -íîðìó ëèíåéíîé óñòîé÷èâîé ñèñòåìû

@x(t) = Ax(t) + Bv(t);

z(t) = Cx(t)
(4.8)

â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîé ñèñòåìû.
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Ë å ì ì à 4.2 [3]. Îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà ñ âåñîâîé ìàòðèöåé R > 0 ñèñòå-
ìû (4.8) ìåíüøå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Vd(xd) = xT

d P xd ñ P > R, äëÿ êîòîðîé ïî
òðàåêòîðèè äâîéñòâåííîé ñèñòåìû

@xd(t) = A T xd(t) + CT vd(t);

zd(t) = BT xd(t)
(4.9)

ïðè âñåõ xd, vd (jxdj2+ jvdj2 6= 0) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

4 Vd + jzdj2 � j vdj2 < 0; _Vd + jzdj2 � j vdj2 < 0:(4.10)

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Ìàòðèöû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì V (x) = xT Y x è Vd(xd) =
= xT

d Pxd ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé ñèñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì P = Y � 1.

Ðåçþìèðóÿ ïðèâåäåííûå âûøå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è çàìå÷à-
íèÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ñèñòåìà Ëóðüå (2.1)� (2.3) ñ çàäàííûìè ìàòðèöàìè A, B
è F , çàìêíóòàÿ îáðàòíîé ñâÿçüþ u = � x, àáñîëþòíî óñòîé÷èâà è ôóíêöèî-
íàë (2.4) îãðàíè÷åí çàäàííîé êîíñòàíòîé 
 2, åñëè îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà ñ
âåñîâîé ìàòðèöåé 
 � 2R îò âõîäà v ê âûõîäó z ëèíåéíîé ñèñòåìû

@x(t) = ( A + B � + F � L T )x(t) + F � 2� 1=2v(t);

z(t) =

 
C + D �

1
2

� � 1=2L T

!

x(t);
(4.11)

ãäå� = � 1 + 1
2 � 2, ìåíüøå 1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1.Ñ ó÷åòîì ëåììû 4.2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çà-
ìêíóòàÿ ñèñòåìà Ëóðüå (2.1)� (2.3) áóäåò àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé è âûïîë-
íÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (2.4), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (xd) = xT

d P xd ñ P =
= PT > 
 � 2R, äëÿ êîòîðîé ïî òðàåêòîðèè ëèíåéíîé ñèñòåìû

@xd(t) = ( A + B � + F � L T )T xd(t) +

 
C + D �

1
2

� � 1=2L T

! T

vd(t);

zd(t) = � 1=2� 2F T xd(t)

(4.12)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.10).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.2.Çàïèñûâàÿ íåðàâåíñòâî (4.10) äëÿ ñèñòåìû (4.12) â âè-
äå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (2.1)� (2.3)
ñ çàäàííûìè ìàòðèöàìè A, B è F áóäåò àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé è âû-
ïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (2.4) ïðè çàêîíå óïðàâëåíèÿ u = � x, ãäå� = QP � 1,
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à P = PT > 0, Q, � = diag(
 1; : : : ; 
 ny ) > 0 è 
 2 > 0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùèì ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì â äèñêðåòíîì ñëó÷àå:

0

B
B
B
B
B
B
@

� P ? ? ?

AP + BQ + F � L T P � P + F � 2�� 2F T ? ?

CP + DQ 0 � I ?

1
2

L T P 0 0 � �

1

C
C
C
C
C
C
A

< 0;

�
P ?
I 
 2R� 1

�
> 0

(4.13)

è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå:

0

B
B
B
@

AP + P AT + BQ + QT B T + F � L T P + P L� F T + F � 2�� 2F T ? ?

CP + DQ � I ?

1
2

L T P 0 � �

1

C
C
C
A

< 0;

�
P ?
I 
 2R� 1

�
> 0:

(4.14)

5. Ñèíòåç îïòèìàëüíûõ àáñîëþòíî ñòàáèëèçèðóþùèõ
çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé íåèçâåñòíîé ñèñòåìû (2.1) �(2.3) â âèäå

@x(t) = ( A + B � + F � 1L T )x(t) + F � 2bv(t);

z(t) = ( C + D �) x(t);
(5.1)

bv = b' (y; t); y = L T x;(5.2)

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè b' (y; t) îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â (4.1), è ïðèíàä-
ëåæàò ñåêòîðó[0; 1]. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïàðàìåòðû ëèíåéíûõ îáðàòíûõ
ñâÿçåé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü íåè çâåñòíîé íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû Ëóðüå è ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíà ëà, âûðàæà-
þòñÿ â òåðìèíàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ.

Ò å î ð å ì à 5.1. Ñèñòåìà Ëóðüå (2.1)� (2.3) ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ u = � x
àáñîëþòíî óñòîé÷èâà è ôóíêöèîíàë (3.16) îãðàíè÷åí J (�) < 
 2, åñëè
� = QP � 1, ãäå P = PT > 0, Q, � = diag(
 1; : : : ; 
 ny ) > 0, 
 2 > 0, � 1 > 0 è
� 2 > 0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì â
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äèñêðåòíîì ñëó÷àå:
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� P ? ? ?
0

B
@

P
Q

� L T P

1

C
A b� 2� b� T

2 �
2X

k=1

� k 	 (k )
11 ? ?

0 �
2X

k=1

� k 	 (k )
21 � P �

2X

k=1

� k 	 (k )
22 ?

0

@
C D 0

0 0
1
2

I

1

A

0

B
@

P
Q

L T P

1

C
A 0 0 �

 
I ?
0 �

!

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

< 0;

�
P ?
I 
 2R� 1

�
> 0

(5.3)

è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå:
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

b� 2� b� T
2 �

2X

k=1

� k 	 (k)
11 ? ?

0

@
P
Q

� L T P

1

A

T

�
2X

k=1

� k 	 (k)
21 �

2X

k=1

� k 	 (k)
22 ?

0

 
C D 0

0 0
1
2

I

! 0

@
P
Q

L T P

1

A �
�

I ?
0 �

�

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

< 0;

�
P ?
I 
 2R� 1

�
> 0;

(5.4)

â êîòîðûõ b� 2 = col (0; 0; � 2), à 	 (k)
ij � ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ìàòðèö 	 (1)

è 	 (2) , çàäàííûå â (3.7) è (3.15).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 5.1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 ñèñòåìà (5.1),
(5.2) áóäåò àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé è J (�) < 
 2, åñëè îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà ñ
âåñîâîé ìàòðèöåé 
 � 2R îò âõîäà v ê âûõîäó z ëèíåéíîé ñèñòåìû (4.11) ìåíü-
øå 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ëåììå 4.2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà äâîéñòâåííîé ñèñòåìû (4.12) ìåíüøå 1.
Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ (4. 12) â âèäå

@xd(t) =

0

@
I
�

� L T

1

A

T 2

4� T xd(t) +

0

@
CT 0
D T 0
0 1

2 � � 1� � 1=2

1

A vd(t)

3

5 ;

zd(t) = � 1=2b� T
2 � T xd(t):

(5.5)
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, êîòîðóþ íàçîâåì ðàñøèðåííîé, ñ äîïîëí èòåëüíûìè
èñêóññòâåííûìè âõîäîì w� (t) 2 L 2 è âûõîäîì z� (t), îïðåäåëÿåìóþ óðàâíå-
íèÿìè

@xa(t) =

0

@
I
�

� L T

1

A

T 2

4w� (t) +

0

@
CT 0
D T 0
0 1

2 � � 1� � 1=2

1

A va(t)

3

5 ;

za(t) = � 1=2b� T
2 w� (t); z� (t) = xa(t):

(5.6)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè w� (t) = � T z� (t) óðàâíåíèÿ (5.6) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿ-
ìè (5.5). Äîïóñòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå âõîäíîé è âûõîäíîé ñ èãíàëû â ñè-
ñòåìå (5.6) ïðè âñåõ t > 0 óäîâëåòâîðÿþò äâóì íåðàâåíñòâàì

�
w� (t)
z� (t)

� T

	 (1)
�

w� (t)
z� (t)

�
6 0;

�
w� (t)
z� (t)

� T

	 (2)
�

w� (t)
z� (t)

�
6 0;(5.7)

ãäå ìàòðèöû 	 (1) è 	 (2) çàäàíû â (3.7) è (3.15). Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñèãíà-
ëîâ w� (t) îáîçíà÷èì ÷åðåç W � . Ïðè w� (t) = � T z� (t) äëÿ âñåõ� 2 � , êàê
ñëåäóåò èç (3.6) è (3.14), âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

�
w� (t)
z� (t)

� T

	 (1)
�

w� (t)
z� (t)

�
= zT

� (t)
�

� T

I

� T

	 (1)
�

� T

I

�
z� (t) 6 0;

�
w� (t)
z� (t)

� T

	 (2)
�

w� (t)
z� (t)

�
= zT

� (t)
�

� T

I

� T

	 (2)
�

� T

I

�
z� (t) 6 0:

Òàêèì îáðàçîì, w� (t) = � T z� (t) 2 W � è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5.5) ïðè
� 2 � �ïîãðóæåíà� â ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó (5.6), (5.7).

Ïðèâåäåì äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó ÷àÿ, òàê
êàê â äèñêðåòíîì ñëó÷àå îíî àíàëîãè÷íî. Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôó íêöèÿ V(xa) =
= xT

a Pxa ñ P > 
 � 2R, äëÿ êîòîðîé â ñèëó óðàâíåíèé ðàñøèðåííîé ñèñòåìû
(5.6) ïðè âñåõ w� (t), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (5.7), ïðè âñåõ xa, va

(jxaj2 + jvaj2 6= 0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

_V + jzaj2 � j vaj2 < 0:(5.8)

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ýòîãî â ñèëó S-ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâà-
íèå ôóíêöèè V(xa) = xT

a Pxa ñ P > 
 � 2R, äëÿ êîòîðîé â ñèëó óðàâíåíèé (5.6)
ïðè âñåõ xa, va, w� , îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íîëü, è íåêîòîðûõ
� 1 > 0, � 2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

_V + jzaj2 � j vaj2 �
2X

k=1

� k

�
w�

z�

� T

	 (k)
�

w�

z�

�
< 0:(5.9)
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Ýòî íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôî ðìû îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ w� , xa, va ñ ìàòðèöåé
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

b� 2� b� T
2 �

2X

k=1

� k 	 (k)
11 ? ?

0

@
P
Q

� L T P

1

A

T

�
2X

k=1

� k 	 (k)
21 �

2X

k=1

� k 	 (k)
22 ?

0
�

I 0
0 � � 1=2

�
�

 
C D 0

0 0
1
2

� � 1

!

�

0

@
P
Q

� L T P

1

A � I

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Óìíîæàÿ ýòó ìàòðèöó ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó diag
�

I; I;
�

I 0
0 � 1=2

��
,

ïîëó÷èì ìàòðèöó â ëåâîé ÷àñòè (5.4). Òàê êàê ñèñòåìà (5.5) ïð è � 2 � �ïîãðó-
æåíà� â ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó (5.6), (5.7), òî äëÿ ñèñòåìû (5. 5) ïðè âñåõ � 2 �
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî _V + jzdj2 � j vdj2 < 0 è åå îáîáùåííàÿ H1 -íîðìà
ñ âåñîâîé ìàòðèöåé 
 � 2R ìåíüøå 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Ñîãëàñíî íåóùåðáíîñòè S-ïðîöåäóðû ïðè äâóõ êâàäðà-
òè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ (òåîðåìà 4.1 [13]), åñëè ïðè íåêîòîðûõ � 1 è � 2 âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî � 1	 (1) + � 2	 (2) > 0 (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðå-
øåíèåì ýòîãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëü íî � 1 è � 2 ïîñëå
òîãî, êàê ñôîðìèðîâàíà êîíêðåòíàÿ ìàòðèöà 	 (1) ), òî âûïîëíåíèå íåðàâåí-
ñòâà (5.9) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîé ôóíêöèè Va(xa) = xT

a P xa äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû.

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Ïðè ïîñòðîåíèè çàêîíà óïðàâëåíèÿ òîëüêî ïî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì èëè òîëüêî ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè â ñèëó íåóùåðá-
íîñòè S-ïðîöåäóðû ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1 ÿâëÿþò ñÿ íå
òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî òàêæå è íåîáõîäèìûìè äëÿ âûïîëíåíè ÿ íåðàâåí-
ñòâà (5.8) ïî òðàåêòîðèè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (5.6), (5.7).

Íàçîâåì ãàðàíòèðîâàííûìè è îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 � , 
 a è 
 p ìèíèìàëüíûå
âåðõíèå ãðàíèöû ôóíêöèîíàëà J (�) , êîòîðûå ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ìîãóò
áûòü äîñòèãíóòû ïðè çàêîíàõ óïðàâëåíèÿ, ñèíòåçèðîâàííûõ ï î ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì è àïðèîðíûì äàííûì, òîëüêî ïî àïðèîðíûì è òîëüêî ïî ý êñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ìèíèìàëüíûå çíà ÷åíèÿ 
 , äëÿ
êîòîðûõ íåðàâåíñòâà (5.4) ðàçðåøèìû ïðè � k > 0, k = 1 ; 2, íå ïðåâûøàþò
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 
 ïðè � 1 � 0, � 2 > 0 è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 
 ïðè
� 1 > 0, � 2 � 0, òî èç òåîðåìû 5.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî


 � 6 minf 
 a; 
 pg;

êîòîðîå îáúÿñíÿåò ïðåèìóùåñòâî çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, ïîñòð îåííûõ ïî àïðè-
îðíûì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, íàä çàêîíàìè óïðàâëåíèÿ , ïîñòðîåííû-
ìè òîëüêî ïî àïðèîðíûì èëè òîëüêî ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàíí ûì. À èìåí-
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íî, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîãäà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ äîñòàòî÷íî ãðóáàÿ, ò.å.
ðàäèóñ � ìàòðè÷íîé ñôåðû â (3.13) äîñòàòî÷íî âåëèê è ñîîòâåòñòâåííî 
 a

ïðèíèìàåò áîëüøîå çíà÷åíèå, òî 
 � ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëîé, åñëè ïîìåõè â
èçìåðåíèÿõ íå î÷åíü áîëüøèå, ò.å. íåáîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ìàòðè ÷íûé ýëëèï-
ñîèä � p . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîìåõè â èçìåðåíèÿõ îêàçûâàþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèìè è ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé ÿâëÿåòñÿ 
 p èëè, áîëåå òîãî,
åñëè èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, à ìàòðè ÷íûé ýëëèï-
ñîèä � p îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, òî 
 � ìîæåò òåì íå ìåíåå ñòàòü ìàëîé
çà ñ÷åò ìàëîñòè ðàäèóñà ìàòðè÷íîé ñôåðû ïðè èñïîëüçîâàíèè à ïðèîðíîé èí-
ôîðìàöèè. Ýòè âûâîäû áóäóò ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòàìè ìàòå ìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçäåëå 6.

6. Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð: íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ àáñîëþòíî ñòàáèëèçèðóþùå ãî çàêîíà
óïðàâëåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè

x(t + 1) =
�

1 h
0 1� �h

�
x(t) +

�
0
h

�
u(t) +

�
0

� h! 2

�
' (y(t)) +

�
0
h

�
w(t);

y(t) = (1 0) x(t); z =
�

1 0
0 0

�
x +

�
0

0; 1

�
u

íåëèíåéíîé ñèñòåìû
• + � _ + ! 2' ( ) = u + w;

ãäåx = col( ; _ ) è íåëèíåéíîñòü ' ( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.3) ïðè � =
= � 2=3� , � = 1 . Ïðè ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ
íåïðåðûâíîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå, ÷òî âëå÷åò ïîÿâëå-
íèå äîïîëíèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ, ãðàíèöû êîòîðîãî òðóäíî î öåíèòü çàðà-
íåå. Â ýòîì ñìûñëå äèñêðåòíûé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî ÷òèòåëüíûì.
Â ýêñïåðèìåíòå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðåàëüíûé îáúåêò � ýòî íå ëèíåéíûé îñ-
öèëëÿòîð, äëÿ êîòîðîãî ' ( ) = sin  , êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ � = 0 ;1 è
÷àñòîòà ! 2 = 1 , à äëÿ íîìèíàëüíîãî îáúåêòà � � = 0 , ! 2

� = 0 ;8. Áûëè âûáðàíû
øàã h = 0 ;2, âåñîâàÿ ìàòðèöà R = 0 ;1I è ðàäèóñ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííî-
ñòè � = 0 ;05. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ d ïðîâîäèëîñü äå-
ñÿòü èçìåðåíèé, ò.å. N = 10. Â ýêñïåðèìåíòå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è óïðàâëåíèå
ñëó÷àéíû â èíòåðâàëå [� 1; 1], âîçìóùåíèå w(t) ñëó÷àéíî â èíòåðâàëå [� d; d].
Íåðàâåíñòâà (5.3) ðåøàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà CVX, â ê îòîðîì äëÿ
ðåøåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò �ñëåãêà îòñòóïèòü îò íóëÿ�.

Íà ðèñóíêàõ ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå óñðåäíåíèåì ï î 20 íåçàâè-
ñèìûì ýêñïåðèìåíòàì. Èç ðèñ. 2 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâî äû. Ñ óâåëè-
÷åíèåì óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå ôóíêöè îíàëà 
 � , ïîëó-
÷àåìîå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ, âîç ðàñòàåò, îñòà-
âàÿñü ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî ìåíüøå (ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ó ðîâíÿõ âîçìó-
ùåíèÿ) ãàðàíòèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà 
 a, ïîëó÷åííîãî òîëüêî ïî

16



•€
•‚ƒ

„…
•†

‡ 
j

!… †!"„…"•#$ %†••#$

!… †!"„…"•#$ 
„ &‚'!("„$(•)†‡*•#$ %†••#$

%‡+ "(†‡*•…,… …-.(‚)†

/"…0(•* 0…1$€2(•„+ d
343 345 346 347 348 349 34:

346

348

34:

34;

543

546

Ðèñ. 2. Ãàðàíòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ïðè ðîáàñòíî ì óïðàâëåíèè
íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ è çíà÷åíèÿ ô óíêöèîíàëà
ïðè ýòîì óïðàâëåíèè äëÿ ðåàëüíîãî îáúåêòà êàê ôóíêöèè óðîâí ÿ âîçìóùåíèÿ.

àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ ðîñòîì óðî âíÿ âîçìóùå-
íèÿ ðàñøèðÿåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ � p , ñîãëàñîâàííûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ (â äàí íîì ñëó÷àå
ïðèìåðíî ñ d = 0 ;5) ìíîæåñòâî � p âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ � a,
âûäåëÿåìûõ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, è, ñëåäîâàòåëü íî, ïðè äàëü-
íåéøåì ðîñòå óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ ðîñò 
 � ïðåêðàùàåòñÿ è 
 � = 
 a. Ïóíêòèð-
íàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëà äë ÿ ðåàëüíîãî
îáúåêòà (åñëè áû îí áûë èçâåñòåí) ïðè ïîëó÷åííîì ðîáàñòíîì ó ïðàâëåíèè
íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ ïðè ðàçëè÷í ûõ óðîâíÿõ
âîçìóùåíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç ýêñïåðèìåíòîâ, ýòî çíà÷åíèå ñëà áî çàâèñèò îò
óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ è äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó çíà÷å íèþ äëÿ èç-
âåñòíîãî îáúåêòà, ò.å. 
 2 � 0;39.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöè îíàëà äëÿ
ðåàëüíîãî îáúåêòà (åñëè áû îí áûë èçâåñòåí), âû÷èñëåííûå ñ ï îìîùüþ ðå-
øåíèÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (4.13), ñëåäóþùèå:

u = � 6;58x1 � 4;59x2; 
 2 = 0 ;36:

Ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèîí àëà, âû÷èñëåí-
íûå íà îñíîâå òîëüêî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíû õ ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ (5.3) ïðè � 1 = 0 , ñëåäóþùèå:

u = � 6;45x1 � 5;38x2; 
 2
a = 1 ;12:

Ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèîí àëà, âû÷èñëåí-
íûå ïî àïðèîðíûì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì â îäíîì èç ýêñïå ðèìåí-
òîâ ïðè óðîâíå âîçìóùåíèÿ d = 0 ;1 ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ (5.3) ïðè � 1 > 0 è � 2 > 0, ñëåäóþùèå:

u = � 9;35x1 � 6;61x2; 
 2
� = 0 ;52:
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Ðèñ. 3. Ãàðàíòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ïðè ðîáàñòíî ì óïðàâëåíèè
íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ ïðè ðàçëè÷í ûõ ðàäèóñàõ
ìàòðè÷íûõ ñôåð â àïðèîðíîé èíôîðìàöèè êàê ôóíêöèè óðîâíÿ âî çìóùåíèÿ.

Çàìåòèì, êàê ïîêàçàë ýêñïåðèìåíò, åñëè ðîáàñòíîå óïðàâëåí èå ñòðîèòñÿ
òîëüêî íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áåç ó÷åòà àïðèîð íîé èíôîðìà-
öèè, ò.å. âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåí ñòâ (5.3) ïðè
� 2 = 0 , òî óæå ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ óðîâíÿõ âîçìóùåíèÿ íàáëþäàþ ò-
ñÿ î÷åíü áîëüøèå ãàðàíòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà. Ýò î îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî äàæå ïðè ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ ýëëèïñîèä � p ìîæåò îêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì èëè äàæå âûðîæäåííûì, ò.å. íåîãð àíè÷åííûì.
Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îêàçûâàåò ðåãóëÿ ðèçèðóþùåå
âëèÿíèå íà ñèíòåç ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëü íûì äàííûì,
ïðè÷åì äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà åäèíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòî ðà íà âñåì
ìíîæåñòâå îáúåêòîâ � a, âûäåëÿåìûõ ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, íå ñóùå-
ñòâóåò.

Íà ðèñ. 3 âèäíî, êàê óâåëè÷åíèå ðàäèóñà ìàòðè÷íîé ñôåðû â àïð èîðíîé
èíôîðìàöèè âëèÿåò íà ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàë à ïðè ðîáàñò-
íîì óïðàâëåíèè, ïîñòðîåííîì íà îñíîâå àïðèîðíûõ è ýêñïåðèì åíòàëüíûõ
äàííûõ.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíòåçà àáñîëþòíî ñòàáèëèçèðóþù åãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ñèñòåì Ëóðüå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ã àðàíòèðîâàííîå
çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà, õàðàê òåðèçóþùåãî ïå-
ðåõîäíîé ïðîöåññ â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïðè íåîïðåäåëåííûõ íà ÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ. Ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì íå ïðåäúÿâëÿþòñÿ òðåáîâà íèÿ íåèñ÷å-
çàþùåãî âîçáóæäåíèÿ â ñèñòåìå, íåîáõîäèìûå äëÿ èäåíòèôèöè ðóåìîñòè ñè-
ñòåìû. Ïîëó÷åííûå ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ âû÷è ñëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, íàõîäèòü çàê îíû óïðàâëåíèÿ
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íà îñíîâå òîëüêî àïðèîðíûõ, òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ñîâ ìåñòíî òåõ è
äðóãèõ äàííûõ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ íåëèíåéíûì îñöè ëëÿòîðîì ïîä-
òâåðæäàþò ïðåèìóùåñòâî çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, ñèíòåçèðóåìû õ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è àïðèîðíûõ äàííûõ, íàä çàêîíàìè óïðàâëåíèÿ,
ïîëó÷àåìûìè íà îñíîâå òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èëè òîëüêî àïðèîðíûõ
äàííûõ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 3.1. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (3.5) â âèäå

� bX bX T � T � X + bX T � T � � bXX +
T + X + X +

T � 
 6 0

è ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâèì åãî êàê

b� (1) � 2 b� (1)T � X + bX (1)T b� (1)T � b� (1) bX (1) X +
T + X + X +

T � 
 6 0:

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì

[ b� (1) � X + bX (1)T � � 2]� 2[ b� (1) � X + bX (1)T � � 2]T 6 � ;

ãäå� çàäàíà â (3.11). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ X + èç (3.9) è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî bX (1) bX (1)T = � 2, ïîëó÷èì � = 
 + W ( bX (1)T � � 2 bX (1) � I )W T . Ñ ó÷å-
òîì (3.4) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � > 0. Âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíò ïî b� (1) îò ìàòðè÷íîé
íîðìû íåâÿçêè, ò.å. ôóíêöèè tr ( X + � b� (1) bX (1) )T (X + � b� (1) bX (1) ), è ïðèðàâ-
íèâàÿ åãî ê íóëþ � 2X + bX (1)T + 2 b� (1) bX (1) bX (1)T = 0 , âûðàçèì îöåíêó � (1)

LS ìå-

òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåèçâåñòíîé ìàòðèöû � (1)
real â (3.9) êàê b� (1)

LS =
= X + bX (1)T � � 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 4.1. Ïîëàãàÿ â (4.6) v = ' (y; t) è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ' i (yi ; t)[' i (yi ; t) � yi ] 6 0, ïîëó÷èì, ÷òî ïî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.4), (4.5)
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî 4 V + jzj2 < 0 èëè _V + jzj2 < 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, lim t !1 x(t) = 0 . Ñóììèðóÿ èëè èíòåãðèðóÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Y < 
 2R� 1, ïîëó÷èì kzk2 < 
 2xT

0 R� 1x0.
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Ê ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÞ ÐÀÇÌÅÐÀ ÃÐÀÍÈÖÛ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïî Øóð ó, à èìåí-
íî îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ êîðíè ïîëèíîìà ñòåïåíè n ïî ìîäóëþ
íå ïðåâûøàþò åäèíèöû è ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ïðî âåäåíà
îöåíêà ïëîùàäè ãèïåðïîâåðõíîñòè ðàññìîòðåííîé ìíîãîìåðí îé îáëàñòè
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé n. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëî-
ùàäè äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 3 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïî Øó-
ðó, àâòîðåãðåññèÿ, ñòàöèîíàðíûå àâòîðåãðåññèîííûå ïðîöå ññû, ïîãðàíè÷-
íûå ïðîöåññû.

DOI: 10.31857/S0005231025020024, EDN: IRBDBH

1. Ââåäåíèå

Ðÿä ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ îáëàñòè óñ òîé÷èâîñòè
ïî Øóðó ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, à òàêæå èçó÷åíèþ
åå ãðàíèöû [1]. Ïðè ýòîì âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè,
ò.å. ïëîùàäè åå ãèïåðïîâåðõíîñòè, îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìû âèäà

xn � � 1xn� 1 � : : : � � n� 1x � � n = 0 ;(1)

ãäå ïàðàìåòðû � i 2 R; i = 1 ; : : : ; n.
Êàæäîìó ïîëèíîìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (� 1; : : : ; � n ) â n-ìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Rn .
Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïî Øóðó � ýòî îáëàñòü ïàðàìåòðîâ â Rn , ïðè êîòî-

ðûõ âñå êîðíè ïîëèíîìîâ íàõîäÿòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà í à êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Óêàçàííóþ îáëàñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn , êàê â [2]. Â óêàçàííîé ðà-
áîòå ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà îáúåìà V(Dn ) îáëàñòè Dn .

Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ âíóòðè Dn , ò.å. ïîäìíîæåñòâî â Dn , ïðè êîòîðûõ âñå
êîðíè ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç En , êàê â [3].
Â ýòîé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ Ñåëá åðãà íàéäåíà
ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà îáúåìà V(En ) îáëàñòè En .
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Ðàçìåðû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìîâ [2, 3]

n V (Dn ) V (En ) V (Dn nEn )
V (En )
V (Dn )

V (Dn nEn )
V (Dn )

¾1¿ ¾2¿ ¾3¿ ¾4¿ ¾5¿ ¾6¿
1 2 2 0 1 0
2 4 1,333 2,667 0,3333 0,6667
3 5,333 0,355 4,978 0,0667 0,9333
4 7,111 0,041 7,070 0,0057 0,9943
5 7; 585 0; 002 7; 583 0; 0003 0; 9997

Âåëè÷èíû V(Dn ) è V (En ) äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ïðè n = 6 è n = 1 è ÿâëÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïðè n ! 1 .1

Ãðàíèöà @Dn îáëàñòè Dn ñîñòîèò èç äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé è îäíîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè [1, 4]. Ãèïåðïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì � 1 è 1.

Ãðàíèöà @En îáëàñòè En ñîñòîèò èç äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòÿì ïîâåðõíîñòè îáëàñòè Dn , è îäíîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè Dn .

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ðàçìåð îâ S(@En )
ãðàíèö @En îáëàñòè En .

2. Âû÷èñëåíèå S(@E2)

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñòåïåíè 2:

x2 � � 1x � � 2 = 0 :(2)

Îáëàñòüþ D2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ:
(

� 2 < � 1 < 2;
� 1 < � 2 < 1 � j � 1j:

Îáëàñòüþ E2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ:
(

� 2 < � 1 < 2;
� � 2

1=4 < � 2 < 1 � j � 1j:

Ñ ýêîíîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû îáëà ñòè ñòàöèî-
íàðíîñòè, ïàðàìåòðû èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíû ì àâòîðåãðåññè-
îííûì ïðîöåññàì 2-ãî ïîðÿäêà, à âíåøíÿÿ ãðàíèöà ñîîòâåòñòâ óåò ïîãðàíè÷-
íûì ïðîöåññàì.

Ãðàíèöà @E2 ñîñòîèò èç ó÷àñòêà ïàðàáîëû Surf 2 è äâóõ îòðåçêîâ P l(1)
2

è P l(� 1)
2 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì 1 è � 1. Òî åñòü ïîëèíîì (2) ñ ïà-

1 Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñðàâíåíèå íåñîèçìåðèìûõ ïî ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí, òàêèõ êàê
äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì è ïð., ìîæåò âûçûâàòü íåîïðåäåëåííîñ òü, òåì íå ìåíåå â ðÿäå
ñëó÷àåâ ýòî ìîæåò âûçûâàòü èíòåðåñ. Ñì., íàïðèìåð, èññëåäî âàíèå äàííîãî âîïðîñà äëÿ
ñôåðû è øàðà:
https://mathworld.wolfram.com/Hypersphere.html
https://mathworld.wolfram.com/Ball.html
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±1 1

1

±1

2

a1

a2

±2

Sur f2

Pl2
(±1) Pl2

(1)

Îáëàñòè D2 è E2. Èñòî÷íèê: [5].

ðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(1)
2 áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâíûé 1, à ïîëèíîì (2) ñ

ïàðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(� 1)
2 áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâíûé � 1.

Äëèíó ãðàíèöû S(@E2) ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ñóììó äëèí óêàçàííûõ
ó÷àñòêîâ:

S(@E2) = S(P l(1)
2 ) + S(P l(� 1)

2 ) + S(Surf 2) � 2
p

2 + 2
p

2 + 4;591� 10;248:

3. Âû÷èñëåíèå S(@E3)

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñòåïåíè 3:

x3 � � 1x2 � � 2x � � 3 = 0 :(3)

Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòüþ D3 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ:
8
>>>><

>>>>:

� 1 < � 3 < 1;

� 3 < � 1 < 3;

� 2 < 1 � j � 1 + � 3j;

� 2 > � 1 + � 2
3 � � 1� 3:

Îáëàñòüþ E3 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ:
8
>>>><

>>>>:

� 1 < � 3 < 1;

� 3 < � 1 < 3;

� 2 < 1 � j � 1 + � 3j;

� 2
1� 2

2 + 4 � 3
2 � 4� 3

1� 3 � 27� 2
3 � 18� 1� 2� 3 > 0:
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Ãðàíèöà @E3 ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòè Surf 3 è ó÷àñòêîâ ïëîñêîñòåé P l(1)
3

è P l(� 1)
3 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì 1 è � 1. Òî åñòü ïîëèíîì (3) ñ ïà-

ðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(1)
3 áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâíûé 1, à ïîëèíîì (3) ñ

ïàðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(� 1)
3 áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâíûé � 1. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû Âèåòà, óêàçàííûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïà ðàìåòðè÷å-
ñêîì âèäå.

Ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä P l(1)
3 :

8
><

>:

� 1 = 1 + x2 + x3;

� 2 = � x2 � x3 � x2x3;

� 3 = x2x3;

ãäå êîðíè ïîëèíîìà (3) x1 = 1 , x2 2 [� 1; 1], x3 2 [� 1; x2].

Ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä P l(� 1)
3 :

8
><

>:

� 1 = � 1 + x2 + x3;

� 2 = x2 + x3 � x2x3;

� 3 = � x2x3;

ãäå êîðíè ïîëèíîìà (3) x1 = � 1, x2 2 [� 1; 1], x3 2 [� 1; x2].
Ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä Surf 3:

8
><

>:

� 1 = 2 t + x3;

� 2 = � t2 � 2tx 3;

� 3 = t2x3;

(4)

ãäå êîðíè ïîëèíîìà (3) x1 = x2 = t, t 2 [� 1; 1], x3 2 [� 1; 1].
Ïëîùàäü ãðàíèöû S(@E3) ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ñóììó ïëîùàäåé óêàçàí-

íûõ ïîâåðõíîñòåé:

S(@E3) = S(P l(1)
3 ) + S(P l(� 1)

3 ) + S(Surf 3)�

�
p

3 �
4
3

+
p

3 �
4
3

+ 6 ;759� 11;378:
(5)

4. Âû÷èñëåíèå S(@En )

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñòåïåíè n âèäà (1).
Ãðàíèöà @En îáëàñòè En ñîñòîèò èç ãèïåðïîâåðõíîñòè Surf n è ó÷àñòêîâ

ãèïåðïëîñêîñòåé P l(1)
n è P l(� 1)

n , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì 1 è � 1, ò.å.
ïîëèíîì (1) ñ ïàðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(1)

n áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâíûé 1,
à ïîëèíîì (1) ñ ïàðàìåòðàìè èç ó÷àñòêà P l(� 1)

n áóäåò èìåòü êîðåíü, ðàâ-
íûé � 1.
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Óòâåðæäåíèÿ î ðàçìåðàõ ó÷àñòêîâ ãèïåðïëîñêîñòåé P l(1)
n è P l(� 1)

n è ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè Surf n ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåì.

Ò å î ð å ì à 1. Ïëîùàäè ó÷àñòêîâ ãèïåðïëîñêîñòåé P l(1)
n è P l(� 1)

n , n > 2,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S(P l(1)
n ) = S(P l(� 1)

n ) =
p

n � 2
n ( n � 1)

2

n� 1Y

k=1

f (k � 1)!g2

(2k � 1)!
:(6)

Ò å î ð å ì à 2. Ïëîùàäü ãèïåðïîâåðõíîñòè Surf n , n > 3, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

S(Surf n ) = 2
Z

� � �
Z

x12 (� 1;1)
� 16 x26 :::6 xn � 16 1

p
1 � x2n

1p
1 � x2

1

Y

16 i<j 6 n� 1

jx i � x j j dx1 : : : dxn� 1:(7)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3

S(Surf 3) = 2
ZZ

� 1<x 1< 1
� 16 x26 1

p
1 � x6

1p
1 � x2

1

jx1 � x2j dx1dx2 � 6;759:

Ðàçìåð S(@En ) ãðàíèöû @En ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê ñóììó

S(@En ) = S(P l(1)
n ) + S(P l(� 1)

n ) + S(Surf n):(8)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå .

Ò å î ð å ì à 3. Ðàçìåð S(@En ) ãðàíèöû @En ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âå-
ëè÷èíîé ïðè n ! 1 . Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 3 .

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàçìåðîâ S(@En ) ãðàíèöû @En

îáëàñòè En â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîëèíîìîâ, ÿâëÿþùåéñÿ
ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïî Øóðó Dn .

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äàëüíåéøåå èçó÷åíèå âîïðî ñà îïðåäåëå-
íèÿ ðàçìåðà ãðàíèöû @Dn îáëàñòè Dn . Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ãðàíèöà @Dn

îáëàñòè Dn ñîñòîèò èç äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì � 1
è 1, è îäíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îáîçíà÷åíà êàê S n . Âû÷èñëåíèå ïëî-
ùàäè S(S n ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì (7) òåîðåìû 2.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Ñòàíäàðòíûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî (6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n = 2 ; 3. Íà îñíîâàíèè (6) ïîëó÷àåì

S(P l(1)
2 ) = 2

p
2;

S(P l(1)
3 ) =

p
3

4
3

;

÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì, âû÷èñëåííûì â ðàçäåëàõ 2 è 3.
Äîêàæåì (6) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.

Ó÷àñòîê ãèïåðïëîñêîñòè P l(1)
n ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàí òàê:

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 1 = 1 + � 1

� 2 = � (� 1 + � 2)

� 3 = � 2 + � 3

: : :

� k = ( � 1)k� 1(� k� 1 + � k)

: : :

� n� 2 = ( � 1)n� 3(� n� 3 + � n� 2)

� n� 1 = ( � 1)n� 2(� n� 2 + � n� 1)

� n = ( � 1)n� 1� n� 1;

(� .1)

ãäå� i , i = 1 ; : : : ; n � 1 � ýòî ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïå-
íè i îò (n � 1) ïåðåìåííûõ x2; : : : ; xn , � 1 6 x2 6 : : : 6 xn 6 1.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .1) ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè ôîðìóë Âèåòà ïîñëå ïðè-
ðàâíèâàíèÿ êîðíÿ x1 = 1 . Óïîðÿäî÷èâàíèå ïàðàìåòðîâ x2; : : : ; xn ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .1) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê óêà-
çàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ

S(P l(1)
n ) =

Z
� � �

Z

� 16 x26 :::6 xn 6 1

kHnkdx2 : : : dxn ;(� .2)

ãäåHn � îïðåäåëèòåëü:

Hn =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

j1
@�1
@x2

@�1
@x3

� � �
@�1
@xn

j2
@�2
@x2

@�2
@x3

� � �
@�2
@xn

...
...

...
. . .

...

jn
@�n
@x2

@�n
@x3

� � �
@�n
@xn

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

;(� .3)

ãäåf j1; : : : ; jng � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn .
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ � i â (� .1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

@�i
@xr

= � (r )
i � 1;

ãäå � (r )
j � ýòî ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè j îò n � 2

ïåðåìåííûõ x2; : : : ; xr � 1; xr +1 ; : : : ; xn .
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü n = 2k + 1 . Òîãäà íà îñíîâàíèè ( � .3)

è (� .1) ïîëó÷àåì, ÷òî

Hn =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

j1 1 1 � � � 1

j2 � 1 � � (2)
1 � 1 � � (3)

1 � � � � 1 � � (n)
1

j3 � (2)
1 + � (2)

2 � (3)
1 + � (3)

2 � � � � (n)
1 + � (n)

2
...

...
...

. . .
...

jn� 1 � � (2)
n� 3 � � (2)

n� 2 � � (3)
n� 3 � � (3)

n� 2 � � � � � (n)
n� 3 � � (n)

n� 2

jn � (2)
n� 2 � (3)

n� 2 � � � � (n)
n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:(� .4)

Ðàññìîòðèì H (n)
n � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà jn â Hn :

H (n)
n =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1

� 1 � � (2)
1 � 1 � � (3)

1 � � � � 1 � � (n)
1

� (2)
1 + � (2)

2 � (3)
1 + � (3)

2 � � � � (n)
1 + � (n)

2
...

...
. . .

...
� � (2)

n� 3 � � (2)
n� 2 � � (3)

n� 3 � � (3)
n� 2 � � � � � (n)

n� 3 � � (n)
n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Ñòàíäàðòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê H (n)
n ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

H (n)
n =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1

� � (2)
1 � � (3)

1 � � � � � (n)
1

� (2)
2 � (3)

2 � � � � (n)
2

...
...

. . .
...

� � (2)
n� 2 � � (3)

n� 2 � � � � � (n)
n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ó÷àñòîê ãèïåðïëîñêîñòè P l(1)
n è

P n
i =1 � i = 1

â (� .1), òî
P n

i =1
@�i
@xj

= 0 äëÿ âñåõj = 2 ; : : : ; n.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëá-
öà â Hn ïî ìîäóëþ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ èõ âåëè -
÷èíû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíî èç íèõ, íàïðèìåð H (n)

n .
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Òîãäà íà îñíîâàíèè ( � .2) è [3] ïîëó÷àåì

S(P l(1)
n ) =

p
n

Z
� � �

Z

� 16 x26 :::6 xn 6 1

jH (n)
n jdx2 : : : dxn =

p
n V (En� 1);(� .5)

ãäåV(En� 1) � îáúåì îáëàñòè En� 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ P l(1)
n îñòàåòñÿ

ó÷åñòü ðåçóëüòàò èç [3], ÷òî

V (En ) = 2
n ( n +1)

2

nY

k=1

f (k � 1)!g2

(2k � 1)!
:

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ P l(� 1)
n äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü n = 3 . Ïîâåðõíîñòü Surf 3 ïàðàìåòðèçîâàíà â (4). Íàéäåì åå ïëî-

ùàäü S(Surf 3).

S(Surf 3) =
ZZ

� 16 t6 1
� 16 x36 1

s �
D (� 1; � 2)
D (t; x 3)

� 2

+
�

D (� 1; � 3)
D (t; x 3)

� 2

+
�

D (� 2; � 3)
D (t; x 3)

� 2

dt dx3;

ãäå

D(� 1; � 2)
D (t; x 3)

=

�
�
�
�
�
�
�
�

@�1
@t

@�1
@x3

@�2
@t

@�2
@x3

�
�
�
�
�
�
�
�

' 2(t � x3);

D (� 1; � 3)
D (t; x 3)

=

�
�
�
�
�
�
�
�

@�1
@t

@�1
@x3

@�3
@t

@�3
@x3

�
�
�
�
�
�
�
�

' 2t(t � x3);

D (� 2; � 3)
D (t; x 3)

=

�
�
�
�
�
�
�
�

@�2
@t

@�2
@x3

@�3
@t

@�3
@x3

�
�
�
�
�
�
�
�

' 2t2(t � x3):

Çíàê � ' � èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ. Ýòî äîïóñòèìî,
ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû â äàëüíåéøåì âîçâîäÿò ñÿ â êâàäðàòû.
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Òàêèì îáðàçîì,

S(Surf 3) =
ZZ

� 16 t6 1
� 16 x36 1

kA3k dt dx3;(� .6)

ãäå

kA3k = 2
p

1 + t2 + t4 jt � x3j:(� .7)

Áàçîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ( � .6) äëÿ S(Surf 3).
Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Surf n , êîòîðàÿ ïà-

ðàìåòðèçîâàíà òàê:
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 1 = 2 t + � 1

� 2 = � (t2 + 2 t� 1 + � 2)

� 3 = t2� 1 + 2 t� 2 + � 3

: : :

� k = ( � 1)k� 1(t2� k� 2 + 2 t� k� 1 + � k )

: : :

� n� 2 = ( � 1)n� 3(t2� n� 4 + 2 t� n� 3 + � n� 2)

� n� 1 = ( � 1)n� 2(t2� n� 3 + 2 t� n� 2)

� n = ( � 1)n� 1t2� n� 2;

(� .8)

ãäå � i , i = 1 ; : : : ; n � 2, � ýòî ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè i îò (n � 2) ïåðåìåííûõ x3; : : : ; xn , t 2 [� 1; 1], � 1 6 x3 6 : : : 6 xn 6 1.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .8) ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè ôîðìóë Âèåòà ïîñëå ïðèðàâ-
íèâàíèÿ êîðíåé x1 = x2 = t. Óïîðÿäî÷èâàíèå ïàðàìåòðîâ x3; : : : ; xn ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .8) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê óêà-
çàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ ïëîùàäè S(Surf n).
Òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî

S(Surf n) =
Z

� � �
Z

t2 [� 1;1]
� 16 x36 :::6 xn 6 1

kAnkdt dx3 : : : dxn ;(� .9)

ãäå

kAn k = 2
p

1 + t2 + : : : + t2(n� 1)

 
Y

36 i 6 n

jt � x i j

! 0

@
Y

36 i<j 6 n

jx i � x j j

1

A :(� .10)

Îòäåëüíî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëèðîâêè ( � .9) è (7) ýêâèâàëåíòíû,
íî â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ôîðìóëèðîâêà ( � .9) áîëåå óäîáíà.
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Òåïåðü íà îñíîâàíèè ( � .10) äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ïëîùàäè
S(Surf n+1 ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y = xn+1 . Òîãäà ïîâåðõíîñòü Surf n+1 ïàðàìåòðèçóåò-
ñÿ òàê:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 1 = 2 t + � 1 + y

� 2 = � (t2 + 2 t(� 1 + y) + � 2 + y� 1)

� 3 = t2(� 1 + y) + 2 t(� 2 + y� 1) + � 3 + y� 2

� 4 = � (t2(� 2 + y� 1) + 2 t(� 3 + y� 2) + � 4 + y� 3)

: : :

� k = ( � 1)k� 1(t2(� k� 2 + y� k� 3) + 2 t(� k� 1 + y� k� 2) + � k + y� k� 1)

: : :

� n� 1 = ( � 1)n� 2(t2(� n� 3 + y� n� 4) + 2 t(� n� 2 + y� n� 3) + y� n� 2)

� n = ( � 1)n� 1(t2(� n� 2 + y� n� 3) + 2 ty� n� 2)

� n+1 = ( � 1)n t2y� n� 2;

(� .11)

ãäå � i , i = 1 ; : : : ; n � 2, îïðåäåëåíû â ( � .8), t 2 [� 1; 1], � 1 6 x3 6 : : : 6 xn 6
6 y 6 1.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .11) ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè ôîðìóë Âèåòà ïîñëå ïðè-
ðàâíèâàíèÿ êîðíåé x1 = x2 = t. Óïîðÿäî÷èâàíèå ïàðàìåòðîâ x3; : : : ; xn ; y ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ( � .11) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà-
íîâîê óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ

S(Surf n+1 ) =
Z

� � �
Z

t2 [� 1;1]
� 16 x36 :::6 xn 6 y6 1

kAn+1 kdt dx3 : : : dxn dy;(� .12)

ãäåAn+1 � îïðåäåëèòåëü:

An+1 =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

j1
@�1
@t

@�1
@x3

� � �
@�1
@xn

@�1
@y

j2
@�2
@t

@�2
@x3

� � �
@�2
@xn

@�2
@y

...
...

...
. . .

...
...

jn
@�n
@t

@�n
@x3

� � �
@�n
@xn

@�n
@y

jn+1
@�n+1

@t
@�n+1

@x3
� � �

@�n+1

@xn

@�n+1

@y

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

;(� .13)

f j1; : : : ; jn+1 g � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 .
Ðàññìîòðèì An+1 êàê âåêòîð-ôóíêöèþ îò y:

An+1 = G(y) =
n+1X

j =1

j j � gj (y) = ( g1(y); : : : ; gn+1 (y)) :(� .14)
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Ñ ó÷åòîì ( � .11) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî gj (y), j = 1 : : : n + 1 , ÿâëÿþòñÿ ïîëè-
íîìàìè îò y ñòåïåíè íå âûøå n � 1.

Ïîêàæåì, ÷òî G(y) = 0 ïðè y = t è ïðè y = x i , i = 3 ; : : : ; n.
Èç (� .11) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ k = 1 ; : : : ; n + 1

� k = ( � 1)k� 1 �
t2(� k� 2 + y� k� 3) + 2 t(� k� 1 + y� k� 2) + � k + y� k� 1

�
;

ãäå� i îïðåäåëåíû âûøå äëÿ i = 1 ; : : : ; n � 2, � 0 = 1 , � m = 0 ïðè m < 0 è ïðè
m > n � 2.

Òîãäà

@�k
@y

= ( � 1)k� 1(t2� k� 3 + 2 t� k� 2 + � k� 1);

@�k
@t

= ( � 1)k� 12(t(� k� 2 + y� k� 3) + � k� 1 + y� k� 2);

@�k
@xr

= ( � 1)k� 1
�

t2
�

@�k� 2

@xr
+ y

@�k� 3

@xr

�
+2 t

�
@�k� 1

@xr
+ y

@�k� 2

@xr

�
+

@�k
@xr

+ y
@�k� 1

@xr

�
;

ãäår = n � 3; : : : ; n.
Äëÿ @�i

@xr
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

@�i
@xr

= � (r )
i � 1;

ãäå � (r )
j � ýòî ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè j îò n � 3

ïåðåìåííûõ x3; : : : ; xr � 1; xr +1 ; : : : ; xn .
Òîãäà

@�k
@xr

= ( � 1)k� 1
�
t2

�
� (r )

k� 3 + y� (r )
k� 4

�
+2 t

�
� (r )

k� 2 + y� (r )
k� 3

�
+ � (r )

k� 1 + y� (r )
k� 2

�
:(� .15)

Äëÿ � i è � (r )
i âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

� i = � (r )
i + xr � (r )

i � 1:(� .16)

Òîãäà íà îñíîâàíèè ( � .15) è (� .16) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî 8k = 1 ; : : : ; n + 1
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

@�k
@xr

�
�
�
�
y= x r

= ( � 1)k� 1(t2� k� 3 + 2 t� k� 2 + � k� 1) =
@�k
@y

:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè y = xr ñòîëáåö r ðàâåí ñòîëáöó n + 1 â îïðåäåëè-
òåëåAn+1 (� .13), r = 3 ; : : : ; n.

Êðîìå òîãî,

@�k
@t

�
�
�
�
y= t

= ( � 1)k� 1(t2� k� 3 + 2 t� k� 2 + � k� 1) =
@�k
@y

:
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè y = t ñòîëáåö 2 ðàâåí ñòîëáöó n + 1 â îïðåäåëèòåëå
An+1 (� .13).

Òàêèì îáðàçîì,

G(y) = K (t � y)
Y

36 i 6 n

(x i � y);(� .17)

ãäåK � âåêòîð â Rn+1 .
Òîãäà

An+1 jy=0 = G(0) = Ktx 3 � � � xn ;(� .18)

ãäå An+1 jy=0 � îïðåäåëèòåëü An+1 â (� .13) ïðè y = 0 .
Îïðåäåëèòåëü An+1 jy=0 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî íåíóëåâûìè îñòàíóòñÿ òîëüêî ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëå ìåíòû ñòðîêè.
Òîãäà

An+1 jy=0 = jn+1 Bn + An
@�n+1

@y

�
�
�
�
y=0

è

kAn+1 jy=0 k =
p

(Bn )2 + kAn k2(t2x3 � � � xn )2;(� .19)

ãäåkAnk îïðåäåíà â ( � .10), Bn � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà jn+1 â
îïðåäåëèòåëå An+1 jy=0 .

Ñ ó÷åòîì ( � .11)

Bn '(� .20)

'

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

2 1 � � � 1 1

2t + 2 � 1 2t + � (3)
1 � � � 2t + � ( n )

1 2t + � 1

2t� 1 + 2 � 2 t2 + 2 t� (3)
1 + � (3)

2 � � � t2 + 2 t� ( n )
1 + � ( n )

2 t2 + 2 t� 1 + � 2

2t� 2 + 2 � 3 t2 � (3)
1 + 2 t� (3)

2 + � (3)
3 � � � t2 � ( n )

1 + 2 t� ( n )
2 + � ( n )

3 t2 � 1 + 2 t� 2 + � 3

...
...

. . .
...

...

2t� n � 4 + 2 � n � 3 t2 � (3)
n � 5 + 2 t� (3)

n � 4 + � (3)
n � 3 � � � t2 � ( n )

n � 5 + 2 t� ( n )
n � 4 + � ( n )

n � 3 t2 � n � 5 + 2 t� n � 4 + � n � 3

2t� n � 3 + 2 � n � 2 t2 � (3)
n � 4 + 2 t� (3)

n � 3 � � � t2 � ( n )
n � 4 + 2 t� ( n )

n � 3 t2 � n � 4 + 2 t� n � 3 + � n � 2

2t� n � 2 t2 � (3)
n � 3 � � � t2 � ( n )

n � 3 t2 � n � 3 + 2 t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Ë å ì ì à 1.

Bn ' 2tx 3 � � � xn

 
Y

36 i 6 n

jt � x i j

! 0

@
Y

36 i<j 6 n

jx i � x j j

1

A :(� .21)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðèâåäåíî â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òå îðåìû.
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Èñïîëüçóÿ ( � .19), (� .10) è (� .21) â ëåììå 1, ïîëó÷èì

kAn+1 jy=0 k =

= 2 jtx 3 � � � xn j

 
Y

36 i 6 n

jt � x i j

! 0

@
Y

36 i<j 6 n

jx i � x j j

1

A
q

1+ t2(1+ t2 + : : : + t2(n� 1))

è íà îñíîâàíèè ( � .18) íàõîäèì

kK k =
kAn+1 jy=0 k

jtx 3 � � � xn j
:(� .22)

Âîçâðàùàÿ îáîçíà÷åíèå xn+1 = y, íà îñíîâàíèè ( � .17) è (� .22) ïîëó÷àåì

kG(xn+1 )k = 2

 
Y

36 i 6 n+1

jt � x i j

! 0

@
Y

36 i<j 6 n+1

jx i � x j j

1

A
p

1+ t2 + : : :+ t2n :(� .23)

È íà îñíîâàíèè ( � .12), (� .14) è (� .23) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå èíäóêöèîííîå
âûðàæåíèå

S(Surf n+1 ) =(� .24)

= 2
Z

� � �
Z

t2 [� 1;1]
� 16 x36 :::6 xn 6 xn +1 6 1

p
1 + t2 + : : : + t2n

 
Y

36 i 6 n+1

jt � x i j

!

�

�

0

@
Y

36 i<j 6 n+1

jx i � x j j

1

A dt dx3 : : : dxn dxn+1 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 1. Ñòàíäàðòíûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n = 3 ; 4.

B3 '

�
�
�
�
�
�

2 1 1
2t + 2x3 2t 2t + x3

2tx 3 t2 t2 + 2 tx 3

�
�
�
�
�
�

' 2tx 3(t � x3);

B4 '

�
�
�
�
�
�
�
�

2 1 1 1
2t + 2( x3 + x4) 2t + x4 2t + x3 2t + x3 + x4

2t(x3 + x4) + 2 x3x4 t2 + 2 tx 4 t2 + 2 tx 3 t2 + 2 t(x3 + x4) + x3x4

2tx 3x4 t2x4 t2x3 t2(x3 + x4) + 2 tx 3x4

�
�
�
�
�
�
�
�

'

' 2tx 3x4(t � x3)( t � x4)(x3 � x4):

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.
Îòäåëüíî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñæàòîì âèäå èäåÿ äîêàçàòåëüñ òâà ïðåä-

ñòàâëåíà â ¾II. Solution by R.J. Walker¿ [7], ãäå äîêàçûâàåòñÿ ïîõîæåå óòâåð-
æäåíèå.
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Ïåðâûé øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ( � .20) â ñòðîêàõ

2; : : : ; n â ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1 1

t + � 1 2t + � 1 � x 3 � � � 2t + � 1 � x n 2t + � 1

t� 1 + � 2 t 2 +2 t ( � 1 � x 3 ) + � 2 � x 3 � (3)
1 � � � t 2 +2 t ( � 1 � x n )+ � 2 � x n � ( n )

1 t 2 + 2 t� 1 + � 2

t� 2 + � 3
t 2 ( � 1 � x 3 ) +2 t ( � 2 � x 3 � (3)

1 )+

+ � 3 � x 3 � (3)
2

� � �
t 2 ( � 1 � x n ) +2 t ( � 2 � x n � ( n )

1 )+

+ � 3 � x n � ( n )
2

t 2 � 1 + 2 t� 2 + � 3

...
...

. . .
...

...

t� n � 3 + � n � 2
t 2 ( � n � 4 � x 3 � (3)

n � 5 )+

+2 t ( � n � 3 � x 3 � (3)
n � 4 )

� � �
t 2 ( � n � 4 � x n � ( n )

n � 5 )+

+2 t ( � n � 3 � x n � ( n )
n � 4 )

t 2 � n � 4 + 2 t� n � 3 + � n � 2

t� n � 2 t 2 ( � n � 3 � x 3 � (3)
n � 4 ) � � � t 2 ( � n � 3 � x n � ( n )

n � 4 ) t 2 � n � 3 + 2 t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ñòðîê j = 2 ; : : : ; n � 1 âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ïîñëåä-
íèé ýëåìåíò j -é ñòðîêè bj;n . Èç ñòðîêè n âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåí-
íóþ íà t2� n� 3. Óìíîæàåì ñòðîêè j = 2 ; : : : ; n íà � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1 1
t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3 � (3)
1 � � � 2tx n + xn � ( n )

1 0

t2 � 1 + t� 2 t2 x3 + 2 tx 3 � (3)
1 + x3 � (3)

2 � � � t2xn + 2 tx n � ( n )
1 + xn � ( n )

2 0
...

...
. . .

...
...

t2 � n � 5 + t� n � 4 t2 x3 � (3)
n � 6 +2 tx 3 � (3)

n � 5 + x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 6 +2 tx n � ( n )
n � 5 + xn � ( n )

n � 4 0

t2 � n � 4 + t� n � 3 t2x3 � (3)
n � 5 + 2 tx 3 � (3)

n � 4 + � n � 2 � � � t2xn � ( n )
n � 5 + 2 tx n � ( n )

n � 4 + � n � 2 0

t2 � n � 3 � t� n � 2 t2x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 4 � 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Â ñòðîêå n � 1 â ñòîëáöàõ j = 2 ; : : : ; n � 1 äåëàåì çàìåíó îáîçíà÷åíèÿ
� n� 2 = x j +1 � (j +1)

n� 3 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1 1
t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3 � (3)
1 � � � 2tx n + xn � ( n )

1 0

t2 � 1 + t� 2 t2x3 + 2 tx 3 � (3)
1 + x3 � (3)

2 � � � t2xn + 2 tx n � ( n )
1 + xn � ( n )

2 0
...

...
. . .

...
...

t2 � n � 5 + t� n � 4 t2x3 � (3)
n � 6 +2 tx 3 � (3)

n � 5 + x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 6 +2 tx n � ( n )
n � 5 + xn � ( n )

n � 4 0

t2 � n � 4 + t� n � 3 t2x3 � (3)
n � 5 +2 tx 3 � (3)

n � 4 + x3 � (3)
n � 3 � � � t2xn � ( n )

n � 5 +2 tx n � ( n )
n � 4 + xn � ( n )

n � 3 0

t2 � n � 3 � t� n � 2 t2 x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 4 � 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tx 3 � � � xn �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 1

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � (3)
1 � � � 2t + � (n )

1 0

t� 1 + � 2 t2 + 2 t� (3)
1 + � (3)

2 � � � t2 + 2 t� (n )
1 + � (n )

2 0
...

...
. . .

...
...

t� n � 5 + � n � 4 t2� (3)
n � 6 + 2 t� (3)

n � 5 + � (3)
n � 4 � � � t2� (n )

n � 6 + 2 t� (n )
n � 5 + � (n )

n � 4 0

t� n � 4 + � n � 3 t2� (3)
n � 5 + 2 t� (3)

n � 4 + � (3)
n � 3 � � � t2� (n )

n � 5 + 2 t� (n )
n � 4 + � (n )

n � 3 0

t� n � 3 � � n � 2 t2� (3)
n � 4 � � � t2� (n )

n � 4 (� 1)12t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Âòîðîé øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ñòðîêàõ 3; : : : ; n â

ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tx 3 � � � xn �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 1

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � 1 � x3 � � � 2t + � 1 � xn 0

t� 1 + � 2 t2 + 2 t(� 1 � x3) + � 2 � x3 � (3)
1 � � � t2 + 2 t(� 1 � xn ) + � 2 � xn � ( n )

1 0

...
...

. . .
...

...

t� n � 5 + � n � 4

t2(� n � 6 � x3 � (3)
n � 7)+

+2 t(� n � 5 � x3 � (3)
n � 6)+

+ � n � 4 � x3 � (3)
n � 5

� � �
t2(� n � 6 � xn � ( n )

n � 7)+

+2 t(� n � 5 � xn � ( n )
n � 6)+

+ � n � 4 � xn � ( n )
n � 5

0

t� n � 4 + � n � 3

t2(� n � 5 � x3 � (3)
n � 6)+

+2 t(� n � 4 � x3 � (3)
n � 5)+

+ � n � 3 � x3 � (3)
n � 4

� � �
t2(� n � 5 � xn � ( n )

n � 6)+

+2 t(� n � 4 � xn � ( n )
n � 5)+

+ � n � 3 � xn � ( n )
n � 4

0

t� n � 3 � � n � 2 t2(� n � 4 � x3 � (3)
n � 5) � � � t2(� n � 4 � xn � ( n )

n � 5) � 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ñòðîêè 3 âû÷èòàåì ñòðîêó 2, óìíîæåííóþ íà 2t + � 1. Èç ñòðîêè 4 âû÷è-
òàåì ñòðîêó 2, óìíîæåííóþ íà t2 + 2 t� 1 + � 2. Èç ñòðîê j = 5 ; : : : ; n � 1 âû÷è-
òàåì ñòðîêó 2, óìíîæåííóþ íà t2� j � 4 + 2 t� j � 3 + � j � 2. Èç ñòðîêè n âû÷èòàåì
ñòðîêó 2, óìíîæåííóþ íà t2� n� 4 � � n� 2. Óìíîæàåì ñòðîêè j = 3 ; : : : ; n íà � 1.
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Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tx 3 � � � xn �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 1

1 1 � � � 1 0
t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3 � (3)
1 � � � 2tx n + xn � ( n )

1 0
...

...
. . .

...
...

t2 � n � 6 + t� n � 5 t2x3 � (3)
n � 7 +2 tx 3 � (3)

n � 6 + x3 � (3)
n � 5 � � � t2xn � ( n )

n � 7 +2 tx n � ( n )
n � 6 + xn � ( n )

n � 5 0

t2 � n � 5 + t� n � 4 t2x3 � (3)
n � 6 +2 tx 3 � (3)

n � 5 + x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 6 +2 tx n � ( n )
n � 5 + xn � ( n )

n � 4 0

t2 � n � 4 � t� n � 3 t2x3 � (3)
n � 5 � � n � 2 � � � t2xn � ( n )

n � 5 � � n � 2 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Â ñòðîêå n â ñòîëáöàõ j = 2 ; : : : ; n � 1 äåëàåì çàìåíó îáîçíà÷åíèÿ � n� 2 =
= x j +1 � (j +1)

n� 3 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tx 3 � � � xn �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 1

1 1 � � � 1 0
t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3 � (3)
1 � � � 2tx n + xn � ( n )

1 0
...

...
. . .

...
...

t2 � n � 6 + t� n � 5 t2x3 � (3)
n � 7 +2 tx 3 � (3)

n � 6 + x3 � (3)
n � 5 � � � t2xn � ( n )

n � 7 +2 tx n � ( n )
n � 6 + xn � ( n )

n � 5 0

t2 � n � 5 + t� n � 4 t2x3 � (3)
n � 6 +2 tx 3 � (3)

n � 5 + x3 � (3)
n � 4 � � � t2xn � ( n )

n � 6 +2 tx n � ( n )
n � 5 + xn � ( n )

n � 4 0

t2 � n � 4 � t� n � 3 t2x3 � (3)
n � 5 � x3 � (3)

n � 3 � � � t2xn � ( n )
n � 5 � xn � ( n )

n � 3 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2t2x2
3 � � � x2

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 1

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0
t + � 1 2t + � (3)

1 � � � 2t + � (n )
1 0

...
...

. . .
...

...
t� n � 6 + � n � 5 t2� (3)

n � 7 +2 t� (3)
n � 6 + � (3)

n � 5 � � � t2� (n )
n � 7 +2 t� (n )

n � 6 + � (n )
n � 5 0

t� n � 5 + � n � 4 t2� (3)
n � 6 +2 t� (3)

n � 5 + � (3)
n � 4 � � � t2� (n )

n � 6 +2 t� (n )
n � 5 + � (n )

n � 4 0

t� n � 4 � � n � 3 t2� (3)
n � 5 � � (3)

n � 3 � � � t2� (n )
n � 5 � � (n )

n � 3 (� 1)22t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Òðåòèé øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ñòðîêàõ 4; : : : ; n â

ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2t2x2
3 � � � x2

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 1

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � 1 � x3 � � � 2t + � 1 � xn 0
...

...
. . .

...
...

t� n � 6 + � n � 5

t2(� n � 7 � x3� (3)
n � 8) +

+ 2 t(� n � 6 � x3� (3)
n � 7) +

+ � n � 5 � x3� (3)
n � 6

� � �

t2(� n � 7 � xn � (n )
n � 8) +

+ 2 t(� n � 6 � xn � (n )
n � 7)+

+ � n � 5 � xn � (n )
n � 6

0

t� n � 5 + � n � 4

t2(� n � 6 � x3� (3)
n � 7) +

+ 2 t(� n � 5 � x3� (3)
n � 6) +

+ � n � 4 � x3� (3)
n � 5

� � �

t2(� n � 6 � xn � (n )
n � 7) +

+ 2 t(� n � 5 � xn � (n )
n � 6) +

+ � n � 4 � xn � (n )
n � 5

0

t� n � 4 � � n � 3
t2(� n � 5 � x3� (3)

n � 6) �

� (� n � 3 � x3� (3)
n � 4)

� � �
t2(� n � 5 � xn � (n )

n � 6) �

� (� n � 3 � xn � (n )
n � 4)

2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ñòðîêè 4 âû÷èòàåì ñòðîêó 3, óìíîæåííóþ íà 2t + � 1. Èç ñòðîêè 5 âû÷è-
òàåì ñòðîêó 3, óìíîæåííóþ íà t2 + 2 t� 1 + � 2. Èç ñòðîê j = 6 ; : : : ; n � 1 âû÷è-
òàåì ñòðîêó 3, óìíîæåííóþ íà t2� j � 5 + 2 t� j � 4 + � j � 3. Èç ñòðîêè n âû÷èòàåì
ñòðîêó 3, óìíîæåííóþ íà t2� n� 5 � � n� 3. Óìíîæàåì ñòðîêè j = 4 ; : : : ; n íà � 1.
Ïîëó÷àåì

Bn ' 2t2x2
3 � � � x2

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 1

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t x 3 � � � xn 0

...
...

. . .
...

...

t2 � n � 7 + t� n � 6 t2x3 � (3)
n � 8 +2 tx 3 � (3)

n � 7 + x3 � (3)
n � 6 � � � t2xn � ( n )

n � 8 +2 tx n � ( n )
n � 7 + xn � ( n )

n � 6 0

t2 � n � 6 + t� n � 5 t2x3 � (3)
n � 7 +2 tx 3 � (3)

n � 6 + x3 � (3)
n � 5 � � � t2xn � ( n )

n � 7 +2 tx n � ( n )
n � 6 + xn � ( n )

n � 5 0

t2 � n � 5 � t� n � 4 t2x3 � (3)
n � 6 � x3 � (3)

n � 4 � � � t2xn � ( n )
n � 6 � xn � ( n )

n � 4 � 2t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2t3x3
3 � � � x3

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � 3 x � 3
3 � � � x � 3

n 1

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

...
...

. . .
...

...

t� n � 7 + � n � 6 t2� (3)
n � 8 + 2 t� (3)

n � 7 + � (3)
n � 6 � � � t2� (n )

n � 8 + 2 t� (n )
n � 7 + � (n )

n � 6 0

t� n � 6 + � n � 5 t2� (3)
n � 7 + 2 t� (3)

n � 6 + � (3)
n � 5 � � � t2� (n )

n � 7 + 2 t� (n )
n � 6 + � (n )

n � 5 0

t� n � 5 � � n � 4 t2� (3)
n � 6 � � (3)

n � 4 � � � t2� (n )
n � 6 � � (n )

n � 4 (� 1)32t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Íà ýòîì çàêîí÷åí òðåòèé øàã.
Äàëåå ïî àíàëîãèè ñ øàãîì 3 âûïîëíÿåì øàãè 4; : : : ; n � 5.
Ïîñëå øàãà n � 5

Bn ' 2tn� 5xn� 5
3 � � � xn� 5

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n +5 x � n +5
3 � � � x � n +5

n 1

t � n +6 x � n +6
3 � � � x � n +6

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0
1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � (3)
1 � � � 2t + � (n )

1 0

t� 1 + � 2 t2 + 2 t� (3)
1 + � (3)

2 � � � t2 + 2 t� (n )
1 + � (n )

2 0

t� 2 + � 3 t2� (3)
1 + 2 t� (3)

2 + � (3)
3 � � � t2� (n )

1 + 2 t� (n )
2 + � (n )

3 0

t� 3 � � 4 t2� (3)
2 � � (3)

4 � � � t2� (n )
2 � � (n )

4 (� 1)n � 52t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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(n � 4)-é øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ñòðîêàõ (n � 3); : : : ; n

â ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 5xn� 5
3 � � � xn� 5

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n +5 x � n +5
3 � � � x � n +5

n 1

t � n +6 x � n +6
3 � � � x � n +6

n 0

...
...

. . .
...

...

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � 1 � x3 � � � 2t + � 1 � xn 0

t� 1 + � 2
t2 + 2 t(� 1 � x3) +

+ � 2 � x3� (3)
1

� � � t2 + 2 t(� 1 � xn ) + � 2 � xn � (n )
1 0

t� 2 + � 3

t2(� 1 � x3) +

+ 2 t(� 2 � x3� (3)
1 )+

+ � 3 � x3� 3
2

� � �

t2(� 1 � xn )+

+ 2 t(� 2 � xn � (n )
1 )+

+ � 3 � xn � (n )
2

0

t� 3 � � 4
t2(� 2 � x3� (3)

1 )�

� (� 4 � x3� (3)
3 )

� � �
t2(� 2 � xn � (n )

1 )�

� (� 4 � xn � (n )
3 )

(� 1)n � 52t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ñòðîêè n � 3 âû÷èòàåì ñòðîêó n � 4, óìíîæåííóþ íà 2t + � 1. Èç ñòðîêè
n � 2 âû÷èòàåì ñòðîêó n � 4, óìíîæåííóþ íà t2 + 2 t� 1 + � 2. Èç ñòðîêè n � 1
âû÷èòàåì ñòðîêó n � 4, óìíîæåííóþ íà t2� 1 + 2 t� 2 + � 3. Èç ñòðîêè n âû÷èòà-
åì ñòðîêó n � 4, óìíîæåííóþ íà t2� 2 � � 4. Óìíîæàåì ñòðîêè j = n � 3; : : : ; n
íà � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 5xn� 5
3 � � � xn� 5

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n +5 x � n +5
3 � � � x � n +5

n 1

t � n +6 x � n +6
3 � � � x � n +6

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3� (3)
1 � � � 2tx n + xn � (n )

1 0

t2� 1 + t� 2 t2x3 + 2 tx 3� (3)
1 + x3� 3

2 � � � t2xn + 2 tx n � (n )
1 + xn � (n )

2 0

t2� 2 � t� 3 t2x3� (3)
1 � x3� (3)

3 � � � t2xn � (n )
1 � xn � (n )

3 (� 1)n � 42t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 4xn� 4
3 � � � xn� 4

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+4 x � n+4
3 � � � x � n+4

n 1

t � n+5 x � n+5
3 � � � x � n+5

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � (3)
1 � � � 2t + � (n)

1 0

t� 1 + � 2 t2 + 2 t� (3)
1 + � (3)

2 � � � t2 + 2 t� (n)
1 + � (n)

2 0

t� 2 � � 3 t2� (3)
1 � � (3)

3 � � � t2� (n)
1 � � (n)

3 (� 1)n� 42t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

(n � 3)-é øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ñòðîêàõ (n � 2); : : : ; n

â ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 4xn� 4
3 � � � xn� 4

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n +4 x � n +4
3 � � � x � n +4

n 1

t � n +5 x � n +5
3 � � � x � n +5

n 0

...
...

. . .
...

...

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t + � 1 2t + � 1 � x3 � � � 2t + � 1 � xn 0

t� 1 + � 2
t2 + 2 t(� 1 � x3) +

+ � 2 � x3 � (3)
1

� � �
t2 + 2 t(� 1 � xn ) +

+ � 2 � xn � ( n )
1

0

t� 2 � � 3 t2(� 1 � x3) � (� 3 � x3 � (3)
2 ) � � � t2(� 1 � xn ) � (� 3 � xn � ( n )

2 ) ( � 1)n � 42t� n � 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ñòðîêè n � 2 âû÷èòàåì ñòðîêó n � 3, óìíîæåííóþ íà 2t + � 1. Èç ñòðî-
êè n � 1 âû÷èòàåì ñòðîêó n � 3, óìíîæåííóþ íà t2 + 2 t� 1 + � 2. Èç ñòðîêè
n âû÷èòàåì ñòðîêó n � 3, óìíîæåííóþ íà t2� 1 � � 3. Óìíîæàåì ñòðîêè j =
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= n � 2; n � 1; n íà � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 4xn� 4
3 � � � xn� 4

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+4 x � n+4
3 � � � x � n+4

n 1
t � n+5 x � n+5

3 � � � x � n+5
n 0

...
...

. . .
...

...
t � 2 x � 2

3 � � � x � 2
n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0
1 1 � � � 1 0
t x 3 � � � xn 0

t2 + t� 1 2tx 3 + x3� (3)
1 � � � 2tx n + xn � (n)

1 0

t2� 1 � t� 2 t2x3 � x3� (3)
2 � � � t2xn � xn � (n)

2 (� 1)n� 32t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 3xn� 3
3 � � � xn� 3

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+3 x � n+3
3 � � � x � n+3

n 1
t � n+4 x � n+4

3 � � � x � n+4
n 0

...
...

. . .
...

...
t � 3 x � 3

3 � � � x � 3
n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0
t � 1 x � 1

3 � � � x � 1
n 0

1 1 � � � 1 0
t + � 1 2t + � (3)

1 � � � 2t + � (n)
1 0

t� 1 � � 2 t2 � � (3)
2 � � � t2 � � (n)

2 (� 1)n� 32t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

(n � 2)-é øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ñòðîêàõ n � 1; n â

ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 3xn� 3
3 � � � xn� 3

n �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+3 x � n+3
3 � � � x � n+3

n 1
t � n+4 x � n+4

3 � � � x � n+4
n 0

...
...

. . .
...

...
t � 3 x � 3

3 � � � x � 3
n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0
t � 1 x � 1

3 � � � x � 1
n 0

1 1 � � � 1 0
t + � 1 2t + � 1 � x3 � � � 2t + � 1 � xn 0

t� 1 � � 2 t2 � (� 2 � x3� (3)
1 ) � � � t2 � (� 2 � xn � (n)

1 ) ( � 1)n� 32t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Èç ñòðîêè n � 1 âû÷èòàåì ñòðîêó n � 2, óìíîæåííóþ íà 2t + � 1. Èç ñòðîêè n
âû÷èòàåì ñòðîêó n � 2, óìíîæåííóþ íà t2 � � 2. Óìíîæàåì ñòðîêè j = n � 1; n
íà � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 3xn� 3
3 � � � xn� 3

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+3 x � n+3
3 � � � x � n+3

n 1

t � n+4 x � n+4
3 � � � x � n+4

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 3 x � 3
3 � � � x � 3

n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t x 3 � � � xn 0

t2 � t� 1 � x3� (3)
1 � � � � xn � (n)

1 (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 2xn� 2
3 � � � xn� 2

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+2 x � n+2
3 � � � x � n+2

n 1

t � n+3 x � n+3
3 � � � x � n+3

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 4 x � 4
3 � � � x � 4

n 0

t � 3 x � 3
3 � � � x � 3

n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t � � 1 � � (3)
1 � � � � � (n)

1 (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

(n � 1)-é øàã.
Íà îñíîâàíèè ( � .16) äåëàåì òîæäåñòâåííûå çàìåíû â ïîñëåäíåé ñòðîêe â

ñòîëáöàõ 2; : : : ; n � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 2xn� 2
3 � � � xn� 2

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+2 x � n+2
3 � � � x � n+2

n 1

t � n+3 x � n+3
3 � � � x � n+3

n 0
...

...
. . .

...
...

t � 4 x � 4
3 � � � x � 4

n 0

t � 3 x � 3
3 � � � x � 3

n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0

1 1 � � � 1 0

t � � 1 x3 � � 1 � � � xn � � 1 (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Èç ñòðîêè n âû÷èòàåì ñòðîêó n � 1, óìíîæåííóþ íà � � 1. Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 2xn� 2
3 � � � xn� 2

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+2 x � n+2
3 � � � x � n+2

n 1
t � n+3 x � n+3

3 � � � x � n+3
n 0

...
...

. . .
...

...
t � 4 x � 4

3 � � � x � 4
n 0

t � 3 x � 3
3 � � � x � 3

n 0
t � 2 x � 2

3 � � � x � 2
n 0

t � 1 x � 1
3 � � � x � 1

n 0
1 1 � � � 1 0
t x 3 � � � xn (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Èç ïåðâîãî ñòîëáöà âûíîñèì ìíîæèòåëü t, èç ñòîëáöîâ j = 2 ; : : : ; n � 1 âû-
íîñèì ìíîæèòåëè x j +1 . Ïîëó÷àåì

Bn ' 2tn� 1xn� 1
3 � � � xn� 1

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

t � n+1 x � n+1
3 � � � x � n+1

n 1
t � n+2 x � n+2

3 � � � x � n+2
n 0

...
...

. . .
...

...
t � 5 x � 5

3 � � � x � 5
n 0

t � 4 x � 4
3 � � � x � 4

n 0
t � 3 x � 3

3 � � � x � 3
n 0

t � 2 x � 2
3 � � � x � 2

n 0
t � 1 x � 1

3 � � � x � 1
n 0

1 1 � � � 1 (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Íà ýòîì çàêîí÷åí øàã (n � 1), ïîñëå êîòîðîãî âîçâðàùàåì âûíåñåííûå
ìíîæèòåëè â ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû îïðåäåëèòåëÿ è ïîëó÷à åì

Bn ' 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 � � � 1 1
t x 3 � � � xn 0
t2 x2

3 � � � x2
n 0

...
...

. . .
...

...
tn� 2 xn� 2

3 � � � xn� 2
n 0

tn� 1 xn� 1
3 � � � xn� 1

n (� 1)n� 22t� n� 2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:(� .25)

Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ( � .25) ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

Bn ' 2
�

(� 1)n+1 tx 3 � � � xnV(t; x 3; : : : ; xn ) +

+ ( � 1)2n (� 1)n� 22tx 3 � � � xnV(t; x 3; : : : ; xn )
�

;
(� .26)

ãäåV(t; x 3; : : : ; xn ) � îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà îò ïåðåìåííûõ t; x 3; : : : ; xn .
Ó÷èòûâàÿ ðàçíóþ ÷åòíîñòü ñòåïåíåé � 1 â (� .26), ïîëó÷àåì

Bn ' 2tx 3 � � � xnV(t; x 3; : : : ; xn ):
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Ëåììà 1 è òåîðåìà 2 äîêàçàíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî

log2 V(Dn ) = �
� n

2
+

1
4

�
log2 n + O(n):

Ñëåäîâàòåëüíî,

ln V (Dn ) = �
� n

2
+

1
4

�
ln n + O(n):

Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî

ln
�

V (En )
V (Dn )

�
= �

ln 2
2

n2 +
1
8

ln n + O(1)

è

V(En ) =
Z

� � �
Z

� 16 x16 :::6 xn 6 1

0

@
Y

16 i<j 6 n

jx i � x j j

1

A dx1 : : : dxn =

= 2
n ( n +1)

2

nY

k=1

f (k � 1)!g2

(2k � 1)!
:

(� .27)

Òàêèì îáðàçîì,

ln V (En ) = �
ln 2
2

n2 �
� n

2
+

1
8

�
ln n + O(n):(� .28)

Íà îñíîâàíèè ( � .5) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èìååì

S(P l(1)
n ) = S(P l(� 1)

n ) =
p

n V (En� 1):

Íà îñíîâàíèè (7) â òåîðåìå 2 è ( � .27) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

S(Surf n ) =

= 2
Z

� � �
Z

x12 [� 1;1]
� 16 x26 :::6 xn � 16 1

q
1 + x2

1 + : : : + x2(n� 1)
1

0

@
Y

16 i<j 6 n� 1

jx i � x j j

1

A dx1 : : : dxn� 1 6

6 2
p

n
Z

� � �
Z

x12 [� 1;1]
� 16 x26 :::6 xn � 16 1

0

@
Y

16 i<j 6 n� 1

jx i � x j j

1

A dx1 : : : dxn� 1 = 2
p

n(n � 1)V (En� 1):

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè (8) ïîëó÷àåì

S(@En ) 6 2
p

n nV (En� 1):(� .29)
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Íà îñíîâàíèè ( � .28) è (� .29) ïîëó÷àåì

ln S(@En ) 6 �
ln 2
2

n2 �
n
2

ln n + O(n):

Òàê êàê ïðè çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n âåëè÷èíà (� ln 2
2 n2 � n

2 ln n)
äîìèíèðóåò íàä çíà÷åíèåì O(n), òî lim

n!1
ln S(@En ) = �1 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n!1

S(@En ) = 0 .

Íà ýòîì çàêîí÷åíî äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3.
Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû 3 î òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíî å çíà÷å-

íèå S(@En ) äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 3 .
Èç (� .27) ñëåäóåò, ÷òî

V (En ) = V (En� 1) 2n f (n � 1)!g2

(2n � 1)!
; n > 2;

V (E1) = 2 :

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ( � .29), ïîëó÷àåì, ÷òî

S(@En ) 6 F (n); n > 2;(� .30)

ãäå

F (1) = 2 ;

F (n) = F (n � 1) � k(n); n > 2;

k(n) = 2 n� 1 n
p

n
(n � 1)

p
n � 1

f (n � 2)!g2

(2n � 3)!
:

Ïîêàæåì, ÷òî k(n) < 1 ïðè n > 4.

k(n) = 2 n� 1 n
p

n
(n � 1)

p
n � 1

1 � 2� � � (n � 2)
(n � 1) � n � � � (2n � 3)

=

=
2
p

n
(n � 1)

p
n � 1

�
2 � 1
n � 1

�
2 � 2
n + 1

�
2 � 3
n + 2

� � �
2 � (n � 2)

2n � 3
:(� .31)

Â (� .31) âñåãî(n � 1) ñîìíîæèòåëåé, è âñå èç íèõ ìåíüøå 1 ïðè n > n0 = 4 .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî k(n) < 1 è F (n) â (� .30) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé

ïðè n > 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > 4

S(@En ) 6 F (n) 6 F (4) = 2
p

4 � 4 � V (E3) � 5;689:

Ñ ó÷åòîì (5) âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 3 äîêàçàíà.
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(Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ, Ìî ñêâà)

ÇÀÄÀ×È H 2=H 1 -ÒÅÎÐÈÈ ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÂ
ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è òåîðèè H 2=H1 -óïðàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ, çàäàííûõ ëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíå íèÿìè Èòî,
êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñÿò îò âå êòîðà ñî-
ñòîÿíèÿ, ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Âûõîä ð åãóëèðóå-
ìîãî îáúåêòà çàäàí äâóìÿ âûõîäíûìè ñèãíàëàìè, ðåãóëèðóåìû ì z è íà-
áëþäàåìûì (â øóìàõ) y. Ðåãóëÿòîð îïòèìèçèðóåòñÿ ïî êâàäðàòè÷åñêîìó
H 2-êðèòåðèþ ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè kH z� k1 < 
 èíäóöèðîâàííîé
íîðìû îïåðàòîðà H z� ïåðåäà÷è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ � íà ðåãóëèðóåìûé
âûõîä z. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è óñëîâíîé H 2=H1 -îïòèìèçàöèè ïðèâëåêàåòñÿ
òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: H 2=H1 -òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå
Èòî, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èíäóöèðî âàííàÿ íîðìà
îïåðàòîðà, ðåãóëèðóåìûé âûõîäíîé ñèãíàë, ðåãóëÿòîð ïî íàá ëþäàåìîìó
âûõîäíîìó ñèãíàëó.

DOI: 10.31857/S0005231025020039, EDN: IQWNKG

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû H 2=H1 -òåîðèè óïðàâëåíèÿ íåñòàöèî-
íàðíûìè îáúåêòàìè, çàäàííûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿì è Èòî, êîýôôè-
öèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñÿò îò âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ x,
óïðàâëåíèÿ u è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ � . Ýòî óðàâíåíèÿ Èòî âèäà

dx(t) = ' (t)dt + �( t)dW(t); ' = Ax + B1u + B2�;(1.1)

� dW = A0xdw0 + B01udw1 + B02�dw 2:

Òàêîå ñïåöèôè÷åñêîå ñòðîåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà è äèôôóç èè äàåò îñ-
íîâàíèå íàçûâàòü óðàâíåíèå (1.1) ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïî êàæäîé èç òðåõ
ïåðåìåííûõ. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû wi (t), i = 0 ; 1; 2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ñêà-
ëÿðíûìè, ÷òî íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì. Íå ÿâëÿ åòñÿ îãðà-
íè÷åíèåì è çàâèñèìîñòü ñíîñà ' (t) è äèôôóçèè �( t)dW(t) îò îäíîãî è òîãî
æå âîçìóùåíèÿ � (t). Íàêîíåö, ïðîöåññû wi (t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè
çàâèñèìûìè, íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé èíòåíñèâí îñòè.

Îáúåêò èìååò äâà âûõîäíûõ ñèãíàëà � ðåãóëèðóåìûé z è íàáëþäàåìûé y:
�

z(t) = C1x(t) + D11u(t) + D12� (t);
y(t) = C2x(t) + D21u(t) + D22� (t); t 2 [0; T]:

(1.2)
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Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðà âðåìåíè t. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè êîíå÷íîãî ( T < 1 ) è áåñêîíå÷íî-
ãî ( T = 1 ) èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ [0; T]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1.1) îáîçíà÷àåòñÿ x0.

Íàëè÷èå â òåîðèè ðåãóëÿòîðîâ ðåãóëèðóåìîãî è íàáëþäàåìîãî âûõîäíûõ
ñèãíàëîâ åñòåñòâåííî ïðè ïîñòàíîâêå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ó æå íà íà÷àëüíîì
ýòàïå òåîðèè îïòèìèçàöèè ïðèøëîñü ðàçëè÷àòü LQR -çàäà÷è ñèíòåçà ëèíåé-
íûõ êâàäðàòè÷åñêèõðåãóëÿòîðîâ ïî ïîëíîìó âûõîäíîìó ñèãíàëó z è LQG-çà-
äà÷è ñèíòåçà ãàóññîâñêèõðåãóëÿòîðîâ ïî èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ÷à-
ñòè÷íî íàáëþäàåìîì âûõîäíîì ñèãíàëå y. Õîðîøî, îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî â
ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïîìåõ íå âñåãäà óäàåòñÿ îá åñïå÷èòü òðå-
áóåìóþ ðîáàñòíîñòü ðåãóëÿòîðà. Ñâîéñòâî ðîáàñòíîñòè � âîîáùå îäíî èç
ôóíäàìåíòàëüíûõ òðåáîâàíèé ïðè ñèíòåçå ðåãóëÿòîðà â ñîâðå ìåííîé òåîðèè
H 2=H1 -óïðàâëåíèÿ è îñîáåííî â òåîðèè òàê íàçûâàåìûõ íåîïðåäåëåííûõ ñè-
ñòåì. Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ðîáàñòíîñòè ïðè íàëè÷èè ïîìåõ ê àê âíåøíèõ,
òàê è âíóòðåííèõ, ñâîéñòâåííûõ íåîïðåäåëåííîìó îáúåêòó, ÿ âëÿåòñÿ âàæ-
íåéøåé íå òîëüêî â òåîðèè ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ, íî è â çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè.
Îäíàêî â ýòîé ñòàòüå çàäà÷è ôèëüòðàöèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Íå çàòðàãèâà-
þòñÿ òàêæå çàäà÷è îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ è ôèëüòðàöèè äëÿ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì . Çäåñü æå ñ÷èòàåì óìåñòíûì îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ñõ îä-
ñòâî ìíîãèõ ðåçóëüòàòîâ äåòåðìèíèðîâàííîé òåîðèè óïðàâëå íèÿ ñ íåêîòîðû-
ìè ðåçóëüòàòàìè ñòîõàñòè÷åñêîé H 2=H1 -òåîðèè, îñîáåííî â ÷àñòè óïðàâëå-
íèÿ îáúåêòàìè ñ ðåãóëÿòîðîì ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ, â ðàçäåëå 2. Îñíîâíàÿ æå
òåìà ðàáîòû � ýòî ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðîáàñòíîãî óïðàâëå íèÿ ñèñòåìàìè
âèäà (1.1)�(1.2).

Ñèíòåç ðåãóëÿòîðà H 2=H1 -òåîðèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé óñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè ïî êâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñò è çàäàííûì
÷èñëîì 
 > 0 îïåðàòîðíîé íîðìû kH z� k1 îïåðàòîðà H z� , çàäàííîãî â ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ âîçìóùåíèé � (�) îáúåêòà è ñî çíà÷åíèÿìè
â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðåãóëèðóåìûõ âûõîäíûõ ñèãí àëîâ z(�). Ðå-
ãóëÿòîð äîëæåí îáåñïå÷èâàòü óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé èì ñèñ òåìû è óñëîâèå
kH z� k1 < 
 îãðàíè÷åííîñòè èíäóöèðîâàííîé íîðìû. Îïèñàíèå òàêîãî êëà ñ-
ñà ðåãóëÿòîðîâ ñîñòàâëÿåò â îáùåé òåîðèè H 2=H1 -óïðàâëåíèÿ ïîäðàçäåë,
îáîçíà÷àåìûé êàê H1 -òåîðèÿ ðåãóëÿòîðîâ.

Â òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáùåïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êë àññ ðåãóëÿ-
òîðîâ âèäà u(t) = K(t; x (�)jt0), t > 0, ãäå ôóíêöèÿ K èçìåðèìà ïî Áîðåëþ è
íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó îò âòîðîãî àðãóìåíòà. Åñëè u(t) = Kx (t) è ìàòðèöà
A + B1K óñòîé÷èâà (òàê áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó, óñòîé÷èâóþ ïî Ãóðâèöó),
òî ðàññìàòðèâàþò ïåðåäàòî÷íóþ îò � ê z ôóíêöèþ

M (s) = ( C1 + D1K )(sI � (A + B1K )) � 1B2;

è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò kH z� k1 = sup ! 2 R � (M (j! )I ), ãäå � (M (s)) � íàè-
áîëüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû M (s). ×èñëî kH z� k1 , òàê îïðåäå-
ëåííîå, íàçûâàþò òàêæå íîðìîé Õàðäè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Íàëè÷èåì

48



îãðàíè÷åíèÿ kH z� k1 < 
 îáóñëîâëåíà îñîáåííîñòü óñëîâíîé, ñóáîïòèìàëü-
íîé H 2=H1 -òåîðèè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé áåçóñëîâíîé LQR -îïòèìèçàöèè
ïî ýíåðãåòè÷åñêîìó, â äàííîì ñëó÷àå, êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñ òè.

Ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ H1 -óïðàâëåíèÿ òåîðèÿ ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ
îáÿçàíà Ã. Çåéìñó, îïóáëèêîâàâøåìó â 1981 ã. ðàáîòó [1]. Îñí îâíûå ðåçóëü-
òàòû òåîðèè H 2=H1 -óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñíà÷àëà äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèî-
íàðíûõ ñèñòåì, ñì., íàïðèìåð, [2, 3], áûëè â äàëüíåéøåì îáîá ùåíû íà íåñòà-
öèîíàðíûå ñèñòåìû è ñôîðìóëèðîâàíû íà ïðîñòðàíñòâåííî-âð åìåííîì ÿçûêå
(ÿçûêå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé), ñì. [4, 5]. Íàèáîëåå ïëîäî òâîðíîå îáîáùåíèå
òåîðèè H 2=H1 -óïðàâëåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî â ðàìêàõ òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èãð [6], ïîñëå ÷åãî ñòàëî âîçìîæíûì åäèíîîáðàçíîå èçó÷åíèå íåñ òàöèî-
íàðíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ [7] ñèñòåì, çàä àííûõ íà êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, è ñèñòåì ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñë îâèÿìè äëÿ
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Îêàçàëîñü âîçìîæíûì èçó÷åíèå áåñêîíå÷ íîìåðíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è äàæå íåêîòîðûõ òèïîâ íåëèíåéí ûõ ñèñòåì.
Ïîäðîáíàÿ ëèòåðàòóðà ïî íàçâàííûì îáîáùåíèÿì H 2=H1 -òåîðèè ïðèâîäèò-
ñÿ â ìîíîãðàôèè [8], ââåäåíèå ê ðàçäåëó 3.2.

Ïåðåõîä îò òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ê òåîðèè ñèñòåì íåñòà öèîíàð-
íûõ ïîòðåáîâàë, åñòåñòâåííî, îáîáùåíèÿ ìíîãèõ ïîíÿòèé ñ ÷à ñòîòíîãî ÿçûêà
íà ÿçûê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé. Òàê, íàïðèìåð, îáû÷íî å îïðåäåëåíèå
óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçàëîñü ó äîáíûì çàìå-
íèòü íà ïîíÿòèå ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, óñòîé ÷èâîé â ñìûñ-
ëå �âõîä�âûõîä� èëè â äðóãîì êàêîì-íèáóäü ïîäõîäÿùåì ñìûñë å. Èñïîëüçóÿ
êàêîå-ëèáî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé, ìîæíî îáîáùèòü íà íåñòàöèî íàðíûé ñëó÷àé
ïîíÿòèÿ ñòàáèëèçèðóåìîé, íàáëþäàåìîé è ò.ï. íåñòàöèîíàðí îé ñèñòåìû. Òàê,
íàïðèìåð, â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñèñòåìà _x = A(t)x + B (t)u íàçûâàåòñÿ
ñòàáèëèçèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ K (t)
òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà _x = ( A(t) + B (t)K (t))x ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà. Åùå
ïðèìåð: åñëè _x = A(t)x + B (t)u, y = C(t)x + D(t)� , òî ïàðà ( A(t); C(t)) íà-
çûâàåòñÿ äåòåêòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ L(t) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà _x = ( A(t) � L (t)C(t))x ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòüþ îáîáùåíèÿ áûëî âûçâàíî è ïîÿâëåíèå
â H1 -òåîðèè ïîíÿòèÿ èíäóöèðîâàííîé H1 -íîðìû îïåðàòîðà âìåñòî íîðìû
ìàòðè÷íîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H z� (s); Re s > 0.

Çàäà÷àH 2=H1 -óïðàâëåíèÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîì ñëó÷àå ðåøàëàñü â [9]
äëÿ êëàññà íåäèíàìè÷åñêèõ êàóçàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âåêòî ðó x(�) ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè, ðåãóëÿòîð îòûñêèâàëñÿ â âè äå u(t) =
= K (t; x (�)jt0), t > 0 è, áîëåå óçêî, â âèäåu(t) = K (t)x(t). Îáúåêò óïðàâëåíèÿ
â [9] áûë ñòîõàñòè÷åñêèé ñ äèôôóçèåé� dW, ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïî âåêòîðàì
ñîñòîÿíèÿ, óïðàâëåíèÿ è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ; ñëó÷àé ÷èñòî äåòåðìèíèðî-
âàííîãî îáúåêòà (ñ íóëåâîé äèôôóçèåé) íå èñêëþ÷àëñÿ. Íî íå á ûë ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé ïðîñòîé ëèíåéíîé äèôôóçèè âèäà (� dW)( t) = B (t)dW(t). Â ýòîé
ðàáîòå îáúåêò îñòàåòñÿ îáùèì ìóëüòèïëèêàòèâíûì, íî ðàññìà òðèâàåòñÿ è
ñëó÷àé ëèíåéíîé äèôôóçèè. Îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ êîýôôèö èåíòîâ ôîð-
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ìóëû z = C1x+ D11u+ D12� ïðèíèìàëèñü ïðåäïîëîæåíèÿ D12 = 0 , D 0
11C1 = 0 ,

D 0
11D11 = I ; â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñëàáëÿåì ýòè îãðàíè÷åíèÿ, à â (1.2) îáî çíà-

÷àåì D11 êàê D1 è D22 êàê D2.
Ïðîñëåæèâàåòñÿ èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðèåé êîíå÷-

íîìåðíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì è äåòåðìèíèðîâàííîé òå îðèåé ìàòðè÷-
íûõ àëãåáð Ëè. Ïðèëîæåíèÿ ãðóïï Ëè ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíö èàëüíûì
óðàâíåíèÿì øèðîêî èçâåñòíû, ñì., íàïðèìåð, [10]. Íî ìàòåìà òè÷åñêèé àï-
ïàðàò òåîðèè ãðóïï Ëè ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå è ïðè îòûñêàíèè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ìàòðèö ñòîõàñòè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ óðàâ íåíèé è èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé [11]. Ô óíäàìåíòàëü-
íàÿ ìàòðèöà �( t; � ) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé, à îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, âîçìóùåííîãî ïîìåõîé h(t), çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

x(t) = �( t; t 0)x0 +

tZ

t0

�( t; � ) � dh(� );

â êîòîðîé ÷åðåç � dh îáîçíà÷åí äèôôåðåíöèàë Ñòðàòîíîâè÷à�Ôèñêà. Î äèô-
ôåðåíöèàëå Ñòðàòîíîâè÷à�Ôèñêà ñì., íàïðèìåð, [12].

Ïðèâåäåì íåáîëüøîé ñïèñîê ïóáëèêàöèé, òåìàòè÷åñêè áëèçêè õ ê çàäà÷å
àíàëèçà ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ìóëüòèïëèêàòèâíîã î òèïà. Â [13] ðàñ-
ñìîòðåíà çàäà÷à ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ñòîõàñòè ÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ âèäà

dxt = ( Ax t + f (x t ))dt +
nX

i =1

(B i x t + gi (x t ))dwi ; x(0) = x0 2 Rd

ñ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè f; g i : Rd ! Rd; ìàòðèöû A; B i 2 Rd� d ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ â ìàòðè÷íîé àëãåáðå Ëè g c êîììóòàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
[A; B ] = 0 , [B i ; B j ] = 0 äëÿ âñåõ i; j . Àíàëèç ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ íàõîæ-
äåíèÿ ðåøåíèé òàê íàçûâàåìûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ èíòåãðàòîð îâ [14] ÿâëÿ-
åòñÿ àêòèâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé êàê ìóëüòèïëèêàòèâíû õ óðàâíåíèé,
òàê è óðàâíåíèé ñ àääèòèâíûìè øóìàìè [15, 16]. Â [17] èññëåäî âàíà ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëå íèÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ èíòåãðàòîðîâ. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû ÿâëÿþ òñÿ ýôôåêòèâ-
íûìè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíå íèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè [18]. Èç ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ îòì åòèì èññëå-
äîâàíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêè ìóëüòèïëèêàòèâ íîãî óðàâíåíèÿ ñ
îïåðàòîðàìè A; B , äåéñòâóþùèìè â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå [19]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð A ïîðîæäàåò çäåñü ïîëóãðóïïó îïå-
ðàòîðîâ S(t), t > 0 êëàññàC0, ÷òî ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè
äëÿ íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ _X t = AX (t).

Äàäèì êðàòêîå èçëîæåíèå ïëàíà ñòàòüè. Â ðàçäåëàõ 2, 3 äàíà ñâ îäêà èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèèH 2=H1 -óïðàâëåíèÿ: ñ ðåãóëÿòîðîì ïî ñîñòîÿíèþ
â ðàçäåëå 2, ñ ðåãóëÿòîðîì ïî âûõîäíîìó ñèãíàëó â ðàçäåëå 3. Â ðàçäåëå 4
èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàö èîíàðíûõ ñòî-
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õàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ãàóññîâñêîé äèôôóçèåé. Ýòî LEQG -çàäà÷à
ðèñê-ñåíñèòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, îáîáùàþùàÿ îáû÷íóþ LQG-çàäà÷ó. Ðàçäåë 5
ñîäåðæèò ìàòåðèàë îá óïðàâëåíèè ñòîõàñòè÷åñêèìè íåñòàöèî íàðíûìè ñèñòå-
ìàìè ñ ðåãóëÿòîðîì ïî ñîñòîÿíèþ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè, ðàçäå ë 6 � ñâå-
äåíèÿ î òåîðèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì ñ äèíàìè÷åñêèì ðåã óëÿòîðîì ïî
íàáëþäàåìîìó âûõîäíîìó ñèãíàëó. Â ðàçäåëå 7 èçëîæåíû ýëåìå íòû òåîðèè
ðîáàñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àí èÿ ñîäåðæàòñÿ â
ðàçäåëå 8.

2. Ýëåìåíòû H 2=H 1 -òåîðèè îáúåêòîâ ñ ðåãóëÿòîðîì ïî ñîñòîÿíèþ

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîáëåìà äåòåðìèíèðîâàííîé H 2=H1 -òåîðèè êàê ñòàöèîíàð-
íûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëÿ çàäàííîãî 
 > 0 íàéòè óñëîâíî-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â êëàñ-
ñå âñåõ äîïóñòèìûõ ðåãóëÿòîðîâ. Ðåãóëÿòîð íàçûâàåì äîïóñò èìûì, åñëè çà-
ìêíóòàÿ èì ïî îáðàòíîé ñâÿçè ñèñòåìà óñòîé÷èâà è óäîâëåòâîð ÿåò óñëîâèþ
kH z� k1 < 
 . Â ïðîñòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû áåç óïðàâëåíèÿ

_x = Ax + B�; z = Cx; x (0) = 0 ;

òðåáîâàíèå äîïóñòèìîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä [20]: óñò îé÷èâà ìàò-
ðèöà A è îãðàíè÷åíà íîðìà kM (s)k1 < 
 ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè M (s) =
= C(sI � A)� 1B . Cîãëàñíî BR-ëåììå î âåùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîñòè ( BR =
= Bounded Real), ñì. [21], óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè ðàâíîñèëüíî êàæäîå èç ñëå -
äóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé: (i ) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ~P � 0 òàêàÿ, ÷òî A0~P +
+ ~PA+ ~PBB 0~P + C0C � 0, (ii ) óðàâíåíèå Ðèêêàòè A0P + P A+ P BB 0P + C0C =
= 0 èìååò ñòàáèëèçèðóþùåå (ò.å. òàêîå, ÷òî ìàòðèöà A + BB 0P óñòîé÷èâà)
ðåøåíèå P � 0.

Åñëè óñëîâèÿ (i ); (ii ) ðàâíîñèëüíû, òî P � ~P è, òàêèì îáðàçîì, 0 � P � ~P.
Òåì ñàìûì ïðîâåðêà äîïóñòèìîñòè ðåãóëÿòîðà ñâîäèòñÿ ê ïðîâ åðêå ñóùåñòâî-
âàíèÿ (è âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ) ðåøåíèé íåðàâåíñòâ è/èëè óðàâ-
íåíèé Ðèêêàòè. Â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì àëã åáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå Ðèêêàòè óñòóïàåò ìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâí åíèþ, ò.å. ê ëå-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ P â (ii ) äîáàâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè _P.
Ðàññìîòðèì òåîðåòèêî-èãðîâóþ ïîñòàíîâêó H 2=H1 -çàäà÷è óñëîâíî-îïòè-
ìàëüíîãî, â êëàññå äîïóñòèìûõ ðåãóëÿòîðîâ, óïðàâëåíèÿ. Îí à îñíîâàíà íà
ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
x(0) = 0 îãðàíè÷åíèå kH z� k1 < 
 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî" > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ � (�) 2 L 2[0; 1 ) ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

J
 (u; � ) :=

1Z

0

(
 2k� (t)k2 � k z(t)k2)dt > 
 2"

1Z

0

k� (t)k2dt:(2.1)

Â äèíàìè÷åñêîé èãðå ïåðâûé èãðîê, êîíñòðóêòîð ðåãóëÿòîðà, ñòðåìèòñÿ
ìèíèìèçèðîâàòü ïðîèãðûø J
 (u; � ), âûáèðàÿ íàèëó÷øåå óïðàâëåíèå u� (�),
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à âòîðîé èãðîê ñòðåìèòñÿ åãî ìàêñèìèçèðîâàòü, âûáèðàÿ íàèì åíåå áëàãî-
ïðèÿòíîå âíåøíåå âîçìóùåíèå � � (�). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
J
 (u; � ) â ñåäëîâîé òî÷êå â ñëó÷àå, êîãäàu(t) = K (t; x (�)jt0), çàïèøåòñÿ â âèäå
inf u sup� 2 L 2 [0;1 ) J
 (u; � ). Òàêîâû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ H1 -òåîðèè
ðåãóëÿòîðà ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü äåòåðìèíèðîâàííûå
ñèñòåìû êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è íåñòàöèîíàðíûå.

Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè äëÿP è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïðîèçâîäíîé _P â åãî ëåâîé ÷àñòè íàçîâåì àññîöèèðîâàííûìè äðóã ñ äðóãîì.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èíòåðåñíî òåìè ðåøåíèÿìè P(�), äëÿ êîòîðûõ
êàæäàÿ ìàòðèöà P(t) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, P(t) � 0; t > 0,
è òåìè, äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ t 7! A(t)� BB 0P(t) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâà. ×àñòî ïîëåçíî ïåðåéòè â óðàâíåíèè îáúåêòà ê íîâû ì ïåðåìåííûì
è îáà àññîöèèðîâàííûõ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, àëãåáðàè÷åñêîå è äèôôåðåíöè-
àëüíîå, ñîïîñòàâëÿòü èìåííî ýòîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ â íî âûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðîñòîì ïðèìåðå äåòåðìèíèðîâà ííîé ñèñòåìû
ñ óïðàâëåíèåì âèäà

_x = Ax + B1u + B2�; z = C1x + D1u; x(0) = 0 :(2.2)

Ïóñòü G := D 0
1D1 � 0; òîãäà D 0

1z = D 0
1C1x+ D 0

1D1u, îòêóäà u = �u� G� 1D 0
1C1x,

ãäå �u := G� 1D 0
1z � íîâûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ. Çàìåíÿÿ â ñèñòåìå (2.2) u(�)

íà �u(�), çàïèøåì åå â âèäå

_x = ~Ax + B1 �u + B2�; z = ~C1x + D1 �u;(2.3)

ãäå ~A = A � B1G� 1D 0
1C1, ~C1 = ( I � D1G� 1D 0

1)C1. Ìàòðèöà K ðåøàåò èñõîä-
íóþ ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó î ðåãóëÿòîðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~K := K +
+ G� 1D 0

1C1 ðåøàåò òåîðåòèêî-èãðîâóþ çàäà÷ó äëÿ (2.3) ñ âåêòîðîì �u(�). Ïðè
ýòîì ïàðà (A; B 1) ñòàáèëèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòàáèëèçèðóå-
ìà ïàðà ( ~A; B 1). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðû ê ñèíòåçó H1 -ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî
îáúåêòà ñôîðìóëèðóåì íèæå â âèäå ëåììû 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàò ü äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (t 2 [0; 1 ) c óñëî-
âèåì X (T) = M äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû M � 0 è íåêîòîðîãî T < 1 :

(2.4)
_X + ( A � B1G� 1D 0

1C1)0X + X (A � B1G� 1D 0
1C1) +

+ C0
1(I � D1G� 1D 0

1)C1 + X (B1G� 1B 0
1 � 
 � 2B2B 0

2)X = 0 :

×åðåç X T (t) îáîçíà÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4), îòâå÷àþùåå âûáîðó M = 0 .

Ë å ì ì à 1. Ïóñòü ïàðà ( ~A; ~C1) äåòåêòèðóåìà. Òîãäà (i ) X T (t) ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì t íå óáûâàåò ïî T . (ii ) Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå X � 0
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñ êîòîðûì àññîöèèðîâàíî óðàâí åíèå (2:4), òîãäà
ñóùåñòâóåò è ìèíèìàëüíîå òàêîå ðåøåíèå, îáîçíà÷àåìîå íèæå ÷åðåçX + .
Ïðè ýòîì X + � X T (t) äëÿ âñåõT > 0. À åñëè ïàðà ( ~A; ~C1) åùå è íàáëþäàå-
ìà, òîãäà êàæäîå ðåøåíèå X � 0 àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ è ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, X � 0. (iii ) Åñëè ðåøåíèå X + � 0 ñóùåñòâóåò,
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òîãäà, âûáðàâ ðåãóëÿòîð

(2.5) u� (t) = K � x(t); K � = � G� 1(B 0
1X + D 0

1C1);

ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(2.6) sup
� 2 L 2 [0;1 )

J
 (K � x; � ) = x0
0X + x0:

Ïîäðîáíîñòè ñì. â [22].

3. Ðåãóëÿòîðû ïî âûõîäíîìó ñèãíàëó,
çàâèñÿùåìó îò âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ

Ïðèâåäåì òåïåðü ðåçóëüòàòû ðàáîò [21, 23], êàñàþùèåñÿ ñèíòåçà H 2=H1 -
ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäíîìó ñèãíàëó y(�) äëÿ îáúåêòà

(3.1) _x = Ax + B1u + B2�; z = C1x + D1u; y = C2x + D2�:

Çäåñü� � ñèãíàë âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ è D2 6= 0 . Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèé
ðåãóëÿòîð ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ xc âèäà

(3.2) _xc = Acxc + Bcy; u = Ccxc + Dcy:

Òàêîé ðåãóëÿòîð ïîðîæäàåò ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó ñ âåêòîðîì ñ îñòîÿíèÿ �x :=
:= ( x0; x0

c)
0. Åñëè îáúåêò è äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðí ûìè

ñèñòåìàìè, òî ñòàöèîíàðíîé ÿâëÿåòñÿ è ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà , äëÿ êîòîðîé
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ~H z� (s) îò � ê z ðàâíà

~H z� (s) = ( C1 + D1DcC2 D1Cc) �

�
�

sI �
�

A + B1DcC2 B1Cc

BcC2 Ac

�� � 1 �
B2 + B1DcD2

BcD2

�
+ D1DcD2:

(3.3)

Îíà îáîáùàåò ôîðìóëó äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

H K
z� (s) = ( C1 + D1K )(sI � A � B1K )� 1B2(3.4)

çàìêíóòîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé ïðè çàìûêàíèè îáúåêòà (3.1) íåäèíàìè÷å-
ñêèì ðåãóëÿòîðîì âèäà u(t) = K (t)x(t). Íèæå ïîíàäîáèòñÿ è ïîíÿòèå èíú-
åêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ L âûõîäíîãî ñèãíàëà y(�), â íåêîòîðîì ðîäå äâîé-
ñòâåííîå ê ïîíÿòèþ îòîáðàæåíèÿ K , çàäàþùåãî ðåãóëÿòîð u = Kx . Ñíà÷àëà
îãðàíè÷èìñÿ óñëîâèåì Dc = 0 . Ðàññìîòðèì ñèñòåìó áåç óïðàâëåíèÿ

_x = Ax + B2� + Ly; z = C1x; y = C2x + D2�:(3.5)

Îòîáðàæåíèå L ïîðîæäàåò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

H L
z� (s) = C1(sI � A � LC2)� 1(B2 + LD 2)

ñèñòåìû (3.5). Êàê îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, îòîáðàæåíèå L òåñíî ñâÿçàíî ñ
îïðåäåëåíèåì äåòåêòèðóåìîé ñèñòåìû â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷ àå. Ââåäåííûõ
ïîíÿòèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è îá H1 -ðåãóëÿòîðå ïî âûõîäíîìó ñèãíàëó.
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Ë å ì ì à 2. Ïóñòü äëÿ îáúåêòà (3:1) ïðè Dc = 0 ñóùåñòâóåò ðåãóëÿòîð

(3:2) òàêîé, ÷òî óñòîé÷èâà ìàòðèöà ñîñòîÿíèÿ
�

A B 1Cc

BcC2 Ac

�
ðàñøèðåííîé

ñèñòåìû è îãðàíè÷åíà íîðìà Õàðäè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ~H z� (s) â (3:3),
òàê ÷òî k ~H z� (s)k1 < 1. Òîãäà 1) ñóùåñòâóþò ìàòðèöà K ðåãóëÿòîðà u =
= Kx ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ è ìàòðèöà X � 0 òàêèå, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ
óðàâíåíèå Ðèêêàòè (2:4); ïðè ýòîì óñòîé÷èâà ìàòðèöà A + B1K è îãðàíè-
÷åíà íîðìà Õàðäè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H K

z� (s) â (3:4), ò.å. kH K
z� (s)k1 < 1;

2) ñóùåñòâóþò ìàòðèöà L èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà
è ìàòðèöà Y � 0 òàêèå, ÷òî

(A + LC2)0Y + Y(A + LC2) + Y C0
1C1Y + ( B2 + LD 2)(B2 + LD 2)0 � 0;

ïðè ýòîì óñòîé÷èâà ìàòðèöà A + LC2 è îãðàíè÷åíà íîðìà Õàðäè ïåðåäà-
òî÷íîé ôóíêöèè H L

z� (s), òàê ÷òî kH L
z� (s)k1 < 1. Ìàòðèöà Y óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ Ðèêêàòè

(A � B2D 0
2� � 1C2)Y + Y(A � B2D 0

2� � 1C2)0+ B2(I � D 0
2� � 1D2)B 0

2�

� Y (C0
2� � 1C2 � 
 � 2C0

1C1)Y = 0 ; � := D2D 0
2 � 0:

(3.6)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðèíöèïó äâîéñòâå ííîñòè
èç (2.4) çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ A0; B 0

1; C0
1; D1 íà A; C2; B2; D 0

2 ñîîòâåòñòâåí-
íî è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíîé G = D 0

1D1 íà � = D2D 0
2. Ïðè ñôîðìóëèðîâàí-

íûõ â ëåììå 2 ïðåäëîæåíèÿõ 1), 2) è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ î äåòåê-
òèðóåìîñòè ïàð (A � B1G� 1D 0

1C1; (I � D1G� 1D 0
1)C1) è (A; C2) è î ñòàáèëè-

çèðóåìîñòè ïàð (A; B 1) è (A � B2D 0
2� � 1C2; B2(I � D 0

2� � 1D2)) ìîæíî óòâåð-
æäàòü (ñì. [23, 24]), ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè äëÿ X â (2.4) è äëÿ Y
â (3.6) äîïóñêàþò ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ X + � 0 è Y + � 0 ñîîòâåòñòâåí-
íî è ïðè ýòîì � (Y + X + ) < 
 2, òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ èãðà ñ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé (3.1) è ôóíêöèîíàëîì J
 (�; �), îïðåäåëåííûì â (2.1), èìååò êîíå÷íîå
çíà÷åíèå inf u sup� 2 L 2

J
 (Kx; � ). Äàëåå, îïòèìàëüíûé ìèíèìèçèðóþùèé ðå-
ãóëÿòîð îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè [22]

_̂x = Ax̂ + B1u + B2�̂ + ( I � 
 � 2Y + X + )� 1(Y + C0
2 + B2D 0

2)� � 1(y � ŷ);

u� = � G� 1(B 0
1X + + D 0

1C1)x̂;

ãäå �̂ = 
 � 2B 0
2X + x̂; ŷ = C2x̂ + D2�̂ .

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðèâåäåííûå â ëåììå 2 ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè Dc =
= 0 . Åñëè Dc 6= 0 , òî áëîê (11) â ìàòðèöå ñîñòîÿíèÿ Acl çàìåíÿåòñÿ íà A +
+ B1DcC2, ñì. (3.3), è äëÿ H z� èìååì H z� = Ccl(sI � Acl)� 1Bcl + Dcl , ãäåBcl =

=
�
B2 + B1DcD2

BcD2

�
, Ccl = [ C1 + D1DcC2 D1Cc] è Dcl = D1DcD2. Ëþáîïûòíî,

÷òî ïðè Dc 6= 0 îïòèìàëüíûé ìèíèìèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ñîâïàäàåò ñ òåì,
êîòîðûé ïîëó÷åí âûøå äëÿ ñëó÷àÿ Dc = 0 ; cì. [21, 23].
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4. H 1 -ðåãóëÿòîðû ïî âûõîäó äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì
ñ ãàóññîâñêîé äèôôóçèåé

Ñèñòåìû ñ ãàóññîâñêîé (ëèíåéíîé) äèôôóçèåé ÿâëÿþòñÿ ïðîñò åéøèìè â
êëàññå ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü

dx(t) = ( A(t)x(t) + B1(t)u(t))dt + B2(t)dW(t); x(0) = x0;

dy(t) = C2(t)x(t)dt + D2(t)dW(t); y(0) = y0; 0 6 t 6 T

((x(0); y(0)), W (t) îáû÷íî ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè). Åñëè (x(0); y(0)) �
ãàóññîâñêèé âåêòîð, òî(x(t); y(t)) � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Òåîðèþ ðåãóëÿòîðà
ïî âûõîäó y(�) áóäåì ñòðîèòü, îòïðàâëÿÿñü îò åå èíòåðïðåòàöèè êàê ìèíè-
ìàêñíîé òåîðèè LQG-óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäíîìó ñèãíàëó [25]. Â ýòîé òåîðèè
â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïðèíèìàåòñÿ ýêñïîíåíòà îò êâàäðàòè÷íî ãî ôóíêöèîíà-
ëà [26, 27]:

JT (u) = 2 � logEexp
1
2�

2

4x0(T)Mx (T) +

TZ

0

F (x(t); u(t))dt

3

5 ;

ãäåF (x; u) � êâàäðàòè÷åñêàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå ïàð âåêòîðîâ (x; u). Çà-
äà÷à, êàê îáû÷íî, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè inf u(�) JT (u(�)) . Ýòî çàäà÷à
ðèñê-ñåíñèòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ êàê LEQG -çàäà÷à; â ïðåäåëå
ïðè � ! 1 ïîëó÷àþò îáû÷íóþ LQG-çàäà÷ó ðèñê-íåéòðàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ïðè ïðîèçâîëüíîì � ðåãóëÿòîð ïîëó÷àåòñÿ â âèäå u(t) = K x̂(t), ãäå x̂ � ôà-
çîâûé âåêòîð ôèëüòðà, îöåíèâàþùåãî x(t) ïî âûõîäó y(�).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà àíàëîãèþ ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåíí ûìè â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, è òåìè, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ íèæå â ýòîì ð àçäåëå. Ñëå-
äóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî â ðàçäåëå 3 áûëè ïðåäñòàâëåíû ïðåèìóùå-
ñòâåííî òå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå êàñàþòñÿ òåîðèè ñòàöèîíàðí ûõ ñèñòåì, çà-
äàííûõ íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå 0 6 t < 1 , à çäåñü � òå, ÷òî îòíîñÿòñÿ ê
íåñòàöèîíàðíûì ñèñòåìàì, îïðåäåëåííûì ïðè 0 6 t < T , T < 1 . Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè ðàçäåëà 3 ñëåäóåò ïðè ñîïîñòàâëå-
íèè ðåçóëüòàòîâ çàìåíÿòü íà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ðè êêàòè â ýòîì
ðàçäåëå. Ðàçóìååòñÿ, çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ ñèñòåì îáîèõ òèïî â, äåòåðìèíèðî-
âàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ãàóññîâñêèõ, îõâàòûâàåò êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è
íåñòàöèîíàðíûå îáúåêòû.

Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ ïðè ñëåäóþù èõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F (x; u), çàäàäèì åå

â âèäå
�

R(t) �( t)
�( t)0 G(t)

�
; óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ R � � G� 1� 0 � 0. Åñëè îïðå-

äåëèòü ðåãóëèðóåìûé âûõîä z = C1x + D1u è ïîëîæèòü F (x; u) = z0z äëÿ
ïðîÿñíåíèÿ àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ò î ïîëó÷èì
R � � G� 1� 0 = C0

1C1 � C0
1D1G� 1D 0

1C1 � 0. Ïîëàãàåì òàêæå M � 0 è � = 
 2.
Âî-âòîðûõ, ïðèíèìàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i )� (iii ), ïðèâîäèìûå íèæå â
ëåììå 3.
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Ë å ì ì à 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (i ) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè,
àññîöèèðîâàííîå ñ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì (3:6), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ Y(0) = Y0, èìååò ðåøåíèå Y = Y 0 òàêîå, ÷òî Y (t) � c0I
äëÿ íåêîòîðîãî c0 > 0 è âñåõ t 2 [0; T]; (ii ) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
Ðèêêàòè, àññîöèèðîâàííîå ñ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì (2:4), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ X (T) = M , èìååò ðåøåíèå X òàêîå, ÷òî
X (t) = X 0(t) � 0 äëÿ âñåõt 2 [0; T]; (iii ) äëÿ êàæäîãî t 2 [0; T] âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî � (Y (t)X (t)) < � , îçíà÷àþùåå, ÷òî ìàòðèöà I � 1

� Y(t)X (t)
èìååò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà îï òèìàëüíîå
óïðàâëåíèå çàäàåòñÿ ðåãóëÿòîðîì ïî ñîñòîÿíèþ â âèäå

u� (t) = � G� 1(B 0
1(t)X (t) + � 0(t)) x̂(t);

ãäå îöåíêà x̂ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x ïî íàáëþäàåìîìó âûõîäíîìó ñèãíàëó y(�)
îïðåäåëÿåòñÿ ôèëüòðîì

dx̂(t) =
�

A � B1G� 1� 0 �
�

B1G� 1B 0
1 �

1
�

B2B 0
2

�
X

�
x̂(t)dt +

+
�

I �
1
�

Y X
� � 1

(Y C0
2 + B2D 0

2)� � 1
�

dy(t) �
�

C2 +
1
�

D2B 0
2X

�
x̂(t) dt

�
:

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 ñì. â [22, 28].
Íîâûì àñïåêòîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îòâåòèòü íà ñ ëåäóþùèé

âîïðîñ: �Êàêîâ â äàííîé òåîðèè êëàññ äîïóñòèìûõ ðåãóëÿòîðî â?�. Òðåáóåòñÿ,
÷òîáû â îáîçíà÷åíèÿõ e(t) := x(t) � x̂(t), � (t) := e(t) + 1

� Y X x̂(t) ïðîöåññ

� (t) := B 0
2Y �(t) � D 0

2� � 1(C2Y + D2B 0
2)Y � 1e(t)

ïîðîæäàë ýêñïîíåíòó

� (t) = exp

8
<

:

tZ

0

� 0(s)dW(s) �
1
2

tZ

0

k� (s)k2ds

9
=

;
;

ÿâëÿþùóþñÿ, êàê èçâåñòíî, ñì. [29], ìàðòèíãàëîì íà [0; T]. Äëÿ ëèíåéíîãî
ðåãóëÿòîðà, ïî êðàéíåé ìåðå, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ [28]. È òîãäà íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåãóëÿòîð, â êëàññå äîïóñòèìûõ, êîòîðûé î áîñïå÷èâàåò
èíôèìóì êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Íåêîòîðûõ êîììåíòàðèåâ òðåáóåò òàêæå îáîáùåíèå ïðèâåäåíí ûõ â ýòîì
ðàçäåëå ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ñèñòåì ñáåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì , T = 1 .
Êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ îáúåêòà ïðè T = 1 ñëåäóåò ñ÷èòàòü íå çà-
âèñÿùèìè îò t è ïðèíÿòü óñëîâèå y(0) = 0 , à ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè îïðå-
äåëèòü êàê J (u) := lim T !1

1
T JT (u). Äàëåå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ðèêêàòè ñëåäóåò çàìåíèòü íà àëãåáðàè÷åñêèå, à ïðåäïîëîæåíèÿ (i )� (iii ) â
ëåììå 3 êîíêðåòèçèðîâàòü, çàìåíèâ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñ èììåòðè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ Y íà ïàðó ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (à) R � � G� 1� 0 � 0 è (b) ïàðà
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ìàòðèö (A � B1G� 1� 0; R � � G� 1� 0) äåòåêòèðóåìà, à ïàðà (A � B2D 0
2� � 1C2;

B2(I � D 0
2� � 1D2)) ñòàáèëèçèðóåìà. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷åíèÿ X è Y â ëåì-

ìå 3 íàäî áóäåò çàìåíèòü íà îáùåïðèíÿòûå X 1 ; Y1 è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
(i )0 óðàâíåíèå äëÿ Y äîïóñêàåò ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå Y1 � 0, à (ii )0 óðàâíå-
íèå äëÿ X äîïóñêàåò ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå X 1 � 0. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî X 1

è Y1 ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðåäåëüíûå ïðè T ! 1 çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî
äëÿ X = X T è Y = YT . Ýòî ñîñòàâëÿåò óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ë å ì ì à 4. Ïðè óñëîâèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ: (i ) Àññîöèèðîâàííîå ñ (2:4) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ïðè M = 0 èìååò ðåøåíèå X T (t) � 0 òàêîå, ÷òî X T (t) ! X 1 ïðè T ! 1 .
(ii ) Åñëè Y1 � Y0 � 0, òî àññîöèèðîâàííîå ñ (3:6) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå ïðè M = 0 èìååò ðåøåíèå Y(t; Y0) òàêîå, ÷òî Y (t; Y0) ! Y1 ïðè t ! 1 .
(iii ) Äëÿ êàæäîãî T > 0 è t 2 [0; T] ìàòðèöû Y(t; Y0) è X T (t; M ) óäîâëåòâî-
ðÿþò íåðàâåíñòâó � (Y (t)X (t)) < � .

Ñì. [22, 28].
Ëåììà 4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåò ñÿ, ÷òî ïðè

M = 0 ðåøåíèå X T (t) � 0 óðàâíåíèÿ (2.4) ñõîäèòñÿ ê X 1 ïðè T ! 1 . Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ(ii ) â ëåììå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

_� = A0� + C0
2� + R1=2!; � (0) = � 0; � = B 0

2� + D 0
2�;

ãäå � 2 Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, � 2 Rl � óïðàâëåíèå, ! 2 Rq � âîçìóùåíèå,
� 2 Rp � ðåãóëèðóåìûé âûõîä, è îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëû

(4.1)

�J T;Y0
� (�; ! ) := � (T)0Y0� (T) +

TZ

0

(k� (tk2 � � k! (t)k2)dt;

�J� (�; ! ) :=

1Z

0

(k� (t)k2 � � k! (t)k2) dt; ! 2 L 2[0; T ]:

Ïðèìåíÿÿ çàòåì òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, çàêëþ÷àþò, ÷ò î
inf � sup!

�J� (�; ! ) < 1 íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå è ÷òî ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë Y1 äëÿ óðàâíåíèÿ (3:6) ñ ðåøåíèÿìè YT äëÿ êàæäîãî T < 1 . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.6) èìååò ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå Y1 � 0; à òîãäà èç
ëåììû 1 â ðàçäåëå 2 ñëåäóåò, ÷òî

(4.2) inf
�

sup
!

�J� (�; ! ) = � 0
0Y1 � 0:

Íàêîíåö, òàê êàê ïåðåìåííûå X + è Y1 äâîéñòâåííû, òî è ôîðìóëà � � =
= � � � 1(D2B 0

2 + C2Y1 )� äâîéñòâåííà ôîðìóëå (2.5), çàïèñàííîé â âèäå u� =
= K � x(t); ãäå K � = � G� 1(D 0

1C1 + B 0
1X + ): È àíàëîãè÷íî äâîéñòâåííû ôîð-

ìóëû (2.6) è (4.2). À âîò íåðàâåíñòâî Y1 � Y0 íå èìååò àíàëîãà â ëåììå 1. Íî
ïî ôîðìóëå (4.1) èç Y0 � Y1 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò �J T;Y0

� � �J T;Y1
� ïðè

� = � � , îòêóäà è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì (4:2). Ñì. [22, 28].
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5. H 1 -ðåãóëÿòîðû ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ íåîïðåäåëåííûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñò îõàñòè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà è ðåãóëÿòîð ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ â öåïè îáðàòíî é ñâÿçè. Óïðàâ-
ëÿåìûé îáúåêò çàäàí óðàâíåíèÿìè (1.1), (1.2), ðåãóëÿòîð � ó ðàâíåíèåì u(t) =
= Kx (t), óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû � óðàâíåíèåì

dx = (( A + B1K )x + B2� )dt + A0xdw0 + B01Kxdw 1 + B02�dw 2:(5.1)

Ñèñòåìà (5.1) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé â ñèëó çàâèñèìîñòè å å äèíàìèêè îò
èñêîìîãî, ïîêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà K . Êîýôôèöèåíò ïðè x â äèôôóçèîí-
íîé êîìïîíåíòå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ðàâíûé A0dw0 + B01Kdw 1, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

([A0 0] + [0 B01]K )dW1; dW1 :=
�

dw0

dw1

�
;

òåì ñàìûì âìåñòî òðåõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ w0; w1; w2 â (5.1) ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ äâóìÿ ïðîöåññàìè W1; w2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî, ñîõðàíÿÿ ïðåæ-
íèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðîñòî ïîëîæ èòü â (5.1)
w0 = w1:

dx = (( A + B1K )x + B2� )dt + ( A0 + B01K )xdw1 + B02�dw 2:(5.2)

Äàëåå, âìåñòî ïàðû óðàâíåíèé (1.2) ìîæíî, òàêæå áåç îãðàíè÷ åíèÿ îáùíîñòè,
ïðèíÿòü

z(t) = C1x(t) + D1u(t); y(t) = C2x(t) + D2� (t):

Çàìêíóòóþ ñèñòåìó ïðè t > s, ãäås � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,

(5.3) dx = ( A + B1K )xdt + ( A0 + B01K )xdw1; x(s) = h;

ïîëó÷àåìóþ èç (5.2) ïðè � (t) � 0, íàçîâåì íîìèíàëüíîé. Ýòà ñèñòåìà íåñòà-
öèîíàðíà äàæå ïðè ïîñòîÿííûõ ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ â (5. 2) è åå óñòîé-
÷èâîñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå, íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàë üíîé óñòîé÷èâî-
ñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, åñëè ðåøåíèå x(t) æåëàòåëüíî ñ÷èòàòü ýëåìåí-
òîì ïðîñòðàíñòâà L 2(s;1 ) ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

R1
s kx(t)k2dt < 1 . Â íåñòà-

öèîíàðíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîäûñêàòü ïîäõîäÿùèé àíàëîã îãðà íè÷åííîñòè
kH z� k1 < 
 èíäóöèðîâàííîé íîðìû îïåðàòîðà H z� . Ïîäõîäÿùèì ñòîõàñòè-
÷åñêèì àíàëîãîì îãðàíè÷åííîñòè íîðìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ó ñëîâèå: ñóùå-
ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè x(s) = 0

(5.4) E

1Z

s

�
k(C1 + D1K )x(t)k2 � 
 2k� (t)k2�

dt 6 � �
 2E

1Z

s

k� (t)k2dt

äëÿ êàæäîãî � 2 L 2(s;1 ). Çàìåòèì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íî-
ìèíàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû óðàâíå-
íèå (5.2) èìåëî ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå L 2(s;1 ) äëÿ ëþáîãî � 2 L 2(s;1 ).
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Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î ñòîõàñòè÷åñêîì H1 -ðåãóëÿòîðå, ðåøàå-
ìóþ â ýòîì ðàçäåëå: äëÿ ñèñòåìû (5:2) íàéòè ìàòðèöó K òàêóþ, ÷òî-
áû íîìèíàëüíàÿ ñèñòåìà (5:3) áûëà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íîì, à çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (5:2) óäîâëåòâîðÿëà òðåáîâàíèþ (5:4)
H1 -îãðàíè÷åííîñòè íîðìû îïåðàòîðà ïåðåäà÷è H z� . Êàê è â ðàçäåëå 2, íàè-
áîëåå ïëîäîòâîðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ÿâèëîñü îáð àùåíèå ê òåîðèè
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, àññîöèèðîâà ííûõ ñ ìóëü-
òèïëèêàòèâíûì óðàâíåíèåì Èòî è ôóíêöèîíàëîì J (u; � ) =

R1
s E(z0(t)z(t)�

� 
 2k� (t)k2)dt. Ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó H1 -òåîðèåé ðåãóëÿòîðà è òåîðè-
åé èãð ÿâèëàñü çäåñüñòîõàñòè÷åñêàÿ BR-ëåììà, êîòîðóþ ïðèâåäåì íèæå,
ñëåäóÿ åå èçëîæåíèþ â ìîíîãðàôèè [8].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà dx(t) = Ax (t)dt + A0x(t)dw1(t), x(s) = h, îòâå-
÷àþùàÿ âûáîðó u(�) � 0, � (�) � 0 â óðàâíåíèè (5.2), ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâà (è, êàê ñëåäñòâèå, óñòîé÷èâà ìàòðèöàA) è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � 2,
òàêàÿ ÷òî J2(0; � ) 6 � � 2

R1
0 k� (t)k2dt äëÿ âñåõ� 2 L 2(0; 1 ). Òîãäà ñïðàâåäëè-

âà ñëåäóþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿBR-ëåììà.

Ë å ì ì à 5. 1-ÿ ÷àñòü (ñóùåñòâîâàíèå ): (a) äëÿ êàæäîãî s > 0 è äëÿ h 2
2 L 2(
 ; Fs; P) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âîçìóùåíèå � s

2(�) 2 L 2(s;1 ) òà-
êîå, ÷òî J (0; � s

2(�)) = sup � 2 L 2 (s;1 ) J (0; � ). (b) Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X 2 � 0
òàêàÿ, ÷òî sup� 2 L 2 (s;1 ) J (0; � ) = Ehh; X 2hi . (c) Äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå, ïðè óñëîâèè X 2T (T) = 0 , ðåøåíèå X 2T (�) � 0 îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

_X 2T + A0X 2T + X 2T A + A0
0X 2T + R + X 2T B2(I � B 0

02X 2T B02)� 1B 0
2X 2T = 0 :

2-ÿ ÷àñòü (ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå ): (d) Íàèõóäøåå âîçìóùåíèå � s
2T (�),

ìàêñèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë

JT (u; � ) =

TZ

s

E(z0(t)z(t) � 
 2k� (t)k2)dt; s 6 T < 1 ;

èìååò âèä

� s
2T = ( I � B 0

02X 2T (t)B02)� 1B 0
2X 2T (t)xs

2T (t);

ãäåxs
2T (�) åñòü îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàìêíó-

òîé ñèñòåìû

dx(t) = ( A + B2(I � B 0
02X 2T (t)B02)� 1B 0

2X 2T (t))x(t)dt + A0x(t)dw1(t) +

+ B02(I � B 0
02X 2T (t)B02)� 1B 0

2X 2T (t)x(t)dw2(t); x(s) = h:

(e) Ìàòðèöà X 2 â ïóíêòå (b) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

A0X 2 + X 2A + A0
0X 2A0 + R + X 2B2(I � B 0

02X 2B02)� 1B 0
2X 2 = 0 ;

òàêèì ÷òî I � B 0
02X 2(t)B02 � 0.
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíóþ òåîðåìó ðàçäåëà 5 äëÿ ñëó÷àÿ ì óëüòè-
ïëèêàòèâíîé ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëè-
âà ñòîõàñòè÷åñêàÿ BR-ëåììà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî kC1x + D1uk2 >
> � 1kuk2 äëÿ íåêîòîðîé � 1 > 0 è äëÿ âñåõx 2 Rn , u 2 Rm . Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(a) Äëÿ h 2 L 2(
 ; Fs; P) è âñåõ s > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìèíè-
ìàêñíàÿ ïàðà äëÿ ôóíêöèîíàëà J (u; � ).

(b) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X � 0 àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè

(5.5)
A0X + XA + A0

0XA 0 + R + XB 2(I � B 0
02XB 02)� 1B 0

2X �

� (XB 1 + A0
0XB 01 + Q)(G + B 0

01XB 01)� 1(XB 1 + A0
0XB 01 + Q)0 = 0 ;

òàêîå ÷òî I � B 0
02XB 02 � 0 è V = Ehh; Xh i .

(c) Ìèíèìàêñíàÿ ïàðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u = F1x, � = F2x, ãäå

F1 = � (G + B 0
01XB 01)� 1(XB 1 + A0

0XB 01 + Q)0;

F2 =( I � B 0
02XB 02)� 1B 0

2X ):
(5.6)

(d) Çàìêíóòàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

(5.7) dx = ( A + B1F1 + B2F2)xdt + ( A0 + B01F1)xdw1(t) + B02F2xdw2(t)

ñ x(s) = h ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì.

Ñ ïîëó÷åííûìè â òåîðåìå 1 âûâîäàìè èíòåðåñíî ñîïîñòàâèòü ðå çóëüòàòû
ðåøåíèÿ òàêîé æå çàäà÷è íà êîíå÷íîì ãîðèçîíòå [30]. Ïóñòü

JT (u; � ) =

TZ

s

E(z0(t)z(t) � 
 2k� (t)k2)dt; s 6 T < 1 :

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíè ÿ inf
u2 L 2 [s;T ]

JT (u; 0).

Ñ ýòîé çàäà÷åé àññîöèèðóåòñÿ ðåøåíèåX 1T � 0 îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ðèê-
êàòè

_X 1T + A0X 1T + X 1T A + A0
0X 1T A0 + R � (X 1T B1 + A0

0X 1T B01 + Q) �

� (G + B 0
01X 1T B01)� 1(X 1T B1 + A0

0X 1T B01 + Q)0 = 0 ; X 1T (T) = 0 :
(5.8)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X 1T � 0, îïðåäåëÿþùåå îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå

u1T = � (G + B 0
01X 1T B01)� 1(B 0

1X 1T + B 0
01X 1T A0 + Q0)x:

Ðåøåíèÿ X 1T è X 2T îáîèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè ïîçâîëÿþò
ðåøèòü ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïî îáùåìó êðèòåðèþ JT (u; � ) íà
êîíå÷íîì ãîðèçîíòå . Â [8] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
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Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü F (x; u) > � 1kuk2 è J (0; � ) 6 � � 2
R1

0 k� (t)k2dt äëÿ âñåõ
� 2 L 2(0; 1 ). Òîãäà òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à ñ êðèòåðèåì
JT (u; � ) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (uT (�); � T (�)) . Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
Ðèêêàòè

_X T + A0X T + X T A + A0
0X T A0 + R � (X T B1 + A0

0X T B01 + Q)�

� (G + B 0
01X T B01)� 1(X T B1 + A0

0X T B01 + Q)0+

+ X T B2(I � B 0
02X T B02)� 1B 0

2X T = 0 ; X T (T) = 0

(5.9)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X T � 0. Ñåäëîâàÿ òî÷êà èãðû ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäåuT = F1T x, � T = F2T x, ãäå

F1T = � (G + B 0
01X T B01)� 1(B 0

1X T + B 0
01X T A0 + Q0);

F2T = ( I � B 0
02X T B02)� 1B 0

2X T :

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñëîæíîå, îíî èñïîë üçóåò ðåçóëü-
òàòû ðÿäà ðàáîò. Ñì. [31�33].

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (5.6) è (5.5): ïîñëåä íåãî ñëàãàå-
ìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.6) íå áûëî â (5.5). Êîíå÷íî, ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî óðàâíåíèå (5.5) àññîöèèðîâàëîñü ñ êðèòåðèåì JT (u; 0), à (5.6) �
ñ êðèòåðèåì JT (u; � ). Ïîÿâëåíèå ñëàãàåìîãî X T B2(I � B 0

02X T B02)� 1B 0
2X T )� 1

âïîëíå åñòåñòâåííî â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà JT (u; � ) ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó.

Èíòåðåñíî òàêæå ïðåäñòàâëåíèå êðèòåðèÿ JT (u; � ) ÷åðåç ôóíêöèè uT ; � T ,
îïðåäåëÿþùèå ñåäëîâóþ òî÷êó (uT (�); � T (�)) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå X T

óðàâíåíèÿ (5.6) ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå [T � �; T ] è s � òî÷êà èç ýòîãî èí-
òåðâàëà. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê êâàäðàòè÷åñêîé ôîðì å x(t)0X T x(t),
ãäåx(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) ïðè îãðàíè÷åíèè w0 = w1, ïîëó÷àåì

JT (u; � ) = E

TZ

s

k(I � B 0
02X T B02)

1
2 (� (t) � F2T x(t))k2dt +

+ E

TZ

s

k(G + B 0
01X T B01)

1
2 (u(t) � F1T x(t))k2dt:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñåäëîâàÿ òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

JT (uT ; � ) 6 JT (uT ; � T ) = Eh0X T (s)h 6 JT (u; � T ):

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà � ýòî óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ðèê-
êàòè (5.6) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå t 2 [s; T].
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6. H 1 -ðåãóëÿòîðû ïî âûõîäó äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Èò î âèäà

� :

8
>>>>><

>>>>>:

dx(t) = ( Ax (t) + B1� (t) + B2u(t))dt + A0x(t)dw0(t)+

+ B01� (t)dw1(t) + B02u(t)dw2(t); x0 2 Rn ;

z(t) = C1x(t) + D11� (t) + D12u(t);

y(t) = C2x(t) + D21� (t); t 2 [0; T]:

(6.1)

Ðåãóëÿòîðîì â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàí íàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ x̂, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

dx̂(t) = Ak x̂(t)dt + Bk y(t)dt; u(t) = Ck x̂(t) + Dk y(t)(6.2)

c ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîêà íå îïðåäåëåííûìè.
Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, çàìêíóòîé ðåãóëÿòîðîì, îáîçíà÷è ì ÷åðåç �x, ïî-

ëàãàÿ �x0 := ( x0; x̂0). Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �x ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò
íåêîòîðûõ ãðîìîçäêèõ, íî ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé, è íåòðó äíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ôóíêöèè t 7! �x(t); t 7! z(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

� 2 :

8
>><

>>:

d�x(t) = Acl �x(t) dt + Bcl � (t) dt + A0
cl �x(t)dw0(t)+

+ B 0
cl � (t)dw1(t) + A1

cl �x(t) dw2(t) + B 1
cl � (t) dw2(t);

z(t) = Ccl �x(t) + Dcl � (t); t 2 [0; T]:

(6.3)

Íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâàþòñÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êîý ôôèöèåíòû
óðàâíåíèé çàìêíóòîé ñèñòåìû � 2. Ñì., íàïðèìåð, [34].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõ îäíîìó ñèã-
íàëó ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 3. Äëÿ ñèñòåìû (6:1) è 
 > 0 cëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíî-
ñèëüíû: (i ) Cóùåñòâóåò ðåãóëÿòîð (6:2) òàêîé, ÷òî çàìêíóòàÿ èì ñèñòå-
ìà (6:3) âíóòðåííå óñòîé÷èâà è âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå kH z� k1 < 
 . (ii ) Có-
ùåñòâóåò ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ P : t 7! P(t) � 0, òàêàÿ ÷òî M (
; P ) � 0 äëÿ
âñåõt 2 [0; T].

Ñì. òåîðåìó 3.3 â [7]. Çäåñü M (
; P ) � áëî÷íàÿ 2� 2-ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû â ïðîñòðàíñòâå ïàð âåêòîðîâ

� �x
�

�
.

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî óäîáíî çàïèñàòü óñëîâèå M (
; P ) � 0 â ýêâèâàëåíò-
íîé ôîðìå, çàìåíèâ áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó diagfM (
; P ); I g áëî÷íîé
3� 3 ìàòðèöåé TN (
; P )T0 � 0, ãäå

N (
; P ) =

0

B
@

PAcl + A0
clP + S11 PBcl + S12 C0

cl

B 0
clP + S21 
 2I + S22 D 0

cl

Ccl Dcl I

1

C
A ; T =

0

B
@

I O � C0
cl

O I � D 0
cl

O O I

1

C
A :
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Ìàòðèöû Sij îïðåäåëåíû â [34]. Äëÿ áëîêîâ-ïîäìàòðèö N ij íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû N (
; P ) òàì ïîëó÷åíû ôîðìóëû

N11 = P(A0 + B I M kC I ) + ( A0 + B I M kC I )0P + S11;

N12 = P(B 0 + B I M kD 0
21 + S12); N13 = ( C0 + D 0

12M kC I )0;

N22 = 
 2I + S22; N23 = ( D11 + D 0
12M kD 0

21)0; N33 = I;

ãäåM k =
�

Ak Bk

Ck Dk

�
� ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà. Ìàò-

ðèöû Acl ; Bcl ; Ccl ; Dcl ïîëó÷àþò ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ìàòðèöó M k ; cîîòâåò-
ñòâóþùèå ôîðìóëû èìåþò âèä àôôèííûõ îòíîñèòåëüíî M k ñîîòíîøåíèé

Acl = A0 + B I M kC I ; Bcl = B 0 + B I M kD 0
21;

Ccl = C0 + D 0
12M kC I ; Dcl = D11 + D 0

12M kD 0
21

ñ íåêîòîðûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè [30]. Ïðåäñòàâèì ì àòðèöó
N (
; P ) â âèäå ñóììû ìàòðèöû H, îò M k íå çàâèñÿùåé, è äâóõ ìàòðèö, ëè-
íåéíî çàâèñÿùèõ îò M k . Ïîëó÷èì ñóììó H + Q0M 0

kR + R 0M kQ ñ íåêîòîðûìè
ìàòðèöàìè Q è R è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé H. Ñîãëàñíî ïî-
ëó÷åííîìó â [7] ñòîõàñòè÷åñêîìó îáîáùåíèþ ëåììû î ïðîåêöèè èç òåîðèè
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (ñì. [35]), ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

H + Q0M 0
kR + R 0M kQ � O

èìååò ðåøåíèå M k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà íóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ kerQ è kerR ìàò-
ðèö Q; R.

Ëåììà î ïðîåêöèè äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûï îëíèìî-
ñòè óñëîâèÿ kH z� k1 < 
 . Óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ íå íà ÿçûêå òåîðèè ìàò-
ðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à íà ÿçûêå íåëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ . Ëåììà íå òîëüêî ðåøàåò âîïðîñ îá óñëîâèÿõ äîïóñòèìîñòè ðå-
ãóëÿòîðà M k , íî è ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ Ak ; Bk ; Ck ; Dk ïàðàìåòðîâ
ðåãóëÿòîðà, åñëè îíè íåèçâåñòíû [7].

7. Ñòîõàñòè÷åñêèé ðîáàñòíûé àíàëèç ñèñòåìû
ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìóùåíèåì

Ïóñòü

(7.1) dx(t) = Ax (t)dt + A0x(t)dw1(t); 0 < t < T

� íîìèíàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà è

(7.2) dx(t) = ( A + B � C)x(t)dt + A0x(t)dw1(t) + B0� Cx(t)dw2(t)

� åå ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå ñ îäíîâðåìåííûì ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìó-
ùåíèåì ìàòðè÷íîãî ïàðàìåòðà A. Â ñèñòåìå (7.2) âîçìóùàþùèì ïàðàìåòðîì
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà � èç ìíîæåñòâà D = Rl � q ìàòðèö ðàçìå-
ðà l � q. Íîìèíàëüíàÿ ñèñòåìà (7.1), ÿâëÿÿñü íåñòàöèîíàðíîé, ïðåä ïîëàãàåò-
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ñÿ óñòîé÷èâîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî
E

R1
0 kx(t)k2dt 6 ckx0k2, ãäå x(�) = x(�; x0) � òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (7.1), íà-

÷èíàþùàÿñÿ â x0 2 Rn . Âèíåðîâñêèå ïðîöåññû w1; w2 íåçàâèñèìû, âîçìóùà-
þùàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì, ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïî ñîñòîÿ íèþ, âåëè÷èíà
íåîïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû (7.2) èçìåðÿåòñÿ íîðìîé k� k ìàòðèöû � .

Ïóñòü � > 0 � ìàëîå ÷èñëî. Ïðè ìàëûõ k� k < � ñèñòåìà (7.2) áëèçêà ê
íåâîçìóùåííîé (7.1) è, ñêîðåå âñåãî, òîæå óñòîé÷èâà. Èíòåð åñíî çíàòü, êà-
êîâî çíà÷åíèå � max ïàðàìåòðà � , ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîãî � èç ìíîæåñòâà
D = f � : k� k < � maxg ãàðàíòèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (7.2)? ×èñëî � max

åñòåñòâåííî íàçûâàòü ðàäèóñîì ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (7.1) îòíî-
ñèòåëüíî íåîïðåäåëåííîñòåé � 2 D . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ââîäèòñÿ ñëåäóþ-
ùåå îïðåäåëåíèå: ÷èñëî rD = inf fk � k: ñèñòåìà (7.2) ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ �
íåóñòîé÷èâà} íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (7.1).

Íèæå, ÷òîáû ñâÿçàòü çàäà÷ó î ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñ çàäà÷ åé àíàëèçà
H1 -òåîðèè (â îñíîâå àíàëèçà ëåæèò ñòîõàñòè÷åñêàÿBR-ëåììà î âåùåñòâåí-
íîé îãðàíè÷åííîñòè), îáðàòèìñÿ ê ñòàíäàðòíîìó îáúåêòó áèë èíåéíîé ñòîõà-
ñòè÷åñêîéH1 -òåîðèè:

(7.3)

(
dx(t) = Ax (t)dt + B� (t)dt + A0x(t)dw1(t) + B0� (t)dw2(t);

z(t) = Cx(t):

Èíòåðïðåòèðóÿ � êàê óïðàâëåíèå, ðàññìîòðèì â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè áëîê
ñ âõîäíûì ñèãíàëîì z è âûõîäíûì ñèãíàëîì � = � z. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà
ïðèìåò âèä âîçìóùåííîé ñèñòåìû (7.2). Ñ ýòîé ñèñòåìîé â H1 -òåîðèè àñ-
ñîöèèðóåòñÿ îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ L : � 7! z, çàäàþùèé äåéñòâèå âíåøíåãî
âîçìóùåíèÿ (çäåñü � óïðàâëåíèÿ) � íà âûõîäíîé ñèãíàë z. Îïåðàòîð L äåé-
ñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé � (�) â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé z(�) = Cx(�),
ãäåx(�) = x(�; �; x 0)jx0=0 . Òàêèì îáðàçîì, L : � (�) 7! Cx(�; �; 0).

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè î áîáùàåòñÿ íà
íåñòàöèîíàðíûå è íåëèíåéíûå íåîïðåäåëåííîñòè. Ïóñòü �( t; �) ïðè êàæäîì
t 2 R+ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Rq ! Rl , êîòîðîå ëèíåéíî îãðàíè÷åíî, ò.å.
k�( t; y )k 6 K kyk ïðè íåêîòîðîì K > 0 äëÿ âñåõt 2 R+ è y 2 Rq, è îãðàíè-
÷åíî ïî Ëèïøèöó, ò.å. äëÿ ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ L(T) òàêàÿ,
÷òî k�( t; y1) � �( t; y2)k 6 L(T)ky1 � y2k äëÿ âñåõy1; y2 2 Rq è âñåõt 2 [0; T].
Íåîïðåäåëåííîñòü � òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è íåñòàöèîíàðíîé. Âå-
ëè÷èíà åå íàõîäèòñÿ êàê íàèìåíüøåå K â îïðåäåëåíèè ëèíåéíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè, à óðàâíåíèå, àññîöèèðîâàííîå ñ òàêîé íåîïðåäåëåííî ñòüþ, çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

(7.4) dx(t) = ( Ax (t) + B �( t; Cx (t))) dt + A0x(t)dw1(t) + B0�( t; Cx (t))dw2(t):

Ïóñòü Dtn � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (7.4), ïî ïðåäïîëîæåíèþ åäèíñòâåííîå â êëàññå ñëó÷àéíû õ ôóíêöèé
L 2([0; T]; L 2(
 ; Rn )) , îáîçíà÷èì ÷åðåç x � (�; x0) è ñèñòåìó (7.4) íàçîâåì óñòîé-
÷èâîé, åñëè åå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

R1
0 Ekx � (t; x 0)k2dt 6 ckx0k2
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äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c. Â H1 -òåîðèè òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòükL z� k < 
 ,
à â òåîðèè ðîáàñòíûõ ñèñòåì � îáåñïå÷èòü k� �z k < � . Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 

âûáèðàåì êàê ìîæíî ìåíüøèì, çíà÷åíèå � � êàê ìîæíî áîëüøèì.

Â ñèëó óñëîâèé ëèíåéíîé è ëèïøèöåâîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöè è � óðàâ-
íåíèå (7.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x � (�; x0), ÿâëÿþùååñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèì ïðîöåññîì ñ îãðàíè÷åííûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè [36]. Â èí òåãðàëüíîé
ôîðìå óðàâíåíèå (7.4) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x � (t) = x0 +

tZ

0

(Ax � (s) + B� � (s))ds +

tZ

0

[A0x � (s) B0� � (s)]dw(s); t 2 [0; T]

äëÿ êàæäîãî T > 0, ãäå � � (�) = �( �; Cx � (�)) ; w(s) = [ w1(s); w2(s)]0. Ïóñòü
k� k < kL z� k� 1, òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî 
 > kL z� k òàêîå, ÷òî 
 k� k < 1:
Â H1 -òåîðèè äëÿ ôóíêöèîíàëà

JT (x0; � ) =

TZ

0

E[
 2k� (t)k2 � k z(t)k2]dt

èçâåñòíà ôîðìóëà

(7.5)

JT (x0; � ) = hx0; P(0)x0i � Ehx(T); P(T)x(T)i +

+

TZ

0

E
D�

x(t)
� (t)

�
; M (P(t))

�
x(t)
� (t)

� E
dt:

Ñîãëàñíî ñòîõàñòè÷åñêîé BR-ëåììå äëÿ ëþáîãî 
 > 0 ðàâíîñèëüíû óòâåð-
æäåíèÿ: (i ) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà P � 0, òàêàÿ ÷òî M (P) � 0, è (ii ) óðàâíå-
íèå äëÿ x(�) âíóòðåííå óñòîé÷èâî, ïðè ýòîì kL zvk < 
: Èç M (P) � 0 ñëåäó-
åò M (P) � � 2I äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà � > 0. Âû÷èñëÿÿ JT (x0; � ) â (7.5) äëÿ
x(�) = x � (�; x0) è � (�) = � � (�), íàõîäèì

(7.6) JT (x0; � � ) =

TZ

0

E[
 2k�( t; Cx � (t))k2 � EkCx � (t)k2]dt:

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü âàæíûé ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè íåîï ðåäåëåííîé
ñèñòåìû (7.4).

Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü ïðè � = 0 ñèñòåìà (7:1) óñòîé÷èâà è ïðè � 6= 0
íåîïðåäåëåííîñòü � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ k� k = supfk �( t; y )k� kyk :
t > 0; y 2 Rq; y 6= 0g < kLk� 1 (çäåñüL = L z� ). Òîãäà âîçìóùåííàÿ (íåîïðåäå-
ëåííàÿ ) ñèñòåìà (7:4) óñòîé÷èâà. Â ÷àñòíîñòè, rD tn > kLk� 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó


 2k�( t; Cx � (t)k2 6 
 2k� k2kCx � (t)k2 6 
 2kCx � (t)k2
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â ñèëó óñëîâèÿ kLkk� k < 
 k� k < 1, èç (7.6) ïîëó÷àåì JT (x0; � � ) 6 0: Àíà-
ëîãè÷íî, âû÷èñëÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.5), çàïèñàííîé äëÿ x(�) =
= x � (�; x0) è � (�) = � � (�), èíòåãðàë îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé
M (P) � � 2I , íàõîäèì ñëåäóþùóþ åãî îöåíêó:

TZ

0

� 2Efk x � (t)k2 + k� � (t)k2gdt >

TZ

0

� 2Ekx � (t)k2dt:

Òåì ñàìûì èç (7.5) äëÿ x(�) = x � (�; x0) è � (�) = � � (�) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Ehx � (T); (� P)x � (T)i 6 hx0; (� P)x0i �

TZ

0

� 2Ekx � (t)k2dt

äëÿ ëþáîãî T > 0. Â ýòîì íåðàâåíñòâå ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà â ñèëó
� P � 0, ïîýòîìó

RT
0 � 2Ekx � (t)k2dt 6 kPkkx0k2=� 2. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñè-

ñòåìà (7.4) óñòîé÷èâà.
Òåïåðü íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âîçìóùåííàÿ, çàìêíóòàÿ îáð àòíîé ñâÿçüþ

ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé � = � z â óðàâíåíèå (7.3), ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíà ê âèäó

d�x(t) = ( Acl + Bcl � Ccl)�x(t)dt +
�
A0

cldw1(t) + B 0
cl � Ccldw2(t)

�
�x(t)

( �x := ( x; x̂)) ñ ëåãêî âû÷èñëÿåìûìè êîýôôèöèåíòàìè, îòìå÷åííûìè íèæíèì
èíäåêñîì cl îò closed. Îòñþäà è èç òåîðåì 3 è 4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ë å ì ì à 6. Ïóñòü 
 opt åñòü èíôèìóì òåõ 
 > 0, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé âíóòðåííþ þ óñòîé-
÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû (7:4) è âûïîëíåíèå äëÿ íåå óñëîâèÿ
kL clk < 
 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî 
 > 
 opt íàéäåòñÿ ðåãóëÿòîð � òàêîé, ÷òî
çàìêíóòàÿ èì ñèñòåìà (7:4) èìååò ðàäèóñ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè
rD (Acl ; Bcl ; Ccl ; A0

cl ; B 0
cl) > 
 � 1.

Ïîäðîáíîñòè ñì. â [7].

8. Çàêëþ÷åíèå

Òåìîé ñòàòüè çàÿâëåí ðàçäåë H 2=H1 îáùåé òåîðèè óïðàâëåíèÿ òåõíè÷å-
ñêèìè ñèñòåìàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ðåøàþòñÿ, âî-ïåðâûõ, çàäà÷ è àíàëèçà ðåãó-
ëÿòîðà è, âî-âòîðûõ, � çàäà÷è åãî ñèíòåçà , ò.å. åãî îïòèìèçàöèè â êëàññå äîïó-
ñòèìûõ , âûÿâëåííîì íà ýòàïå àíàëèçà. Òåîðèÿ H1 ðåøàåò çàäà÷ó ïîäàâëå-
íèÿ âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà îáúåêò, çàìêíóòû é äîïóñòèìûì
ðåãóëÿòîðîì. Äîïóñòèìûé ðåãóëÿòîð îáåñïå÷èâàåò, âî-ïåðâ ûõ, óñòîé÷èâîñòü
çàìêíóòîé èì ñèñòåìû �îáúåêò ïëþñ ðåãóëÿòîð� è, âî-âòîðûõ, ãàðàíòèðóåò,
÷òî íîðìà îïåðàòîðà H1 ïåðåäà÷è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ � íà ðåãóëèðóå-
ìûé âûõîäíîé ñèãíàë z íå ïðåâûñèò âåëè÷èíû 
 > 0, àïðèîðè çàäàííîé êîí-
ñòðóêòîðîì: kH z� k1 < 
 . Ðåãóëÿòîð ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì â âèäå ôóíê-
öèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ K : y 7! u íàáëþäàåìîãî, èçìåðåííîãî øóìîâûì
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äàò÷èêîì, âûõîäíîãî ñèãíàëà y íà ñèãíàë óïðàâëåíèÿ u. Â òàêîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷è ñèñòåìà äîëæíà èìåòü äâà âõîäà �; u è äâà âûõîäà z; y. Äàëåå, ñèñòå-
ìà äîëæíà áûòü ñòîõàñòè÷åñêîé, çàäàííîé ñòîõàñòè÷åñêèì óð àâíåíèåì Èòî,
äèôôóçèîííûé ÷ëåí êîòîðîãî íå ïðîèçâîëåí, à èìååò ÷àñòíóþ, ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ, îäíàêî, íå òî æå, ÷òî ñòðóêòóð à â ëèíåéíîì
óðàâíåíèè Èòî. Ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð ñèñòåìû îáóñëîâëåí íå òîëüêî òåì,
÷òî ñòîõàñòè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ âíåøíåå âîçìóùåíèå è =èëè íàáëþäàåìûé âû-
õîä. Äàæå íîìèíàëüíàÿ, íåâîçìóùåííàÿ, ïðè íóëåâûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ
ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Ñòàíäàðòíîé æå ìî äåëüþ ñòîõàñòè-
÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ â H1 -òåîðèè âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà. È âîçìóùå-
íà íîìèíàëüíàÿ ñèñòåìà äâóìÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè ñèëàìè: ñèëî é B1�dt (êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü è äåòåðìèíèðîâàííîé) è ñîáñòâåííî ñòîõàñòè÷ åñêîé ñèëîé
B0�dw 2. Íàëè÷èå îáîèõ òèïîâ âîçìóùåíèé � ñóùåñòâåííûé ìîìåíò íàèá îëåå
ïîëíîãî îáîáùåíèÿ H1 -òåîðèè. Òàê îáñòîèò äåëî ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îá
H1 -ðåãóëÿòîðå â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèèH 2=H1 -óïðàâëåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåîðèè ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ çàíèìàþòñ ÿ èññëåäîâà-
íèåì ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè, èõ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñ òüþ, îïðåäåëåíè-
åì ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ðåãóëÿòîðîì ñèñòåìû. Âîç íèêàåò âîïðîñ:
�Â êàêîì îòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó òåîðèè î ðåãóëÿòîð å äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ñèñòåì â ðîáàñòíîì óïðàâëåíèè è â H1 -òåîðèè?�. Ïîäðîáíûé îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ äàí â ðàçäåëå 7 ñòàòüè. Îêàçûâàåòñÿ, â H1 -òåîðèè èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò îïåðàòîð H z� : � 7! z è åãî èíäóöèðîâàííàÿ íîðìà, â ðîáàñòíîé
æå òåîðèè � îïåðàòîð � : z 7! � è åãî íîðìà k� k, èãðàþùàÿ ðåøàþùóþ ðîëü
â îïðåäåëåíèè ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ íåîïðåäåëåíí îñòÿìè. Ðàçëè÷-
íûå àñïåêòû ëèíåéíîé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ðîáàñòíûõ ñèñò åì îòðàæåíû â
ìîíîãðàôèè [37].

Èçëîæåííàÿ â îáçîðå òåîðèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñòîõàñòè÷åñ êèõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáîáùåíèåì ëèíåéíîé òåîðèè, ïîñêîëüêó äèôôóçèîííûé
÷ëåí â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ âçÿò çäåñü ìóëüòèïëèêàòèâíûì, à íå ëèíåéíûì.
Íåñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê òåîðèè ãàóññîâñêèõ ñèñòåì èçëîæåí â ðàçäåëå 4 ýòîé
ñòàòüè. Ñëåäóåò îòìåòèòü è èíòåðåñíûå, ïðåäñòàâëåííûå â îá çîðå ðåçóëüòà-
òû ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðèè ðåãóëÿòîðîâ ïî íàáëþäàåìîìó âûõî äíîìó ñèãíà-
ëó y. Çäåñü ïðèõîäèòñÿ ïåðåéòè ê ðàñøèðåííîé ñèñòåìå ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ
�x = ( x; x̂), ãäå x̂ � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðåãóëÿòîðà, âû÷èñëÿåìûé ïî âûõîäó y.
Ïîñëå ýòîãî òåîðèþ òàêîãî ðåãóëÿòîðà èíòåðåñíî ñîïîñòàâèò ü ñ òåîðèåé äå-
òåðìèíèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà è ðåãóëÿòîðà ïî âåêòîðó ñîñòî ÿíèÿ x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåãî ðàç âèòèÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîé òåîðèèH 2=H1 -óïðàâëåíèÿ è åå îáîáùåíèé: íàçîâåì ðàáîòû ïî
òåîðèè óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè ñïåêòðàëü-
íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [38], íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì [39], êàê
ðîáàñòíûõ [40], òàê è íåðîáàñòíûõ, ñèñòåì ñ íåãàóññîâñêèìè íåîïðåäåëåííî-
ñòÿìè [41], ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé î âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ [42, 43] . Ïðîäîëæà-
þòñÿ ðàáîòû ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè.
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Ðàññìîòðåíû ïðîöåäóðû ñèíòåçà ìåòîäîâ íàâåäåíèÿ íà îáúåêò , ìàíåâ-
ðèðóþùèé ïî ñëîæíîìó çàêîíó. Ïðîöåäóðû àäàïòèðîâàíû ïîä äè íàìè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ïåðåõâàò÷èêà, ðåàëèçóåìûå çà ñ÷åò òðàíñôîðìàöèè ñîñòà-
âà èíôîðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàò îâ ïðîãíîçà
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ öåëè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ì îäåëèðîâà-
íèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä íàâåäåíèÿ, îïòèìèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ, òðàíñôîð-
ìàöèÿ èíôîðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðîãíîç ïîëîæåíèÿ öåë è.

DOI: 10.31857/S0005231025020047, EDN: IQRQCX

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ñàìîíàâåäåíèÿ [1�4], íàèáîëå å ðàñïðîñòðà-
íåííûìè ñðåäè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ïðîïîðöèîíàëüíîãî íà âåäåíèÿ è íà-
âåäåíèÿ â óïðåæäåííóþ òî÷êó âñòðå÷è, ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê çàê ëþ÷åíèþ, ÷òî
îíè ñèíòåçèðîâàëèñü àâòîíîìíî áåç ó÷åòà äèíàìè÷åñêèõ ñâîé ñòâ ËÀ-ïåðå-
õâàò÷èêîâ (ãäå ËÀ � ëåòàòåëüíûé àïïàðàò) ïðè óñëîâèè, ÷òî öå ëü íå ìàíåâ-
ðèðóåò.

Òàêîé ïîäõîä ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåì ïåðåõâàòà íåìàíåâðèðóþ ùèõ è ñëà-
áîìàíåâðèðóþùèõ öåëåé íå íàêëàäûâàåò êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâå ííûõ îãðàíè-
÷åíèé íà ñâîéñòâà ËÀ-ïåðåõâàò÷èêîâ (êðîìå ìàêñèìàëüíî äîï óñòèìîé ïå-
ðåãðóçêè). Îäíàêî ïðè ïåðåõâàòå èíòåíñèâíî ìàíåâðèðóþùèõ öåëåé òàêîé
ïîäõîä íå îáåñïå÷èâàåò íóæíûõ ïîêàçàòåëåé ïåðåõâàòà, òðåá óÿ óëó÷øåíèÿ
ìàíåâðåííûõ ñâîéñòâ ËÀ-ïåðåõâàò÷èêà, àäàïòèðóÿ èõ ïîä ñëî æíûé õàðàê-
òåð èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíîãî è àáñîëþòíîãî äâèæ åíèÿ öåëè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî òðåáóåò áîëüøèõ âðåìåííûõ è ìàòåðèàëüíû õ çàòðàò è
íå ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíûì ïðèåìîì èç-çà øèðîêîãî ñïåêòðà âîçìîæíûõ
ìàíåâðîâ öåëåé.

71



Â ñâÿçè ñ ýòèì âåñüìà âîñòðåáîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñï îñîáîâ îï-
òèìèçàöèè, ó÷èòûâàþùèõ äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåõâàò÷è êîâ.

Àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîçðàñòàåò â ñâÿçè ñ ðàñøèðåíèåì íî-
ìåíêëàòóðû âûñîêîñêîðîñòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÂÑËÀ) , ñïîñîáíûõ
ìàíåâðèðîâàòü ïî ñëîæíûì çàêîíàì, â òîì ÷èñëå è ñî ñìåíîé âåë è÷èíû è
çíàêîâ ïðîèçâîäíûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò [4]. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåñ üìà âîñòðå-
áîâàíà ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ñïîñîáíûõ ñôîðìèð îâàòü çàêîíû
óïðàâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íîñèòåëåé ñðåäñòâ ïåðå-
õâàòà [5, 6, 8, 9].

Â îáùåì ñëó÷àå ó÷åò èíåðöèîííîñòè ïåðåõâàò÷èêà ìîæåò áûòü î ñóùåñòâ-
ëåí ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

� âçâåøèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ îøèáîê óïðàâëåíèÿ â ñîîòâåòñò âèè ñ ïîñòî-
ÿííîé âðåìåíè íîñèòåëÿ è êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ ó ïðàâëåíèÿ
íîñèòåëÿ, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ îïòèìèçàöèè ïî êëàññè÷åñêèì ì åòîäàì ñòà-
òèñòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [5, 6];

� ó÷åòîì íåñîîòâåòñòâèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ öåëè è ïåðåõâà ò÷èêà íåïî-
ñðåäñòâåííî â çàêîíå íàâåäåíèÿ [5, 6];

� ôîðìèðîâàíèåì çàêîíîâ íàâåäåíèÿ ñ íåëèíåéíîé (êóáè÷åñêîé ) çàâèñèìî-
ñòüþ îò êîìáèíàöèé îøèáîê óïðàâëåíèÿ, êîñâåííî ó÷èòûâàþùè õ èíåðöè-
îííîñòü íîñèòåëÿ [5, 6];

� òðàíñôîðìàöèåé âîçäåéñòâóþùèõ íà íîñèòåëü âõîäíûõ ñèãíàë îâ, àäàï-
òèðîâàííîé ïîä îïòèìèçàöèþ åãî êîíêðåòíîãî òèïà, ðàñøèðÿþ ùåé ÷èñëî
êîððåêòèðóþùèõ ïîïðàâîê;

� ïóòåì ôîðìèðîâàíèÿ çàêîíà íàâåäåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì ïðîãíî çà ïîëîæå-
íèÿ öåëè íà èíòåðâàë âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûé èíåðöèîííîñòüþ íîñèòåëÿ.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûå òðè ñïîñîáà ïîäðîáíî ðàññì îòðåíû â

[5, 6].
Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñïîñîáîâ îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ

íà òðàíñôîðìàöèè âõîäíûõ ñèãíàëîâ è èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüò àòîâ ïðîãíîçà
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ öåëè.

2. Îïòèìèçàöèÿ ìåòîäîâ íàâåäåíèÿ íà îñíîâå
òðàíñôîðìàöèè âõîäíûõ ñèãíàëîâ

Ñóòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñïîñîáà ñîñòîèò â èñêóññòâåííîì óâå ëè÷åíèè ÷èñ-
ëà êîððåêòèðóþùèõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ê îìïåíñèðóþ-
ùèõ èíåðöèîííîñòü ïåðåõâàò÷èêà ñ êîíêðåòíûìè ëåòíî-òåõíè ÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè.

Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò èçìåíåíèÿ òîëüêî àëãîðèòìîâ èíôîðìàö èîííîãî
îáåñïå÷åíèÿ, íå çàòðàãèâàÿ ñàì ËÀ-ïåðåõâàò÷èê.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òðåáóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíû õ ñèãíàëîâ,
îáåñïå÷èâàþùåå äàëüíåéøóþ îïòèìèçàöèþ ñèñòåìû íàâåäåíèÿ , ìîæåò áûòü

72



ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ ñòàòèñòè÷åñêîé òåî ðèè îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ [1, 3].

Â íàèáîëåå ïðîñòîì âàðèàíòå, îñíîâàííîì íà ëîêàëüíîé îïòèì èçàöèè [1],
îíà ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåìû ñ çàäàííîé ÷àñòüþ

_xó(t) = Fóxó(t) + Bóu(t) + � ó(t);(2.1)

ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îòðàáîòêè ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà

_xò(t) = Fòxò(t) + � ò(t);(2.2)

ïðè íàëè÷èè íàáëþäåíèé

z(t) = Hx(t) + � z(t)(2.3)

íàéòè çàêîí óïðàâëåíèÿ

u(t) = K � 1BóQ[x̂ò(t) � x̂ó(t)];(2.4)

îïòèìàëüíûé ïî ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

I = M

8
<

:
[xò(t) � xó(t)]T Q[xò(t) � xó(t)] +

tZ

0

uT (t)Ku(t)dt

9
=

;
:(2.5)

Çäåñü:xó è xò � n-ìåðíûå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ; Fó è Fò � ìàòðèöû âíóòðåííèõ
ñâÿçåé ïðîöåññîâ (2.1) è (2.2); u � r -ìåðíûé (r 6 n) âåêòîð óïðàâëåíèÿ; Bó �
ìàòðèöà ýôôåêòèâíîñòè ñèãíàëîâ óïðàâëåíèÿ; z � m-ìåðíûé (m 6 2n) âåêòîð
èçìåðåíèé ñèãíàëîâ óïðàâëåíèÿ; x =

�
xT

ò xT
ó

� T � ñîñòàâíîé âåêòîð; H � ìàòðè-
öà ñâÿçèz è x; � ó, � ò è � è � âåêòîðû øóìîâ ñîñòîÿíèÿ (2.1), (2.2) è èçìåðåíèé
(2.3), Q è K � ìàòðèöû øòðàôîâ çà òî÷íîñòü è ýêîíîìè÷íîñòü ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ; t � òåêóùåå âðåìÿ; M f�g � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè óñëîâèè,
÷òî èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ (2.3); x̂ó è x̂ò � îïòèìàëüíûå îöåíêè (2.1) è (2.2).

Â îáùåì ñëó÷àå ñîâåðøåíñòâî ëþáîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, îïðå äåëÿåìîå
åå ñïîñîáíîñòüþ ðåàãèðîâàòü íà èçìåíåíèÿ âõîäíîãî âîçäåéñ òâèÿ, îáóñëîâ-
ëåíî ÷èñëîì îáðàòíûõ ñâÿçåé è íàëè÷èåì êîððåêòèðóþùèõ ñèãí àëîâ. Ïðè
ýòîì ÷èñëî âîçìîæíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðí îñòüþ çàäàí-
íîé ÷àñòè (2.1), à ÷èñëî êîððåêòèðóþùèõ ñèãíàëîâ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè
èñïîëüçóåìîãî âåêòîðà âõîäíûõ âîçäåéñòâèé (2.2).

Öåëü ðàçäåëà 2 � îöåíèòü âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäà íàâå äåíèÿ ëå-
òàòåëüíûõ àïïàðàòîâ íà èíòåíñèâíî ìàíåâðèðóþùèå öåëè, îñí îâàííîãî íà
òðàíñôîðìàöèè âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

2.1. Ñèíòåç çàêîíà óïðàâëåíèÿ

Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå ðåøàåìàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ôîðìóëèðóå òñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåëè è ïåðåõâàò÷è êà
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äëÿ íîñèòåëÿ, îïðåäåëÿåìîãî óïðîùåííîé ìîäåëüþ ËÀ [6]

_' í = ! í ; ' í (0) = ' ç;

_! í = �
1
Tí

! í +
b

Tí
u; ! í (0) = ! ç;

(2.6)

ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ íàâåäåíèÿ íà îáúåêò, äâèæóùèéñÿ ïî çà êîíó

' ö = f (t); ' ö(0) = ' ö0;(2.7)

ãäå f (t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ nò ðàç (nò > 2), ïî èçìåðå-
íèÿì

' è = ' ö + � è;(2.8)

íåîáõîäèìî íàéòè ñèãíàë u óïðàâëåíèÿ ËÀ-ïåðåõâàò÷èêîì, îïòèìàëüíûé ïî
ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà (2.5), îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõâàò îáúå êòà, ìàíåâðè-
ðóþùåãî ïî ñëîæíîé òðàåêòîðèè ñî ñìåíîé çíàêà ïðîèçâîäíîé ' ö (2.7) ñ ïðî-
ìàõîì h, íå ïðåâûøàþùèì äîïóñòèìîå çíà÷åíèå häîï .

Â âûðàæåíèÿõ (2.6)�(2.8): ' ö è ' í � ñîîòâåòñòâåííî ïåëåíã öåëè è óãîë
íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ïåðåõâàò÷èêà ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ' ö0 è ' ç; ! ö =
= _' ö è ! í � óãëîâûå ñêîðîñòè ëèíèè âèçèðîâàíèÿ öåëè è íàïðàâëåíèÿ ïîë åòà
ïåðåõâàò÷èêà ñîîòâåòñòâåííî ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ! ö0 è ! ç; b è Tí � êî-
ýôôèöèåíò óñèëåíèÿ è ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ïåðåõâàò÷èêà, õàð àêòåðèçóþùèå
åãî äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà; u � ñèãíàë óïðàâëåíèÿ. Â ôîðìóëàõ (2.6)�(2.8)
è â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé îïóñêàåòñÿ çàâèñèìîñò ü ïåðåìåííûõ
îò âðåìåíè.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè äëÿ âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.
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Íà ýòîì ðèñóíêå Oö � òî÷êà ðàñïîëîæåíèÿ öåëè, Vö è V í � âåêòîðû ñêî-
ðîñòè öåëè è ïåðåõâàò÷èêà,' ö � óãîë âèçèðîâàíèÿ öåëè, ' í � óãîë, õàðàêòå-
ðèçóþùèé íàïðàâëåíèå ïîëåòà íîñèòåëÿ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïåðåõâàòûâàåì îãî îáúåê-
òà [4] â åãî ìîäåëè (2.7) äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ âûñîêèå ïðîèçâî äíûå óãëà
âèçèðîâàíèÿ ' ö.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäñòàâèì âõîäíîå âîçäåéñòâèå (2.7) â âèäå âåêòîðà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

_' ö = ! ö; ' ö(0) = ' ö0;

_! ö = aö; ! ö(0) = ! ö0;

_aö = •! ö = j ö; aö(0) = aö0;
_j ö =

...
! ö = 0 ; j ö(0) = j ö0;

(2.9)

äîïîëíèâ ìîäåëü çàäàííîé ÷àñòè (2.6) äâóìÿ óðàâíåíèÿìè

_aí = 0 ; aí (0) = 0;
_j í = 0 ; j í (0) = 0 :

(2.10)

Ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå (2.6), (2.10) è (2.9) ñ (2.1), (2.2), â ïðèëîæåíèè
ê (2.5), ïîëó÷èì:

xò =

2

6
6
4

' ö

! ö

aö

j ö

3

7
7
5 ; xó =

2

6
6
4

' í

! í

0
0

3

7
7
5 ; u = u; Bó =

2

6
6
4

0
b=Tí

0
0

3

7
7
5 ;

Q =

2

6
6
4

q11 q12 q13 q14

q21 q22 q23 q24

q31 q32 q33 q34

q41 q42 q43 q44

3

7
7
5 ; K = K í ;

(2.11)

ãäå ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû øòðàôîâ Q ðàñøèðåíà â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ðàç-
ìåðíîñòè âåêòîðîâ xó è xò.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìîäåëü íîñèòåëÿ (2.6), (2.10) íå ñîîòâåòñòâó-
åò áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ (2.9), è îòðàá îòêà èì ýòîãî
âîçäåéñòâèÿ áåç ïðèíÿòèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìåð áóäåò íåîïòèì àëüíà.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (2.11) â (2.4), ïîëó÷èì:

u = K � 1
í

�
0

b
Tí

0 0
�

2

6
6
4

q11 q12 q13 q14

q21 q22 q23 q24

q31 q32 q33 q34

q41 q42 q43 q44

3

7
7
5

2

6
6
4

^' ö � ^' í

!̂ ö � !̂ í

_̂! ö � 0
•̂! ö � 0

3

7
7
5 ;

u1 =
bq21

K í Tí
('̂ ö � ^' í ) +

bq22

K í Tí
(!̂ ö � !̂ í ) +

bq23

K í Tí
_̂! ö +

bq24

K í Tí
•̂! ö:(2.12)
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Àíàëèç (2.12) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
Òðàíñôîðìèðîâàííûé ñèãíàë óïðàâëåíèÿ, âîçäåéñòâóþùèé íà ïåðåõâàò-

÷èê, îòëè÷àåòñÿ îò òèïîâîãî, âûòåêàþùåãî èç (2.6) [6], èñïî ëüçîâàíèåì äîïîë-
íèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, ó÷èòûâàþùèõ ïðîèçâîäíûå óãëîâîé ñêî ðîñòè _̂! ö è •̂! ö.
Ïðè ýòîì âåñîâûå êîýôôèöèåíòû îøèáîê óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþ òñÿ ïàðà-
ìåòðàìè (b=Tí ) çàäàííîé ÷àñòè (2.6), îãðàíè÷åíèÿìè íà âåëè÷èíó ñèãíàëà
óïðàâëåíèÿ (K í ) è çíà÷èìîñòüþ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ äëÿ ñèãíàëà óïðàâëå-
íèÿ â öåëîì (q21; q22; q23; q24).

Ïîëó÷åííûé ñèãíàë óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñò üþ ñëàãàå-
ìûõ, ôîðìèðóåìûõ ñ ó÷åòîì îòðèöàòåëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé, ÷ èñëî êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìîäåëè çàäàííîé ÷àñòè (2.6), è ê îððåêòèðóþùèõ
ïîïðàâîê, ÷èñëî êîòîðûõ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíè ÿ âõîäíûõ âîç-
äåéñòâèé.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òðåáóåìîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî èì åòü îöåíêè
'̂ ö; !̂ ö; ^' í ; !̂ í ; _̂! ö; •̂! ö, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñôîðìèðîâàíû ïî ðàçëè÷íûì ïðà-
âèëàì [5, 9, 10], ÷òî íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ñèñòåìó ñîïðîâîæä åíèÿ [6], îäíàêî
íå òðåáóåò äîðàáîòêè íîñèòåëÿ (2.6), îáåñïå÷èâàÿ åãî îïòèì àëüíîñòü ïî ìè-
íèìóìó ôóíêöèîíàëà (2.5).

Ó÷åò â çàêîíå óïðàâëåíèÿ ïåðåõâàò÷èêîì áîëåå âûñîêèõ ïðîèç âîäíûõ _̂! ö

è •̂! ö ïðåäîïðåäåëÿåò åãî ñïîñîáíîñòü ñîïðîâîæäàòü öåëè, äâèæóù èåñÿ ïî
áîëåå ñëîæíûì çàêîíàì.

2.2. Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè çàêîíà óïðàâëåíèÿ

Çàäà÷à èññëåäîâàíèé � îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòè ñèíòåçèðîâà ííîãî çàêî-
íà óïðàâëåíèÿ è åãî óïðîùåííûõ ðàçíîâèäíîñòåé ïî ïåðåõâàòó èíòåíñèâíî
ìàíåâðèðóþùèõ öåëåé.

Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè çàêîíà óïðàâëåíèÿ (2.12) ïðîâîäèëñÿ ïî ðåçóëü-
òàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåäóðû íàâåäåíèÿ ïåðåõâàò÷èêà (2. 6) â ïåðåäíåé
ïîëóñôåðå íà öåëü, äâèæóùóþñÿ ïî ñëîæíîé òðàåêòîðèè ñî ñìåí îé çíàêà
ïðîèçâîäíûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êîîðäèí àòû ñîñòîÿíèÿ
' ö; ! ö; ' í ; ! í ; _! ö; •! ö, èñïîëüçóåìûå â (2.6), îöåíèâàþòñÿ èäåàëüíî òî÷íî.

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ñðàâíèâàëèñü ðåçóëüòàòû èñïîëüç îâàíèÿ â (2.6)
òðåõ ìîäèôèêàöèé çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿþùèõ ðàçëè÷ íóþ ñòåïåíü
àäàïòàöèè íîñèòåëÿ ê âõîäíûì âîçäåéñòâèÿì:

u1 � îïðåäåëÿåìîãî çàêîíîì (2.12) ;

u2 =
bq21

K í Tí
('̂ ö � ^' í ) +

bq22

K í Tí
(!̂ ö � !̂ í ) +

bq23

K í Tí
_̂! ö;(2.13)

u3 =
bq21

K í Tí
('̂ ö � ^' í ) +

bq22

K í Tí
(!̂ ö � !̂ í ):(2.14)
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Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèè öåëè è ïåðåõâàò÷èêîâ.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü òåêóùåãî ïðîìàõà îò âðåìåíè.

Ýôôåêòèâíîñòü íàâåäåíèÿ îöåíèâàëàñü ïî âåëè÷èíå òåêóùåãî ïðîìàõà
h = Ä2! ö=Vî , ãäå Ä è Vî � äàëüíîñòü äî öåëè è îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü,
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé âðåìåíè Tí .

Íà ðèñ. 2 è 3 äëÿ îäíîãî èç âàðèàíòîâ èññëåäîâàíèé ïðèâåäåíû ò ðàåêòîðèè
ïîëåòà öåëè (Ö) è ïåðåõâàò÷èêà (Ð), óïðàâëÿåìûõ ïî çàêîíàì ( 2.12), (2.13),
(2.14), è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çàêîíàì êîíå÷íûå è òåêóùèå ï ðîìàõè. Òî÷-
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êàìè îáîçíà÷åíû ïîëîæåíèÿ öåëè è ïåðåõâàò÷èêîâ â îäèíàêîâû å ìîìåíòû
âðåìåíè.

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà íàâåäåíèÿ
(2.14) íå îáåñïå÷èâàåò ïåðåõâàò ñëîæíîìàíåâðèðóþùåé öåëè , â òî âðåìÿ êàê
èñïîëüçîâàíèå çàêîíîâ (2.12), (2.13) ðåàëèçóåò âûñîêîòî÷ íûé ïåðåõâàò.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè:

� äëÿ èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè ïîëåòà öåëè ó÷åò â çàêîíå óïðàâë åíèÿ (2.12)
_! ö èìååò áîëåå âûñîêóþ çíà÷èìîñòü äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè íàâå äåíèÿ,
÷åì ó÷åò •! ö;

� èñïîëüçîâàíèå áîëåå èíåðöèîííûõ ïåðåõâàò÷èêîâ (Tí2 = 2Tí1 ) ïðèâîäèò ê
íåçíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ïðîìàõîâ â (2.12), (2.13) è ê ñó ùåñòâåííîìó
óâåëè÷åíèþ ïðîìàõîâ â (2.14);

� àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñò è öåëè
(Vö2 = 2Vö1).
Êîìïëåêñ ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîäòâåðäèë ðàáîòîñïîñ îáíîñòü ïðåä-

ëîæåííîãî âàðèàíòà îïòèìèçàöèè ñèñòåì íàâåäåíèÿ, îñíîâàí íîãî íà òðàíñ-
ôîðìàöèè âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñò åé öåëè è èíåð-
öèîííîñòè ïåðåõâàò÷èêà.

Ìàíèïóëèðóÿ âèäîì èñõîäíûõ ìîäåëåé (2.7), (2.9), ñîñòàâîì ìàòðèö øòðà-
ôîâ Q è K â (2.5), (2.11) è õàðàêòåðîì èõ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè, ìîæíî
ïîëó÷èòü îáøèðíûé íàáîð ìåòîäîâ íàâåäåíèÿ, â òîé èëè èíîé ñò åïåíè óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì, èçëîæåííûì â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòü è [7].

Â êà÷åñòâå íåäîñòàòêà ðàññìîòðåííîãî ñïîñîáà îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî
îòìåòèòü íåîáõîäèìîñòü îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ óãëîâîé ñê îðîñòè, ÷òî ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíþäü íå òðèâèàëüíîé çàäà÷åé, îäèí èç âàðèàíòîâ ðåø åíèÿ êîòîðîé
ðàññìîòðåí â [6].

3. Îïòèìèçàöèÿ íàâåäåíèÿ íà îñíîâå ïðîãíîçà
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ öåëè

Â ðàçäåëå 2 áûë ðàññìîòðåí âàðèàíò îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûé íà àäàï-
òàöèè ìåòîäà íàâåäåíèÿ ïîä êîíêðåòíûé òèï íîñèòåëÿ, ÷òî ñóù åñòâåííî óäå-
øåâëÿåò ïðîöåäóðó ðàçðàáîòêè ñèñòåìû ïåðåõâàòà ÂÑËÀ. Îäíàê î âîçìîæåí
è äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àäàïòàöèè íîñèòåëÿ ïîä êîíêð åòíóþ ðàçíî-
âèäíîñòü ìåòîäà íàâåäåíèÿ áåç èçìåíåíèÿ ñâîèõ äèíàìè÷åñêè õ ñâîéñòâ.

Ñóòü òàêîãî ïîäõîäà îñíîâàíà íà êîìïåíñàöèè òåì èëè èíûì ñïî ñîáîì
çàïàçäûâàíèÿ ðåàêöèè íîñèòåëÿ íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå , âûçûâàåìîå
åãî èíåðöèîííîñòüþ è íàëè÷èåì çîíû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Íà ðèñ. 4 ýòè îñîáåííîñòè êà÷åñòâåííî ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ëè÷èåì çîíû
íå÷óâñòâèòåëüíîñòè t í÷ , îïðåäåëÿþùåé çàïàçäûâàíèå ðåàêöèè íîñèòåëÿ íà
ìàëûé óïðàâëÿþùèé ñèãíàë (ðèñ. 4, à), è ïîñòîÿííîé âðåìåíè Tí (ðèñ. 4,á) â
ïðîöåññå èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà íîñèòåëÿ ïîä äåéñòâ èåì óïðàâëÿþ-
ùåãî ñèãíàëà j í .

78



j•

t0

 !
j •

t0

T•

t• 

Ðèñ. 4. Âðåìåííûå âçàèìîñâÿçè âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ � à è ðåàêöèè íà íåãî � á.

Êîìïåíñàöèÿ âðåìåííîãî îòñòàâàíèÿ ðåàêöèè íîñèòåëÿ íà óïð àâëÿþùåå
âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè . Îäèí èç íèõ,
îñíîâàííûé íà ó÷åòå â çàêîíå óïðàâëåíèÿ íåñîîòâåòñòâèÿ äèí àìè÷åñêèõ
ñâîéñòâ öåëè è ïåðåõâàò÷èêà [6], ýôôåêòèâåí òîëüêî íà ìàëûõ ðàññòîÿíè-
ÿõ äî öåëè. Âòîðîé, îñíîâàííûé íà ôîðìèðîâàíèè îøèáîê óïðàâë åíèÿ íå ïî
òåêóùåìó ïîëîæåíèþ öåëè, à ïî åå ïðîãíîçó íà èçâåñòíîå âðåìÿ çàïàçäûâà-
íèÿ â îòðàáîòêå íîñèòåëåì óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ, äåéñòâóåò íà ïðîòÿæåíèè
âñåé ïðîöåäóðû íàâåäåíèÿ.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îáà ïîäõîäà ìîãóò áûòü äîñòàòî ÷íî ïðîñòî
ðåàëèçîâàíû íà áàçå ëîêàëüíîãî âàðèàíòà ñòàòèñòè÷åñêîé òå îðèè îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ (ÑÒÎÓ) ñ ó÷åòîì èçìåðÿåìûõ âîçìóùåíèé [5].

Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò âàðèàíò ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåìû

_xó(t) = Fóxó(t) + Bóu(t) + só(t) + � ó(t); xó(0) = xó0;(3.1)

ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îòðàáîòêè ïðîöåññà

_xò(t) = Fòxò(t) + � ò(t); xò(0) = xò0;(3.2)

ïðè íàëè÷èè èçìåðåíèé

z(t) = H
�
xT

ò (t) xT
ó (t)

� T
+ � z(t)(3.3)

ñôîðìèðîâàòü óïðàâëåíèå

u(t) = K � 1BT
ó [Q (x̂ò(t) � x̂ó(t)) � Gŝó(t)] ;(3.4)

îïòèìàëüíîå ïî ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà

I = M

8
<

:
� xT (t)Q� x(t) + 2� xT (t)Gsó(t) + sT

ó (t)Qsó(t) +

tZ

0

uT (t)Ku(t)dt

9
=

;
;(3.5)

� x(t) = xò(t) � xó(t):(3.6)

Çäåñü:só è ŝó � n-ìåðíûå âåêòîðû èçìåðÿåìûõ âîçìóùåíèé è èõ îïòèìàëüíûõ
îöåíîê, G � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà âîçìóùåíèé .

Öåëü ðàçäåëà 3 � îöåíèòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàò à (3.1)�(3.6)
äëÿ ñèíòåçà ìåòîäîâ ïåðåõâàòà ÂÑËÀ.

79



3.1. Ñèíòåç çàêîíà óïðàâëåíèÿ

Â ïðèëîæåíèè ê ðåøàåìîé çàäà÷å åå ïîñòàíîâêà ìîæåò áûòü ñôîð ìóëèðî-
âàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïåðåõâàò÷èêà

_' í (t) = ! í (t); ' í (0) = ' í0 ;

_! í (t) = �
1
Tí

! í (t) +
b

Tí
j í (t); ! í (0) = ! í0 ;

(3.7)

ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ïåðåõâàòà ÂÑËÀ, ïî ðåçóëüòàòàì ïðîãíî çà åãî ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ íà âðåìÿ Tïð :

_' ö(t + Tïð ) = ! ö(t) + _! ö(t)Tïð ; ' ö(0) = ' ö(Tïð );

_! ö(t + Tïð ) = �
2 _Ä(t)
Ä(t)

! ö(t) +
1

Ä(t)
(j ö(t) � j í (t)) + •! ö(t)Tïð ;

! ö(0) = ! ö(Tïð );

(3.8)

íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ñèãíàë óïðàâëåíèÿ j í , îïòèìàëüíûé ïî ìèíèìóìó
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

I = M

8
><

>:

"
� '

� !

#T "
q11 q12

q21 q22

# "
� '

� !

#

+ 2

"
� '

� !

#T "
g11 g12

g21 g22

#

�

�

2

6
6
4

_! öTïð
 

1
Tí

�
2 _Ä
Ä

!

! ö + •! öTïð

3

7
7
5 +

2

6
6
4

_! öTïð
 

1
Tí

�
2 _Ä
Ä

!

! ö + •! öTïð

3

7
7
5

T

�

�
�

q11 q12

q21 q22

�
2

6
6
4

_! öTïð
 

1
Tí

�
2 _Ä
Ä

!

! ö + •! öTïð

3

7
7
5 +

tZ

0

j 2
í K í dt

9
>>=

>>;
:

(3.9)

Ãåîìåòðèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåëè è ïåðåõâàò÷èêà ïîêà çàíà íà
ðèñ. 3.1.

Â (3.9) è äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåò îïóùåíà çàâèñèìîñòü ïåðåì åííûõ îò
âðåìåíè.

Èñïîëüçóÿ (3.7) è (3.8) â (3.6), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

� _' = _' ö � _' í = � ! + _! öTïð ;

� _! = _! ö � _! í = �
1
Tí

� ! �
b

Tí
j í +

1
Tí

! ö + _! ö + •! öTïð ;
(3.10)
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èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî íåñîîòâåòñòâèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñ òâ öåëè è ïå-
ðåõâàò÷èêà, èãðàþùèõ ðîëü èçìåðÿåìîãî âîçìóùåíèÿ, îïðåäå ëÿåòñÿ âåêòî-
ðîì [5]

só =

2

6
6
4

_! öTïð
 

1
Tí

�
2 _Ä
Ä

!

! ö + •! öTïð

3

7
7
5 :(3.11)

Èñïîëüçóÿ (3.10), (3.11) â (3.4), ïîëó÷èì:

j í =
1

K í

�
0

b
Tí

�
8
><

>:

�
q11 q12

q21 q22

� �
� '̂
�^!

�
�

�
g11 g12

g21 g22

�
�

�

2

6
6
4

_̂! öTïð
 

1
Tí

�
2 _̂Ä

Ä̂

!

!̂ ö + •̂! öTïð

3

7
7
5

9
>>=

>>;
;

j í =
bq21

K í Tí
� '̂ +

bq22

K í Tí
�^! +

bg22

K í Tí

 
1

Tí
�

2 _̂Ä

Ä̂

!

!̂ ö +(3.12)

+
bg21

K í Tí
_̂! öTïð +

bg22

K í Tí
•̂! öTïð :

Àíàëèç (3.12) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ví > Vö ïîëó÷åííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âñåðà-

êóðñíûì è âñåâûñîòíûì. Âñåðàêóðñíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ó÷åò îì çíàêîâ óã-
ëîâûõ îøèáîê è óãëîâîé ñêîðîñòè ëèíèè âèçèðîâàíèÿ (ÓÑËÂ) è åå ïðîèç-
âîäíûõ. Âñåâûñîòíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì â êà÷ åñòâå óïðàâëÿþ-
ùåãî ñèãíàëà ïîïåðå÷íîãî óñêîðåíèÿ, à íå ðóëåé, ýôôåêòèâíî ñòü êîòîðûõ
çàâèñèò îò ïëîòíîñòè âîçäóõà (âûñîòû).

2. Ó÷åò â çàêîíå óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ÓÑËÂ _! ö è •! ö ïîçâîëÿåò îáåñ-
ïå÷èâàòü íàâåäåíèå íà öåëè, ìàíåâðèðóþùèå ïî ñëîæíûì çàêîí àì.

3. Çíà÷èìîñòü ïîñëåäíèõ òðåõ ñëàãàåìûõ âîçðàñòàåò ïî ìåðå ï ðèáëèæåíèÿ
ê öåëè è óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ïðîãíîçà.

4. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîëó÷åííîãî çàêîíà íàâåäåíèÿ íåîáõîäèìî èìåòü îïòè-
ìàëüíûå îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ, áîðòîâûõ ïå ëåíãîâ, ÓÑËÂ
è åå ïðîèçâîäíûõ [5, 10, 11].

3.2. Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè çàêîíà óïðàâëåíèÿ

Çàäà÷à èññëåäîâàíèé � îïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé çàêîíà óïð àâëåíèÿ
(3.12) è åãî óïðîùåííûõ ðàçíîâèäíîñòåé ïî ïåðåõâàòó èíòåíñ èâíî ìàíåâðè-
ðóþùèõ öåëåé.
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Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèè ïîëåòà öåëè è ïåðåõâàò÷èêîâ ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè íàâåäåíèÿ.
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Ðèñ. 6. Êîíå÷íûé ó÷àñòîê òðàåêòîðèé ïîëåòà öåëè è ïåðåõâàò÷ èêîâ.

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïð îöåäóðû ïå-
ðåõâàòà öåëè (3.8), ìàíåâðèðóþùåé ñî ñìåíîé çíàêà ïðîèçâîä íûõ, ïåðåõâàò-
÷èêîì (3.7) â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå ïðè óñëîâèè, ÷òî Ví < Vö è âñå êîîðäèíàòû
ñîñòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ èäåàëüíî òî÷íî.

Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ñðàâíèâàëèñü ðåçóëüòàòû íàâåäåíèÿ ïî ðàçëè÷-
íûì çàêîíàì óïðàâëåíèÿ:

j 1 � îïðåäåëÿåìîãî (3.12) ;

j 2 =
bq21

K í Tí
� '̂ +

bq22

K í Tí
�^! +

bg22

K í Tí

 
1
Tí

�
2 _̂Ä

Ä̂

!

!̂ ö +
bg21

K í Tí
_̂! öTïð ;

j 3 =
bq21

K í Tí
� '̂ +

bq22

K í Tí
�^! +

bg22

K í Tí

 
1

Tí
�

2 _̂Ä

Ä̂

!

!̂ ö;

j 4 =
bq21

K í Tí
� '̂ +

bq22

K í Tí
�^!:
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Ðèñ. 7. Òåêóùèå ïðîìàõè ïåðåõâàò÷èêîâ.

Ýôôåêòèâíîñòü îöåíèâàëàñü ïî âåëè÷èíå òåêóùåãî è êîíå÷íîã î ïðîìàõîâ
è âåëè÷èíå ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîñò îÿííîé âðåìå-
íè Tí è âðåìåíè ïðîãíîçà Tïð .

Íà ðèñ. 5, 6 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ öåëè (Ö) è ïåðåõâàò ÷èêîâ (Ï)
ñ çàêîíàìè óïðàâëåíèÿ j 1� j 4, íà êîòîðûõ òî÷êàìè 1�5 ïîêàçàíû èõ òåêóùèå
ïîëîæåíèÿ. Íà ðèñ. 7 è 8 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîìàõè è óñêîðå íèÿ.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâ îäû.
1. Èñïîëüçîâàíèå çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ñ ñèãíàëàìè j 1� j 3 ïîçâîëÿåò ðåà-

ëèçîâàòü äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü, ïîêàçàòåëè êîòîðîé óõóäøàþòñÿ ïî
ìåðå èñêëþ÷åíèÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Èñïîëüçîâàíèå òðàäè öèîííîãî ìåòî-
äà ïåðåõâàòà ñ ñèãíàëîì j 4 íå îáåñïå÷èâàåò ïåðåõâàòà ÂÑËÀ, äâèæóùåãîñÿ
ñî ñìåíîé çíàêà ïðîèçâîäíûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò.

2. Ñ óâåëè÷åíèåì èíåðöèîííîñòè íîñèòåëÿ òî÷íîñòü íàâåäåíè ÿ óõóäøà-
ëàñü.

3. Ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ïðîãíîçà äî çíà÷åíèÿ Tïð = 2Tí òî÷íîñòü íàâå-
äåíèÿ óëó÷øàëàñü.

4. Íàâåäåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ ðåàëèçóåìûõ ïîïåðå÷íûõ ó ñêîðåíèé.

83



2 60
±300

±200

±100

100

200

300

0

4 10 148 12

5

2

3

4

1

6

j, 
!/"

2

t, "

j1

j3

j2

j4

Ðèñ. 8. Ãðàôèêè èçìåíåíèé óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ.

Â êà÷åñòâå íåäîñòàòêà ìîæíî îòìåòèòü ñëîæíîñòü èíôîðìàöèî ííîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ, îáóñëîâëåííóþ íåîáõîäèìîñòüþ ôîðìèðîâàòü îöåíê è ïðîèçâîäíûõ
ÓÑËÂ.

4. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â ñòàòüå, ìîæíî ñäåëàòü ñë åäóþùèå
âûâîäû.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ÑÒÎÓ ïîçâîë ÿåò ñèí-
òåçèðîâàòü ìåòîäû íàâåäåíèÿ íà ÂÑËÀ, ó÷èòûâàþùèå äèíàìè÷åñ êèå ñâîé-
ñòâà íîñèòåëÿ. Ïðè ýòîì çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà êàê ìèíèìóì äâóìÿ
ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé, îñíîâàííûé íà òðàíñôîðìàöèè âõîäíûõ âîçäåéñòâèé, îáåñïå÷è-
âàåò àäàïòàöèþ ìåòîäà íàâåäåíèÿ è åãî èíôîðìàöèîííîãî îáåñ ïå÷åíèÿ ïîä
êîíêðåòíûé òèï íîñèòåëÿ.

Âòîðîé îñíîâàí íà ôîðìèðîâàíèè óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà íå ïî òå êóùåìó
ñîñòîÿíèþ ïåðåõâàò÷èêà è öåëè, à ïî ðåçóëüòàòàì ïðîãíîçà ïî ëîæåíèÿ öåëè
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íà âðåìÿ, îïðåäåëÿåìîå èíåðöèîííîñòüþ íîñèòåëÿ. Îáà ïðèåì à íå òðåáóþò
ïåðåðàáîòêè íîñèòåëÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ åãî ìàíåâðåííîñòè, ÷òî ñóùåñòâåííî
ñíèæàåò ðàñõîäû íà ðàçðàáîòêó ñèñòåìû ïåðåõâàòà.

Îáà ìåòîäà îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïåðåõâàòà èíòåíñèâíî ìàíåâðè-
ðóþùåãî ÂÑËÀ çà ñ÷åò ó÷åòà â ìåòîäàõ íàâåäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ óã ëîâîé ñêî-
ðîñòè, ÷òî ïîòðåáóåò íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ óãëîìåðíîãî êà íàëà áîðòîâîé
ðàäèîëîêàöèîííîé ñèñòåìû.
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ÂÈÇÓÀËÜÍÎÅ ÑÅÐÂÎÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÄËß ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÛÕ
ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ

ÏÐÈÌÈÒÈÂÎÂ È ÇÀÐÀÍÅÅ ÑÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ

Ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ òåõíèêà æåñòêîãî âûðàâíèâàíèÿ ïåðñïåê òèâíîé
êàìåðû ñ äåôîðìàöèÿìè íåæåñòêîãî îáúåêòà, èñïîëüçóþùàÿ àä àïòèâíûé
ïîäõîä âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà. Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùè õ ìåòîäîâ,
ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íå îïèðàåòñÿ íà êàêèå-ëèáî ïàðàìåòðè÷ åñêèå èëè
ìîäåëüíûå àïðèîðíûå äàííûå î äåôîðìàöèè. Ïðåäïîëàãàÿ íàëè ÷èå çàðà-
íåå ñïëàíèðîâàííîé òðàåêòîðèè êàìåðû, íàáëþäàþùåé çà ñëèò íî æåñò-
êèì îáúåêòîì, ìåòîä íàïðàâëåí íà âûðàâíèâàíèå ýòîé òðàåêòî ðèè âî âðå-
ìÿ ôàçû âûïîëíåíèÿ, èñïîëüçóÿ òîëüêî íàèáîëåå ðåëåâàíòíûå îðèåíòèðû
â êà÷åñòâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ïîäõîä íå çàâèñèò îò êàêèõ -ëèáî ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ èëè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçèêè äåôîð ìàöèè. Îí
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îòñëåæèâàíèÿ, âñòðîåííàÿ â îïòèì àëüíóþ ñõå-
ìó âèçóàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ îòñëåæèâàíèÿ âêëþ ÷àåò â ñåáÿ
âèçóàëüíûé ñåðâîïðèâîä ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé äåôî ðìèðóåìîãî
îáúåêòà, ñîåäèíÿÿ ýòàïû ïëàíèðîâàíèÿ è âûïîëíåíèÿ. Îïòèìà ëüíîå âèçó-
àëüíîå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ âçâåøåííîãî
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ðàññòî ÿíèå ìåæ-
äó îïîðíûìè ïðèçíàêàìè è íàáëþäàåìûìè â ðåæèìå ðåàëüíîãî âð åìåíè.
Âåñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ïëàâíûå ôóíêö èè, êîòî-
ðûå êîäèðóþò çíà÷èìîñòü âèäèìûõ îñîáåííîñòåé îáúåêòà. Ýêñ ïåðèìåí-
òàëüíûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ñïîñîáíîñòü ìåòîäà àäàï òèðîâàòüñÿ
ê ðàçëè÷íûì çàðàíåå ñïëàíèðîâàííûì òðàåêòîðèÿì è òèïàì äåô îðìàöèé
áåç íåîáõîäèìîñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé, à òàêæå åãî óñòî é÷èâîñòü ê
øóìó ïðè îáíàðóæåíèè ïðèçíàêîâ íà èçîáðàæåíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå, äåôîðìèðîâàíèå îáúåêòîâ,
ïëàíèðîâàíèå äâèæåíèÿ, îòñëåæèâàíèå òðàåêòîðèè.

DOI: 10.31857/S0005231025020058, EDN: IQPGLO

1. Ââåäåíèå

Âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óïðàâëåíèå îòíîñèòñÿ ê èñïîëüçî âàíèþ äàí-
íûõ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ñ îäíîé èëè íåñêîëüêè õ êàìåð, äëÿ
óïðàâëåíèÿ èõ äâèæåíèåì. Â îòëè÷èå îò çàäà÷ îòñëåæèâàíèÿ íà îñíîâå çðå-
íèÿ ñ æåñòêèìè îáúåêòàìè, êîòîðûå äîñòèãëè îïðåäåëåííîé çð åëîñòè, îò-
ñëåæèâàíèå ñ ïîìîùüþ âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà íà íåóïðóãè õ îáúåêòàõ
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îñòàåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Â ïîñëåäíèå ãîäû ýòî âûçâàëî áîëü øîé èíòåðåñ
â ñîîáùåñòâàõ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ è ðîáîòîòåõíèêè [1]. Ìí îãî÷èñëåííûå
ïîòåíöèàëüíûå ïðèìåíåíèÿ íàöåëåíû íà òàêèå îáëàñòè, êàê äî ïîëíåííàÿ
ðåàëüíîñòü, ìåäèöèíñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ, ðîáîòèçèðîâàííûå ìàíèïóëÿöèè, è
âêëþ÷àþò ðàáîòó ñ îãðîìíûì ðàçíîîáðàçèåì îáúåêòîâ: òêàíè, áóìàãà, ðå-
çèíà, âÿçêèå æèäêîñòè, êàáåëè, ïèùåâûå ïðîäóêòû, îðãàíû è ò .ä [2]. Îä-
íà èç õàðàêòåðèñòèê îòñëåæèâàíèÿ äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ ç àêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ôîðìà îáúåêòà èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå îòñëåæèâàíèÿ . Íåäàâíèå
ìåòîäû ïðåäëîæèëè ãèáðèäíîå âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óï ðàâëåíèå, ðàç-
äåëÿþùåå ïîñòóïàòåëüíóþ ñêîðîñòü ïî îñè Z è òðè óãëîâûå ñêîð îñòè. Òàêîé
ìåòîä óëó÷øèë ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êëàññè÷åñêîãî HVS (ãèáð èäíîãî âèçó-
àëüíîãî ñåðâîïðèâîäíîãî óïðàâëåíèÿ) êàê â ïëîñêîñòè èçîáð àæåíèÿ, òàê è â
ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå [3]. Îäíàêî ðàçäåëåíèå ñòåïåíåé ñâîá îäû êàìåðû íà-
êëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà êîððåêöèþ äâèæåíèÿ êàìåðû è ìîæåò ïðèâåñòè
ê íåðàâíîìåðíîìó îòñëåæèâàíèþ äåôîðìàöèè îáúåêòà. Îòñëåæ èâàíèå ãåî-
ìåòðèè äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê âåðåâêà è òêàíü, ç àòðóäíåíî
èç-çà íåïðåðûâíîé ïðèðîäû îáúåêòà (ò.å. áåñêîíå÷íîãî ÷èñë à ñòåïåíåé ñâî-
áîäû) [4, 5]. Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ îòñëåæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà òðåáóþò êàê çíàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñâ îéñòâ îáúåêòà,
òàê è ìîíèòîðèíãà äåôîðìàöèé â ðåàëüíîì âðåìåíè. Íåñêîëüêî èññëåäîâà-
íèé ñîñðåäîòî÷åíû íà ìîíèòîðèíãå äåôîðìàöèé â ðåàëüíîì âðå ìåíè, íî íå
íà îäíîâðåìåííîì óïðàâëåíèè äåôîðìàöèåé [6]. Ýòè ìåòîäû ÿâ ëÿþòñÿ âûñî-
êîïàðàìåòðè÷åñêèìè è òðåáóþò ñïåöèôè÷åñêîé òîíêîé íàñòðî éêè, êîòîðàÿ
ñèëüíî çàâèñèò îò ôèçèêè äåôîðìàöèé. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãà åòñÿ íàäåæ-
íûé ïîäõîä ê îòñëåæèâàíèþ äåôîðìàöèè îáúåêòà ñ ïîìîùüþ îïòè ìàëüíîãî
âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå çàðàíå å ñïëàíèðîâàííîé
ýòàëîííîé òðàåêòîðèè êàìåðû, íàáëþäàþùåé çà öåëåâûì îáúåê òîì. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò îáúåêò îïèñàí â ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç íàáîð à òðåóãîëüíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ. Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêîãî ïð åäâàðèòåëüíîãî
çíàíèÿ èëè èíôîðìàöèè î òèïå èëè ôèçèêå äåôîðìàöèè. Â êà÷åñò âå ýòà-
ëîííîãî äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà èñïîëüçîâàíà ïå÷åíü. Çàäà ÷à ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü êàìåðà ñëåäóåò ïî ýòàëîííîé ò ðàåêòîðèè è
íàáëþäàåò çà ïå÷åíüþ. Åñëè ïå÷åíü äåôîðìèðóåòñÿ, êàê ëó÷øå âñåãî àäàï-
òèðîâàòü òðàåêòîðèþ êàìåðû? Â êîíòåêñòå ðîáîòèçèðîâàííîé ëàïàðîñêîïèè
ýòî ñòàíäàðòíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ îáû÷íî âîçëàãàåòñÿ íà îï åðàòîðà, óïðàâ-
ëÿþùåãî êàìåðîé (ëàïàðîñêîïîì) ñ ïîìîùüþ äæîéñòèêà ïî ðåêî ìåíäàöèè
õèðóðãà. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàíà ïðè ðåøåíèè
äâóõ îñíîâíûõ âîïðîñîâ: âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìà ñîîòâåòñòâ óþùàÿ ñèñòåìà
îòñëåæèâàíèÿ ïå÷åíè, ïîçâîëÿþùàÿ ñëåäèòü çà 2D-ïðèçíàêàì è íà ïå÷åíè.
Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèì êðèòåðèé àâòîìàòèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé àäàïòèðîâàòü-
ñÿ ê äåôîðìàöèÿì è ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿòü òðàåêòîðèþ êàìå ðû. Â äàííîé
ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé ïðî áëåìû.

Âêëàä äàííîé ðàáîòû èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1. Ìîæíî ïîäâåñòè èòîãè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà íà
îñíîâå òðåóãîëüíûõ ñåòîê äëÿ äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ.

Ýòà äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà âèçóà ëüíîãî ñåðâî-
ïðèâîäà íà îñíîâå òðåóãîëüíûõ ñåòîê, èñïîëüçóåìîãî äëÿ óïð àâëåíèÿ äâèæå-
íèåì êàìåðû ïðè íàáëþäåíèè äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà. Ïðîöåñ ñ íà÷èíàåòñÿ
ñ èíèöèàëèçàöèè ýòàëîííîé òðàåêòîðèè è äàííûõ î ñåòêå, ïîñë å ÷åãî ïðîèñ-
õîäèò èòåðàöèÿ ïî êàæäîé òî÷êå íà òðàåêòîðèè. Äëÿ êàæäîé òî÷ êè àëãîðèòì
îáðàáàòûâàåò êàæäûé òðåóãîëüíèê â ñåòêå îáúåêòà, âû÷èñëÿÿêëþ÷åâûå ïà-
ðàìåòðû, òàêèå êàê âåñà è ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàòåì âèçóàëüíûé ñåð-
âîïðèâîäíûé öèêë èòåðàòèâíî êîððåêòèðóåò ïîçèöèþ è îðèåíò àöèþ êàìåðû,
÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó ìåæäó òåêóùèì èçîáðàæåíèåì äå ôîðìèðî-
âàííîãî îáúåêòà è ýòàëîííûì èçîáðàæåíèåì (ôóíêöèÿ çàäà÷è) , â êîíå÷íîì
èòîãå ñîçäàâàÿ îïòèìèçèðîâàííóþ òðàåêòîðèþ, ó÷èòûâàþùóþ äåôîðìàöèþ
îáúåêòà.

1) Îïðåäåëåíèå ïëàíèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íà îñíîâå êàìåðû äëÿ ê îìïåí-
ñàöèè äåôîðìàöèé íåæåñòêèõ îáúåêòîâ æåñòêèì äâèæåíèåì êàì åðû.
Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü âèçóàëüíîå âçàèì îäåéñòâèå
ìåæäó äåôîðìèðóåìûì îáúåêòîì è êàìåðîé ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïðè ìè-
òèâîâ ¾êàìåðà-òðåóãîëüíèê¿. Ýòè òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè ýëåìåíòàìè ñåòêè îáúåêòà.

2) Åñëè ñâÿçàòü ôóíêöèþ íåïðåðûâíîãî âåñà ñ êàæäîé ïàðîé ïðè ìèòè-
âîâ êàìåðà-òðåóãîëüíèê, òî íåïðåðûâíîñòü âäîëü òðàåêòîðè è êàìåðû è
ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ïëàâíîå îòñëåæèâàíèå.
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3) Ðåøåíèå çàäà÷è âèçóàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ è îòñëåæèâàíèÿ â îïòè-
ìàëüíîé ñòðóêòóðå âèçóàëüíîãî êîíòðîëÿ. Ýòîò ïðåäëîæåííû é ìåòîä
íå ïðåäïîëàãàåò êàêèõ-ëèáî àïðèîðíûõ äàííûõ î äåôîðìàöèè î áúåêòà.
Âûøåóêàçàííûå âåñîâûå ôóíêöèè êîäèðóþò ðåëåâàíòíîñòü ïðèì èòèâîâ
êàìåðà-òðåóãîëüíèê. Íàèáîëåå âàæíûå ïðèìèòèâû, ñâÿçàííû å ñ ìèøå-
íÿìè, èìåþò áîëüøèé âåñ è ïîçâîëÿþò íàéòè îïòèìàëüíîå äâèæå íèå
êàìåðû äëÿ êîìïåíñàöèè íåæåñòêèõ äåôîðìàöèé.

4) Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âàëèäàöèÿ äåìîíñòðèðóåò íàäåæíîñòü ïîäõîäà îò-
íîñèòåëüíî øóìîâ â îáíàðóæåíèè èçîáðàæåíèé, âàðèàáåëüíîñ òè òðàåê-
òîðèé è òèïîâ äåôîðìàöèé.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ïðåäñòà âëåíû
ñâÿçàííûå ñîâðåìåííûå ðàáîòû. Â ðàçäåëå 3 ââîäÿòñÿ îñíîâíû å èíñòðó-
ìåíòû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 4 îïèñûâàåòñÿ âèçóàëüíî å ñåðâî-
ïðèâîäíîå óïðàâëåíèå ñ îïòèìàëüíûì âèçóàëüíûì êîíòðîëåì è îòñëå-
æèâàíèåì. Â ðàçäåëå 5 ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçó ëüòàòû è
êîììåíòàðèè. Ðàçäåë 6 ïîäâîäèò èòîãè ñòàòüè è î÷åð÷èâàåò íà ïðàâëå-
íèÿ áóäóùèõ ðàáîò.

2. Ñâÿçàííàÿ ðàáîòà

Îòñëåæèâàíèå è âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óïðàâëåíèå íåóï ðóãèìè îáú-
åêòàìè � ýòî íåäàâíî âîçíèêøèå îòêðûòûå ïðîáëåìû. Ìíîãèå ïî äõîäû ïðåä-
ëàãàþò èñïîëüçîâàòü ôèçè÷åñêèå èëè îñíîâàííûå íà äàííûõ ìå õàíè÷åñêèå
ìîäåëè, âñòðîåííûå â êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ýòè ìåòîäû ÿâ ëÿþòñÿ âûñî-
êîïàðàìåòðè÷åñêèìè è òîíêî íàñòðàèâàþòñÿ äëÿ êàæäîãî êîíê ðåòíîãî òèïà
äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ. Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ óíèâåð ñàëüíûé ïîä-
õîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò æåñòêîìó âèçóàëüíîìó ñåðâîïðèâîäó êàìåðû ìàê-
ñèìàëüíî ñîîòâåòñòâîâàòü âèçóàëüíûì ïðèçíàêàì îáúåêòîâ, ïîäâåðæåííûõ
íåóïðóãîé äåôîðìàöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèòå ðàòóðà ïî âè-
çóàëüíîìó ñåðâîïðèâîäó, âèçóàëüíîìó îòñëåæèâàíèþ è âûðàâ íèâàíèþ èçîá-
ðàæåíèé.

2.1. Âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå æåñòêèõ îáúåêòîâ

Êëàññè÷åñêîå âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óïðàâëåíèå � ýòî ì åòîä óïðàâ-
ëåíèÿ äâèæåíèåì ðîáîòà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîé ñâÿçè â ðå àëüíîì âðå-
ìåíè îò äàò÷èêîâ çðåíèÿ [7�9]. Âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óï ðàâëåíèå èìååò
äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà: ïîçèöèîííîå âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîä íîå óïðàâëåíèå
è óïðàâëåíèå, îñíîâàííîå íà èçîáðàæåíèÿõ [10, 11]. Â ýòîé ñò àòüå èñïîëüçó-
åòñÿ ïîçèöèîííûé âèçóàëüíûé êîíòðîëü, òàê êàê ïðåäïîëàãàå òñÿ îòñëåæè-
âàíèå ôóíêöèé 2D íà öåëåâîì äåôîðìèðóåìîì îáúåêòå. Îòíîøåíèÿ ìåæ-
äó êàìåðîé è îáúåêòîì ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöåé âçàèìîäåéñòâè ÿ. Ýòà ìàòðè-
öà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèÿ òî÷êàì è, ëèíèÿìè
èëè ýëëèïñàìè è ìîìåíòàìè [12, 13]. Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåò ñÿ ìàòðèöà
âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå òî÷åê. Îía èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâ å ýëåìåíòàðíîãî
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ñòðîèòåëüíîãî áëîêà äëÿ ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå òð åóãîëüíèêîâ.
Òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâàìè, îáðàçóþùèìè ïîâåðõíî ñòü äåôîðìè-
ðóåìîé ôîðìû. Ïîñêîëüêó ýòà ïðîáëåìà ñóùåñòâóåò óæå äàâíî, ïåðå÷åíü âè-
çóàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ æåñòêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ îáøèðíû ì è íå ìîæåò
áûòü îõâà÷åí â íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Çäåñü ðàññìîòðèì íåêîòîð ûå îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò. Äæàíàáè è äð. [14] èñïîëüçóþò óìåíüø åííûé íàáîð
îòâåðñòèé, îêðóæíîñòåé è êëèíüåâ êàê õàðàêòåðèñòèêè äëÿ èõäîñòóïíîñòè
âî ìíîãèõ ïðîìûøëåííûõ ÷àñòÿõ è äëÿ èõ ëåãêîãî è íàäåæíîãî èç âëå÷å-
íèÿ. B [15] ìîìåíòû, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ñåãìåíòàöèè èçî áðàæåíèÿ,
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû ìàòðèöû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. B [16] ïðåäëîæåíà òåõíèêà âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà íà îñíîâå ìàð-
êåðîâ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ êàìåðû â ñëó÷à å ðîáîòèçèðî-
âàííîé ìèíèìàëüíî èíâàçèâíîé õèðóðãèè. Òàêîé ïîäõîä çàêëþ ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû äåðæàòü ïîñëåäóþùèé õèðóðãè÷åñêèé èíñòðóìåíò â ïðåä åëàõ èçîáðà-
æåíèÿ êàìåðû. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì ïîñòîÿííîé íàñòðîéêè ïîçû ýíäîñêîïè÷å-
ñêîé ìàíèïóëÿöèè ñ êàìåðîé âìåñòî òîãî, ÷òîáû äåðæàòü èíñòð óìåíò â öåíòðå
èçîáðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûò ü îïðåäåëåíà
ãèáðèäíûì âèçóàëüíûì ñåðâèðîâàíèåì, ñîâìåùàþùèì âèçóàëü íîå ñåðâèðî-
âàíèå íà îñíîâå èçîáðàæåíèé è ïîçèöèîííîå âèçóàëüíîå ñåðâè ðîâàíèå. B [17]
ïðåäëîæåíà ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè è áåç èí âåðñèè ñ ïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà ìîäåëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ íà îñíîâå âûáî ðêè äëÿ âèçó-
àëüíûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ êàê íà èçîáðàæåíèÿõ, òàê è íà ïîë îæåíèè. Îíè
ó÷èòûâàëè ñèñòåìíûå îãðàíè÷åíèÿ è ïàðàìåòðû íåîïðåäåëåíí îñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ ðîáîòîì è èçìåðåíèÿìè êàìåðû. Â äàííîé ñòàòüå íå ðàññìà òðèâàþòñÿ
íåîïðåäåëåííîñòè ìîäåëè è íå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ïðåäèêòèâ íîãî óïðàâëå-
íèÿ. Âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóða îïòèìàëüíîãî âèçó àëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü êàê øóì, òàê è äåôîðìàöèè. Ïðåä ëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü íåïðåðûâíûå âåñîâûå ôóíêöèè íà òðåóãîëüíûõ ïðè ìèòèâàõ äëÿ
ó÷åòà èõ çíà÷èìîñòè ïðè îòñëåæèâàíèè îïîðíîé òðàåêòîðèè.

2.2. Âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå íåæåñòêèõ îáúåêòîâ

Ðîáîòèçèðîâàííàÿ ìàíèïóëÿöèÿ íåæåñòêèìè îáúåêòàìè ÿâëÿå òñÿ ñëîæ-
íîé çàäà÷åé èç-çà äåôîðìàöèé, êîòîðûå âîçíèêàþò è äîáàâëÿþ ò íåñêîëüêî
ñòåïåíåé ñâîáîäû ê èñõîäíîé çàäà÷å ñ æåñòêèìè îáúåêòàìè. Ñð åäè äåôîðìà-
öèé ìîæíî óïîìÿíóòü ñäâèã, ìàñøòàáèðîâàíèå, ðàñòÿæåíèå, ê ðó÷åíèå, ñæà-
òèå è ò.ä. ×åëîâå÷åñêèå îðãàíû ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè ïðèìåð àìè íåæåñòêèõ
îáúåêòîâ ñ ðàçíîîáðàçíûìè ôîðìàìè è äåôîðìàöèîííûìè ïîâåä åíèÿìè [18].
Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ îáúåêòîâ ñ âèçóàëüíûì ñåðâèðîâàíèåì ï îçâîëÿåò àâ-
òîìàòèçèðîâàòü ïðîáëåìû â ìåäèöèíñêîì è õèðóðãè÷åñêîì êîí òåêñòàõ. Íà-
ïðèìåð, äîïîëíåííàÿ ðåàëüíîñòü íàêëàäûâàåò ÌÐÒ (ìàãíèòíî -ðåçîíàíñíóþ
òîìîãðàôèþ) èçîáðàæåíèÿ íà ïîòîê æèâîé ëàïàðîñêîïèè [2], ð îáîòèçèðîâàí-
íàÿ ëàïàðîñêîïèÿ � äëÿ íàïðàâëåíèÿ ëàïàðîñêîïà è ò.ä. B [19] ïðåäñòàâëåí
êîíòðîëëåð, îñíîâàííûé íà ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè äëÿ óïðà âëåíèÿ ïîëîæå-
íèåì è ôîðìîé äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ ñ íåèçâåñòíûìè äåôîðì àöèîííû-
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ìè ñâîéñòâàìè. Ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå ñâîéñòâà äåôîðìèðó åìûõ îáúåêòîâ
è èñïîëüçîâàíà ìíîãîñëîéíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ ìîäåëèðîâà íèÿ ôóíêöèè
îòîáðàæåíèÿ. Â ýòîé ðàáîòå íå èñïîëüçóåòñÿ íèêàêàÿ ïðåäâàð èòåëüíàÿ ìî-
äåëü äåôîðìàöèè îðãàíà, à èñïîëüçóåòñÿ íàáîð ôóíêöèé íåïðå ðûâíîãî âåñà,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãèîíû, ÷òî áû ñîñðåäîòî-
÷èòüñÿ íà íåì. B [20] ïðåäñòàâëåíà ãèñòîãðàììà îðèåíòèðîâà ííûõ ìîðùèí
äëÿ îïèñàíèÿ âàðèàöèé ôîðìû ñèëüíî äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà . Õàðàêòå-
ðèñòèêè äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïóòåì ïðèì åíåíèÿ ôèëü-
òðîâ Ãàáîðà è âûäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ âûñîêîé è íèçêîé ÷àñòîò û, ïðåäâàðè-
òåëüíî áûëà âû÷èñëåíà âèçóàëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ èñïîëüçî âàíèåì ôàçû
îáó÷åíèÿ â àâòîíîìíîì ðåæèìå, êîòîðàÿ õðàíèò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè
âèçóàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ñêîðîñòüþ êîíå÷íîãî ýôôåê òîðà. Ïðåäëà-
ãàåìûé çäåñü ïîäõîä èñïîëüçóåò îïòèìàëüíóþ íàñòðîéêó âèçó àëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò âñòðîåííóþ êîððåêöèþ êàìåðû á åç íåîáõîäèìî-
ñòè ïîëó÷åíèÿ äàííûõ èëè òðåíèðîâêè íåéðîííûõ ñåòåé. B [21] ðàçðàáîòàí
ñåðâîàëãîðèòì, êîòîðûé ìîæåò èçó÷àòü íåëèíåéíóþ äåôîðìàö èîííóþ ôóíê-
öèþ âìåñòå ñ ïðîöåññîì ìàíèïóëÿöèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ã àóññîâñêàÿ
ðåãðåññèÿ ïðîöåññîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è èçó÷åíèÿ ïàðàìåòð îâ äåôîðìàöèè
ìÿãêîãî îáúåêòà. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä , êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò æåñòêîìó âèäåîñåðâèñó ìàêñèìàëüíî àäàïòèðîâàòü âè çóàëüíûå îñî-
áåííîñòè îáúåêòîâ, ïîäâåðæåííûõ íåæåñòêîé äåôîðìàöèè. Â ï ðåäëàãàåìîì
ñïîñîáå èñïîëüçóåòñÿ òðåóãîëüíîå ñåò÷àòîå ïðåäñòàâëåíèå âèçóàëèçèðóåìîãî
îáúåêòà, âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîå æåñòêîå èçìåíåíèå ïîë îæåíèÿ êàìåðû,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ïðèìèòèâàì òðå óãîëüíèêà, íå
ïîëíîñòüþ èãíîðèðóÿ îñòàòêè.

2.3. Âèçóàëüíîå îòñëåæèâàíèå íåæåñòêèõ îáúåêòîâ

Îòñëåæèâàþùàÿ äåôîðìàöèÿ èçó÷àëàñü â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ [ 22�25].
B [26] ïðåäñòàâëåí äâóõýòàïíûé ìåòîä îòñëåæèâàíèÿ îáúåêòî â. Çäåñü èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ìåòîä íà îñíîâå ÿäðà äëÿ ýôôåêòèâíîãî îáíàðóæå íèÿ îáúåêòà
â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ñ ïåðåìåùåíèåì êàìåðû. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷ íîñòè îò-
ñëåæèâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êîíòóðíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ÷å òêî ñëåäîâàòü
êîíòóðó îáúåêòà ïîñëå îïðåäåëåíèÿ åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ. B [2 7] ïðåäïîëàãà-
ëîñü, ÷òî ðàñøèðåíèå îáúåêòà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ý òàëîíîì ïó-
òåì ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëåííûõ êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïîñëåäíåã î ê êîíòðîëü-
íûì òî÷êàì ñòàðîãî îáúåêòà. Â ïðåäëàãàåìîì çäåñü ìåòîäå íå ð àññìàòðè-
âàåòñÿ íè îäíîé ìîäåëè äåôîðìèðîâàííîãî îáúåêòà, êîìïåíñà öèÿ äâèæåíèÿ
îñíîâàíà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷èÿõ õàðàêòåðèñòèê èçîá ðàæåíèÿ. B [28]
ïðåäñòàâëåíà ãåíåðàòèâíàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè òåëà, êîòîðà ÿ èìååò ñïîñîá-
íîñòü âûðàçèòü äâèæåíèå êàæäîé îñíîâíîé ÷àñòè îáúåêòà. B [2 9] ïðåäñòàâëåí
íîâûé ïîäõîä äëÿ îòñëåæèâàíèÿ äåôîðìèðóåìîé àíàòîìè÷åñêî é ìèøåíè â
îáúeìàõ 3D-óëüòðàçâóêà. Ýòîò ìåòîä ñïîñîáåí îöåíèòü äåôîð ìàöèè, âûçâàí-
íûå ôèçèîëîãè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ïàöèåíòà. Îöåíêà ñìåùåíè ÿ äâèæóùèõ-
ñÿ ñòðóêòóð îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èíòåíñèâ-
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íîñòè, â ñî÷åòàíèè ñ ôèçè÷åñêîé ìîäåëüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåë àòü îöåíêó
ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê øóìó íà èçîáðàæåíèè. Ïðåäëàãàåìûé ç äåñü ìåòîä
íå îáðàáàòûâàåò 3D-ðåêîíñòðóêöèþ îáúåêòà è ôîêóñèðóåòñÿ ò îëüêî íà íàè-
ëó÷øåì äâèæåíèè êàìåðû äëÿ êîìïåíñàöèè äåôîðìàöèé è, â êîíå ÷íîì ñ÷åòå,
øóìà. B [30] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä 3D-ñëåæåíèÿ, êîòîðûé óïîðÿ äî÷èâàåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííîé èç áèîìåõàíè ÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòîò ìåòîä òðåáóåò ðó÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êîí êðåòíûõ òî÷åê
öåëåâîãî îáúåêòà (çäåñü ïðåäñòàòåëüíàÿ æåëåçà) íà êàæäîì óëüòðàçâóêîâîì
êàäðå, ÷òîáû óïðàâëÿòü ìîäåëüþ. B [31] ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà , êîòîðàÿ îòñëå-
æèâàåò òðàåêòîðèþ ëèíèè, íàðèñîâàííîé íà ãèáêîì îáúåêòå. Ò àêæå áûëà îöå-
íåíà ýôôåêòèâíîñòü ñëåæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ è òî÷íîñòüþ ïðè íà ëè÷èè ìíîãèõ
íåîïðåäåëåííîñòåé, îñíîâàííûõ íà äèíàìè÷åñêîé êîìïåíñàö èè. Â ïðåäëàãàå-
ìîì ïîäõîäå íåò øàáëîíà, êîòîðûé íàðèñîâàí íà öåëåâîì îáúåê òå. Âìåñòî
ýòîãî íàáîð âåñîâûõ ôóíêöèé çàðàíåå îïðåäåëåí äëÿ ïðåäâàðè òåëüíî âûáðàí-
íûõ îáëàñòåé äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ. Ýòè îáëàñòè îïðåäåëÿ þòñÿ â íàáîðå
òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè îáúåêòà.

2.4. Âûðàâíèâàíèå èçîáðàæåíèÿ

Âûðàâíèâàíèå èçîáðàæåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â âûðàâíèâàíèè äâóõ è ëè áî-
ëåå èçîáðàæåíèé îäíîé è òîé æå ñöåíû ïî îáùåé ïðîñòðàíñòâåíí îé îñè. Îíî
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êîìïüþòåðíîì çðåíèè è ãðàôèêå, òàêèõ êà ê âîññòàíîâ-
ëåíèå ñòðóêòóðû èç äâèæåíèÿ, 3D ðåêîíñòðóêöèÿ, îòñëåæèâàíèå äâèæåíèÿ è
âîññòàíîâëåíèå [32, 33]. Ïðîáëåìó, êîòîðàÿ çäåñü ðåøàåòñÿ , ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê âûðàâíèâàíèå èçîáðàæåíèÿ äåôîðìèðóåìîé ñöåíû. Äå éñòâèòåëüíî,
êîìïåíñàöèÿ äâèæåíèÿ êàìåðû, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðåä ëàãàåìûì ìå-
òîäîì, òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âûðàâíèâàíèÿ òåêó ùåãî èçîáðà-
æåíèÿ ñ ýòàëîííûì èçîáðàæåíèåì ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè. B [3 4] ïðåäëîæåí
ìåòîä âûðàâíèâàíèÿ êðàÿ ãèáêîãî ëèñòîâîãî îáúåêòà ïî çàäàí íîìó îòðåç-
êó ëèíèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîèçâåäåíà îíëàéí-îö åíêa îòíîñè-
òåëüíîé ïîçèöèè ìåæäó êîíöîì êðàÿ è ðóêîé ðîáîòà â âèçóàëüíî ì çàêîíå
óïðàâëåíèÿ ñåðâèðîâàíèåì. Ìåòîä àâòîðîâ îïèðàåòñÿ íà õàðà êòåðíûå òî÷-
êè, à íå íà îñîáåííîñòè ëèíèé. B [35] ôîêóñèðóþòñÿ íà ïàðàìåò ðè÷åñêîì è
íåïàðàìåòðè÷åñêîì ìåòîäå âûðàâíèâàíèÿ, êîòîðûå èìåþò äîï îëíèòåëüíóþ
ñèëó. Ïðåäëîæåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå âûðàâíèâàíèå íà îñíîâå ï ðèçíàêîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ãîìîãðàôèé, çà êîòîðûìè ñëåäóåò íåïà-
ðàìåòðè÷åñêîå âûðàâíèâàíèå â ïèêñåëüíîé ôîðìå. Ìåòîä àâòî ðîâ íåïàðà-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî äåôîðìàöèè îáúåêòà. B [36] ïðåäëîæå í ñïåêòðàëüíî-
ïðîñòðàíñòâåííûé âçâåøåííûé ìåòîä âñòðîåííîãî âûðàâíèâà íèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿäåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíè é äèñòàíöèîí-
íîãî çîíäèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàí ôèëüòð äëÿ âûðàæåíèÿ ñðåäí åãî ñïåêòðà
ñîñåäíèõ îáðàçöîâ ïèêñåëåé èç êàæäîãî îáðàçöà ïèêñåëÿ. Â ýò îé ðàáîòå àâòî-
ðû ðàññìàòðèâàþò òî÷êè äâóìåðíûõ ïðèçíàêîâ êàê èçâåñòíûå. B [37] ïðåä-
ëîæåí ñïîñîá âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà äëÿ ïåðåìåùåíèÿ óëü òðàçâóêîâîãî
çîíäà, èñïîëüçóÿ ðîáîòà äëÿ âûðàâíèâàíèÿ ïëîñêîñòè èçîáðà æåíèÿ çîíäà ñ
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èãëîé. Ñïîñîá ñåãìåíòèðóåò èãëó è îáíîâëÿåò íàáîð âèçóàëüí ûõ ïðèçíàêîâ
íà îñíîâå ìîäåëè èãëû. Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà öåíòðîâêè èñïîëüçóåòñÿ
êîíå÷íûé àâòîìàò, à äëÿ óïðàâëåíèÿ äàò÷èêîì â ðàçëè÷íûõ ñîñ òîÿíèÿõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèçóàëüíûå ýëåìåíòû. Â ýòîé ñòàòüå àâ òîðû ðàññìàò-
ðèâàþò ïåðñïåêòèâíóþ ìîäåëü êàìåðû. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ì îæåò áûòü
ïðèìåíåí ê óëüòðàçâóêîâûì äàò÷èêàì, îäíàêî ïîòðåáóåòñÿ èç ìåíèòü ìîäåëü
ïðîåêöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé ñòàòüå. B [38] áûëà ïðåäñòàâëåíà
ñèñòåìà òàêòèëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè íà îñíîâå çðåíèÿ, ïðåäíà çíà÷åííàÿ äëÿ
ïîìîùè â ïåðåìåùåíèè ýíäîñêîïè÷åñêîãî óñòðîéñòâà âî âðåìÿ êàïñóëüíîé
ýíäîñêîïèè. Îíà ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ êîíòðîëèðîâàòü äâ èæåíèå êàïñóëû
âäîëü ñãåíåðèðîâàííîãî ïóòè. Òàêòèëüíûé ìîäóëü òàêæå ïîìî ãàåò îïåðàòîðó,
ïðåîáðàçóÿ 3D-êàðòû è îòíîñèòåëüíûå ïóòè â íàïðàâëÿþùóþ âè ðòóàëüíóþ
ñèëó. Èçìåðÿÿ òåêóùåå îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ââîä îì ïîëüçîâàòå-
ëÿ è ãðàíèöàìè êàðò, ìîäóëü òàêòèëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîâåðÿ åò, óäàëÿåòñÿ
ëè ïîëüçîâàòåëü èëè ïðèáëèæàåòñÿ ê ñòåíêàì òîëñòîé êèøêè, è ãåíåðèðóåò
îáðàòíóþ ñèëó, ÷òîáû ïîìî÷ü îïåðàòîðó âî âðåìÿ íàâèãàöèîíí îé ïðîöåäó-
ðû. Ïîëüçîâàòåëü òàêæå áóäåò îùóùàòü ïðèòÿãèâàþùóþ âèðòóà ëüíóþ ñè-
ëó îáðàòíîé ñâÿçè â íàïðàâëåíèè ñãåíåðèðîâàííîãî ïóòè, ÷òî ïîìîæåò åìó
â íàâèãàöèè. Ïðåäëîæåííûé çäåñü ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ä ëÿ ïîäà÷è
íåîáõîäèìîé êîððåêöèè â òàêòèëüíûé ìîäóëü. Âìåñòî êîìïåíñà öèè òðàåê-
òîðèè êàìåðû êîððåêòèðóåòñÿ òðàåêòîðèÿ êàïñóëû ñ ïîìîùüþ ó ïðàâëåíèÿ
òàêòèëüíûì äæîéñòèêîì.

3. Âèçóàëüíûå ïðèìèòèâû è èíòåðàêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå

3.1. Îïðåäåëåíèÿ

3.1.1. Òðåóãîëüíèê
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê T êàê áàçîâûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèìèòèâ, ñî-

ñòîÿùèé èç òðåõ òî÷åê â òðåõìåðíîé ðàáî÷åé îáëàñòè. Ïóñòü L = R9 �
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðèìèòèâà. Îáîçíà÷è ì ÷åðåç l =
= ( X 1; X 2; X 3; Y1; Y2; Y3; Z1; Z2; Z3)> êîíôèãóðàöèþ T â L, ãäå (X i ; Yi ; Z i )> ;
1 6 i 6 3 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òðåõ âåðøèí, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíè ê T.
Èíäåêñ i ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî âåðøèí ðàññìàòðèâàåìîãî òðåóãîëüíèêà .

3.1.2. Êàìåðà
Îáîçíà÷èì êàê C êàìåðó, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò îäèí èëè íåñêîëüêî òðå-

óãîëüíûõ ïðèìèòèâîâ íà 2D-îáúåêò â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåí èÿ. Ïóñòü C =
= SE(3) áóäåò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ýòîãî äàò÷èêà. Îáîç íà÷èì
÷åðåçc êîíôèãóðàöèþ êàìåðû â ïðîñòðàíñòâå C.

3.1.3 ×óâñòâî òðåóãîëüíèêà
Âîñïðèÿòèå òðåóãîëüíèêà T êàìåðîé C ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü íåïðå-

ðûâíûì îòîáðàæåíèåì:

� : C � T ! I c;l ;(1)

(c; l) 7! �( c; l):(2)
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IM

C

y
®

y
®

y
®

z
®

z
®

x
®

x
®

x
®

Tu

im

u0

v0

F0

Fc

f
(focale)

v

Ðèñ. 2. Ïåðñïåêòèâíàÿ ïðîåêöèÿ òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòü
èçîáðàæåíèÿ êàìåðû.

Ýòî ñâÿçûâàåò ñ êàæäîé êîíôèãóðàöèåé êàìåðû è òðåóãîëüíèêà ôóíêöèþ
â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèÿ I c;l � R6. Ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèÿ ñîñòîèò
èç ïðîåêöèè òðîéêè òî÷åê, îïèñûâàþùèõ èíòåðåñóþùèé òðåóãî ëüíèê (ñì.
ðèñ. 2). � îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâà C � T ñîîòâåòñòâóþùèì
êîíôèãóðàöèÿì ïàðû êàìåðû è òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé äîëæåí í àõîäèòüñÿ â
ïîëå çðåíèÿ êàìåðû. Â ñëó÷àå ïåðñïåêòèâíîé êàìåðû � ìîæåò áûòü çàïèñàí
êàê

�( c; l)
�

x1 = X 1=Z1; x2 = X 2=Z2; x3 = X 3=Z3;

y1 = Y1=Z1; y2 = Y2=Z2; y3 = Y3=Z3

� >
:

(3)

3.2. Ëîêàëèçàöèÿ è âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå

3.2.1. Óðàâíåíèå ëîêàëèçàöèè
Ðàññìîòðèì êàìåðó â êîíôèãóðàöèè c 2 C. Äàâàéòå ðàññìîòðèì m òðå-

óãîëüíèêîâ T1; : : : ; Tm èçâåñòíûõ êîíôèãóðàöèé l1; : : : ; lm 2 L , ãäå êàæäûé èç
íèõ âèäåí ñ êàìåðû C. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïàðà (C; Ti ) èç òðåóãîëüíèêà-
êàìåðû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ëîêàëèçàöèè:

�( c; li ) = im i ;(4)

ãäå im i 2 I c;l i ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Ti â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé. im i =
= ( x1; x2; x3; y1; y2; y3)> , c è l i ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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3.2.2. Âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå ñïðàâî÷íîé êîíôèãóðàöèè
Åñëè îæèäàåòñÿ, ÷òî êàìåðà áóäåò ñëåäîâàòü ïî ýòàëîííîé òðà åêòîðèè,

ïðîñìàòðèâàÿ ýòàëîííûé îáúåêò, êîòîðûé ìîæåò äåôîðìèðîâà òüñÿ, òî ðå-
çóëüòàò óðàâíåíèÿ (4), êàê îæèäàåòñÿ, áóäåò â ðàéîíå ýòàëîí íîé êîíôèãóðà-
öèè êàìåðû è ýòàëîííîé êîíôèãóðàöèè îáúåêòà. Åñëè ïðåíåáðå ÷ü îñòàòêîì
ëèíåàðèçàöèè, òî óðàâíåíèå ( 4) ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíî ñë åäóþùèì îá-
ðàçîì:

@�
@c

(c0; l0i )(c � c0) +
@�
@l

(c0; l0i )( l i � l0i ) = im i � im 0i :(5)

Çäåñüc0 � ýòî ýòàëîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ êàìåðû íà çàðàíåå îïðåäåëåííî é òðà-
åêòîðèè, l0i � îæèäàåìàÿ ýòàëîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ ýòàëîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè im 0i â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæå-
íèé I c;l i . Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îáå ýòè ýòàëîííûå êîíôèãóðàöèè ìîãóò îò -
ëè÷àòüñÿ îò êîíôèãóðàöèé ñðåäû âûïîëíåíèÿ ïî äâóì îñíîâíûì ïðè÷èíàì:
äðåéô êàìåðû è äåôîðìàöèÿ îáúåêòà. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ âåðíû, å ñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà âûñîêîé ÷àñòîòå [39 ] (áûñòðåå, ÷åì
è êîíòðîëüíàÿ ïåòëÿ êàìåðû, è äèíàìèêà äåôîðìàöèè îáúåêòà) .

im i è im 0i ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçîáðàæåíèå òðåóãîëüí è-
êà Ti íà äàò÷èêå C è îæèäàåìîå èçîáðàæåíèå, ò.å. èçîáðàæåíèå, êîòîðîå áûëî
áû âèäíî èç êîíôèãóðàöèè c0, åñëè íå áûëî äðåéôà êàìåðû è äåôîðìàöèè
îáúåêòà.

@�
@c � ìàòðèöà ßêîáèàíà ïîðÿäêà 6 ïðåäñòàâëÿåò èçìåíåíèå èçîáðàæåíèÿ

ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ êîíôèãóðàöèè êàìåðû. Ýòà ìàòðèöà ß êîáè ïðî-
èñõîäèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàìåðû è òðåóãîëüíèêà è ï ðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ â êëàññè÷åñêî é âèçóàëüíîé
ñåðâèðóþùåé òåðìèíîëîãèè. @�

@l � ìàòðèöà ßêîáè ïîðÿäêà 6 � 9, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ èçìåíåíèå èçîáðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ êî íôèãóðàöèè
òðåóãîëüíèêà. Ýòà ìàòðèöà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé â ñëó÷àå íåäå-
ôîðìèðóþùèõñÿ îáúåêòîâ. Áîëüøèíñòâî ïðåäûäóùèõ ðàáîò ñìîä åëèðîâàëè
ýòó ìàòðèöó ëèáî ñ ïîìîùüþ ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé äåôîðìàöèé , ëèáî ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, óïðàâëÿåìûõ äàííû ìè [40�42].
Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà âèçóàëüí îãî êîíòðîëÿ
äëÿ âíåäðåíèÿ êîíòðîëüíîãî öèêëà àëãîðèòìà âèçóàëüíîãî îá ñëóæèâàíèÿ.
Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äåôîðìàöèîííîå ïîâåäåíèå áåç íåîáõîäè-
ìîñòè ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ èëè ðåãðåññà äåôîðìàöèé. Ñíà÷ àëà ñîñðåäî-
òî÷èìñÿ íà àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ìàòðèöû âçàèìîäåéñ òâèÿ. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îäíîé òî÷êè â 3D-êîððäèíàòàõ (X; Y; Z ), âîñïðèíèìàåìîé â
2D-êîîðäèíàòàõ (x; y), ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò âàðèàöèè
ïîëîæåíèÿ êàìåðû ñ âàðèàöèÿìè 2D-êîîðäèíàò ïðîåöèðóåìîãî èçîáðàæåíèÿ,
çàïèñûâàåòñÿ êàê [15]

L (x; y; Z ) =

"
L u(x; y; Z )

L v(x; y; Z )

#

=

2

6
4

1
Z

0
� y
Z

� xy 1 + x2 � y

0
1
Z

� y
Z

� (1 + y2) xy x

3

7
5 :(6)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðåííèå êîìïîíåíòû êàìåðû èçâåñòí û è îòëè÷à-
þòñÿ îò êîîðäèíàò ïèêñåëåé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òðåóãîëüíè ê T â êîîðäèíà-
òàõ îòñ÷åòàl0 = ( X 0

1 ; X 0
2 ; X 0

3 ; Y 0
1 ; Y 0

2 ; Y 0
3 ; Z 0

1 ; Z 0
2 ; Z 0

3)> (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 2),
òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñâÿçàííóþ ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ êàê

@�
@c

(c0; l0i ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

L u(x0i
1 ; y0i

1 ; Z 0i
1 )

L u(x0i
2 ; y0i

2 ; Z 0i
2 )

L u(x0i
3 ; y0i

3 ; Z 0i
3 )

L v(x0i
1 ; y0i

1 ; Z 0i
1 )

L v(x0i
2 ; y0i

2 ; Z 0i
2 ))

L v((x0i
3 ; y0i

3 ; Z 0i
3 )

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

;(7)

ãäå im 0 = ( x0
1; x0

2; x0
3; y0

1; y0
2; y0

3; z0
1; z0

2 ; z0
3)> ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëüíîé ïðîåêöèåé

òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòü êàìåðû (ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå è öå íòð êàìåðû
ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè è íåçàäàííûìè). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ï îäðîáíîé èí-
ôîðìàöèè îá îïðåäåëåíèè c è @�

@c(c0; l0i ) ñì. Ïðèëîæåíèå.
3.2.3. Âçâåøåííîå òðåõñòîðîííåå âèçóàëüíîå îáñëóæèâàíèå íà æåñòêèõ

îáúåêòàõ
Åñëè ñ÷èòàåì îáúåêò æåñòêèì, òî l i = l0i äëÿ âñåõ m òðåóãîëüíèêîâ, è

óðàâíåíèå 5 óïðîùàåòñÿ

@�
@c

(c0; l0i )(c � c0) = im i � im 0i :(8)

Êëàññè÷åñêèå âèçóàëüíûå ñåðâèðóþùèå ïîäõîäû íà æåñòêèõ îá úåêòàõ çà-
êëþ÷àþòñÿ â ðåøåíèè äëÿ ïîçû êàìåðû c òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âñåãî ìíîæå-
ñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò è ðåøàåò ëîêà ëüíóþ çàäà÷ó,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäãîíêå òåêóùåãî âèäà òðåóãîëüíèêà ê îæèäàåìî-
ìó. Ìîæíî òàêæå íàçíà÷èòü ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå âåñà òðåóãîëüíè-
êàì îáúåêòà, êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå ê òåêóùåé çàäà÷å. Âûøåï ðèâåäåííîå
óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ

wi
@�
@c

(c0; l0i )(c � c0) = wi (im i � im 0i ):(9)

Çäåñüwi � ïðèñâîåííûé âåñ òðåóãîëüíèêó L i . Ðàññìàòðèâàÿ âåñü íàáîð òðå-
óãîëüíèêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáúåêòû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîð îì âåñîâ, ïî-
ñòðîèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

W (c � c0) = IM � IM 0;(10)

ãäå

W =

0

B
B
B
B
@

w0
@�
@c

(c; l0)
...

wm
@�
@C

(c; lm )

1

C
C
C
C
A

;(11)
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IM =

0

B
@

w1im 1
...

wm im m

1

C
A è IM 0 =

0

B
@

w1im 01
...

wm im 0m

1

C
A :(12)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) äëÿ ïîëîæåíèÿ êàìåðû â ñëó÷àå æåñ òêîãî îáúåê-
òà ìîæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ìíîæåñòâî ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, øóì ïðè èç-
ìåðåíèè ïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà íà èçîáðàæåíèè, íåòî÷íîñò ü ôîðìû òðåõ-
ìåðíîãî îáúåêòà, êîòîðàÿ áûëà ïðåäâàðèòåëüíî îòñêàíèðîâà íà èëè ñìîäåëè-
ðîâàíà, è ò.ä. Åñëè ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñëèøêîì âåëèêî, ñèñ òåìà óðàâíå-
íèé (10) íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà óð àâíåíèé (10)
íå îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîë îæåíèé êàìåðû,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò åìó. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ ìîãóò á ûòü ïðèíÿ-
òû òàêèå ñîîáðàæåíèÿ, êàê ðåøåíèå î ìèíèìàëüíûõ íîðìàõ, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â [39]. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îïèøåì òðåòèé âêëàä àâòî ðîâ, êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ âî âñòðàèâàíèè âçâåøåííîãî òðåóãîëüíîãî âèçó àëüíîãî ñåðâè-
ðóþùåãî ôîðìàëèçìà â îïòèìàëüíóþ ñòðóêòóðó âèçóàëüíîãî êî íòðîëÿ äëÿ
íåæåñòêèõ îáúåêòîâ. Òàêîå âñòðàèâàíèå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü êîððåêöèþ äëÿ
íàëîæåíèÿ íà äâèæåíèå êàìåðû ïðè îòñëåæèâàíèè îïîðíîé òðàå êòîðèè íà
äåôîðìèðóþùåìñÿ îáúåêòå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íå ó÷èòûâàå ò êàêèõ-ëèáî
ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé èëè ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîð ûå îïèñûâàþò
äåôîðìàöèþ öåëåâîãî îáúåêòà.

4. Îáñëóæèâàíèå íà äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòàõ
ñ ïîìîùüþ âèçóàëüíîãî ýëåìåíòà óïðàâëåíèÿ,

îòîáðàæàåìîãî ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé

Â òðeõìåðíîé ðåêîíñòðóêöèè äåôîðìèðóþùèõñÿ îáúåêòîâ èç ìî íîêóëÿð-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ äåôîðìèðîâàííàÿ ôîð ìà ëåæèò íà
ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè ðàñòÿæåíèÿ/ñæàòèÿ [43�46]. Çäåñü íå á óäåì ñòðåìèòüñÿ
âûâîäèòü 3D ôîðìó èç 2D âèäà, íóæíî òîëüêî êîìïåíñèðîâàòü äå ôîðìàöèþ
äâèæåíèåì êàìåðû. Ïîýòîìó îïðåäåëÿåì òàêîå äâèæåíèå êàê òî , ïðè êîòîðîì
ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ/ñæàòèÿ ìèíèìàëüíà. Èñïîëüçóÿ óðàâíåí èå (5), ýòî ñâî-
äèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè äåôîðìàöèè, âèäèìîé ÷åðåç ïåðñïåêòèâí óþ ïðîåêöèþ,
÷òî ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ĉ = argmin
~c2 C

1
2

mX

i =1










@�
@l

(c0; l0i )( l i � l0i )










2

2
;(13)

s.t.
@�
@l

(c0; l0i )( l i � l0i ) +
@�
@c

(c0; l0i )(~c � c0) = ( im i � im 0i ):

Â ðàáîòå íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâåííûì äåôîðìàöèÿì ïðèäàåòñ ÿ áîëüøåå
çíà÷åíèå, ÷åì äðóãèì. Ýòà öåëü îôîðìëÿåòñÿ ÷åðåç àññîöèàöè þ äåéñòâèòåëü-
íûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé âåñà è òðåóãîëüíûõ ïðèìèòèâîâ. Òàêèì îáðà-
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Ðèñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ âåñîâîãî ýôôåêòà.

çîì, âûøåóêàçàííûé êðèòåðèé ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí êàê

ĉ = argmin
~c2 C

1
2

mX

i =1








 wi

@�
@l

(c0; l0i )( l i � l0i )










2

2
;(14)

s.t. wi
@�
@l

(c0; l0i )( l i � l0i ) = � wi
@�
@c

(c0; l0i )(~c � c0) + wi (im i � im 0i ):

Ýòîò êðèòåðèé ïîçâîëÿåò îöåíèòü æåñòêîå äâèæåíèå êàìåðû ĉ, ÷òî ñâîäèò
ê ìèíèìóìó ïðîñìîòð ìåæäó ýòàëîííîé è òåêóùåé äåôîðìèðîâàí íîé ôèãó-
ðîé. Ýòè âåñà ïîçâîëÿþò ïðèäàâàòü áîëüøåå çíà÷åíèå íåêîòîð ûì ðåãèîíàì,
÷åì äðóãèì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ñëåäóþùåå âûðàæåíèå èñïî ëüçóåòñÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîððåêöèè ïîëîæåíèÿ êàìåðû.

Íà ýòîì ðèñóíêå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòðîëüíàÿ êàìåðà ñâåòëî ãî öâåòà, êî-
òîðàÿ âèäèò äâà îïîðíûõ òðåóãîëüíèêà ñâåòëîãî öâåòà. Ïîñëå äåôîðìàöèè
âåðøèíû äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà � l âäîëü âåðòè-
êàëüíîé îñè. Ýòîò ñäâèã âûçûâàåò íåæeñòêóþ äåôîðìàöèþ äâóõ òðåóãîëüíè-
êîâ. Çäåñü ðàññìîòðåíû äâà ñöåíàðèÿ. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà ðàññìîòðåíû
ðàâíûå âåñà äëÿ îáîèõ òðåóãîëüíèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïðàâêà ñ óðàâíåíè-
åì (14) íå ïðîèçâîäèò íèêàêîãî äâèæåíèÿ, òàê êàê äâèæåíèå âå ðøèí êîì-
ïåíñèðóåò äðóã äðóãà è òðåóãîëüíèê èìååò îäèíàêîâûé âåñ. Ïð àâàÿ ÷àñòü ðè-
ñóíêà ðàññìàòðèâàåò âåðõíèé òðåóãîëüíèê ñ âåñîì, â äâà ðàçàïðåâûøàþùèì
çíà÷åíèå íèæíåãî. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (14) âîçâðàùàåò â åðòèêàëüíûé
ñäâèã ñ ïîëîâèíîé � l . Åñëè w2 = 0 , èñïðàâëåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
âåðòèêàëüíûé ñäâèã ââåðõ â ïðåäåëàõ� l .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1. Ðàññìîòðèì êàìåðó â íåêîòîðîé ýòàëîííîé êîíôè-
ãóðàöèèc0C. Êàìåðà âèäèò äåôîðìèðîâàííóþ ôîðìó, êîòîðàÿ, êàê ïðåäïîë à-
ãàåòñÿ, èìååò ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ ðàñòÿæåíèÿ/ñæàòèÿ. Êîì ïåíñàöèþ
äâèæåíèÿ æåñòêîé êàìåðû ĉ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ óðàâíå-
íèÿ (14), ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ĉ = c0 + W + (IM � IM 0); åñëèW � ïîëíûé ðàíã ñòîëáöà :(15)

ĉ = c0 + W > (W W > )� 1(IM � IM 0);(16)

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå è åñëè W èìååò ïîëíûé ðàíã ñòðîêè :

W + ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöåé W .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (14) è èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå ëèíåàðèçàöèè (5), çàïèøåì îïòèìàëüíûé êðèòåðèé êàê

ĉ = argmin
~c2 C

1
2

mX

i =1








 wi

@�
@c

(c0; l0i )(c � c0) � wi (im i � im 0i )









2

2
:(17)

Ýòî â òî÷íîñòè âçâåøåííàÿ ñóììà êâàäðàòîâ åâêëèäîâûõ íîðì ð àçíîñòè êàæ-
äîãî èçîáðàæåíèÿ, êîòîðîå áóäåò îòîáðàæàòüñÿ èç c2 C, è èçîáðàæåíèÿ, êî-
òîðîå áóäåò îòîáðàæàòüñÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. Ýòà ìèíèìèçà öèÿ ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíà â îáúåäèíeííîé ôîðìóëå êàê

ĉ = argmin
~c2 C

1
2

kW (~c � c0) � (IM � IM 0)k2
2:(18)

Åñëè W ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðàíãîì ñòîëáöà, òî ðåøåíèå äëÿ c ýòîé âçâåøåííîé
çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áóäåò

ĉ = c0 + ( W > W )� 1W > (IM � IM 0):(19)

Ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè åñòü äîñòàòî÷íî âèäèìû õ òðå-
óãîëüíèêîâ, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîððåêöèþ äëÿ øåñòè ñòåïåíåé ñ âîáîäû êàìå-
ðû. Äëÿ ýòîãî òðåáóåì, ÷òîáû áûëè âèäíû ïî êðàéíåé ìåðå äâà òð åóãîëüíèêà,
÷òîáû èçáåæàòü äâóñìûñëåííûõ ñèòóàöèé [45]. Åñëè çàäàíà ñåòêà èç N òî÷åê,
à êàìåðà îòñëåæèâàåò ïîëíûå îáëàñòè ýòîé ñåòêè, ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ýòî ìîæåò áûòü íå ïðîâåðåíî (íàïðèìåð, êàìåðà ñëèøêîì áëèçê î ê îáúåêòó),
óñòàíàâëèâàåì áåçîïàñíûé òåñò äëÿ ÷èñëà âèäèìûõ òðåóãîëüí èêîâ, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðåøåíèå ìèíèìàëüíîé íîðìû. Åñëè W ÿâëÿåòñÿ ðàíãîì
ïîëíîé ñòðîêè, òî êîððåêöèÿ êàìåðû âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìèíèìàë üíàÿ íîðìà
äâèæåíèÿ êàìåðû, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó êðèòåðèþ [47 ]:

ĉ = argmin
~c2 C

1
2

k~c � c0k2 s.t. W (~c � c0) = ( IM � IM 0):(20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ ðàíãîì ïîëíîé ñòðîêè, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ
íàèìåíüøèìè êâàäðàòàìè áóäåò

ĉ = c0 + W > (W W > )� 1(IM � IM 0):(21)

Â íåêîòîðûõ èçîëèðîâàííûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà W íå ÿâëÿåòñÿ íè
ïîëíûì ðàíãîì ñòîëáöà, íè ïîëíûì ðàíãîì ñòðîêè, êàìåðà íå êî ððåêòèðóåòñÿ
èç ýòàëîííîé êîíôèãóðàöèè, è áóäåò ĉ = c0.

Ñîáûòèÿ, îñâåùåííûå â ýòîì ðàçäåëå, ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëå äóþùèì
îáðàçîì. Æåñòêàÿ êîìïåíñàöèÿ äâèæåíèÿ íåæåñòêîãî îáúåêòà êàìåðîé ñî-
ñòîèò èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîîòíîñÿòñÿ êî íôèãóðàöèåé
êàìåðû ñ èçîáðàæåíèÿìè òðåóãîëüíèêîâ îáúåêòà. Åñëè ñèñòåì à ÷ðåçìåðíî
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îãðàíè÷åíà, êîìïåíñàöèÿ ñîñòîèò èç ïîèñêà êîíôèãóðàöèè, ì èíèìèçèðóþùåé
âçâåøåííóþ ñóììó îñòàòêîâ. Åñëè íåò äåôîðìàöèè è òðåóãîëüí èêè âñå æeñò-
êèå, âûáîð âåñà íå ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàò (èãíîðèðóÿ øóì ïðè î áíàðóæåíèè
âåðøèí). Åñëè òðåóãîëüíèêè îáúåêòà äåôîðìèðóþòñÿ, âûáîð â åñà ïîâëèÿåò
íà èñïðàâëåííóþ êîíôèãóðàöèþ ĉ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ýòè âåñà â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ
äâèæåíèé íà îñíîâå òðåóãîëüíîé ñåòêè äëÿ äåôîðìèðóåìûõ îáú åêòîâ.

4.1. Äâèæåíèå íà îñíîâå òðåóãîëüíîé ñåòêè äëÿ âèçóàëüíîãî
îáñëóæèâàíèÿ äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Äàâàéòå ðàññìîòðèì êàìåðó, èäóùóþ ïî ýòàëîííîé
òðàåêòîðèè è ïðîñìàòðèâàþùóþ äåôîðìèðóåìûé îáúåêò, çàöåï ëåííûé ñ m
òðåóãîëüíèêîâ T1; : : : ; Tm . A òðåóãîëüíàÿ ñåòêà äâèæåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ
îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ:
(i)


 : [0; 1] ! C : s 7! 
 (s);(22)

ãäå[0; 1] � íîðìàëèçîâàííûé èíòåðâàë âðåìåííîãî ïàðàìåòðà òðàåêòî-
ðèè s.

(ii) m � íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè w1; : : : ; wm :

wi : [0; 1] ! R+ : s 7! wj (s);(23)

wi (s) = 0 äëÿ ëþáîãî s òàêîé, ÷òî Ti íå âèäíî êàìåðîé C, êîãäà êàìå-
ðà íàõîäèòñÿ â êîíôèãóðàöèè 
 (s). Íåïðåðûâíîñòü wi òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
èçáåæàòü íåæåëàòåëüíûõ ïðûæêîâ âî âðåìÿ êîððåêöèè òðàåêòî ðèè êà-
ìåðû [39].

Óêàçàííîå âûøå äâèæåíèå íà îñíîâå òðåóãîëüíîé ñåòêè äëÿ êîì ïåíñà-
öèè æåñòêîãî äâèæåíèÿ ïîçû êàìåðû çàêëþ÷àåòñÿ â êîððåêòèðî âêå òåêóùåé
êîíôèãóðàöèè êàìåðû â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ çàìêíóòûì êîíòóðî ì ïóòåì âû-
÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè èç ïðåäëîæåíèÿ 1 îá ýòàëîííîé êîíôèãóðàö èè 
 (s) è ñ
âåëè÷èíàìè âåñà wi (s) äëÿ àáñöèññûs ïî òðàåêòîðèè. Êîððåêòèðóþùàÿ ôîð-
ìóëà ìîæåò áûòü íàïèñàíà äëÿ äàííîé àáñöèññû s ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Åñëè W (s) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðàíãîì ñòîëáöà, òî

ĉ(s) = 
 (s) + ( W (s)> W (s)) � 1W (s)> (IM (s) � IM 0(s)) :(24)

2) Åñëè W (s) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðàíãîì ñòîëáöà, íî ÿâëÿåòñÿ ðàíãîì
ïîëíîé ñòðîêè, òî

ĉ(s) = 
 (s) + W (s)> (W (s) W (s)> )� 1(IM (s) � IM 0(s)) :(25)

3) Èíà÷å

ĉ(s) = 
 (s):(26)
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ÇäåñüW (s), IM (s) è IM 0(s) ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè îáîçíà÷åíèé â óðàâ-
íåíèÿõ (11) è (12), êîãäà êîíôèãóðàöèÿ êàìåðû-îáðàçöà ñëåä óåò ïî ýòàëîí-
íîé òðàåêòîðèè c0(s) = 
 (s), s 2 [0; 1]. Ñëó÷àé (3) óðàâíåíèÿ (26 )ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íûì è ïî÷òè íèêîãäà íå âñòðå÷àåòñÿ. Îí èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå áåç-
îïàñíîãî ñëó÷àÿ, åñëè êîãäà-ëèáî W íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîëíûì ðàíãîì ñòîëáöà,
íè ïîëíûì ðàíãîì ñòðîêè. Âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû ñêîððåêòè ðîâàííîé
òðàåêòîðèè ĉ(s) èç óðàâíåíèé (24)�(26) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óäîâëå-
òâîðÿþùèe îïòèìàëüíîìó âèçóàëüíîìó âûðàâíèâàíèþ è ïðåäñò àâëÿþò ìè-
íèìóì èíòåãðàëà ïî âñåé òðàåêòîðèè ðàçíîñòè ìåæäó ýòàëîííû ì è òåêóùèì
äåôîðìèðîâàííûì âèäîì:

J =

1Z

0

1
2

kW (c(s) � 
 (s)) � (IM (s) � IM 0(s))k2
2 ds:(27)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü ãëàäêèå ïîïðàâêè íåîáõîäèìî èìåòü íåï ðåðûâíûå
âåñà [39]. Ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, åñëè âåñà ïðîïîðöèîíà ëüíû 2D ïëîùà-
äè ðàññìàòðèâàåìîãî òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè èçîáðàæåíè ÿ (â Ïðèëîæå-
íèè äàíû ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ îá èõ èñïîëüçîâàíèè è âû÷èñëåíè ÿõ). Åñëè
îáúåêò ÿâëÿåòñÿ îðãàíîì è çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â êîìïåíñàöèè äåôîðìàöèé,
íàáëþäàåìûõ ñ ïîìîùüþ ëàïàðîñêîïà, òî â èäåàëå âåñ ìîæåò áûò ü óñòàíîâ-
ëåí âðó÷íóþ òåõíèêîì ïåðåä îïåðàöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, õèðó ðã ñ ïîìîùüþ
òåõíèêà ìîæåò óêàçàòü îñíîâíóþ îáëàñòü-ìèøåíü îðãàíà, êîò îðàÿ äîëæíà
ïîääåðæèâàòüñÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ïðè íàáëþäåíèè ëàïàðî ñêîïîì. Çà-
òåì òåõíè÷åñêèé ñïåöèàëèñò ìîæåò óñòàíîâèòü áîëåå âûñîêèå âåñà äëÿ ýòîé
îáëàñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè. Òàêîé ïîëóàâòîìàòè÷åñêèé ï ðîöåññ ìîæåò
áûòü âûïîëíåí ïðè ïëàíèðîâàíèè îïåðàöèè.

5. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì è äåòàëè ðåàëèçàöèè

Àëãîðèòì (1) âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà, îïèñàííûé â ýòîì ðà çäåëå, èñ-
ïîëüçóåò ñåòêó äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷í îãî ïîçèöèî-
íèðîâàíèÿ êàìåðû îòíîñèòåëüíî îáúåêòà, äàæå êîãäà îáúåêò ä åôîðìèðóåòñÿ.
Îñíîâíûå øàãè ñëåäóþùèå:

1) Öèêë òðàåêòîðèè (ñòðîêè 5�27) âûïîëíÿåò èòåðàöèþ ïî îïîð íîé òðàåê-
òîðèè êàìåðû, è äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ êàìåðû àëãîðèòì âû÷èñ ëÿåò:

a) äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà, èñïîëüçóÿ îïîðíûé îáúåêò, âåñ , ïðîåê-
öèþ îïîðíîãî èçîáðàæåíèÿ è ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ.

á) âñeîáúåìëþùóþ âçâåøåííóþ ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàê æå
îïîðíûå è òåêóùèå âçâåøåííûå èçîáðàæåíèÿ îáúåêòà.

2) Öèêë âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà (ñòðîêè 17�26) çàòåì èòåð àòèâíî íàõî-
äèò îïòèìàëüíîå îáíîâëåíèå ïîëîæåíèÿ êàìåðû, êîòîðîå ìèíè ìèçèðó-
åò ðàçíèöó ìåæäó îïîðíûìè è òåêóùèìè âçâåøåííûìè èçîáðàæåí èÿìè
îáúåêòà, ñîîòâåòñòâåííî îáíîâëÿÿ ïîëîæåíèå êàìåðû.
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Algorithm 1 Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì íà îñíîâå òðåóãîëüíîé ñåòêè äëÿ âèçó-
àëüíîãî ñåðâîïðèâîäà íà äåôîðìèðóåìîì îáúåêòå.
Äàíî: Îïîðíàÿ òðàåêòîðèÿ 
 : [0; 1] ! C : s 7! 
 (s).
Äàíî: Äåôîðìèðóåìûé îáúåêò ñ ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç m òðåóãîëüíèêîâ T1; : : : ; Tm .
Äàíî: step size � ïàðàìåòð øàãà äëÿ äèñêðåòèçàöèè îïîðíîé òðàåêòî ðèè.
Äàíî: maxiter � äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèé.
Äàíî: � im � ïîðîã îøèáêè äëÿ îñòàíîâêè íà îñíîâå ðàçíèöû èçîáðàæåíèé.
1: Èíèöèàëèçàöèÿ:
2: Çàãðóçèòü îïîðíóþ òðàåêòîðèþ 
 äëÿ êàìåðû;
3: Çàãðóçèòü äàííûå î ñåòêå îïîðíîãî îáúåêòà;
4: Çàãðóçèòü äàííûå î ñåòêå òîãî æå îáúåêòà â åãî äåôîðìèðîâàíí îì ñîñòîÿíèè;
5: Öèêë òðàåêòîðèè:
6: Äëÿ s 2 [0; 1] âûïîëíèòü
7: Ïîëó÷èòü òåêóùóþ êîíôèãóðàöèþ êàìåðû c(s)  
 (s);
8: Öèêë ïî òðåóãîëüíûì ñåòêàì:
9: Ïî êàæäîìó òðåóãîëüíèêó i îò 1 äî m âûïîëíèòü

10: Ïîëó÷èòü òåêóùèé âåñ wi , ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû â óðàâíåíèÿõ (B14) è (B15);
11: Ïîëó÷èòü òåêóùóþ ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèìåíÿÿ ôîðìóë ó èç óðàâ-

íåíèÿ (7);
12: Ïîëó÷èòü ïðîåêöèþ îïîðíîãî èçîáðàæåíèÿ im 0

i òðåóãîëüíîãî ïðèìèòèâà;
13: Âû÷èñëèòü òåêóùóþ çàäà÷ó ôóíêöèè òðåóãîëüíèêà, èñïîëüçóÿ óðàâíå-

íèå (10);
14: Êîíåö öèêëà
15: error  � im + 1 ;
16: iter  0;
17: Öèêë âèçóàëüíîãî ñåðâîïðèâîäà:
18: Ïîêà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå iter < max _ iter or error > � im âûïîëíèòü
19: Ïîëó÷èòü òåêóùóþ ïðîåêöèþ èçîáðàæåíèÿ ïðèìèòèâà im i èç òåêóùåãî ïî-

ëîæåíèÿ êàìåðû;
20: Ñîáðàòü ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ îáúåêòà ñ ó÷åòîì âåñà W ñ èñïîëüçîâà-

íèåì óðàâíåíèÿ (11);
21: Ñîáðàòü îïîðíîå è òåêóùåå èçîáðàæåíèÿ îáúåêòà ñ ó÷åòîì âåñà IM; IM 0 ñ

èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (12);
22: Ðåøèòü îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ ñåðâîïðèâîäà, èñïîëüçóÿ óðàâí åíèÿ (24)�

(26);
23: Èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ĉ(s) äëÿ îáíîâëåíèÿ òåêóùåé êîíôèãóðàöèè êà-

ìåðû;
24: iter  iter + 1 ;
25: error  k W (ĉ(s) � c(s)) � (IM � IM 0)k2;
26: Êîíåö öèêëà
27: Êîíåö öèêëà
28: Âûâîä:
29: Îêîí÷àòåëüíàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ âèçóàëüíîãî ñåðâîï ðèâîäà ñ ó÷eòîì òå-

êóùåé äåôîðìàöèè îáúåêòà.

Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò âèçóàëüíîìó ñåðâîïðèâîäó àäàïòèðîâ àòüñÿ ê äå-
ôîðìàöèÿì îáúåêòà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ñåòêè äëÿ êîðð åêòèðîâêè òðà-
åêòîðèè êàìåðû â ñîîòâåòñòâèè ñ äåôîðìàöèåé.
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Ýòîò àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì Matlab2015a . Îí áûë
çàïóùåí íà íîóòáóêå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core (TM) i5-4200U è 6 ÃÁ îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè.

Ìîäåëü îáúåêòà, èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòå, áûëà òðåóãîëüíîé ñå òêîé ñ
10 000 âåðøèíàìè è 20 000 ãðàíÿìè. Îïîðíàÿ òðàåêòîðèÿ áûëà äèñêðåò è-
çèðîâàíà ñ øàãîì step_size, ðàâíûì 10 Hz. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòå-
ðàöèé, max_iter, áûëî óñòàíîâëåíî íà 100, à ïîðîã îøèáêè äëÿ îñòàíîâ-
êè � im áûë óñòàíîâëåí íà 0,01 ïèêñåëåé. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâ ëÿ-
åò O(N � m4max_iter ) ïîðÿäêà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò
O(m2) ïîðÿäêà. Îáùèé àëãîðèòì âûïîëíÿåòñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 40 Hz,
÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âèçóàëüíûé ñåðâîïðèâîä äåôîðìèðó åìîãî îáúåêòà
â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Ýòîò àëãîðèòì áûë ïðîòåñòèðîâàí â ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿõ, âêë þ÷àÿ
íåñêîëüêî òèïîâ îáúåêòîâ, îïîðíûõ òðàåêòîðèé, ðåæèìîâ äåô îðìàöèè è
óðîâíåé øóìîâ íà èçîáðàæåíèè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâ ëåíû ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàçíîîáðàçíûõ óñëîâèÿõ.

6. Ðåçóëüòàòû ïî ñìîäåëèðîâàííûì äàííûì

Ýòîò ðàçäåë äåìîíñòðèðóåò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîâåðî÷íûõ òåñòîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèìóëèðîâàííûõ äàííûõ íà äâóõ äåôîðìèðóåìûõ îáúåêòàõ:
ïëîñêîì îáúåêòå, êîòîðûé äåôîðìèðóåòñÿ â ôîðìó âûïóêëîñòè , è ìîäåëè ÷å-
ëîâå÷åñêîé ïå÷åíè, êîòîðàÿ äåôîðìèðóåòñÿ íà ëåâîé è ïðàâîé äîëÿõ. Áûëè
ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû êàê ñ ëèíåéíûìè, òàê è ñ íåëèíåéíûìè äåôîðìà-
öèÿìè. Ìåòîä ïðîòåñòèðîâàí íà äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òðàåêòî ðèÿõ: ëèíåéíîé
è êðóãîâîé. Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõî äà áûë ñèìóëè-
ðîâàí øóì â îïðåäåëåíèè âåðøèí 2D-ñåòêè, ñ ïîìîùüþ ïåðñïåêò èâíîé êà-
ìåðû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 1500. Ñèìóëÿöèè âûïîëíÿëèñü íà ïðîöåññî-
ðå Core (TM) i5-4200U è 6 ÃÁ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñ èñïîëüçîâàí èåì Mat-
lab2015a. Íà ïîêàçàííûõ íèæå ðèñóíêàõ ðàññòîÿíèÿ óêàçàíû â ìåòðàõ, ñêî-
ðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êàìåðû � â ìåòðàõ â ñåêóíäó, à ñêîðîñòü âðà ùåíèÿ � â
ðàäèàíàõ â ñåêóíäó. Îøèáêè â èçîáðàæåíèè óêàçàíû â ïèêñåëÿõ .

6.1. Ðåçóëüòàòû äëÿ ïëîñêîãî îáúåêòà
è ëèíåéíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïóòè

Ðèñóíîê 4 ïðåäñòàâëÿåò öåëåâîé îáúåêò â òðåõìåðíîì ïðîñòðà íñòâå è åãî
ïðîåêöèþ íà êàìåðó. Îáúåêò ñîñòîèò èç 200 òðåóãîëüíèêîâ, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 5. Ïðè äåôîðìàöèè òðàåêòîðèÿ êàìåðû èñïîëüçóåòñÿ â êà÷ åñòâå ññû-
ëî÷íîé çàâèñèìîñòè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî öåëåâûå ýëåì åíòû îñòàþòñÿ
â ïðåäåëàõ è äèíàìè÷åñêè êîððåêòèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îæèäàåìûì âè-
äîì. Íà ðèñ. 6 óïðàâëÿåì äâèæåíèåì êàìåðû, êîòîðîå çàâèñèò î ò âåñà âäîëü
òðàåêòîðèè. Pèñóíêè 5 è 6 ïðåäñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî òåïë îâóþ êàðòó äå-
ôîðìàöèè, ïåðåìåùàþùóþñÿ îò âûñîêîé ê íèçêîé. Â ýòîì ýêñïåð èìåíòå âû-
äåëèëè ïîñòîÿííûå âåñà. Âåñà ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè âûñîêèìè ñ íåïð åðûâíûìè
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Ðèñ. 4. Ñïðàâà ââåðõó: îïîðíûé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïë îñêóþ òðåóãîëüíóþ
3D-ñåòêó. Ñëåâà ââåðõó: ýòàëîííûé îáúåêò è êîíôèãóðàöèÿ êà ìåðû â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Âíèçó: âèä ïëîñêîé ñåòêè â ïëîñêîñòè êàìåðû.

ïîñòîÿííûìè âåñàìè, ðàâíûìè 4. Îñòàëüíûå ðåãèîíû èìåþò ïîñòîÿííûå âå-
ñà, ðàâíûå 1. Íå ñóùåñòâóåò âåðõíåãî èëè íèæíåãî ïðåäåëà äëÿ âûáîðà âåñà .
Òîëüêî îòíîñèòåëüíûå áîëüøèå/ìåíüøèå çíà÷åíèÿ èìåþò çíà÷ åíèå äëÿ ìî-
äóëÿöèè áîëüøåãî/ìåíüøåãî ôîêóñà îòñëåæèâàíèÿ íà êîíêðåò íîé îáëàñòè.
Îáëàñòè, èìåþùèå çíà÷åíèå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, èìåþò áîëüø èå çíà÷åíèÿ
âåñà äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷è îòñëåæèâàíèÿ, ÷òîáû ëó÷øå ñëåäî âàòü çà äå-
ôîðìèðîâàííûìè ÷àñòÿìè.

6.2. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïå÷åíè ÷åëîâåêà

Ïå÷åíü � ñàìûé áîëüøîé îðãàí â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà. Îí îòíîñè òñÿ ê ïè-
ùåâàðèòåëüíîé ñèñòåìå è îáåñïå÷èâàåò ìíîãèå æèçíåííî âàæí ûå ôóíêöèè
îðãàíèçìà. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñåòêa ïå÷åíè äëÿ ïð îâåðêè ýôôåê-
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Ðèñ. 5. Ñëåâà: äåôîðìèðîâàííûé ýòàëîííûé îáúåêò ñ îðèåíòèð îâî÷íîé è äåôîð-
ìèðîâàííîé òðàåêòîðèÿìè êàìåðû. Êîíòðîëüíàÿ êàìåðà ñëåäó åò ëèíåéíîé çàïëàíè-
ðîâàííîé òðàåêòîðèè. Ñâåòëûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåêòîðè ÿ. Òåìíûå êàìåðû �
èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ. Çäåñü âñå âåñà ðàâíû åäèíèöå. Ñïðàâà: ññûëêà íà ïðî-
ñìàòðèâàåìûé îáúåêò è äåôîðìèðîâàííûé ïðîñìàòðèâàåìûé îá úåêò. Èñïðàâëåííàÿ
òðàåêòîðèÿ äîëæíà ìàêñèìàëüíî ñîîòâåòñòâîâàòü ýòàëîííîì ó âèäó îáúåêòà.

Ðèñ. 6. Ñëåâà: äåôîðìèðîâàííûé îáúåêò 3D-ïëîñêîñòè ñ êàìåð îé, êîòîðàÿ ñëåäóåò
ëèíåéíîé çàïëàíèðîâàííîé òðàåêòîðèè. Ñâåòëûå êàìåðû � ýòà ëîííàÿ òðàåêòîðèÿ.
Òåìíûå êàìåðû � èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ. Çäåñü âñå âåñà ðàâ íû åäèíèöå, çà èñêëþ-
÷åíèåì âåñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òðåóãîëüíèêàìè íà âåðõíåì õîëìå. Îíè ðàâíû 4. Ñïðàâà:
ññûëêà íà ïðîñìàòðèâàåìûé îáúåêò è äåôîðìèðîâàííûé ïðîñìà òðèâàåìûé îáúåêò.
Èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà ìàêñèìàëüíî ñîîòâåòñòâîâ àòü ýòàëîííîìó âèäó
îáúåêòà.

òèâíîñòè èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà. Äëÿ äåôîðìàöèè ïå÷åíè èñïî ëüçóåì ãèïå-
ðýëàñòè÷íóþ ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü Ìóíè�Ðèâèëèíà è ïîäõîä, ïðå äëîæåííûé
â [48] äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ óïðóãèõ äåôîðìàöèé . Ñåòêà ïå÷åíè
ñîäåðæèò 130 382òðåóãîëüíèêà è 12 226âåðøèí (ñì. ðèñ. 7). Ýêñïåðèìåíòû
ïðîâîäèëèñü ïî äâóì òèïàì äåôîðìàöèé: ëèíåéíîé è íåëèíåéíî é. Äëÿ òîé æå
ñåòêè ïå÷åíè ïåðåìåùàëè âûáðàííóþ äåôîðìèðîâàííóþ ÷àñòü ð àçìåðîì 825
íà 6 ìì ïî îñè z, ÷òî ñ÷èòàåòñÿ ëèíåéíîé äåôîðìàöèåé. Ïðè âòîðîé äåôîð-
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Ðèñ. 7. Òåìíûì öâåòîì ïðåäñòàâëåí îðãàí â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.
Ñâåòëûì öâåòîì ïðåäñòàâëåí îðãàí ïîñëå íåëèíåéíîé äåôîð-
ìàöèè.

ìàöèè ïåðåìåùàëè òå æå 825 âåðøèí íà 22 ìì, ÷òî ñ÷èòàåòñÿ íåëèíåéíîé
äåôîðìàöèåé.

6.2.1. Ðåçóëüòàòû ñ ëèíåéíîé äåôîðìàöèåé ïå÷åíè
Äëÿ ëèíåéíîé äåôîðìàöèè èñïîëüçîâàëè êîìàíäó äëÿ óïðàâëåí èÿ äâèæå-

íèåì êàìåðû, êîòîðàÿ ñëåäîâàëà ïî îðèåíòèðîâî÷íîé ãîðèçîí òàëüíîé ïðÿ-
ìîé ëèíèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8. Ïðîâåëè äâà òåñòà: òåñò (1) , ãäå âñå âåñà
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè è ðàâíû 1 äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ è òåñò (2), ïðè
êîòîðîì âåñà èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âèäèìîé ä åôîðìàöèè.
Ýòà âåëè÷èíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäè òåêóùåãî äå ôîðìèðîâàí-
íîãî òðåóãîëüíèêà ê ïëîùàäè îïîðíîãî âèäèìîãî òðåóãîëüíèê à (ñì. Ïðèëî-
æåíèå). Îáëàñòè âû÷èñëÿþòñÿ íà âèäèìûõ òðåóãîëüíèêàõ 2D èç îáðàæåíèÿ
(îïîðíàÿ è òåêóùàÿ äåôîðìèðîâàííûå). Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâ îëÿåò ïðèäà-
âàòü áîëüøåå çíà÷åíèå äåôîðìèðîâàííûì ðåãèîíàì ïî ñðàâíåí èþ ñ äðóãèìè
îáëàñòÿìè, ìåíåå äåôîðìèðîâàííûìè èëè íåäåôîðìèðîâàííûì è. Ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êàìåðà ñëåäèëà çà äåôîðìàöèå é ïå÷åíè, íå
òåðÿÿ ââåäåííîé òðàåêòîðèè (òåñò (2)). Â òåñòå (1) òðàåêòîðèÿ êàìåðû èçìå-
íèëàñü íåìíîãî è ðàâíîìåðíî, òàê êàê âåñà âñåõ òðåóãîëüíèêî â áûëè ðàâíû.
Â òåñòå (2) êàìåðà çíà÷èòåëüíî îáíîâèëà ñâîþ òðàåêòîðèþ âîê ðóã äåôîð-
ìèðîâàííîé îáëàñòè, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì òðàåêòîðèþ, áëèçêóþ ê èñõîäíîé,
äàëåêî îò îáëàñòè äåôîðìàöèè. Ðèñóíîê 9 ïîêàçûâàåò ïðîèçâî äèòåëüíîñòü
àíàëèçà óïðàâëåíèÿ êàìåðîé âî âðåìÿ äèíàìè÷åñêîãî îòñëåæè âàíèÿ. Îí ïî-
êàçûâàåò ïåðåìåùåíèå è âðàùåíèå êàìåðû âî âðåìÿ îòñëåæèâàí èÿ äåôîðìà-
öèè ïå÷åíè. Ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ! y è ! z îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ òåñòîâ. Ñóììû
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Ðèñ. 8. Ïå÷åíü ïîñëå ëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåðà ñë åäóåò ïî îðèåíòè-
ðîâî÷íîé ïðÿìîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòà (1) . Ñëåâà ïîêàçàíà ýòà-
ëîííàÿ òðàåêòîðèÿ. Ñïðàâà ïîêàçàíà áîêîâàÿ ïðîåêöèÿ òðàåê òîðèè ïîñëå êîððåê-
òèðîâêè. Ñâåòëûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåêòîðèÿ. Òåìíûå êàì åðû � èñïðàâëåííàÿ
òðàåêòîðèÿ. Âíèçó ïîêàçàíî èçìåíåíèå òî÷åê ïèêñåëåé âî âðå ìÿ êîððåêöèè ïîçû
êàìåðû. Òåìíûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåêòîðèÿ.

ïåðåâîäà ïî îñÿì y è z òàêæå ïî÷òè îäèíàêîâû. Çàìåòíàÿ ðàçíèöà çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïåðåíîñå è âðàùåíèè âäîëü îñè x, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîé îñè
äåôîðìàöèè.

6.2.2. Ðåçóëüòàòû ñ íåëèíåéíîé äåôîðìàöèåé ïå÷åíè
Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå çàïóñòèì òó æå êîíôèãóðàöèþ òåñòîâûõ (1 ) è òå-

ñòîâûõ (2) óñòàíîâîê, ÷òî è ðàíüøå. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ä åôîðìàöèþ ñ
ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì ëåâîé äîëè ïå÷åíè 6 ìì, êàê ïîêàçàíî íà ðèc. 7.
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Ðèñ. 9. Àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñêîðîñòè êàìåðû ïðè ñëåæ åíèè çà äåôîðìèðî-
âàííûì îáúåêòîì ñ ëèíåéíîé äåôîðìàöèåé. Âåðõíÿÿ ôèãóðà ïîê àçûâàåò ñêîðîñòü
êàìåðû â ïåðåâîäå. Íèæíÿÿ ôèãóðà ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåð û ïðè âðàùåíèè.
Êðóãîâûå òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñêîðîñòü êàìåðû â ñîîòâåòñòâè è ñî ñòðàòåãèåé òåñòè-
ðîâàíèÿ (1). Çâåçäî÷êè îáîçíà÷àþò ñêîðîñòü êàìåðû â ñîîòâå òñòâèè ñî ñòðàòåãèåé
òåñòèðîâàíèÿ (2). ! y è ! z ñõîæè äëÿ îáîèõ òåñòîâ.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êàìåðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ãîðè çîíòàëüíóþ
ëèíèþ, îáîçíà÷åííóþ ñâåòëûì öâåòîì, à ñêîððåêòèðîâàííûé â èä ïðåäñòàâëåí
òåìíûì öâåòîì. Íà ðèñ. 10 ñëåâà òåìíûì öâåòîì ïîêàçàíà ñêîðð åêòèðîâàííàÿ
òðàåêòîðèÿ êàìåðû, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà ïðè óñòàíîâêå âñå õ âåñîâ íà 1.
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Ðèñ. 10. Ïå÷åíü ïîñëå íåëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåð û ñëåäóåò ïî îðè-
åíòèðîâî÷íîé ïðÿìîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñò à (2). Ñëåâà ïîêàçàí
âèä ñáîêó. Ñïðàâà ïîêàçûâàåò äðóãîé âèä ñáîêó. Ñâåòëûå � ýòà ëîííàÿ òðàåêòîðèÿ.
Òåìíûå � èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ.

Íà ðèñ. 10 ñïðàâà òåìíûì öâåòîì ïîêàçàíà ñêîððåêòèðîâàííàÿ òðàåêòîðèÿ
äâèæåíèÿ êàìåðû, ïîëó÷åííàÿ ñ âåñàìè, ðàâíûìè 5 äëÿ íàèáîëå å äåôîðìèðî-
âàííûõ îáëàñòåé è ðàâíûìè 1 äëÿ íàèìåíåå äåôîðìèðîâàííûõ èë è íåäåôîð-
ìèðîâàííûõ îáëàñòåé. Êðèâèçíà ñêîððåêòèðîâàííîé òðàåêòî ðèè áîëåå âàæíà
â ñëó÷àå òåñòà (2) (ïðàâûé ðèñóíîê). Íåëèíåéíàÿ äåôîðìàöèÿ òðåóãîëüíèêîâ
íà èçîáðàæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ êàê ìîæíî áëèæå ê èõ îáëàñòÿì íà ý òàëîííîì
èçîáðàæåíèè. Âåñîâûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò áðàòü èç ïå÷åíè íàèá îëåå ðåëå-
âàíòíûå äåôîðìèðîâàííûå òðåóãîëüíèêè è ñîîòâåòñòâóþùèì î áðàçîì êîð-
ðåêòèðîâàòü îáúåì êîððåêöèè. Íà ðèñ. 10 ñïðàâà âèäèì, ÷òî ïó òü êàìåðû
çàòðîíóò ñèëüíåå âñåãî. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ íåëèíåéíûìè äåôî ðìèðîâàííûìè
òðåóãîëüíèêàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî âûñîêà äëÿ ïîä õîäà (ïîñëå
10 èòåðàöèé). Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà êîððåêöèè êîíôèãóðàöèè êàìåðû ïîêàçàí
íà ðèñ. 11.

6.2.3. Ðåçóëüòàòû ñ íåëèíåéíîé äåôîðìàöèåé è êðèâîëèíåéíî é îïîðíîé
òðàåêòîðèåé

Äëÿ íåëèíåéíîé òðàåêòîðèè âûïîëíèëè òåñò íà êðèâîëèíåéíîé ïëîñ-
êîñòè îïîðíîé òðàåêòîðèè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: � = (0 : 0 :01 : �

2 ),
cx = R � cos(� ), cy = R � cos(� ), cz = 1 . Óãîë êàìåðû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âî
âðåìÿ ýòîé òðàåêòîðèè, óêàçûâàÿ âíèç íà îòðèöàòåëüíóþ îñü z. Ýòó êîí-
ôèãóðàöèþ ýòàëîííîé êàìåðû èñïîëüçîâàëè â óðàâíåíèè (22). Òàêæå áûëà
ïðîòåñòèðîâàíà ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ òåñòîâ , ïðèâåäåííûõ
â ðàçäåëå 6.2 (òåñò (1) è òåñò (2)). Äëÿ òåñòà (1) çàìåòèì, ÷òîêàìåðà ñëåäî-
âàëà ïî òðàåêòîðèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12 ñïðàâà. Äëÿ òåñòà (2) ñäåëàëè
òåñò ñ òîé æå ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ è êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèåé, íî èçìå-
íèëè âåñ òðåóãîëüíèêîâ, ãäå ïðèäàëè âàæíîñòü äëÿ òðåóãîëüí èêîâ, êîòîðûå
äåôîðìèðóþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âåñà ìåæäó 1 è 5, êàê ïîêàçà íî íà ðèñ. 6.
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Ðèñ. 12. Ïå÷åíü ïîñëå íåëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåð û ñëåäóåò ïî îïîð-
íîé êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòà ( 1). Ñëåâà ïîêàçàí âèä
ñâåðõó. Ñïðàâà � âèä ñáîêó. Ñâåòëûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåê òîðèÿ. Òåìíûå êàìå-
ðû � èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ðèñ. 13. Ïå÷åíü ïîñëå íåëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåð û ñëåäóåò ïî îïîð-
íîé êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòà ( 2). Ñâåòëûå êàìåðû �
ýòàëîííàÿ òðàåêòîðèÿ. Òåìíûå êàìåðû � èñïðàâëåííàÿ òðàåêò îðèÿ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî òåñò (2) ëó÷øå òåñòà ( 1). Â òåñòå (1)
êàìåðà ñëåäîâàëà ïî òðàåêòîðèè, íî äåôîðìàöèÿ íå áûëà õîðîø î çàôèêñèðî-
âàíà. Òåñò 2 óñïåøíî ïðîøåë ïî òðàåêòîðèè ñ òî÷íûì çàõâàòîì ä åôîðìàöèè.
Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàò ïåðåâîäà ñêîðîñòè è âðàùåíèÿ êàìåðû ñ ëåæåíèÿ áûë
ëó÷øå â òåñòå (2), ÷åì â òåñòå (1), êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 17 ( ñì. íèæå). Îò-
ìåòèì, ÷òî äàæå â âàðèàöèè ïèêñåëåé åñòü ðàçíèöà, à èìåííî: ò åñò (1) èìååò
âàðèàöèþ îò 0,06 äî 0,1 è òåñò (2) èìååò âàðèàöèþ îò 0 äî 0,5.
 ������������������������
Ðèñ. 11. Àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñêîðîñòè êàìåðû ïðè ñëå æåíèè çà äåôîðìèðî-
âàííûì îáúåêòîì ñ íåëèíåéíîé äåôîðìàöèåé. Âåðõíÿÿ ôèãóðà ï îêàçûâàåò ñêîðîñòü
êàìåðû â ïåðåâîäå. Öåíòðàëüíàÿ ôèãóðà ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåðû ïðè âðàùå-
íèè. Òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñêîðîñòü êàìåðû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñ òðàòåãèåé òåñòèðî-
âàíèÿ (1). Çâåçäî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñêîðîñòü êàìåðû â ñîîòâå òñòâèè ñî ñòðàòåãèåé
òåñòèðîâàíèÿ (2).
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Ðèñ. 14.
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Ðèñ. 15. Ïå÷åíü ïîñëå íåëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåð à ñëåäóåò ïî îïîðíîé
êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòà (1) ñ øóìîâûìè äàííûìè.
Ñëåâà ïîêàçàí âèä ñâåðõó. Ñïðàâà � âèä ñáîêó. Ñâåòëûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåê-
òîðèÿ. Òåìíûå êàìåðû � èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ðèñ. 16. Ïå÷åíü ïîñëå íåëèíåéíîé óïðóãîé äåôîðìàöèè è êàìåð à ñëåäóåò ïî îïîðíîé
êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòà (2) ñ øóìîâûìè äàííûìè.
Ñâåòëûå êàìåðû � ýòàëîííàÿ òðàåêòîðèÿ. Òåìíûå êàìåðû � èñïð àâëåííàÿ òðàåêòî-
ðèÿ.

6.3. Óñòîé÷èâîñòü ê øóìó ïðè îáíàðóæåíèè 2D âåðøèí

Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ìåòîä íàïðàâëåí íà òî, ÷òîáû ñäåëàòü óïð àâëåíèå
äâèæåíèåì êàìåðû áîëåå íàäåæíûì. Ïîýòîìó â ñòàòüå ïîïûòàëè ñü èìèòèðî-
âàòü âîçìóùåíèÿ èçìåðåíèé ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ãàóññîâîãî
ñëó÷àéíîãî øóìà, äîáàâëåííîãî ê óðàâíåíèþ (4). Ýòîò øóì öåí òðèðóåòñÿ ñî
ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 1 ïèêñåëü. Îí äîáàâëÿåòñÿ ê êîîðäèíàòàì èçîáðà-
 ������������������������
Ðèñ. 14. Àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñêîðîñòè êàìåðû ïðè ñëå æåíèè çà äåôîðìè-
ðîâàííûì îáúåêòîì ñ íåëèíåéíîé äåôîðìàöèåé è ïî êðèâîëèíåé íîé òðàåêòîðèè.
Âåðõíÿÿ ôèãóðà ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåðû â ïåðåâîäå. Öåíò ðàëüíàÿ ôèãóðà ïî-
êàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåðû ïðè âðàùåíèè. Òåìíûå òî÷êè ïðåäñò àâëÿþò ñêîðîñòü êà-
ìåðû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé òåñòèðîâàíèÿ (1). Ñâåòëûå òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò
ñêîðîñòü êàìåðû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé òåñòèðîâàíèÿ (2).

113



Ðèñ. 17

114



æåíèÿ im i , 1 6 i 6 m. Ïðîâåäåí òåñò íà íåëèíåéíóþ äåôîðìàöèþ ñî ñðàâíå-
íèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâîê (êàê òåñò (1), òàê è òåñò ( 2)). Â ðåçóëüòà-
òå äëÿ òåñòà (1) èñïðàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ áûëà íå ñòîëü óäîâë åòâîðèòåëüíîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé æå óñòàíîâêîé â áåñøóìîâîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ . 15). Äëÿ
òåñòà (2) ðåçóëüòàò áûë áîëåå ñîâìåñòèì ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó ÷åííûì â áåñøó-
ìîâîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 16. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëå íèå ñîîòâåòñò-
âóþùèõ âåñîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äåôîðìèðîâàííûõ ðåãèîíî â íå çàâèñèò
îò âîçìóùåíèé ïðè îòñëåæèâàíèè è êîíòðîëå òðàåêòîðèè êàìåð û. Ðèñóíîê 17
ïîêàçûâàåò ðàçíèöó ñêîðîñòè ìåæäó ïåðåíîñîì êàìåðû, ïîâîð îòîì è èçìåíå-
íèåì òî÷êè ïèêñåëÿ. Çâåçäî÷êàìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ äëÿ òåñò à (1), êðóãàìè
ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ äëÿ òåñòà (2). Òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî òåñò (1 ) ïåðåâîäèòñÿ
è âðàùàåòñÿ ìåäëåííåå ïî ñðàâíåíèþ ñ òåñòîì (2).

6.4. Îáñóæäåíèÿ è êîììåíòàðèè

Âàæíîñòü âåñîâ ÷åòêî ïîêàçàíà íà ðèñ. 5 è 6. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íà ðèñ. 6
ñëåâà âèäíî, êàê èñõîäíàÿ òðàåêòîðèÿ ñèëüíî ñãèáàåòñÿ, êîãäà îíà ïðèáëè-
æàåòñÿ ê íàèáîëåå äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè. Ýòî ïîâåäåíèå í å íàáëþäà-
åòñÿ, êîãäà âñå âåñà ðàâíû äðóã äðóãó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû âè äèì, êàê
âèä äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè áëèæå ê ýòàëîííîìó âèäó íà ðèñ. 6 ñïðàâà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 5 ñïðàâà. Âàæíîñòü ñòðóêòóðû è åå íàäåæíîñ òü ìîæ-
íî óâèäåòü â ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ íà ðèñ. 8�17. Íà ýòèõ ðè ñóíêàõ ïîä-
÷åðêèâàåòñÿ íàäåæíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê òèïó äåôîð ìàöèè (ëèíåé-
íîé/íåëèíåéíîé), òèïó òðàåêòîðèé (ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíî é/íåëèíåéíîé) è
øóìó â 2D-îáíàðóæåíèè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â êàæäîì ñöåíàðèè ý òèõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü æåñòêóþ ê îððåêöèþ êà-
ìåðû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàèáîëåå çíà÷èìûì òðåóãîëüíèêàì äåôîð ìèðóåìîé îá-
ëàñòè ïðèñâàèâàþòñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ âåñà, îïîðíàÿ òðàåêò îðèÿ àäàïòèðó-
åòñÿ â îñíîâíîì ê ýòèì îáëàñòÿì, íåçàâèñèìî îò âûøåóïîìÿíóò ûõ êàòåãîðèé.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê âèç óàëüíîé êîì-
ïåíñàöèè íåæåñòêîé äåôîðìàöèè îáúåêòà ïðè æåñòêîì äâèæåíè è êàìåðû.
Ýòà êîìïåíñàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ, ïîêà êàìåðà äâèæåòñÿ ïî îï îðíîé òðà-
åêòîðèè áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíûì âåñîâûì ôóíêöèÿì. Ýòè âåñà ï îçâîëÿþò
ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà íàèáîëåå çíà÷èìûõ äåôîðìèðóþùèõ îáëàñ òÿõ, îäíîâðå-
ìåííî ñòàáèëèçèðóÿ èçîáðàæåíèå â ðåàëüíîì âðåìåíè â ñîîòâå òñòâèè ñ ýòà-
ëîííûì âèäîì. Ðàçðàáîòàííàÿ â ñòàòüå ñòðàòåãèÿ êîìïåíñàöè è âñòðàèâàåò-
 ������������������������
Ðèñ. 17. Àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñêîðîñòè êàìåðû ïðè ñëå æåíèè çà äåôîð-
ìèðîâàííûì îáúåêòîì ñ íåëèíåéíîé äåôîðìàöèåé è øóìîâûìè äà ííûìè. Âåðõíÿÿ
÷àñòü ðèñóíêà ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåðû â ïåðåâîäå. Öåíòð àëüíàÿ ÷àñòü ðèñóíêà
ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü êàìåðû ïðè âðàùåíèè. Òî÷êè îáîçíà÷àþò ñêîðîñòü êàìåðû â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé òåñòà (1). Çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíà ñêîðîñòü êàìåðû â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé òåñòà (2).
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ñÿ â îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó âèçóàëüíîãî êîíòðîëÿ. Ýêñïåðèìåí òàëüíî äîêà-
çàíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä óñòîé÷èâ ê ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì äåôî ðìàöèÿì,
ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì ãåîìåòðè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, à òàêæå ê øóìó â
2D-îáíàðóæåíèè. Ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íå ò ðåáóåò èíôîð-
ìàöèè î òèïå îáúåêòà, äåôîðìàöèè èëè òðàåêòîðèè.

Ýòà ðàáîòà ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ïðî÷íóþ ôîðìàëüíóþ îñíîâó äëÿ ïåðñïåê-
òèâíîãî ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ â êîíòåêñòå ëàïàðîñêîïèè. Õè ðóðã ìîæåò
ñïëàíèðîâàòü âìåøàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ òåõíè÷åñêîãî ñïåöèà ëèñòà, ïðèäà-
âàÿ çíà÷èòåëüíûé âåñ âàæíûì îáëàñòÿì öåëåâîãî îðãàíà è îïèñ ûâàÿ ýòàëîí-
íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ äëÿ ëàïàðîñêîïà. Âî âðåìÿ îïå ðàöèè îáåñ-
ïå÷åíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåío ðîáîòîì, äåðæàùèì ëà ïàðîñêîï, ñ
èñïîëüçîâàíèåì èçëîæåííîãî ìåòîäà. Íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê îá-
íàðóæåíèþ 2D-îðèåíòèðîâ â ëàïàðîñêîïèè, àëãîðèòì ðåàëèçó åòñÿ â ðåàëüíîì
âðåìåíè äëÿ îáíàðóæåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ 2D-ñåòêè ñ âåðøèíàìè. Ýòî ïîçâî-
ëèò ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàòü îòñëåæèâàíèå îáðàáîòàííî é òðàåêòîðèè è
âèçóàëüíîå ñåðâîïðèâîäíîå óïðàâëåíèå.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ

Åñëè äàíà 3D-âåðøèíà ñ êîîðäèíàòàìè (X; Y; Z )> â êàäðå êàìåðû, òî åå
2D-ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü êàìåðû çàäàåòñÿ êàê

x = X=Z;(� .1)

y = Y=Z;(� .2)

ãäå im = ( x; y)> � êîîðäèíàòà èçîáðàæåíèÿ òðåõìåðíîé òî÷êè áåç ó÷åòà ôî-
êóñíîãî ðàññòîÿíèÿ è ãëàâíîé òî÷êè (â äàííîé ðàáîòå ðàññìàò ðèâàåì êàëèá-
ðîâàííóþ êàìåðó ñ èçâåñòíûìè âíóòðåííîñòÿìè). Ïðîèçâîäíà ÿ ïî âðåìåíè
ïðèâåäåííîé âûøå ïðîåêöèè îòíîñèòåëüíî îïîðíîé 3D êîîðäèí àòû âåðøèíû
(X 0; Y0; Z0) áóäåò

_x = _X=Z � _Zx=Z;(� .3)

_y = _y=Z � _Zy=Z:(� .4)

Çàïèøåì ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êàìåðû êàê v = ( vx ; vy ; vz)> , òîãäà ! =
= ( ! x ; ! y ; ! z)> òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëíûé âåêòîð ñêîðîñòè êàìåðû çà-
ïèñûâàëñÿ êàê _c = ( v> ; ! > )> . Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ñêîðîñòü 3D-òî÷êè ñî
ñêîðîñòÿìè êàìåðû, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ïî ñëåäóþùåé ôîðìóë å èç êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòû [49]:

_X = � vx � ! yZ + ! zY;(� .5)
_Y = � vy � ! zX + ! xZ;(� .6)
_Z = � vz � ! xY + ! yX:(� .7)
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Çàìåíèì âûðàæåíèÿ òðåõìåðíîé ñêîðîñòè óðàâíåíèé ( � .5)�( � .7 )âûðàæå-
íèÿìè äâóìåðíîé ñêîðîñòè ( � .3)�( � .4)

_x = � vx=Z + xvz=Z + xy! x � (1 + x2)! y + y! z;(� .8)

_y = � vy=Z + yvz=Z + (1 + y2)! x � xy! y � x! z:(� .9)

Ïåðåóïîðÿäî÷èâ òåðìèíû è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ìàòðèöû âç àèìîäåéñòâèÿ
èç óðàâíåíèÿ (6), ìîæíî ïåðåïèñàòü óêàçàííóþ âûøå ñèñòåìó ê àê

( _x; _y)> = L(x; y; Z )_c:(� .10)

Åñëè ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî âûñîêèé ïåðèîä âûáîðêè T (ïî êðàéíåé ìåðå
30 êàäðîâ â ñåêóíäó), òî âûøåïðèâåäåííóþ ôîðìóëó ìîæíî äèñê ðåòèçèðî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x � x0; y � y0)> =T = L(x; y; Z )(c � c0)=T;(� .11)

ãäå c ïðåäñòàâëåí ïîçèöèåé ïåðåâîäà öåíòðà êàìåðû è âåêòîðîì ïîâ îðîòà
Ðîäðèãåñà

c = ( tx ; ty ; tz; � x ; � y ; � z)> :(� .12)

Çäåñü(tx ; ty ; tz) � êîîðäèíàòû òðåõìåðíîé ïîçèöèè, � =
q

� 2
x + � 2

y + � 2
z � óãîë

ïîâîðîòà è (� x=�; � y=�; � z=� ) åäèíèöà èçìåðåíèÿ îñè âðàùåíèÿ [50]. c0 =
= ( t0

x ; t0
y ; t0

z; � 0
x ; � 0

y ; � 0
z)> ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé ýòàëîííîé êàìåðû, áëèçêîé

ê c. Óïðîùàþùåå óðàâíåíèå ( � .11) ïî ïåðèîäó âûáîðêè ñ îáåèõ ñòîðîí äàåò

(x � x0; y � y0)> = L(x; y; Z )(c � c0):(� .13)

Ýòî îòîáðàæåíèå èçâåñòíî êàê ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòî ðàÿ ñâÿçûâàåò
áëèçêèå âàðèàöèè ñêîðîñòè êàìåðû ñ áëèçêèìè âàðèàöèÿìè 2D ï ðîåöèðóå-
ìûõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå � , êîòîðîå îïðåäåëåíî â óðàâíåíèè (3),
ïðåäïîëàãàþùåì ïðîåêöèþ 3D òðåóãîëüíèêà êàê ñîñòàâíîãî ãå îìåòðè÷åñêîãî
ïðèìèòèâà 3 âåðøèí. Â óðàâíåíèè (5) ïðåäñòàâëåíî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïå ð-
âîãî ïîðÿäêà ïî ôîðìóëå (4) î êîíôèãóðàöèè ýòàëîííîé êàìåðû c0, áëèçêîé
ê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè êàìåðû c. Òåðìèí @�

@c � ýòî ìàòðèöà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò âàðèàöèþ êîíôèãóðàöèè êàìåðû ñ 2D -ïðîåêöèåé
3 âåðøèí, ñîñòàâëÿþùèõ òðåóãîëüíèê. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè ÷åñêîå âûðà-
æåíèå @�

@c ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âåðòèêàëüíîãî ñöåïëåíèÿ ìàòðèöû, ïðèâåä åííîé
â óðàâíåíèè ( � .10). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà @�

@c ñîñòîèò èç 6 ñòîëáöîâ. Â íåé
6 ñòðîê, òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà äàåò2 óðàâíåíèÿ, à â êàæäîì
òðåóãîëüíèêå 3 âåðøèíû.

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âåñà ñ âèäèìûìè îáëàñòÿìè òðåóãîëüíèêîâ

Íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî èëè òî÷íîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ âåñîâûõ
ôóíêöèé [39]. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ, ê îòîðûå ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî âåñà. Ñàìîå
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3D

2D

2D

2D

s1

s2

s3

2D

2D

2Da0(s1)

a0(s2)

a0(s3)

a(s3)

g(s)

a(s2)

a(s1)

Ðèñ. 18. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âåñà íà îñíîâå ïëîùàäè äâóìåðíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

ïðîñòîå � ñäåëàòü èõ ïîñòîÿííûìè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðîò îêîëüíîì
òåñòå (1) â îïèñàííîì ýêñïåðèìåíòå. Äðóãîé ìåòîä îñíîâàí íà çàâèñèìîñòè
îò ñòåïåíè äåôîðìàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò óäåëèòü äåôîðìèðîâàí íûì ó÷àñò-
êàì áîëüøåå âíèìàíèå, ÷åì îñòàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëî æèì, ÷òî
åñòü îäèí íåäåôîðìèðîâàííûé 3D òðåóãîëüíèê, ðàññìàòðèâàå ìûé êàìåðîé
ïî îïîðíîé òðàåêòîðèè 
 (s). Äâóõìåðíàÿ ïðîåêöèÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà íà
êàìåðó-îáðàçåö íåïðåðûâíà âäîëü 
 (s), ïîñêîëüêó ýòî ñòàòè÷åñêèé îáúåêò,
êîòîðûé âèäèò íåïðåðûâíî äâèæóùàÿñÿ êàìåðà (ñì. ðèñ. 18). Í à ýòîì ðè-
ñóíêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòàëîííàÿ êàìåðà â ñâåòëîì öâåòå ñ îä íèì ýòàëîííûì
òðåóãîëüíèêîì â ñâåòëîì öâåòå âäîëü ýòàëîííîé òðàåêòîðèè 
 (s); 0 6 s 6 1.
Ïîñëå äåôîðìàöèè íîâûé äåôîðìèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ïîêàç àí â 3D ïðî-
ñòðàíñòâå òåìíûì öâåòîì. Èñïðàâëåííàÿ êàìåðà ïî òðàåêòîðè è îòîáðàæàåòñÿ
òåìíûì öâåòîì. Áûëè âçÿòû òðè îáðàçöà òðàåêòîðèè s1, s2 è s3, ÷òîáû èçîá-
ðàçèòü òðè ïàðû âèäîâ êàê ýòàëîííîãî òðåóãîëüíèêà îò êàìåðû íàáëþäåíèÿ,
òàê è äåôîðìèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà îò ñêîððåêòèðîâàííîé ïîçû êàìåðû.
Êàê âèäíî èç ïëîñêîñòåé 2D-èçîáðàæåíèé îáåèõ êàìåð, ïëîùàä ü ðàññìàòðè-
âàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòî ðèè. Çäåñü âåñ
âû÷èñëÿåòñÿ êàêw(s) = a0(s)abs(a0(s) � a(s))=(1 + a0(s)) . Äâóõìåðíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ñïðîåöèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà ìîæåò áûòü çàïèñàí î êàê

im 0(s) =
�
x0

1(s); x0
2(s); x0

3(s); y0
1(s); y0

2(s); y0
3(s)

� >
:(� .14)

Ïëîùàäü ñïðîåöèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà âäîëü 
 (s) òàêæå íåïðåðûâíà è ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíà êàê êàæäûés êàê

a0(s) =
1
2

det

0

B
@

x0
1(s) y0

1(s) 1

x0
2(s) y0

2(s) 1

x0
3(s) y0

3(s) 1

1

C
A ;(� .15)
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ãäå det() îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü êâàäðàòè÷íûõ ìàòðèö. Åñëè ðàññìî òðèì
a(s) êàê ïëîùàäü ïðîåöèðóåìîãî òðåóãîëüíèêà íà êàìåðó âî âðåìÿ â ûïîëíå-
íèÿ, òî ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü âû÷èñ ëåíà êàê

w(s) = a0(s)
abs(a0(s) � a(s))

(1 + a0(s))
;(� .16)

ãäå abs() îáîçíà÷àåò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âûøåóê à-
çàííûé w(s) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
(a(s) è a0(s)). Îí ïîëîæèòåëåí íà êàæäûå s äëÿ 0 6 s 6 1. Åñëè òðåóãîëü-
íèê íå âèäåí â ññûëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, åãî îáëàñòü a0(s) ðàâíà NULL, ÷òî
äåëàåò åãî âåñ òàêæå íóëåâûì. ×åì áîëüøå òðåóãîëüíèê äåôîðì èðîâàí, òåì
áîëüøå abs(a0(s) � a(s)) , ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü áîëüøå äåôîðìèðîâàííûõ
îáëàñòåé.
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