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ИГРЫ НА СЕТЯХ С ЛИНЕЙНЫМ НАИЛУЧШИМ ОТВЕТОМ:
МОДЕЛИ И МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ

Системам связанных агентов и сетевому управлению посвящено боль-
шое число отечественных и зарубежных исследований. Исторически, наи-
больший интерес в теории управления возникал к усредняющим системам
и, в частности, к задаче консенсуса. Однако сетевое взаимодействие мо-
жет характеризоваться более специфическими функциями, отражающи-
ми зависимость от действий соседей по сети, что особенно явно проявля-
ется в моделях стратегического взаимодействия на сети, которое являет-
ся предметом теории игр. В данной работе проводится обзор теоретико-
игровых моделей сетевого взаимодействия из класса игр с линейным наи-
лучшим ответом. Представлено формальное описание моделей, рассмат-
риваются постановки задач управления в данном классе игр. Особое вни-
мание уделено связи с моделями консенсуса и известными для них за-
дачами управления, которые могут быть сформулированы в терминах
стратегического взаимодействия агентов. Несмотря на общую схожесть
с известными в теории управления моделями линейных систем, данный
класс игр позволяет отразить качественные аспекты стратегического вза-
имодействия связанных агентов и подчеркнуть роль структурных харак-
теристик.
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1. Введение

Научный интерес к вопросам управления сетевым взаимодействием аген-
тов разной природы начал возникать в середине XX в. с появлением кон-
цепции сетей. Сети были призваны описывать системы взаимодействующих
агентов, при этом – в отличие от графа как математического объекта, строго
формализующего характер связи – не конкретизируя механизмы взаимодей-
ствия. В работах исследователей в области социологии [1, 2], экономики [3, 4]
и права [5, 6] сетевой характер взаимодействия подразумевает наличие фор-
мальных и неформальных связей между агентами, которые не всегда воз-
можно описать математически, но которые приводят к взаимозависимости
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в процессах принятия решений, распространения (например, информации,
активности, заболеваний) и др.

Спецификой многих социальных систем является наличие индивидуаль-
ных стимулов участников взаимодействия, что нашло отражение в возник-
новении – в примерно то же время – теории игр как инструмента описания
конфликтных ситуаций. С конца XX в. эти два подхода – сетевой и теоретико-
игровой – начали использоваться совместно. Игры, в которых агенты связа-
ны между собой сетевой структурой (или сетевая структура является ре-
зультатом их взаимодействия), используют результаты теории графов и се-
тевого анализа для определения влияния структуры сети на стратегическое
поведение.

Одновременно с этим развивались и формальные методы анализа и управ-
ления сетевыми системами. В теории автоматического управления и ее при-
ложениях огромную популярность среди исследователей получили так на-
зываемые усредняющие системы и модели консенсуса [7–11], в особенности,
классическая модель ДеГроота [12], в которой изучается динамика форми-
рования мнений в сетевой структуре. При этом математические методы опи-
сания систем агентов, взаимодействующих стратегически, обладают специ-
фическими особенностями, а результат взаимодействия зачастую отличен от
консенсуса. Решения, принимаемые агентами под влиянием взаимодействия с
другими, порождают неэффективность, что делает актуальными разработку
и исследование различных методов управления.

С начала 2000-х гг. было предложено несколько подходов к управлению,
основанных на сетевых характеристиках агентов в социально-экономических
системах. Особую популярность обрели подходы к управлению взаимодей-
ствием агентов в экономике: модели конкуренции и сотрудничества ком-
паний, межбанковское взаимодействие, модели потребления общественных
благ. Возник ряд теоретико-игровых моделей, тесно связанных с экономет-
рическими моделями идентификации влияния окружения агента на его по-
ведение, в которых исследователи моделируют взаимосвязь между выбором
агента и выбором его соседей. Наибольший интерес исследователей вызва-
ли игры, в которых наилучший ответ игрока зависит от действий его со-
седей линейно; возникли формальные постановки задач управления в та-
ких моделях. Именно этим моделям и методам управления в них посвящен
данный обзор.

1.1. Терминология

Отправной точкой в математических моделях взаимосвязи действий аген-
тов между собой является концепция «эндогенных социальных эффектов»
(англ. endogenous social effects)1 [13]. В зависимости от контекста в работах
по социологии и социальной психологии в качестве примеров употребляются

1 Для многих терминов в литературе на русском языке не возникло устоявшихся пере-
водов – в этом случае термины взяты в кавычки.
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«влияние окружения» (англ. peer influences), социальные нормы (англ. social
norms), «эффект соседей» (англ. neighborhood effects), «социальное взаимо-
действие» (англ. social interactions), «стадное поведение» (англ. herd behav-
ior), конформность (англ. conformity) и др. Иными словами, агенты (люди,
организации и др.) под влиянием взаимодействия друг с другом начинают
учиться, подражать или имитировать поведение своего окружения.

В исследованиях в области микроэкономики и эконометрики влияние та-
кого взаимодействия на индивидуальное поведение принято называть «эф-
фектами окружения» (англ. peer effects)2 [16]. Эффекты окружения опре-
деляются как корреляция действий среди представителей одной референт-
ной группы. Для идентификации таких эффектов была предложена модель
Linear-in-Means (LIM) [13], изучающая влияние социальных взаимодействий
на поведение и результаты индивидов в группе. Модель используется для
анализа того, как поведение или характеристики группы (в исходной поста-
новке – средние значения) влияют на поведение отдельного еe члена.

Исторически под группами понимали части одной популяции (например,
жители одной общины, одноклассники, коллеги, компании, конкурирующие
на одном рынке), что в эконометрических моделях эффектов окружения от-
ражалось в объясняющей переменной, характеризующей поведение одной из
непересекающихся групп. С появлением и развитием концепции сетей возник-
ла возможность учитывать индивидуальные связи между людьми – «сетевые
эффекты»3, что позволило уточнить существующие модели, а также разре-
шить ряд технических проблем их идентификации [16]. Вопросы идентифи-
кации таких моделей рассмотрены в [13, 16, 22, 23], в обзорах [24, 25], по-
священных результатам эконометрических исследований, а также в [26, 27],
посвященных идентификации эффектов окружения в полевых и лаборатор-
ных экспериментах.

Игры с линейным наилучшим ответом можно рассматривать как генера-
тивные модели эффектов окружения/сетевых эффектов: если в центре вни-
мания авторов эконометрических моделей находится задача идентификации
этих эффектов и выявления причинно-следственных связей на основе ре-
альных данных, то игры на сетях предоставляют теоретическую основу для
объяснения того, как формируются эффекты окружения, моделируя страте-

2 Несмотря на обилие прикладных исследований (например, [14, 15]), в литературе
встречаются разрозненные варианты перевода, такие как «эффекты сообучения/сверст-
ников», реже – «эффекты окружения/среды».

3 В работе [17], посвященной теории отраслевых рынков, авторы предложили исполь-
зовать термин «сетевые эффекты» к рынкам с возрастающей отдачей от масштаба (см.,
например, [18]), а термин «сетевые экстерналии» – к рынкам, на которых действия агентов
порождают неэффективные равновесия. Некоторые из приведенных ниже моделей дей-
ствительно отражают взаимодействие фирм на рынках [19, 20], тем не менее в понима-
нии [17] термины не всегда уместны. Принимая это во внимание, ниже термин «сетевые
эффекты» будет применяться и как синоним «peer effects», и в более широком смысле: к си-
туациям зависимости действий одного участника от действий тех, с кем он связан сетью,
как, например, в [21].
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гическое поведение агентов. В теоретико-игровых моделях фокус внимания
направлен на роль структуры взаимодействия: как структура влияет на рав-
новесие в игре; к чему, с точки зрения агрегированных характеристик, при-
водят локальные эффекты взаимодействия узлов; какие узлы и связи играют
ключевую роль. А интерес к линейным моделям главным образом мотивиро-
ван ключевой ролью сети в анализе влияния узлов друг на друга, равновесия
и задач управления.

1.2. Сетевые интервенции

За последние десятилетия было получено множество результатов в рамках
изучения структуры реальных сетей, механизмов их формирования и того,
как сети влияют на поведение их участников. Появились примеры использо-
вания структуры сетей для разработки экономической политики [28]; предло-
жены инструменты для оценки эффектов воздействия (англ. treatment) для
случаев взаимосвязанных индивидов [29].

В исследованиях сетевых моделей стратегического взаимодействия авторы
изучают, каким образом следует учитывать информацию о сети при решении
задач управления в таких моделях.

Сетевые эффекты являются примерами «внешних эффектов» или «экс-
терналий» (англ. externalities) – ситуации, в которой благополучие челове-
ка зависит от действий других людей без взаимно согласованной компенса-
ции [30]. В этом ключе можно сказать, что игры с линейным наилучшим
ответом описывают влияние линейных внешних эффектов в действиях игро-
ков, связанных с их окружением. С точки зрения теоретико-игровых моделей
взаимодействия это означает, что равновесие при наличии экстерналий неэф-
фективно (см. раздел 2.1).

В экономической науке внешние эффекты всегда рассматривались как ис-
точник неэффективности, а классическим способом использования или про-
тиводействия внешним эффектам является прямое вмешательство в эконо-
мический процесс (или экономический интервенционизм). Аналогично, воз-
никло понятие «сетевых интервенций» или «сетевого вмешательства» (англ.
network interventions) – процесс использования данных сетей социального
взаимодействия для изменения результатов деятельности участников сети4.
В англоязычной литературе термин «сетевые интервенции» обрел особую по-
пулярность после публикации статьи [31] с одноименным названием, в ко-
торой формулировался скорее в контексте социологических исследований.
Существуют различные стратегии сетевых интервенций, и интерес представ-
ляет оценка применимости и эффективности этих методов. Как будет по-
казано ниже, в рассмотренных теоретико-игровых моделях равновесие все-
гда неэффективно, что мотивирует исследователей к разработке методов
управления.

4 Сетевые интервенции можно рассматривать в качестве аналога термина «сетевое
управление», используемого для технических систем.
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В методах статистического причинно-следственного вывода (англ. causal
inference) оценка среднего эффекта воздействия (англ. average treatment ef-
fect) традиционно предполагает независимость влияния воздействия на раз-
ных индивидов [32]. В условиях сетевого взаимодействия агенты могут вли-
ять друг на друга, нарушая это предположение. В практических ситуациях
исходы взаимодействия акторов зависят от поведения их соседей в сети, на-
личие взаимосвязей влияет на средний эффект воздействия, что принято
описывать термином «сетевая интерференция» (англ. network interference):
при наличии эффектов сетевого взаимодействия средний эффект для под-
вергшихся воздействию и общий эффект расходятся, а игнорирование этих
факторов занижает итоговую оценку воздействия [29].

1.3. Приложения

Существует множество примеров количественной оценки влияния группо-
вого поведения на индивидуальные результаты. Всюду далее решение, прини-
маемое агентом i, будет обозначаться переменной xi. В большинстве случаев
под xi понимается усилие или действие агента (англ. effort или action), кото-
рые он совершает в интересующем исследователей процессе. Стандартными
примерами в литературе служат следующие:

• образовательные процессы – наверное, наиболее популярная область при-
ложений [14, 15, 33, 34]. В качестве переменной xi могут использовать-
ся средний балл студента или результаты социологических опросов. Если
эконометрические модели изучают, как успеваемость студентов зависит
от их окружения, то теоретико-игровая постановка формализует страте-
гический характер усилий: например, студенты выбирают затрачиваемое
на обучение время или участие в дополнительных активностях, при этом
учитывая выбор своих одноклассников и друзей.

• социальные нормы и девиантное поведение – существует множество си-
туаций, в которых неэтичное поведение распространяется в социальных
сетях. Например, некоторые корпоративные культуры поощряют слабые
этические нормы [35], а наличие неэтичных одногруппников в академи-
ческом контексте повышает соблазн студентов к мошенничеству [36, 37].
В этом случае модели теоретико-игрового взаимодействия позволяют ис-
следовать, какую роль социальные нормы играют в выборе усилий отдель-
ных участников и их позицию в структуре сети. В этом случае в качестве
переменной xi используют индикаторную функцию, характеризующую со-
вершение определенного действия;

• сети преступников (англ. crime networks) [38] – исторически первый
пример5, послуживший основой для модели «линейно-квадратичной
игры» [39] (см. раздел 2.2.3) и задачи выявления ключевого игрока (см.

5 https://lens.monash.edu/2019/08/06/1375976/network-science-identifying-key-players-in-
collective-dynamics
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раздел 3.2), xi – профиль преступника (англ. crime effort profile). Экономет-
рические модели оценивают, как связи между агентами влияют на прояв-
ление девиантного поведения [40]. Игры на сетях показывают, как эффек-
ты стратегической дополнительности (или заменимости, см. раздел 2.1)
усилий взаимодействующих агентов распространяются через сеть.

• конкуренция и сотрудничество фирм [19]. В данном случае xi – объем
выпуска (нормированный объем продаж). Авторы исследуют влияние кол-
лаборации в рамках научно-исследовательских и опытно-конструкторских
разработок (НИОКР, англ. Research and development, R&D). В общем слу-
чае исследователей интересует вопрос о роли межфирменных отношений в
экономическом развитии: влиянии экзогенного расширения деловых сетей
на производительность фирм и о механизмах, лежащих в их основе [41].

Основная критика эконометрических моделей идентификации сетевых эф-
фектов связана с проблемой эндогенности [13, 23], а именно корреляции меж-
ду признаками агентов и их действиями, а также между окружением и ошиб-
кой модели. Для борьбы с эндогенностью предложены различные методы,
такие как двухшаговый метод наименьших квадратов с использованием ин-
струментальных переменных, модели нелинейной регрессии и др. (см. обзо-
ры [24, 25]).

Целью данной статьи является обзор моделей и методов управления, кото-
рые были предложены для случая линейной зависимости функции наилучше-
го ответа игроков от действий соседей в рамках теоретико-игрового взаимо-
действия на сети. Работа состоит из следующих разделов: во введении кратко
описана история развития сетевых моделей стратегического взаимодействия
и задач управления, отмечена значительная роль моделей идентификации
сетевых эффектов (эффектов окружения); в разделе 2 описаны игры с ли-
нейным наилучшим ответом – классификация игр, инструменты их анализа,
а также примеры игр и задачи управления, решаемые в сравнительной ста-
тике. В разделе 3 приводится описание задачи центра, стремящегося изме-
нить равновесный исход игры: классификация методов управления, примеры
задач, а также описание решения ряда задач управления сетевым взаимодей-
ствием агентов, взаимодействующих стратегически. В заключении указаны
примеры из актуальных направлений дальнейших исследований.

2. Игры с линейным наилучшим ответом

2.1. Выигрыш игроков и линейный наилучший ответ

Рассмотрим некооперативную одношаговую игру на сети с полной инфор-
мацией. Множество агентов N = {1, . . . , n} на сети, заданной симметричной
матрицей смежности G = {gij} ∈ {0, 1}n×n, gii = 0, взаимодействуют страте-
гически: пытаются получить наибольшую выгоду, учитывая действия дру-
гих игроков. Каждый участник i выбирает некоторое неотрицательное дей-
ствие xi и получает выигрыш vi от принятого решения. Функция выигрыша vi
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(или функция платежа/полезности, англ. payoff/utility function)

(1) vi(x) = f(xi, z(x−i, G))

включает в себя зависимость от собственного действия xi игрока i, а имен-
но – выгоды и издержки, которые он получает от выбранного действия, и
зависимость от сетевых эффектов – действий других игроков x−i = {xj}j 6=i –
которая представлена в виде функции окружения игрока z(x−i, G), учиты-
вающей структуру сети (подробнее о характере этой зависимости ниже).
Помимо этих двух компонент, в модель могут входить так называемые чи-
стые экстерналии (англ. pure externalities) – зависимость выигрыша аген-
та от других, экзогенных параметров, которые не связаны с действиями
игроков.

Агенты максимизируют собственный выигрыш, для чего каждому агенту i
необходимо наилучшим образом отвечать на действия других агентов x−i:

(2) BRi(x−i, G) = Argmax
xi>0

vi(xi, z(x−i, G)).

Функция BRi(x−i) носит название функции наилучших ответов игроков
(англ. best response/reply function): она не зависит от действий самого иг-
рока i и является его оптимальным ответом на действия других участников.
Исход x∗ = {x∗i }i∈N называется равновесием Нэша в чистых стратегиях в та-
кой игре, если для всех i

(3) x∗i = BRi(x
∗
−i, G).

Каждый агент подвержен влиянию прямых (англ. direct) и косвенных (англ.
indirect) сетевых эффектов. Прямой эффект на агента i оказывают его соседи
по сети (вершины, смежные с вершиной i). Косвенные эффекты возникают
в силу сетевого характера взаимодействия: на агента оказывают опосредо-
ванное влияние соседи его соседей, соседи соседей его соседа и т.д. Анало-
гичные рассуждения справедливы и для влияния связей в сети на действия
агентов: прямой эффект от ребра графа G получают вершины, соединенные
этим ребром, а косвенный – другие вершины, связанные с исходной парой
вершин.

Ключевым аспектом игры является характер зависимости игрока i от дей-
ствий его соседей по сети: в играх с линейным наилучшим ответом функция
наилучшего ответа линейно зависит от его окружения zi(x−i, G), и тогда рав-
новесие в такой игре – это решение системы линейных алгебраических урав-
нений, являющихся наилучшими ответами игроков при условии x > 0. В дан-
ный момент распространена следующая классификация функций окружения
игрока:

• локальное агрегирование (англ. local aggregate):

z(x−i, G) = β

n∑

j=1

gijxj,
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при котором выигрыш каждого игрока зависит от суммы действий его
соседей по сети;

• локальное усреднение (англ. local average):

z(x−i, G) = β

n∑

j=1

gij
di

xj,

где di – степень узла i; выигрыш каждого игрока зависит от среднего
действий его соседей по сети.

Параметр β ∈ R оказывает мультипликативный эффект и характеризует си-
лу сетевого взаимодействия (или «социальный мультипликатор» [42]). При
отсутствии сетевой компоненты (т.е. при gij = 1 для всех i,j) оба класса
сводятся к играм с аддитивным агрегированием, см. [43, 44], в которых на
каждого агента влияет одна и та же совокупность стратегий других аген-
тов, в то время как в играх на сетях эта совокупность зависит от агента
и сети.

Различие между классами состоит в том, как агент i учитывает (или на-
блюдает) активность своих соседей по сети. В отличие от локального агре-
гирования, при котором изменение действия агента j напрямую влияет на
агента i, в случае усреднения агент i ориентируется на среднюю характери-
стику своего окружения вне зависимости от того, каким высоким или низким
является вклад агента j. Иными словами, модели локального агрегирования
призваны описывать так называемые «эффекты перетока» (англ. spillover ef-
fect) – распространения вклада одних участников на других, в то время как
модели локального усреднения отражают поведенческие аспекты, связанные
с ролью окружения в выборе агента. Как показано в [45, 46], модели локально-
го агрегирования и усреднения6 различны как с точки зрения свойств функ-
ции выигрыша, так и в сравнительной статике и решениях задач управления.
В частности, различна и роль параметра β: в играх локального агрегирования
увеличение силы сетевого взаимодействия монотонно увеличивает предель-
ный выигрыш игроков, в то время как в модели локального усреднения это
не так (см. раздел 2.2.2).

Другим основанием классификации, предложенным в [48] (в том числе и
для не сетевых моделей), является знак перед функцией окружения, в зави-
симости от которого теоретико-игровые модели получают различную интер-
претацию:

• модели с эффектом «стратегической дополнительности» (англ. strategic
complementarity, [49]) и, соответственно, положительный сетевой эффект,
при котором вклад соседа j игрока i увеличивает предельный выигрыш
игрока i (примерами служат модели из [39, 45]);

6 В этой связи стоит отметить модели ресурсных сетей [47]: по существу, в этих моде-
лях оба механизма – агрегирование и усреднение – используются одновременно, но не в
теоретико-игровой постановке.
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• модели с эффектом «стратегической заменимости» (англ. strategic substi-
tutability) и, соответственно, отрицательный сетевой эффект, при котором
усилие соседа j игрока i снижает предельный выигрыш игрока i (приме-
рами служат модели из [50, 51]).

Формально речь идет о знаке второй смешанной производной выигрыша иг-
рока по собственному действию и действию его соседей: если gij = 1, то для

игр с эффектом стратегической дополнительности ∂2vi
∂xixj

> 0, а для игр с эф-

фектом стратегической заменимости ∂2vi
∂xixj

< 0. Иными словами, в действи-

ях агентов проявляются положительные (отрицательные) локальные сетевые
экстерналии: для игр со стратегической дополнительностью (заменимостью)
увеличение усилий других игроков (x−i) приводит к тому, что более высо-
кие действия игрока i приносят относительно большую (меньшую) выгоду
по сравнению с более низкими усилиями этого игрока. Примеры моделей и
наилучшие ответы игроков представлены в табл. 1.

Таблица 1. Модели игр с линейным наилучшим ответом

Стратегическая
дополнительность

(англ. strategic complementarity)

Стратегическая
заменимость

(англ. strategic substitutability)

Локальное
агрегирование
(англ. local aggregate)

«Линейно-квадратичная игра»
BRi = bi + β

∑
j

gijxj

«Игра локального
общественного блага»
BRi = bi − β

∑
j

gijxj

Локальное
усреднение
(англ. local average)

«Социальные нормы в сети»

BRi = (1−β)bi+β
n∑

j=1

gij
di
xj

«Модель антиконформизма»

BRi = (1−β)bi−β
n∑

j=1

gij
di
xj

В рамках любой экономической модели обычно выделяют идеальное со-
стояние системы, характеризующееся максимальным общественным благосо-
стоянием. В случае задач управления речь идет о так называемом «первом
по предпочтительности исходе» (англ. first-best outcome/contract, или social
optimum), по аналогии с задачами агент-принципал теории контрактов [52].
В работах, посвященных задачам управления в играх с линейным наилуч-
шим ответом, под общественным благосостоянием почти всегда понимается
сумма выигрышей всех агентов (подробнее об этом – в разделе 3.1):

W =

n∑

i=1

vi,

а социальный оптимум (т.е. решение задачи maxxW и соответствующие ему
равновесные исходы xO и выигрыши WO) исследуется в рамках сравнитель-
ной статики, подразумевающей, что агенты стремятся максимизировать не
собственные функции выигрыша, а благосостояние всех агентов в сумме. Как
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будет показано ниже на примере отдельных игр, равновесие Нэша в них ни-
когда не является социальным оптимумом: сетевой эффект приводит либо к
заниженным, либо к завышенным действиям агентов, тем самым делая ак-
туальными разработку методов управления в таких играх.

2.2. Математические модели сетевых эффектов: координация,

конкуренция, сотрудничество и информированность

2.2.1. Игра координации

Классическая модель социального влияния и динамики мнений в сети
[53, 54], являющаяся частным случаем задачи консенсуса, имеющей важные
приложения в задачах управления в технических системах [8], может рас-
сматриваться и как микроэкономическая модель стратегического принятия
решений агентами [55].

А именно, пусть n агентов стремятся максимизировать свой индивидуаль-
ный выигрыш, характеризующийся функцией

(4) vi = −
n∑

j=1

gij
di

(xi − xj)
2.

Иными словами, агенту невыгодно делать выбор (например, выбор техно-
логии или языка), который отличается от выбора соседей. Функция vi(x)
вогнута, и условий первого порядка достаточно для получения системы наи-
лучших ответов игроков – оптимальный ответ игрока i на действия своих
соседей по сети,

(5) BR(x−i) =

n∑

j=1

gij
di

xj ,

совпадает с моделью динамики мнений. Так, модель ДеГроота можно интер-
претировать как игру, в которой участники хотят демонстрировать поведе-
ние, похожее на поведение своих соседей по сети, для чего они наилучшим
образом реагируют на их действия.

В такой игре любой профиль действий, в котором все агенты совершают
одно и то же действие, представляет собой равновесие Нэша. Помимо этого,
агенты не обладают индивидуальными характеристиками, отличающими их
друг от друга. В силу этого большую популярность получила модель, отра-
жающая взаимодействие агентов, находящихся под влиянием индивидуаль-
ных навыков и усредненного поведения своего окружения.

2.2.2. Социальные нормы в сети

С точки зрения теоретико-игрового взаимодействия интерес представляет
другой вариант модели ДеГроота, предложенный в [56] (модель Фридкина-
Джонсена описывает динамику наилучших ответов игроков, анализу дина-
мики посвящена, например, работа [57]), где каждый узел i дополнительно
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поддерживает постоянное внутреннее мнение. Существует несколько попу-
лярных вариантов данной модели в теоретико-игровой постановке, в частно-
сти модель с неполной информацией, в которой агенты пытаются определить
некоторое состояние мира [58]. В этом случае интерпретация модели близка
к известной игре «конкурса красоты» (англ. «beauty contest») [59].

Ниже будет рассмотрена модель локального усреднения, или модель со-
циальных норм (англ. social-norm model) [46]. Каждый игрок получает
выигрыш7

(6) vi = bixi −
1

2

(
β

1− β

)
xi −

n∑

j=1

gij
di

xj




2

− 1

2
x2i ,

где bi > 0 отражает индивидуальную продуктивность агента i, а β > 0 –
склонность к конформизму (англ. taste for conformity). Агенты совершают
затратные действия (−x2i /2), получают предельный выигрыш bixi, не за-
висящий от усилий соседей, и при этом сравнивают свой индивидуальный
вклад xi со средним вкладом своих соседей по сети, стараясь минимизиро-
вать различие между своим действием и средним действием своей группы.
В силу большой роли слагаемого

∑n
j=1

gij
di
xj = xi в других публикациях, в

которых оно фигурирует в контексте социологических исследований, авторы
называют его социальной нормой агента i.

Из условий первого порядка ∂vi/∂xi = 0 находим наилучшие ответы иг-
роков:

(7) xi = (1− β)bi + βxi,

или в матричном виде

(8) x = (1− β)b+ βĜx,

где Ĝ = {ĝij = gij/di}n×n. При β < 1 равновесие Нэша в чистых стратегиях
существует и единственно:

(9) x∗ = (1− β)(I − βĜ)−1b.

7 Можно рассмотреть другие функции выигрыша игроков, например

vi = bixi −
θ

2

∑

j

gij

di
(xi − xj)

2
−

x2

i

2
,

или

vi = bixi − θxi

∑

j

gij

di
xj −

1 + θ

2
x
2

i ,

где θ = β

1−β
. Наблюдение авторов [46] состоит в том, что перечисленные функции выигры-

шей объединяет функция наилучших ответов, однако, даже если равновесные усилия x∗

одинаковы, анализ благосостояния и его сравнительная статика могут отличаться, посколь-
ку равновесные полезности и, следовательно, благосостояние различны.
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Первое, что необходимо отметить, это эффект индивидуальной продук-
тивности. Хотя влияние bi на v∗i всегда положительно, взаимовлияние про-
дуктивности агентов может иметь разнонаправленный характер:

(10)
∂v∗i
∂bj

T 0 ⇐⇒ x∗i T x∗i ,

т.е. равновесная полезность агента i возрастает (убывает) в ответ на неболь-
шое изменение продуктивности bj агента j тогда и только тогда, когда равно-
весный ответ игрока i больше (меньше) его равновесной социальной нормы.
Основной интерес представляет зависимость исхода игры от параметра β.
Авторы показывают, что в общем случае эта зависимость немонотонна, и
переходят к рассмотрению двух крайних случаев:

• чистый индивидуализм (β = 0): равновесный ответ каждого игрока равен
его индивидуальной продуктивности

n∑

j=1

x∗j =
n∑

j=1

bj;

• полный конформизм (β → 1): все агенты выбирают одинаковый уровень
усилий, равный средневзвешенной индивидуальной продуктивности,

lim
β→1

n∑

j=1

x∗j = n
n∑

j=1

djbj ,

где d – вектор нормализованных степеней вершин, di = di/
∑n

j=1 dj . Будет ли
совокупный вклад

∑
j x

∗
j выше при чистом индивидуализме (β = 0) или при

полном конформизме (β → 1), зависит от корреляции между продуктивно-
стью b и распределением по степеням вершин в графе G:

(11) lim
β→1

n∑

j=1

x∗j T
n∑

j=1

x∗j(β = 0) ⇐⇒ Corr(d, b) T 0.

Когда b и d положительно (отрицательно) коррелируют, т.е. агенты с более
высокой производительностью занимают более (менее) центральные пози-
ции в сети, тогда полный конформизм увеличивает (уменьшает) совокупные
усилия.

Социальный оптимум в модели, т.е. решение задачи

(12) max
x

bTx− 1

2
xTH(β)x,

где H(β) := I + β
1−β

(
I − Ĝ

)T (
I − Ĝ

)
, достигается решением следующей си-

стемы наилучших ответов игроков:

(13) xi = (1− β)bi + βxi + β

n∑

j=1

gij
di

(xj − xj) .
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Отличием оптимума от равновесия Нэша в игре является наличие в системе
наилучших ответов игроков в случае социального оптимума последнего сла-
гаемого – влияния собственного действия агента на социальную норму своих
соседей. В равновесии Нэша, принимая решение о своих индивидуальных уси-
лиях, агенты не учитывают этот фактор, что создает экстерналию, которая
может быть как положительной, так и отрицательной: если i и j соседи, то

(14)
∂vi
∂xj

T 0 ⇐⇒ xi T xi.

Другими словами, когда агент j прилагает усилия xj , он оказывает поло-
жительное (отрицательное) внешнее воздействие на своего соседа i тогда и
только тогда, когда усилия i выше (ниже) социальной нормы i. Оптимум до-
стигается в том случае, когда равновесные ответы игроков соответствуют их
индивидуальной продуктивности

(15) xO = b.

В этом случае выделяется класс регулярных сетей: для них совокупные уси-
лия в сети всегда оптимальны: x∗ = xO = b. Это происходит потому, что в
регулярных сетях положительные и отрицательные внешние эффекты, ока-
зываемые агентами на своих соседей, в точности уравновешиваются, так что
совокупный эффект оптимален.

Ключевую роль индивидуальная продуктивность играет и в задаче добав-
ления и удаления связей между агентами – центр принимает во внимание
только продуктивность агентов, при этом информация о структуре сети не
играет роли:

1. добавление ключевых связей (англ. key-link adding): в любой сети добав-
ление связи между двумя агентами с высокой (низкой) продуктивностью
не только увеличивает (уменьшает) усилия этих двух агентов, но и увели-
чивает (уменьшает) усилия всех остальных агентов в сети;

2. удаление ключевых связей (англ. key-link removing): независимо от струк-
туры сети центр должен удалить связь между двумя наиболее продуктив-
ными агентами .

Решение задачи стимулирования будет рассмотрено ниже, при анализе управ-
ления в линейно-квадратичной игре в разделе 3.2.

2.2.3. Линейно-квадратичная игра

Линейно-квадратичная игра на сети, предложенная в [39], является одной
из наиболее известных моделей игры на сети. Функция выигрыша игрока i

(16) vi = xi


bi + β

n∑

j=1

gijxj


− x2i

2

включает выгоду от собственного действия, xibi, и действий соседей,
β
∑

j gijxjxi, а также квадратичные издержки от принятого решения, x2i /2.
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Параметр bi > 0 является предельным выигрышем игрока i, не зависящим от
действий соседей (англ. standalone marginal return). Параметр β отражает ха-
рактер зависимости от действий соседей по сети: при β > 0 действия игроков
комплементарны (англ. strategic complements), а при β < 0 действия соседей
взаимозаменяют друг друга (англ. strategic substitutes).

В случае линейно-квадратичной игры условия первого порядка

(17)
∂vi
∂xi

= bi + β
n∑

j=1

gijxj − xi = 0

приводят к следующим функциям наилучшего ответа:

(18) BRi(x−i) = bi + β

n∑

j=1

gijxj .

В матричном виде систему наилучших ответов можно представить как

(I − βG)x = b,

где I – единичная матрица. Если матрица (I − βG) обратима (подробнее об
этом в разделе 2.3), то равновесие Нэша существует и единственно: равновес-
ные ответы игроков в матричном видe

(19) x∗ = (I − βG)−1b.

Идея авторов модели [39] заключалась в создании связи между концепцией
равновесия Нэша и мерами центральности узлов на сети: рассмотрим сеть с
матрицей смежности G и скаляр β > 0. Тогда вектор центральностей [60]
параметра β

+∞∑

k=0

βkGk1 = (I − βG)−11

отражает общее число путей в G, которые начинаются в вершине i. Параметр
β – коэффициент затухания, который снижает относительный вес путей наи-
большей длины. Таким образом, равновесие Нэша в линейно-квадратичной
игре на графе в точности совпадает с вектором центральностей Каца–
Боначича.

В [61] была рассмотрена более общая модель: авторы рассмотрели произ-
вольную взвешенную сеть, множество допустимых действий агента xi ∈ [0, L]
и наилучший ответ игроков

(20) BRi(x−i) = min


bi + β

n∑

j=1

gijxj, L


 ,

тогда при L = ∞ получается исходная модель.
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В [62] была исследована сравнительная статика модели: социальный опти-
мум, т.е. решение задачи maxx

∑
vi, приводит к следующей системе наилуч-

ших ответов игроков:

(21) bi − xi + 2β

n∑

j=1

gijxj = 0,

или

(22) xOi = BRi(x−i) + β

n∑

j=1

gijxj ,

т.е. равновесные усилия слишком малы, потому что каждый агент игнориру-
ет положительное влияние (или положительную экстерналию, возникающую
вследствие эффекта комплементарности) своего действия на выбор своих со-
седей. В результате равновесие в игре оказывается неэффективным. В силу
этого эффекта действия агентов всегда занижены, а центр в задаче стимули-
рования всегда выбирает однонаправленные вмешательства: либо все аген-
ты получают дополнительные субсидии, либо, наоборот, облагаются штра-
фами/налогом (подробнее об этом см. в разделе 3.2).

Очевидно также, что и структура сети монотонно влияет на равновесный
исход: для случая симметричных матриц в [63] показано, что для двух матриц
Σ и Σ′, таких что Σ = −I + βG, а Σ′ > Σ если σ′

ij > σij для всех i, j, то

(23) x∗(Σ′) > x∗(Σ).

В [64] была предложена модель формирования сети, в которой агенты вы-
бирают себе тех, с кем создавать связь, исходя из максимизации собствен-
ной выгоды по формуле (16). Из указанных свойств функции следует, что
наибольшую выгоду будут получать агенты с наибольшим показателем цен-
тральности, а другие агенты будут стремиться создать с ними связь.

2.2.4. Игра локального общественного блага

Игры на сетях с эффектом стратегической заменимости описывают си-
туацию, в которой действия одного агента снижают стимулы для соседей
увеличивать свои усилия. Такие игры моделируют конкурентные сценарии,
например конкуренцию за ограниченные ресурсы, рынки или выгоды, где
игроки связаны через сеть взаимодействия, а их стратегии взаимозаменяе-
мы. Этот эффект противоположен эффекту стратегической дополнительно-
сти, при котором действия одного агента стимулируют увеличение усилий
соседей.

В модели локального общественного блага на сети агенты принимают ре-
шения о своих индивидуальных вкладах в производство некоторого неисклю-
чаемого блага (агентов нельзя исключить из его потребления), которое при-
носит пользу как им самим, так и их соседям по сети. Во многих исследовани-
ях данная модель получила интерпретацию модели теории отраслевых рын-
ков [65], в частности олигополии [66], а некоторые версии получили развитие
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в области деловых игр и поведенческих экспериментов [67]. Эта модель тесно
связана с теорией олигополии, поскольку в обеих рассматриваются стратеги-
ческое взаимодействие между игроками, чьи действия обладают эффектом
стратегической заменимости.

Пусть фирма i производит некоторое количество товара xi, а ее прибыль
равна vi(x) = xip(

∑
j xj)− cxi, где p(

∑
j xj) – обратная функция спроса, c –

издержки. В случае, когда обратная функция спроса линейна, прибыль фир-
мы i можно записать как

(24) vi = xi


b−


xi + β

n∑

j=1

gijxj




− cxi,

где gij = gji = 1 означает, что продукция фирмы i и товары фирмы j явля-
ются взаимозаменяемыми, β – степень заменимости товаров, а b – размер
рынка. Более общие сетевые модели рассмотрены в [19, 68]. Похожие моде-
ли рассматривались в [69, 70], где они дополнялись параметром ri агента,
характеризующим тип i-го агента – эффективность или квалификацию его
деятельности. Функция выигрыша игроков

(25) vi = xi


b−

n∑

j=1

xj


− x2i

2ri
,

а наилучший ответ на произвольном графе G можно представить как

(26) (Ir + βG) x = b,

где Ir – диагональная матрица с элементами 1/ri на диагонали.

В [19] была сформулирована модель, учитывающая эффекты стратегиче-
ской дополнительности и заменимости одновременно: фирмы конкурируют
на рынках, при этом сотрудничая в рамках научно-исследовательских разра-
боток (англ. Cournot oligopoly game with spillover effect of R&D collaborations).
Наилучший ответ игрока в данной модели принимает вид:

(27) xi = bi − ρ

n∑

j=1

bijxj + β

n∑

j=1

gijxj,

где B = {bij} – матрица конкуренции между фирмами (связь между фир-
мами возникает в том случае, если они конкурируют на одном рынке),
а G = {gij} – матрица сотрудничества в рамках НИОКР. Равновесие, при
достаточно нетривиальных условиях, существует и единственно:

(28) x∗ = (I + ρB − βG)−1b.

Всюду выше рассматривался случай общего знания – ситуация, при ко-
торой каждый агент обладает полной информацией об индивидуальных ха-
рактеристиках других агентов, структуре связей и т.д. Одним из подходов к

97



анализу асимметрии информации являются модели рефлексивных игр. Ре-
флексивная игра [71] – модель принятия агентами решений на основании
иерархии их представлений о поведении оппонентов. Если структура инфор-
мированности агентов в такой игре имеет конечную сложность (так называе-
мая точечная структура информированности [50]), то можно построить граф
рефлексивной игры G, наглядно демонстрирующий взаимосвязь между дей-
ствиями агентов, участвующих в равновесии. В случае линейного наилучшего
ответа игроков8:

(30) BRi(x−i) = bi − β

n∑

j=1

gijxj,

информационное равновесие может быть найдено по формуле [72]:

(31) x∗ = (I + βG)−1b,

где вектор b отражает информированность агентов, а G – граф рефлексивной
игры. Вершины графа G соответствуют реальным и фантомным агентам,
участвующим в рефлексивной игре, а дуги графа G отражают взаимную
информированность агентов.

Решения многих задач управления (в том числе в сравнительной статике)
в описанной модели близки к решениям задач в линейно-квадратичной игре
на сети. Для случая, когда равновесие в модели единственно, авторы [73]
рассмотрели задачу стимулирования – ее описанию посвящен раздел 3.2.

2.3. Анализ равновесия в играх с линейным наилучшим ответом

Доказательство существования и единственности равновесия в описанных
выше примерах обычно осуществляется двумя способами: через теоремы о
существовании решения системы линейных алгебраических уравнений (как,
например, в [39]) или через доказательства существования потенциальной
функции игры.

Впервые концепция потенциальных игр была предложена в [74]. Основная
идея заключается в доказательстве существования функции, которая позво-
ляет описать результат стратегического взаимодействия игроков с помощью
скалярной функции9. Функция ϕ является потенциальной функцией игры

8 В оригинальной статье была рассмотрена модель

(29) vi = xi

(

b−

n
∑

j=1

ĝijxj

)

−

x2

i

2

и gii = 1.
9 В [75] показано, что для некоторых классов игр потенциальная функция является

функцией Ляпунова динамики игры, что позволяет использовать метод функций Ляпунова
для анализа равновесия [76].
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(англ. potential function/best-reply potential), если для любых xi, x
′
i, x−i и для

всех i ∈ N верно

(32) ϕ(xi, x−i)− ϕ(x′i, x−i) = vi(xi, x−i)− vi(x
′
i, x−i).

Игры с линейным наилучшим ответом обладают потенциальной функцией
(в общем случае она может быть не единственной): например [77], в матрич-
ном виде еe можно записать как

(33) ϕ(x) = xT 1− 1

2
xT (I ± βG)x.

Максимум потенциальной функции соответствует равновесию Нэша. До-
статочным условием существования единственного решения является во-
гнутость потенциальной функции. Матрица вторых производных ∇2ϕ(x) =
= −(I ± βG), и ϕ(x) строго вогнута тогда и только тогда, когда матри-
ца I ± βG положительно определена: для любого y 6= 0

(34) yT (I ± βG)y > 0.

Для игр локального агрегирования в зависимости от знака перед βG необ-
ходимым и достаточным условием существования и единственности равно-
весия является либо βλmax(G) < 1 в случае игр с эффектом стратегической
дополнительности (−), либо β|λmin(G)| < 1 в случае игр с эффектом страте-
гической заменимости (+), где λmax(G) и λmin(G) – наибольшее и наименьшее
собственные значения матрицы G соответственно. В играх локального усред-
нения этих условий не требуется: в качестве G выступает строчносто-хасти-
ческая матрица, для которой λmax(G) = 1, и тогда условием существования
будет являться β < 1.

Существенным отличием игр с эффектом стратегической заменимости яв-
ляется существование углового решения (англ. corner equilibrium) [78]: по-
тенциальная функция перестает быть вогнутой, и из свойства игры иметь
неотрицательные стратегии x возникает ситуация, в которой одни игро-
ки – пассивные агенты – бездействуют, x∗i = 0, а другие – активные аген-
ты – выбирают максимально допустимое действие – x∗j = bj . В этой си-
туации условие существования равновесия связано с наличием в графе G
максимального независимого множества, которое, как и число равновесий,
может быть не единственным: активные игроки не должны быть связаны
между собой.

В случае несимметричной матрицы G достаточным условием для суще-
ствования равновесия является положительная определенность эрмитовой
компоненты матрицы G = G+GT

2 и, следовательно, 1 + δλmax(min)(
G+GT

2 ) > 0.
Однако в случае игр с эффектом стратегической заменимости анализ дина-
мики наилучших ответов сложнее (см. ниже).

В [63, 100] показано, что равновесие в игре с линейным наилучшим от-
ветом является решением линейной задачи о дополнительности (англ. linear
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complementarity problem, LCP). В [76] показано, что задача LCP является
подклассом задач вариационного неравенства10 – анализу игр в этом клю-
че (в том числе в случае нелинейного наилучшего ответа) посвящены рабо-
ты [76, 79, 80] и ссылки в них. В [76] авторы, используя формулировку равно-
весия Нэша в терминах решения задачи вариационного неравенства, иссле-
дуют связь между параметризацией игры и матрицей частных производных
оператора наилучших ответов (матрицей Якоби, англ. Jacobian of the game),
а также влияние свойств матрицы Якоби на существование и единственность
равновесия, сходимость динамики наилучших ответов в дискретном и непре-
рывном времени.

2.4. Динамика наилучших ответов

Выше взаимодействие между агентами сформулировано в виде одноша-
говой некооперативной игры, однако описанное взаимодействие можно пред-
ставить альтернативным образом. В [81] систему (18) сформулировали как
линейную аффинную динамическую систему в непрерывном времени:

(35) ẋ = Ax+ b,

где A = βG− I. Или для каждого агента i

(36) ẋi = bi + β

n∑

j=1

gijxj − xi.

Решением системы или установившимся значением состояния системы явля-
ется величина

lim
t→∞

x(t) = −A−1b

= −(βG− I)−1b

= (I − βG)−1b.

(37)

Интерес представляет и разностная аппроксимация уравнения (35)11, которая
позволяет установить взаимосвязь между шагом дискретизации δ и сетевым
эффектом β. Конкретное значение множителя перед матрицей взаимодей-
ствия связано как с непосредственным влиянием окружения на выбор агента,
так и с шагом дискретизации в модели. Помимо этого, наилучшие ответы иг-
роков могут быть ограничены в силу специфики анализа различных жизнен-
ных ситуаций: в большинстве случаев (уровень усилий в моделях коллектив-
ного поведения, кол-во продукции в моделях производства товаров или услуг

10 Формулировка равновесия Нэша в терминах решения вариационного неравенства яв-
ляется обобщением свойства игры быть потенциальной [74].

11 В совокупности, у формулы (19) имеется как минимум три интерпретации: это равно-
весие теоретико-игровой модели, равновесие линейной аффинной динамической системы,
а также показатель центральности узлов сети.
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и др.) наилучший ответ не может быть отрицательным; в популярном кейсе
исследования образовательных процессов агенты выбирают уровень усилий,
как правило измеряющийся в часах: наилучшие ответы ограничены нулем
и некоторым значением сверху, а также предполагаются быть целочислен-
ными. Все эти аспекты влекут за собой ограничения в выборе инструментов
для анализа динамики в таких играх [82]. Обсуждению взаимосвязи меж-
ду теоретико-игровой интерпретацией и теорией динамических систем, в том
числе для модели выше, посвящена книга [83].

В теоретико-игровой терминологии процедура поиска равновесия игрока-
ми носит название «нащупывание» (франц. tatonnement) равновесия, напри-
мер «нащупывания по Нэшу/Курно» (франц. Nash/Cournot tatonnement).
В играх с эффектом стратегической заменимости равновесие, стабильное от-
носительно дискретного нащупывания по Нэшу, влечет стабильность равно-
весия относительно непрерывной динамики наилучших ответов, однако об-
ратное неверно [78]. Сходимость непрерывной динамики наилучшего ответа
к равновесию Нэша в таких играх была показана в [84], случай влияния даль-
новидных агентов рассмотрен в [85].

В случае игры на ориентированном графе G динамика наилучших ответов
может зацикливаться. В [86] авторы ввели два класса направленных сетей,
для которых динамика наилучших ответов сходится к единственному рав-
новесию: один из классов определяется возможностью изменить параметры
игры специальным образом так, чтобы динамика новой игры совпадала с ди-
намикой исходной; другой класс сетей тесно связан с критерием Колмогорова
обратимости цепи Маркова12.

2.5. Связь с другими областями

В [7, 8] рассматриваются основные задачи и приложения сетевого управле-
ния («control of networks»), изучающего вопросы управления в сетях (в част-
ности, такими задачами, как групповое, кооперативное, мультиагентное/мно-
гоагентное управление). Пусть xi(t) ∈ R

n – вектор состояния в момент време-
ни t узлов сети, i = 1, . . . , n, состоящей из элементов gij , отражающих связь
между вершинами i и j в графе G. Авторами отмечается, что широкий класс
сетевых мультиагентных систем описывается в непрерывном времени моде-
лями вида

(38) ẋi = Fi(t, xi, ui) +

n∑

j=1

gij(t)fij(xi, xj),

где функции Fi(·) и fij(·) характеризуют локальную динамику агента и его
взаимодействие с другими агентами соответственно. При этом наиболее рас-
пространенными являются сети, в которых взаимодействия агентов зависят

12 О связи между ориентированными графами и критерием Колмогорова см. также в
[87, 88].
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только от их разногласий (расхождения их состояний) и наиболее полно ис-
следованы в настоящий момент линейные сетевые системы с функцией fij
вида

(39) fij(xi, xj) = xi − xj.

В дальнейшем обзор посвящен именно таким моделям. В то же время по-
добная (38) постановка справедлива не только для моделей консенсуса, но и
для теоретико-игровых моделей взаимодействия, при этом функция fij(xi, xj)
носит особую специфику (см. разделы 2.1 и 2.4 данного обзора).

C описанными выше моделями тесно связаны и модели межотраслевого ба-
ланса [89, 90]; схожая проблематика исследовалась в работах, посвященных
динамическим моделям межотраслевого баланса [91–93] и оптимального пла-
нирования [94]. А именно, пусть xi – объем выпуска i-й отрасли, G – матрица
прямых затрат, элементы которой отражают затраты продукции i-й отрас-
ли на производство единицы продукции j-й отрасли. Тогда матрица полных
затрат будет

Λ = (I −G)−1,

элементы которой отражают количество продукции отрасли i, необходимоe
для обеспечения единицы конечного выпуска продукта отрасли j. В англо-
язычной литературе рассматривают более общий случай матрицы Λ, завися-
щий от параметра β (англ. Leontief inverse) [89]: Λ = (I − βG)−1.

Различным способам описания теоретико-игрового взаимодействия на се-
ти посвящены работы [95, 96], задачам управления в случае стратегического
формирования сетей – [97, 98] и в моделях ограниченной рациональности –
[50, 71] (подробнее в разделе 2.2.4). При этом в данном обзоре совсем не рас-
смотрены кооперативные игры [99], хотя несколько вариантов кооперативно-
го решения для описанных выше игр предложены в [100–102].

Отдельно стоит отметить работы, посвященные задачам управления в мо-
делях социальных сетей [12, 103], в моделях смешанного социального влия-
ния (механизмов ассимилятивного/диссимилятивного влияния и ограничен-
ного доверия) [104]. Как было показано выше, подобные модели также можно
рассматривать в качестве моделей стратегического взаимодействия.

3. Задачи управления

3.1. Целевые функции и бюджетные ограничения центра

Управляющий орган (или центр/центральный планировщик, англ. central
planner) получает информацию о выигрышах участников и может повлиять
на их действия, вообще говоря, в разные моменты времени и различными спо-
собами. Вследствие этого результаты взаимодействия агентов меняются, ста-
новятся более желательными для центра. Предметом управления могут яв-
ляться различные элементы системы – действия агентов, их стимулы, струк-
тура взаимодействия и другие характеристики.
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В случае игр с линейным наилучшим ответом управление формулируется
в виде задачи оптимизации, которую в общем виде можно представить как

(40) max
u

W (x, u)

при ограничениях

(41) x > 0, x = BR(x, u), K(u, u0) 6 C,

где u – параметр игры, на который оказывается воздействие в процессе управ-
ления, u0 – исходное значение параметра, K(u, u0) – функция затрат, характе-
ризующая ограничения на изменение относительно исходного значения пара-
метра, C – константа. Как было показано выше, в случае анализа сравнитель-
ной статики и социального оптимума, в качестве управляющего воздействия
может рассматриваться и сам вектор x наилучших ответов игроков. Таким
образом, рассматривается двухшаговая игра, в которой на первом шаге центр
осуществляет управление, а на втором агенты разыгрывают равновесие.

Хотя одна и та же функция наилучших ответов может соответствовать
различным функциям выигрыша, решение задачи управления может разли-
чаться в зависимости от того, какую функцию стремится максимизировать
центральный планировщик:

• увеличение/снижение агрегированных результатов игроков:

W =
n∑

i=1

xi −→ max,

• увеличение суммы выигрышей участников – социальный оптимум по Бен-
таму:

W =

n∑

i=1

vi −→ max,

• увеличение выигрышей наименее «обеспеченных» участников – социаль-
ный оптимум по Роулзу:

W = min
i

vi −→ max.

Проблеме выбора целевых функций центра в таких задачах на данный мо-
мент уделено мало внимания (см., например, [105]), а наиболее популярным
выбором служит функция общественного благосостояния – сумма выигры-
шей агентов.

Существует несколько классификаций задач управления, применимых к
рассматриваемым моделям [31, 95, 106, 107]. В [31] приведены следующие
стратегии сетевых интервенций, каждая из которых имеет различные так-
тические альтернативы:

• индивидуальные (англ. individual) – идентификация ключевых участников
сети, выбранных на основе некоторых сетевых характеристик, см. табл. 2;
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• групповые (англ. segmentation) – сегментация сети, при которой вмеша-
тельство направлено на отдельные группы узлов;

• структурные (англ. alteration), при которых изменениям подвергаются
связи между участниками и сеть взаимодействий в целом, см. табл. 2;

• индукционные (англ. induction), при которых происходит возбуждение се-
ти таким образом, что активируются новые взаимодействия между участ-
никами – так называемые каскады, которые могут носить информацион-
ный/поведенческий и др. характер (подробнее см., например, [108]).

Таблица 2. Задачи управления в играх с линейным наилучшим ответом

Тип задачи Описание Работы

Индивидуальные Идентификация ключевых
участников сети, выбранных
на основе некоторых сетевых
характеристик

Galeotti, Goyal, 2009 [109]; Can-
dogan, Bimpikis, Ozdaglar, 2012
[110]; Bloch, Querou, 2013 [111];
Fainmesser, Galeotti, 2016 [112];
Demange, 2017 [113]; Gale-
otti, Golub, Goyal, 2020 [73];
Kor, Zhou, 2023 [114]; Belhaj,
Deroian, Safi, 2023 [116]; Jeong,
Shin, 2024 [115]; Dasaratha,
Golub, Shah, 2024 [117]

Структурные Изменениям подвергаются
связи между участниками и
сеть взаимодействия в целом

Borgatti, 2006 [118]; Ballester,
Calvo-Armengol, Zenou, 2006
[39]; Corbo, Calvo-Armengol,
Parkes, 2006 [119]; Corbo,
Calvo-Armengol, Parkes, 2007
[63]; Golub, Lever, 2010 [120];
Konig, Tessone, Zenou, 2014
[64]; Belhaj, Bervoets, Deroian,
2016 [121]; Матвеенко, Коро-
лев, 2016 [122]; Hiller, 2017
[123]; Harkins, 2020 [124]; Li,
2023 [125]; Sun, Zhao, Zhou,
2023 [126]

Ряд авторов [95, 106] выделяют институциональные интервенции, под-
черкивая специфику вмешательства, направленного на изменение правил
взаимодействия. Помимо этого, в [95] задача управления составом участни-
ков выделяется в отдельный класс, в то время как в [31] этот класс задач
отнесен к задачам управления структурой взаимодействия.

В работах, посвященных управлению в играх с линейным наилучшим
ответом, в качестве u может быть выбран состав игроков i ∈ N , стиму-
лы b или структура взаимодействия G. Ниже описаны решения некото-
рых задач, а в табл. 2 представлены работы в соответствии с приведенной
классификацией.
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3.1.1. Управление стимулами агентов
В этих работах рассматриваются задачи управления, в которых центр из-

меняет индивидуальные характеристики деятельности агентов. Задачи сти-
мулирования, в которых центр стремится максимизировать общественное
благосостояние в моделях с эффектом стратегической дополнительности,
рассмотрены в [73, 113] (в том числе для игры координации [115]). Задачи
определения цен монополистом при наличии локальных экстерналий потреб-
ления рассмотрены в [110, 111], где исследовалась взаимосвязь между цен-
тральностью потребителей в сети и ценами и объемами, которые им предла-
гает монополист.

3.1.2. Управление структурой

Управление структурой корректирует уровень активности путем измене-
ния структуры сети. Создание или удаление связей при таком управлении
влияет на центральность агентов, что приводит к изменению равновесия. Ис-
следователи изучают оптимальные сети с точки зрения центра. Авторы [64]
показали, что среди простых сетей, максимизирующих вогнутую функцию
центра, выделяется класс «вложенных расщепляемых графов» (англ. nested

split graph, NSG). В [121] показано, что любая сеть, не являющаяся NSG,
допускает создание связей между агентами, улучшающее благосостояние в
линейно-квадратичной игре на сети.

3.1.3. Управление в условиях неопределенности

Многие авторы прибегают к анализу устойчивости предложенных методов
управления относительно внешних возмущений или вероятностной неопреде-
ленности (например, [73, 78, 127, 128] и др.). Важно, что данные о самой
структуре сети зачастую труднодоступны (см. например, [129, 130]), в связи
с чем возник ряд работ, моделирующих как вероятностную, так и игровую
неопределенность о сетевой структуре.

Так, в [112] центр выбирает оптимальный уровень цен для агентов, распо-
лагая информацией только о распределении по степеням вершин сети. Другой
случай: структура сети является наблюдаемой, но местоположение или лич-
ность агентов – это частная информация [131]. Иными словами, центр не в
состоянии отличить сети, идентичные с точностью до перестановки вершин.
Существенным в данном дизайне игры является то, что вектор x∗ равновес-
ных ответов игроков теперь является контрактом, который центр предлагает
агентам. Авторы предъявляют классы сетевых структур, для которых опти-
мальные контракты центра совместимы со стимулами агентов и их коалиций.

3.1.4. Идентификация сети

Одной из важнейших задач является задача идентификации сети. Суще-
ствует несколько методов, позволяющих решить эту задачу на основе данных
о серии исходов игры, основанных на статистическом подходе (графовые ме-
тоды регуляризации) [132], методах оптимизации [133] и методах машинного
обучения [134]. Отдельное направление исследований – решение задач двух-
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уровневой оптимизации13 [136], в которой предполагается, что наблюдаемые
равновесные ответы игроков возникают в результате оптимизации агентами
структуры взаимодействия с точки зрения функции общественного благосо-
стояния.

Другой подход идентификации сети основан на информации о динамике
наилучших ответов игроков и решении задачи управления [137]. Центр не зна-
ет структуры сети в игре, но имеет возможность наблюдать за наилучшими
ответами игроков и манипулировать действиями некоторых из них. Авторы
показывают, что критерий идентифицируемости структуры сети эквивален-
тен ранговому критерию управляемости системы, приведенной к специаль-
ному виду, и применяют алгоритм [138], разработанный для идентификации
устойчивых линейных систем.

3.2. Управление в линейно-квадратичной игре на сети

Возможно, первой и наиболее исследованной с точки зрения задач управ-
ления является линейно-квадратичная игра на сети, для которой существует
множество постановок задач управления (см. [39, 118] и ссылки выше). Ниже
для данной игры будет рассмотрено несколько задач, решение которых на-
глядно демонстрирует особенности и специфику задач управления в играх с
линейным наилучшим ответом. Выигрыш игроков в модели:

(42) vi = xi


bi + β

n∑

j=1

gijxj


− x2i

2
,

а равновесие в игре:

x∗ = (I − βG)−1b.

Исторически первой задачей была задача выявления ключевого игрока
(англ. key player problem). Ключевой игрок – это игрок, удаление которого
оказывает наибольшее влияние на совокупный результат. Пусть G – исходная
(симметричная) матрица смежности, G−i – новая матрица, полученная из
матрицы G путем заполнения нулями строки и столбца, соответствующих i-

ой вершине. Тогда задача центра: maxi∈N

[∑
j x

∗
j(G) −∑j x

∗
j (G

−i)
]

или, что
эквивалентно,

(43) min
i∈N

n∑

j=1

x∗j(G
−i).

Пусть M = {mij} = (I−βG)−1, а k = {ki} = (I−βG)−11. Авторами вводится
специальный показатель центральности (англ. intercentrality measure), учи-

13 Исследование задачи двухуровневой оптимизации восходит к исследованию игр Шта-
кельберга, где внешняя (или внутренняя) задача оптимизирует действия лидера (или по-
следователя) [135].
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тывающий и индивидуальную центральность игроков, и вклад в централь-
ность других:

ci =
k2i
mii

.

Авторы показали, что вершина с наибольшим значением ci решает
задачу (43).

Другая задача была рассмотрена в [73], это задача стимулирования (англ.
incentive-targeting problem): центр стремится максимизировать функцию об-
щественного благосостояния в равновесии:

(44) W =
n∑

i=1

vi =
1

2
xTx −→ max

b
.

Таким образом, центр вносит изменения в предельный выигрыш игроков, не
зависящий от действий соседей b̂ → b, что интерпретируется как изменение
стимулов игроков (например, денежные субсидии фирмам). Бюджетное огра-
ничение центра:

(45) K(b, b̂) =
n∑

i=1

(bi − b̂i)
2 6 C ∼ n.

Решением (44) является эффективная сетевая эвристика (англ. network
heuristic):

(46) b̂nh = b+
√
Cµ1(n),

где µ1(n) – собственный вектор матрицы G, соответствующий максимальному
(минимальному) собственному значению для случая положительных (отри-
цательных) значений коэффициента β.

Как было указано выше, выбор целевой функции центра оказывает зна-
чительное влияние на результат. Если в данной задаче вместо максимизации
суммы выигрышей (44) перейти к максимизации агрегированного результата
участников

W =

n∑

i=1

xi −→ max
b

,

решением будет распределение бюджета, пропорциональное индивидуально-
му вкладу игроков:

b̂nh = b+
√
Cx∗.

Разница между функциями состоит в том, что сумма выигрышей учитывает
и сами действия, и их различия:

∑
i vi =

1
n

∑
i x

2
i = x̂2 + σ2, где x̂ – среднее,

σ2 – дисперсия.
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Предложенная функция затрат (45) обладает рядом свойств, позволяю-
щих авторам распространить полученные результаты на некоторые другие
функции [139]. Одним из выделяющихся случаев является пример линейных
затрат центра:

K(b, b̂) =

n∑

i=1

|bi − b̂i| 6 C ∼ n.

В этой ситуации решение – передать весь бюджет единственному игроку i∗,
b̂i∗ = bi∗ + C, который выбирается исходя из вклада игроков в результат вме-
шательства центра.

Интересно провести сравнение решений задачи стимулирования для мо-
делей локального агрегирования и усреднения. Для достижения социального
оптимума без ограничений на бюджет в линейно-квадратичной игре

(47)
n∑

i=1

vi =
n∑

i=1


(bi + si)xi + β

n∑

j=1

gijxixj −
x2i
2


 −→ max

s

центру необходимо выбрать sOi = β
∑

j gijxj. Исходя из свойств игры эта ве-
личина будет всегда положительна, а центр будет субсидировать более цен-
тральных игроков в сети.

Как было показано ранее, в модели социальных норм агенты создают как
положительные, так и отрицательные экстерналии для своих соседей. Как
результат, в задаче стимулирования [46] агентов

(48)
n∑

i=1

vi =
n∑

i=1


(bi + si)xi −

θ

2


xi −

n∑

j=1

gij
di

xj




2

− x2i
2


 −→ max

s
,

решением которой является вектор sO, состоящий из компонент

(49) sOi = β
n∑

j=1

gij
di

(
xj −

n∑

k=1

gjk
dj

xk

)
,

центр субсидирует (облагает налогом) тех агентов, чьи соседи прилага-
ют усилия выше (ниже) своих социальных норм (в отличие от линейно-
квадратичной игры, в которой центр вынужден всегда стимулировать аген-
тов из-за создаваемых ими положительных экстерналий). Другими словами,
центру необходимо субсидировать агентов, прилагающих усилия ниже, чем в
среднем прилагают их соседи, и облагать налогом тех, кто прилагает усилия
выше, чем их соседи.

Важно отметить, что изменение исходного вектора b индивидуальных ха-
рактеристик до последнего момента подразумевалось как задача с ненулевым
бюджетом, в то время как в реальных приложениях имеет место ситуация, в

108



которой центр перераспределяет ресурсы между агентами без дополнитель-
ных ресурсов. Условию сбалансированного бюджета т.е. корректирующим
субсидиям и налогам (англ. Pigouvian tax) посвящена работа [20].

В [63, 119] рассматривается задача нахождения структуры взаимодей-
ствия, максимизирующей целевую функцию центра. С ростом β решения
задач центра по максимизации агрегированных результатов и суммы выигры-
шей совпадают, а среди всех сетей максимум доставляют те, чей спектраль-
ный радиус принимает наибольшее значение. Случай задачи управления ком-
бинацией нескольких активностей (когда xi становится вектором) рассмотрен
в [114]. Случаи одновременного использования нескольких различных стра-
тегий управления рассмотрены, например, в [140, 141].

4. Заключение

В представленной работе подробно рассматриваются вопросы управления
стратегическим взаимодействием агентов на сети в случае, когда зависимость
агента от действий других описывается линейной функцией наилучших от-
ветов. Равновесие Нэша в таких играх не является социальным оптимумом
из-за наличия экстерналий, что мотивирует разработку механизмов управ-
ления, таких как выявление ключевых агентов, стимулирование агентов, со-
здание или удаление связей, направленных на увеличение эффективности
коллективного взаимодействия.

Некоторые из направлений дальнейших исследований, активно развиваю-
щихся в данный момент, заслуживают отдельного внимания.

4.1. Нелинейный наилучший ответ

Задачам управления в играх с нелинейным наилучшим ответом посвяще-
ны работы [142–144]. В [34] предложена общая модель сетевых эффектов,
нелинейный наилучший ответ в которой включает в себя модель локально-
го усреднения в качестве частного случая. Нелинейность реализована в виде
CES-функции с параметром эластичности β:

(50) x =




n∑

j=1

gij
di

xβj




1

β

,

а наилучший ответ игрока принимает вид:

(51) BRi = (1− λ2)bi + (λ1 + λ2)




n∑

j=1

gij
di

xβj




1

β

,

где λ1 соответствует интенсивности эффекта перетока, а λ2 – эффекта кон-
формизма. При β = 1 возникает модель LIM. Когда β очень велико, возникает

109



модель x−i = maxj{xj}, в которой агент ориентируется только на того своего
соседа по сети, который прилагает наибольшие усилия, а когда β принимает
высокие отрицательные значения, преобладает модель x−i = minj{xj}, в ко-
торой агент ориентируется на соседа, демонстрирующего наименьшие усилия.

4.2. Игры на мультиплексных сетях

Во многих случаях ранее рассматривалась взаимосвязь агентов в рам-
ках одной сети. Однако зачастую агенты поддерживают множество типов
взаимоотношений, таких как сотрудничество, взаимопомощь, заимствование
и др. [145]. Одним из способов описания такого взаимодействия являются
мультиплексные сети: многослойные сети, в которых запрещена связь между
вершинами из разных слоев, и которые призваны описывать сосуществова-
ние различных типов отношений между агентами [146]. Анализу таких игр
посвящены работы [147, 148].

4.3. Сети с большим числом вершин и графовые функции

Некоторые сети, встречающиеся в прикладных исследованиях, настоль-
ко велики, что анализ становится затруднительным или невозможным [149].
В [150] был предложен инструмент для анализа больших сетей и асимптоти-
ческого поведения последовательности графов с растущим числом вершин.
Графовая функция (англ. graph function, graphon) – объект, который обоб-
щает дискретные графы на случай больших сетей, представленных в непре-
рывном пределе. В [151] предложены меры центральности для таких объек-
тов, а в [127] описанные выше игры были перенесены на случай предельного
объекта: игроки теперь представлены как популяция на интервале [0, 1], а ве-
роятность связи между ними описывается через графовую функцию W (i, j),
определенную на единичном квадрате. Динамика в таких играх исследуется
в [152], задачи управления рассмотрены в [141, 153].
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