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ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРАТЕГИИ СТРАХОВАНИЯ И ИНВЕСТИРОВАНИЯ

В МОДЕЛИ ИНДИВИДУАЛЬНОГО РИСКА С ФОНОВЫМИ РИСКАМИ1

Изучена одношаговая задача оптимального выбора страховщиком де-
лежа риска между ним и группой клиентов при одновременном выборе
портфеля инвестиций на рынке из n рисковых активов, имеющих случай-
ные доходности, и одного безрискового актива. Предполагается наличие
«фоновых рисков» (background risks), т.е. внешних случайных факторов,
влияющих на ущербы страхователей, и систематических рисков, влияю-
щих на доходности активов. Целевой функционал есть функционал типа
Марковица, т.е. зависящий лишь от первых двух моментов финального
капитала страховщика. Показано, что оптимальное страхование принад-
лежит классу stop-loss страхований. Найдены уравнения для определения
значений параметров в функции дележа риска и в оптимальном инвести-
ционном портфеле. Решен численный пример.
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1. Введение

Один из первых результатов [1] исследования моделей с фоновыми рис-
ками показал, что без предположения о наличии фоновых рисков возникает
расхождение между теоретическими и эмпирическими данными при реше-
нии различных задач финансовой математики. Позже появился целый ряд
работ по выбору инвестиционного портфеля, максимизирующего ожидаемую
полезность финального капитала при наличии фоновых рисков. В качестве
примера можно привести статью [2], где показано, что «несправедливый» (un-
fair) внешний риск (с отрицательным средним) увеличивает неприятие рис-
ка в функции полезности инвестора. Характерная черта таких постановок
задач – отсутствие зависимости между фоновыми рисками и доходностями
активов.

1 Исследование выполнено в рамках государственного задания, (проект FFNR-2024-
0003).
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Однако в [3] показано наличие существенной корреляции доходностей ак-
тивов и определенных фоновых рисков.2 Авторы [4] исследовали влияние
фонового риска на выбор портфеля и эффективную границу в рамках крите-
риев «среднее-дисперсия». В обзоре [5] описаны существующие результаты в
рамках подходов: «среднее-дисперсия» и ожидаемая полезность при наличии
аддитивных внешних рисков.

Страхование как инструмент уменьшения ущерба от фоновых рисков бы-
ло использовано в динамических моделях с непрерывным временем. В [6]
изучены решения по формированию портфеля из рисковых активов и управ-
лению потреблением при фоновом риске. С помощью метода динамического
программирования было найдено, что оптимальное страхование хеджирует
риски инвестирования и устанавливает баланс между ростом и волатильно-
стью потребления. В [7] была исследована задача выбора страхования, умень-
шающего ущерб от внешнего кусочно-постоянного процесса фонового риска;
найдена характеризация функции, двойственной к функции Беллмана, как
решения уравнения Гамильтона–Беллмана–Якоби. В близкой постановке ав-
торы [8] изучали с использованием метода динамического программирования
задачу выбора фирмой стратегии страхования от скачкообразного процесса
сбоев в продуктивности и от природных бедствий, но без возможности инве-
стирования.

В представленной статье исследуется одношаговая задача выбора страхов-
щиком оптимального страхования для группы страхователей (клиентов) –
так называемая модель индивидуального риска. При этом одновременно
страховщик выбирает инвестиционный портфель для рынка ценных бумаг
с имеющимся безрисковым активом. Максимизируемым функционалом яв-
ляется функционал типа Марковица [9], т.е. зависящий лишь от первых двух
моментов финального капитала, который складывается из капитала, полу-
ченного от страховой сделки, и капитала, заработанного на инвестициях.
Предполагается наличие фонового риска, влияющего на размер ущербов кли-
ентов, и фонового риска, влияющего на общую доходность инвестиций. По-
лученные результаты отличаются от предыдущих в нескольких отношениях.
Во-первых, вместо страхования только фоновых рисков здесь найдена оп-
тимальная функция дележа риска для группы клиентов. Во-вторых, иссле-
дована задача выбора как страхования, так и инвестиционного портфеля.
В-третьих, широко используемая в финансовой математике нормальная ап-
проксимация риска здесь не используется, и, таким образом, полученные ре-
зультаты являются в этом смысле «точными».

В разделе 2 описаны рынки страхования и инвестирования без фоновых
рисков и при наличии фоновых рисков. Сформулирована оптимизационная
задача с дисперсией в качестве меры риска. Раздел 3 посвящен нахождению

2 Применительно к портфельной теории термин «систематические риски активов» более
уместен, чем «фоновые риски». Но следуя сложившейся в большинстве статей практике,
ниже будем использовать прилагательное «фоновый» для страховых и систематических
инвестиционных рисков.
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ее решения, причем оптимальное страхование и оптимальный портфель нахо-
дятся как решения отдельных задач в силу особенностей целевого функцио-
нала. В разделе 4 дана формулировка аналогичной оптимизационной зада-
чи, но с использованием стандартного отклонения как меры риска. Получены
необходимые условия оптимальности. Разделы 5 и 6 содержат соответственно
численный пример и заключительные замечания.

2. Формулировка задачи

2.1. Описание рынков инвестирования и страхования

Сначала рассмотрим инвестиционный рынок из n+1 активов (см., напри-
мер, [10]), где вектор доходностей равен R̄ = (R0, . . . , Rn) и фоновый риск от-
сутствует. Пусть R0 = m0 почти наверное (п.н.), т.е. это безрисковый актив.
Отметим, что наличие такого актива позволяет не тратить весь начальный
капитал w > 0 на рисковые инвестиции, например, приm0 = 1 можно не инве-
стировать сумму wa0, а положить ее «в карман» (без учета инфляции). Обо-
значим через ā = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 инвестиционный портфель, где ai – доля
в процентах от начального капитала w > 0, вкладываемая в i-ый актив. Ти-
пичным бюджетным ограничением является

∑n
i=0

ai = 1. Это означает само-
финансирование инвестора-страховщика и его возможность «коротких про-
даж», т.е. заимствование одних активов по текущим ценам с целью вложить
деньги в другие с возмещением затем по ценам следующей котировки. Общая
доходность есть Xā = w

∑n
i=0

aiRi ≡ w(
∑n

i=1
ai(Ri −m0) +m0), где w > 0 –

начальный капитал. После подстановки a0 = 1−
∑n

i=1
ai имеем среднюю об-

щую доходность и дисперсию

µ(a) = w

(

n
∑

i=1

ai△mi +m0

)

, где △mi = mi −m0, mi = ERi, a ∈ Rn,

σ2(a) = w2aCaT,

где aT обозначает транспонированную вектор-строку a. Введем естественные
ограничения:

0 < m0 < min
i=1,...,n

mi,

ковариационная матрица рисковых доходностей C размерности n× n поло-
жительно определена.

Перейдем к описанию рынка страхования. Пусть группа из l клиентов
однородна, т.е. их ущербы X1, . . . ,Xl – независимые неотрицательные оди-
наково распределенные случайные величины (с.в.) с функцией распределе-
ния F1(x). Страховщик выбирает измеримую по Борелю функцию дележа
I(x) : 0 6 I(x) 6 x, x ∈ [0,∞), тогда доля ущерба i-го клиента, оплачиваемая
страховщиком, равна I(Xi). Начальный капитал страховщика w > 0; премия,
т.е. взнос от клиента, определяется (см., например, [11]) по известному прин-
ципу среднего значения d = (1 + α)E I(X1), где α > 0 – заданный коэффици-
ент нагрузки.
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2.2. Модель с фоновыми рисками

Теперь рассмотрим модель страхования и инвестирования с учетом фо-
новых рисков. Страховщик направляет свой начальный капитал w на ин-
вестиции,3 и его финальный капитал складывается из дохода от страхова-
ния S1 = l(1 + α)E I(X1 + Z) −

∑l
1
I(Xj + Z) и дохода от инвестиций S2 =

= w(
∑n

1
ai(Ri−m0)+m0)+V. Здесь: Z – фоновый страховой риск такой, что

XZ
j

def
= Xj + Z > 0 п.н.; V− инвестиционный фоновый риск, 0 < σ2(V ) <∞.

Зам е ч а ни е 1. В этой постановке ущербы клиентов XZ
j , j = 1, . . . , l, ока-

зываются одинаково распределенными, но не являются независимыми, по-
скольку с.в. Z входит в выражение для каждого ущерба. Более того, Xj

и Z считаются, вообще говоря, зависимыми. Такая модель является нетипич-
ной для задач «классической» актуарной математики (см., например, [11]),
в которых предполагается независимость ущербов. Отметим, что одинаковые
распределения с.в. XZ

j , j = 1, . . . , l, предполагают одинаковые ковариации

cov(Xj , Z) для всех j = 1, . . . , l, поскольку σ2(Xj + Z) = σ2(Xj) + σ2(Z)+
+2cov(Xj , Z). Следовательно, cov(XZ

j ,X
Z
i ) = cov(XZ

1 ,X
Z
2 ) для всех j 6= i.

Фоновые риски Z и V , влияющие соответственно на ущербы страхователей
и общую доходность от инвестирования рисковых активов, рассматривают-
ся как независимые. Это условие представляется обоснованным, поскольку
здесь рынки страхования и инвестирования имеют разную природу и не свя-
заны между собой.

Исследуемая задача максимизации функционала Марковица имеет вид

J [I, a] ≡ E (S1 + S2)− βσ2(S1 + S2) → max
I,a

, 0 6 I(x) 6 x, a ∈ Rn.(1)

Здесь β > 0 имеет смысл коэффициента осторожности инвестора-страхов-
щика: чем больше β, тем осторожнее страховщик. Подставляя выражения
для S1 и S2, получаем

J [I, a] = lαE I(XZ
1 ) + w(a△mT +m0) + E V − β(lσ2[I(XZ

1 )] +

+ l(l − 1)cov(I(XZ
1 ), I(XZ

2 )) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V )),(2)

где QT = cov(R,V ) – вектор-столбец с компонентами cov(Ri, V ), i = 1, . . . , n.

3. Основные результаты

Вернемся к задаче (1) и рассмотрим вспомогательную задачу

J [I, a] → max
I
, 0 6 I(x) 6 x,(3)

3 Здесь допускается возможность выплаты суммарного взноса ld частями вплоть до
окончания страхового периода, поэтому доступный для инвестирования капитал в начале
периода, т.е. в момент принятия решения на страхование и инвестирование, равен w.
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при фиксированном a ∈ Rn, выражение для J [I, a] приведено в (2). Следую-
щее утверждение дает необходимые условия оптимальности в (3), устанавли-
вая: вид оптимальной I∗(x) = x ∧ k∗ (stop loss страхование с так называемым

уровнем удержания страховщика k∗), где x ∧ y
def
= min{x, y}, и уравнение для

нахождения параметра k∗.

У тв е ржд е ни е 1. Задача (3) имеет решение, I∗(x) = x ∧ k∗, где
0 < k∗ <∞ – единственный корень уравнения оптимальности

ξ(k) = 0, где ξ(k) = α− 2lβ



k −

k
∫

0

(1− FZ
1 (x))dx



 .(4)

Дока з а т е л ь с т в о.

Л емма 1. Существует решение задачи (3).

Доказательство леммы приведено в Приложении.

Обозначим через Iρ(x) = ρI∗(x) + (1− ρ)I(x), где ρ ∈ [0, 1], функция I∗

есть решение (3) и I – произвольная функция дележа. Найдем производную
d
dρJ [Iρ, a]

∣

∣

∣

ρ=1
. Учтем, что

d

dρ
E Iρ(X

Z
1 )

∣

∣

∣

∣

ρ=1

=

∞
∫

0

(I∗(x)− I(x))dFZ
1 (x),

d

dρ
σ2(Iρ(X

Z
1 ))

∣

∣

∣

∣

ρ=1

= 2

∞
∫

0

(I∗(x)− E I∗(XZ
1 ))(I

∗(x)− I(x))dFZ
1 (x)

и

d

dρ
cov (Iρ(X

Z
1 ), Iρ(X

Z
2 )

∣

∣

∣

∣

ρ=1

= 2

∞
∫

0

∞
∫

0

I∗(y)(I∗(x)− I(x))dG(x, y)−

− 2

∞
∫

0

E I∗(XZ
1 )(I

∗(x)− I(x))dFZ
1 (x),

где FZ
1 (x) = P (XZ

1 6 x) и G(x, y) = P (XZ
1 6 x,XZ

2 6 y) – функции распреде-
ления, последняя очевидно симметрична по аргументам. Поскольку множе-
ство функций дележа выпукло, необходимое условие оптимальности I∗ в (3)
есть неравенство

d

dρ
J [Iρ, a]

∣

∣

∣

∣

ρ=1

> 0

для любой функции дележа I. Принимая во внимание выражение (2), пере-
формулируем это условие: I∗ максимизирует интеграл

max
I

∞
∫

0

∞
∫

0

I(x)φ(x, y)dG(x, y),(5)
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где φ(x, y) = α− 2β[I∗(x)− E I∗(XZ
1 ) + (l − 1)(I∗(y)− E I∗(XZ

1 ))]. Согласно
лемме Неймана–Пирсона (см., например, [12]) функция дележа I∗ доставляет
максимум в (5) тогда и только тогда, когда

I∗(x) =

{

x, φ(x, y) > 0,
0, φ(x, y) < 0

(6)

с точностью до множества нулевой меры G. Рассмотрим (6) не для всех
(x, y) ∈ R2

+, а лишь на подмножестве {(x, y) : x = y, x > 0, y > 0}, причем ин-
теграл в (5) берется, как и прежде, по функции распределения G(x, y), при
этом

∫

∞

0

∫

∞

0
I(x)φ(x, x)dG(x, y) =

∫

∞

0
I(x)φ(x, x)dFZ

1 (x). Тогда необходимое
условие выполнения (6) есть

I∗(x) =

{

x, ψ(x) > 0,
0, ψ(x) < 0

(7)

с точностью до множества нулевой меры FZ
1 .

Здесь ψ(x)
def
= φ(x, x) = α− 2lβ[I∗(x)− E I∗(XZ

1 )].(8)

Значение ψ(0) = α+ 2lβE I∗(XZ
1 ) > 0. При возрастании x от 0 функция

I∗(x) = x согласно (7), поэтому ψ(x) убывает (см. (8)) вплоть до точки x = k∗

касания оси абсцисс. При увеличении x от k∗ функция ψ(x) не может ни
убывать, ни возрастать. Действительно, при убывании ψ(x) от нуля получа-
ем противоречие с (7), поскольку I∗(x) = 0 для таких x. Предположим, что
ψ(x) возрастает от нуля, тогда (см. (7)) I∗(x) = x и ψ(x) должна убывать.
Таким образом, I∗(x) = x ∧ k∗, k∗ ∈ (0,∞). Получим уравнение для нахож-
дения k∗, для этого подставим в выражение (8) вместо I∗(x) переменную k и

EXZ
1 ∧ k =

∫ k
0
(1− FZ

1 (x))dx вместо E I∗(XZ
1 ). В результате получаем урав-

нение оптимальности (4) в утверждении 1.

Отметим, что найденное оптимальное stop loss страхование отлично от
франшизы (deductible), полученной в [13] для модели страхования от фоно-
вых рисков с непрерывным временем и случайным горизонтом.

Зам е ч а ни е 2. Обозначим через 0 < IS 6 ∞ максимально возможное
значение XZ

1 или, более точно, IS = sup suppFZ
1 – верхняя грань носителя

распределения FZ
1 . Случай, когда уровень удержания k∗ > IS, означает пол-

ное возмещение ущерба клиенту.

В завершение анализа (1) изучим задачу

max
a

J [I, a], a ∈ Rn(9)

при фиксированной функции дележа I(x). Целевая функция имеет вид

E S1 + w(a△mT +m0) + E V − β[σ2(S1) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V )].
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Найдем градиент и приравняем его к нулю, J ′

a[I, a] = w△m− 2w2βaC −
−2wβQ = 0. Отсюда

a∗ = w−1

(

△m

2β
−Q

)

C−1.(10)

В силу положительной определенности матрицы C функция J [I, a] строго
вогнута по a. Поэтому найденный вектор a∗ является единственным решени-
ем (9). Таким образом, доказано

У тв е ржд е ни е 2. Единственным решением задачи (9) является порт-
фель a∗, определенный в (10).

Учитывая, что доход от страхования S1 зависит только от I и доход от ин-
вестирования S2 зависит только от a, получаем из утверждений 1–2: опти-
мальными в задаче (1) максимизации функционала Марковица с фоновыми
рисками являются: stop loss страхование I∗(x) = x ∧ k∗, где k∗ определено
в (4), и портфель ā∗ = (a∗0, a

∗) ∈ Rn+1, в котором a∗0 = 1−
∑n

i=1
a∗i .

4. Оптимальные страхование и инвестирование в модели

со стандартным отклонением доходности

Пусть в качестве меры риска в функционале Марковица используется не
дисперсия σ2(S1+S2), а стандартное отклонение σ(S1+S2) (его использование
в финансовых моделях см., например, в [10, 11]). Выражения для S1 = SI

1 и
S2 = Sa

2 приведены в разделе 2.2. Исследуемая задача:

J [I, a]≡ E (S1 + S2)− βσ(S1 + S2) → max
I,a

, 0 6 I(x) 6 x, a ∈ Rn.(11)

Преимущество такого подхода заключается в том, что оба слагаемых в (11)
имеют одинаковую размерность, например рубли. Детальное выражение для
целевого функционала имеет вид (см. (2))

J [I, a] = lαE I(XZ
1 ) + w(a△mT +m0) + E V−(12)

− β
√

lσ2[I(XZ
1
)] + l(l − 1)cov(I(XZ

1
), I(XZ

2
)) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V ).

Близкие по постановке задачи, но без фонового риска, были исследованы
в [14].

Изучим вспомогательную задачу

J [I, a] → max
I
, 0 6 I(x) 6 x.(13)

У тв е ржд е ни е 3. Задача (13) имеет решение I∗a(x) = x ∧ k∗a, где
0 < k∗a – минимальный корень уравнения

ξa(k) = 0, где ξa(k) = α− lβ[k − E Ik(XZ
1 )]/(σ

2(SIk
1 ) + σ2(Sa

2 ))
1/2(14)

с функцией дележа Ik(x) = x ∧ k.
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Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство существования решения (13) до-
словно повторяет рассуждения в доказательстве леммы 1.

Как и ранее, обозначим: Iρ(x) = ρI∗(x) + (1− ρ)I(x), где ρ ∈ [0, 1] и I∗(x) =
= I∗a(x) максимизирует J [I, a]. Необходимое условие оптимальности I∗ в (13)

d

dρ
J [Iρ, a]

∣

∣

∣

∣

ρ=1

> 0 для любой функции дележа I.

Это неравенство можно переписать, учитывая уже найденные выражения
для производных E Iρ(X

Z
1 ), σ

2(Iρ(X
Z
1 )) и cov (Iρ(X

Z
1 ), Iρ(X

Z
2 )) в точке ρ = 1

(см. доказательство утверждения 1): I∗(x) = I∗a(x) есть решение задачи мак-
симизации интеграла

max
I

∞
∫

0

∞
∫

0

I(x)φa(x, y)dG(x, y),

где φa(x, y) = α− β[I∗(x)− E I∗(XZ
1 ) + (l − 1)(I∗(y)− E I∗(XZ

1 ))]/(σ
2(SI∗

1 +
+ σ2(Sa

2 )))
1/2. Согласно лемме Неймана–Пирсона функция дележа I∗(x)

доставляет максимум тогда и только тогда, когда

I∗(x) =

{

x, φa(x, y) > 0,
0, φa(x, y) < 0

(15)

с точностью до множества нулевой меры G. Как и в доказательстве утвер-
ждения 1, рассмотрим (15) не для всех (x, y) ∈ R2

+, а лишь на подмноже-
стве {(x, y) : x = y, x > 0, y > 0}, тогда необходимое условие выполнения (15)
будет

I∗(x) =

{

x, ψa(x) > 0,
0, ψa(x) < 0

(16)

с точностью до множества нулевой меры FZ
1 . Здесь

ψa(x)
def
= φa(x, x) = α− lβ[I∗(x)− E I∗(XZ

1 )]/(σ
2(SI∗

1 ) + σ2(Sa
2 ))

1/2.(17)

Отметим, что знаменатель в (17) всегда положителен, так как σ2(Sa
2 ) > 0.

Значение ψa(0) > 0, и при увеличении x от 0 выполнено I∗(x) = x согласно
(16), поэтому ψa(x) убывает (см. (17)) вплоть до точки x = k∗a касания оси
абсцисс. При возрастании x от k∗a функция ψa(x) не убывает и не возрастает.
Действительно, при убывании ψa(x) от нуля получаем противоречие с (16),
поскольку I∗(x) = 0 для таких x. Предположим, что ψa(x) возрастает от нуля,
тогда (см. (16)) I∗(x) = x и ψa(x) должна убывать, а не возрастать. Таким
образом, I∗(x) = x ∧ k∗a, где k∗a > 0.

Получим уравнение для нахождения уровня удержания k∗a, для этого под-
ставим в (17) вместо I∗(x) переменную k, а в выражения для E I∗(XZ

1 ) и
σ2(SI∗

1 ) подставим вместо I∗(x) функцию Ik(x) = x∧ k. В результате получа-
ем уравнение оптимальности (14) в утверждении 3.
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Заметим, что не исключен случай, когда k∗a = ∞, т.е. (см. (14)) функ-
ция ξ(k) > 0 на [0,∞). Это означает, что страховщик погашает весь ущерб
клиента.

Изучим теперь задачу оптимального инвестирования при фиксированной
функции дележа риска I,

max
a
J [I, a], a ∈ Rn.(18)

У тв е ржд е ни е 4. Пусть a∗I есть решение задачи (18). Тогда этот век-
тор является корнем уравнения

△m− β[waC +Q]/
(

σ2(SI
1) +w2aCaT + 2waQT + σ2(V )

)1/2
= 0.(19)

Дока з а т е л ь с т в о. Целевая функция имеет вид

E SI
1 + w(a△mT +m0) + E V − β

√

σ2(SI
1
) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V ).

Найдем градиент по a и приравняем его к нулю:

J ′

a[I, a] = w△m−β(w2aC+wQ)/
(

σ2(SI
1) +w2aCaT + 2waQT + σ2(V )

)1/2
= 0.

Это уравнение очевидно эквивалентно (19). Если a∗I – решение (18), то, при-
нимая во внимание отсутствие ограничений на a, получаем, что a∗I удовле-
творяет (19).

Учитывая результаты, полученные в утверждениях 3–4, имеем следую-
щие условия оптимальности в исходной задаче J [I, a] → max, где максимум
берется по I, a.

У тв е ржд е ни е 5. Пусть (I∗∗, a∗∗) есть решение задачи (11). Тогда
I∗∗(x) = x ∧ k∗∗, где (k∗∗, a∗∗) является решением системы n+ 1 нелиней-
ных уравнений: (19), где вместо I(x) подставлена функция Ik(x) = x ∧ k,
и (14).

5. Примеры

Пример 1

Приведем иллюстративный численный пример решения задачи (1) с дис-
персией как мерой риска, который не претендует на практическую значи-
мость. Пусть численность группы клиентов страховщика l = 10, количество
рисковых активов n = 2, вектор средних доходностей E R̄ = (m0;m1;m2) =
= (1; 1,1; 1,15), вектор ковариаций доходностей рисковых активов и фонового
риска Q = (−0,3;−0,25) и матрица ковариаций

C =

(

0,3 0,2
0,2 0,4

)

.
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Рис. 1. Графики зависимостей компонент оптимального портфеля от β:
a∗
1

– сплошная линия, a∗
2

– пунктирная линия, вложение в безрисковый
актив a∗

0
= 1− a∗

1
− a∗

2
– штрихпунктирная линия.

0,5
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1,0 1,5 2,0

k
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Рис. 2. График зависимости уровня k∗ от α.

Начальный капитал w = 1, функция распределения ущерба клиента с уче-
том фонового риска равна FZ

1 (x) = 1− p+ p(1− exp(−2x)), x > 0, где вероят-
ность страхового случая p = P (XZ

1 > 0) = 0,2. Коэффициент осторожности β
и коэффициент нагрузки α – варьируемые параметры. Найдем параметр k∗

в функции дележа I∗(x) = x ∧ k∗ и портфель вложений в рисковые акти-
вы a∗ = (a∗1; a

∗

2), применяя утверждения 1–2. Результаты численных расчетов
приведены на рис. 1 (при фиксированном α = 0,5) и рис. 2 (при фиксирован-
ном β = 0,1).
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Рис. 3. Графики зависимостей компонент оптимального портфеля от β:
a∗
1

– сплошная линия, a∗
2

– пунктирная линия, вложение в безрисковый
актив a∗

0
= 1− a∗

1
− a∗

2
– штрихпунктирная линия.
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Рис. 4. График зависимости уровня k∗ от β.

Из рис. 1 видно, что с ростом коэффициента осторожности β вложения в
рисковые активы a∗1(β) и a∗2(β) убывают, а функция a∗0(β) возрастает, оста-
ваясь отрицательной. Последнее означает, что инвестор заимствует средства
из безрискового актива, но эта сумма убывает с увеличением β.
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Рисунок 2 показывает, что уровень k∗ в stop loss страховании I∗(x) =
= x ∧ k∗ возрастает с увеличением коэффициента нагрузки α – при возраста-
нии стоимости полиса страховщик увеличивает долю покрытия риска клиен-
та. Функция k∗(α) близка к линейной, что объясняется малостью нелинейной
части в уравнении (4), определяющем k∗.

Пример 2

В отличие от предыдущего примера, приведем численный пример реше-
ния задачи (11) со стандартным отклонением как мерой риска, используя
утверждение 5. Входные параметры те же, что и в примере 1, но здесь прихо-
дится учитывать и дисперсию инвестиционного фонового риска σ2(V ) = 1,2,
входящую под знак квадратного корня. Коэффициент нагрузки фиксирован
α = 0,5, а коэффициент осторожности β ∈ [0,3; 0,7] – варьируемый параметр.
Численные результаты приведены на рис. 3 и рис. 4.

Как и на рис. 1, инвестор заимствует средства из безрискового актива,
и эта сумма убывает вместе с вложениями в рисковые активы при увеличе-
нии β. Здесь имеет место более высокая сумма заимствования, как и суммы
вложений в рисковые активы, что объясняется относительно медленным воз-
растанием стандартного отклонения по сравнению с другой мерой риска –
дисперсией финального капитала.

Согласно рис. 4 при возрастании коэффициента осторожности β уровень
собственного удержания страховщика k∗ падает, т.е. страховщик не соглаша-
ется брать на себя большие риски.

6. Заключение

В данной статье исследована одношаговая задача выбора страховщиком-
инвестором оптимального страхования, т.е. функции дележа риска, для груп-
пы клиентов и оптимального инвестиционного портфеля при наличии адди-
тивных фоновых рисков. Рассмотрены два типа максимизируемых функцио-
налов Марковица: с дисперсией и стандартным отклонением в качестве меры
риска. В первом случае найдены явные выражения для функции дележа и
портфеля, во втором случае найдены необходимые условия оптимальности в
виде системы нелинейных уравнений. Решены численные примеры, показыва-
ющие применение полученных теоретических результатов. Представляются
перспективными следующие направления исследований по этой тематике: ис-
пользование в качестве начального инвестиционного капитала не только на-
чального капитала страховщика, но также и полученных от клиентов страхо-
вых премий; применение иных целевых функционалов, например ожидаемой
полезности финального капитала; изучение оптимизационной многошаговой
задачи с аддитивными и мультипликативными фоновыми рисками.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Пусть {Im} – максимизирующая после-
довательность дележей риска в задаче (3), т.е.

J [Im, a] → J∗ = sup
I
J [I, a].

Применяя теорему Хэлли к последовательности случайных векторов
{Im(XZ

1 ), Im(XZ
2 )} (см. выражение в (2) для J [I, a]), получаем, что суще-

ствует подпоследовательность {Is(X
Z
1 ), Is(X

Z
2 )}, слабо сходящаяся к некото-

рому пределу (ξ, η). Для доказательства того, что ξ и η есть собственные
случайные величины, т.е. P (ξ <∞) = 1 и P (η <∞) = 1, достаточно заме-
тить, что в силу определения функций дележа выполняется Im(XZ

i ) 6 XZ
i

п.н., i = 1, 2. Поскольку XZ
1 и XZ

2 одинаково распределены и измеримы отно-
сительно борелевской сигма-алгебры, то предел может быть представлен как
(ξ, η) = (I∗(XZ

1 ), I
∗(XZ

2 )) для некоторой измеримой функции I∗(x), причем
0 6 I∗(x) 6 x.

Равенство J∗ = J [I∗, a] теперь следует из слабой сходимости
{Is(X

Z
1 ), Is(X

Z
2 )} к {I∗(XZ

1 ), I
∗(XZ

2 )} и непрерывности целевого функ-
ционала в (2) по E I(XZ

1 ), E I
2(XZ

1 ) и cov(I(XZ
1 ), I(XZ

2 )).
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