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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ МЕТРИКИ УСТОЙЧИВОСТИ
ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ1

Введено понятие о базовых системах как системах с передаточной
функцией в виде обратного характеристического полинома системы. По-
лучены спектральные разложения энергетических метрик устойчиво-
сти базовых систем для их уравнений состояния в канонических фор-
мах: Жордана, модальной, управляемости и наблюдаемости. Получены
формулы спектральных разложений квадрата H2-нормы передаточной
функции базовой системы для случая кратных корней ее передаточной
функции. Разработаны рекуррентные алгоритмы вычисления спектраль-
ных разложений обратных матриц грамианов непрерывных динамиче-
ских систем по кратным спектрам исходных матриц динамики. Полу-
чены спектральные разложения энергетических метрик устойчивости в
виде спектрального разложения квадрата H2-нормы передаточной функ-
ции базовой системы для случая ее простых и кратных корней. Пред-
ложен новый подход к анализу устойчивости линейных систем на осно-
ве усиленного критерия устойчивости Рауса–Гурвица, который включает
формирование таблиц Рауса и матриц Сяо, вычисление спектра матри-
цы динамики, вычисление спектральных разложений энергетических мет-
рик, совместное использование критерия устойчивости Рауса–Гурвица и
критерия ограниченности энергетических метрик устойчивости базовых
систем. Даны рекомендации по использованию полученных результатов.
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1. Введение

Хорошо известно, что грамианы являются решениями уравнений Сильве-
стра и Ляпунова, которым посвящено громадное число научных работ, среди
которых отметим [1–4]. Эти алгебраические и дифференциальные матрич-
ные уравнения играют также фундаментальную роль в теории управления.
В последние годы возник интерес к развитию методов вычислений различных
энергетических показателей для анализа устойчивости и степени управляе-
мости, достижимости и наблюдаемости этих систем. Первые спектральные
разложения грамианов для линейных непрерывных и дискретных систем с

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 25-29-20158).
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простым спектром были получены в работе [1] на основе спектрального разло-
жения интегрального представления решения уравнений Ляпунова или Силь-
вестра. В ней впервые исследованы временные характеристики грамианов в
канонических формах управляемости и роль собственных векторов и ядер
матриц Коши в задачах синтеза оптимальных моделей низкой размерности
динамических систем. Энергетические показатели устойчивости достижимо-
сти для линейных устойчивых и неустойчивых линейных систем были пред-
ложены в ряде работ [5–12]. В теории управления метод грамианов как метод
решения дифференциальных уравнений Ляпунова и Сильвестра применяется
для решения следующих прикладных задач:

• Оптимального размещения датчиков и исполнительных устройств
[7, 10–13];

• Упрощения моделей линейных и билинейных систем управления на ос-
нове использования энергетических метрик [1–3];

• Анализа и синтеза модальных систем управления [13–15, 17];

• Анализа точности систем управления при случайных возмущениях
[2, 4];

• Мониторинга состояния и технической диагностики на основе выявле-
ния аномалий энергетического баланса [13, 16, 18].

Метод грамианов позволяет получить не только качественную, но и ко-
личественную оценку указанной энергии, сосредоточенной в слабоустойчи-
вых колебаниях. Эффект резонансного взаимодействия близких колебатель-
ных мод в динамической системе может усиливаться многократно. Преоб-
разование уравнений состояния в канонические формы управляемости и на-
блюдаемости позволяет выделить среди всех энергетических метрик инвари-
антные метрики, не зависящие от преобразования координат. Структурные
свойства управляемости и наблюдаемости в контексте вычисления и анали-
за грамианов исследованы в работах [19, 20]. Важная задача оптимально-
го размещения датчиков и исполнительных устройств на основе различных
энергетических функционалов, в том числе инвариантных эллипсоидов, рас-
сматривалась в [4, 7].

2. Предварительное обсуждение результатов и постановка задачи

Рассмотрим непрерывную стационарную MIMO LTI линейную стационар-
ную непрерывную динамическую систему со многими входами и многими
выходами вида

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = 0, y(t) = Cx(t),(2.1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rm. В случае SISO LTI систем u(t) ∈ R1,
y(t) ∈ R1. Уравнения Ляпунова и Сильвестра играют важную роль в теории
управления и проектировании систем управления по интегральным показате-
лям качества, в синтезе оптимальных систем с использованием наблюдателей
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состояния. Для решения этих задач применяются уравнения Ляпунова двух
типов:

AP + PAT = −In.(2.2)

AP + PAT = −
∑

j,η

eje
T
η .(2.3)

Уравнения первого типа возникают в MIMO LTI системах, задаваемых
уравнениями состояния общего вида (2.1). Уравнения второго типа возника-
ют в SISO LTI системах, задаваемых уравнениями состояния в модальной
канонической форме и в канонических формах управляемости и наблюда-
емости. В модальной канонической форме в этом случае имеем следующие
выражения для матрицы Ad, векторов b, c:

Ad = diag
[

s1 . . . sn
]

, b =
[

1 1 . . . 1
]T

, c =
[

r1 r2 . . . rn
]T

,(2.4)

где ri – вычет передаточной функции в полюсе “i”. Для базовой системы
имеем [1]

c =
[

1 1 . . . 1
]T

.(2.5)

В канонических формах управляемости в этом случае уравнения состояния
имеют вид

ẋc (t) = AF
c xc (t) + bFu (t) , xc (0) = 0,(2.6)

yc (t) = cFxc (t) ,

AF
c =













0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−1













, bF =
[

0 0 . . . 0 1
]T

,(2.7)

cF =
[

ξ0 ξ1 . . . ξn−2 ξn−1

]

,

где ξi – коэффициент полинома числителя передаточной функции

W (s) =
ξn−1s

n−1 + · · ·+ ξ1s+ ξ0

sn + an−1sn−1 + · · · + a1s+ a0
.

Для базовой системы имеем

cF =
[

1 0 . . . 0 0
]

.(2.8)

Классический критерий устойчивости непрерывных линейных систем осно-
ван на решении уравнений вида (2.2), (2.3) с измененной правой частью
вида −bbT . Эти матрицы зависят от матриц преобразования подобия, так
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что грамианы управляемости и выражения квадратов H2-нормы передаточ-
ной функции, полученные с помощью грамианов, не являются инвариантами
при различных преобразованиях пространства состояний. Этого недостатка
можно избежать, если использовать правые части вида (2.2) или (2.3). На-
зовем эти уравнения второго типа базовыми уравнениями Ляпунова, а со-
ответствующие уравнения состояния, в которых вектор cF выбран в виде

cF =
[

1 0 . . . 0 0
]

или c =
[

1 1 . . . 1
]T

, базовыми уравнениями состоя-
ния. Этим уравнениям состояния соответствует передаточная функция (ПФ)

Wbase (s) =
1

sn + an−1sn−1 + . . . + a1s+ a0
=

1

N(s)
,(2.9)

где N (s) – характеристический многочлен системы.

Опр е д е л е н и е 1 [5, 6]. Назовем матрицей Сяо квадратную матрицу,

имеющую структуру нулевого пледа вида

Y =













y1 0 −y2 0 y3
0 y2 0 −y3 0

−y2 0 y3 0 . . .

0 −y3 0 . . . 0
y3 0 . . . 0 yn













, yi ∈ C, i = 1, n.(2.10)

Элементы этой матрицы вычисляются по формулам

yjη =







































0, если j + η = 2k + 1, k = 1, . . . , n;

yn =
1

2Yn,1
,

yn−l =
−
∑m−1

i=1 (−1)iYn−l,i+1yn−l+i

Yn−l,1
,

если j + η = 2k, k = 1, . . . , n, l = 1, n − 1.

Известно, что базовые уравнения играют важную роль при исследовании
устойчивости линейных систем. Рассмотрим дифференциальное уравнение
состояния вида

y(n) (t) + an−1y
(n−1) (t) + . . . + a0y (t) = δ (t) ,(2.11)

y(n−1) (0) = 1, y(n−2) (0) = 0, . . . , y (0) = 0,

где δ (t) − δ – функция Дирака. Это уравнение соответствует передаточной
функции базовой системы. Доказано, что грамиан управляемости для систе-
мы (2.11) имеет вид матрицы Сяо (2.10), в которой элементы yi вычисляются

с помощью измеряемых величин y(i)(t) [6].

yi =

∞
∫

0

[

y(i)(t)
]2

dt.(2.12)
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Эти оценки имеют физический смысл измеряемых энергий состояний си-
стемы, причем они могут быть вычислены различными способами, в том чис-
ле с использованием наблюдателей состояния [19]. В соответствии с [10–12]
введем

Опр е д е л е н и е 2. Энергетической метрикой устойчивости систе-

мы (2.1) назовем квадрат H2-нормы ее передаточной функции.

Покажем, что базовые системы могут быть полностью управляемы при
выполнении дополнительных условий. Матрица управляемости для модаль-
ной базовой системы (2.4), (2.5) является матрицей Вандермонда, которая
является матрицей полного ранга только при условии, что все собственные
числа матрицы динамики различны. Матрица управляемости для базовой
системы (2.7), (2.8) не вырождена. Поэтому базовая система (2.7), (2.8) пол-
ностью управляема. Матрица грамиана управляемости для базовой системы
(2.7), (2.8) в форме Сяо имеет вид [5]

P cF =

n
∑

k=1

n−1
∑

η=0

n−1
∑

j=0

s
j
k (−sk)

η

∏n
λ=1,λ6=k (sk − sλ)

∏n
λ=1, (−sk − sλ)

1j+1η+1,(2.13)

P cF =
n
∑

k=1

n−1
∑

η=0

n−1
∑

j=0

s
j
k (−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1.(2.14)

Отсюда следует, что матрицы грамианов P cF положительно определены.

Зам е ч а ни е 1. Из (2.14) следует, что матрица Сяо зависит от квадратич-
ных форм s

j
k(−sk)

η, образованных собственными числами исходной базовой
и антиустойчивой базовой систем, от вычетов передаточной функции базо-
вой системы и от значений характеристического полинома антиустойчивой
системы в его собственных числах. Квадратичные формы определяют свой-
ство нулевого пледа матриц Сяо. Знаменатель выражения (2.14), который за-
висит от характеристического полинома N(s), определяет значение квадрата
H2-нормы передаточной функции, являющейся энергетической метрикой си-
стемы (2.1). Очевидна важная роль базовой системы в формировании энерге-
тических метрик устойчивости. Полная управляемость базовых систем явля-
ется одним из условий положительной определенности их грамианов управ-
ляемости. Это упрощает определение грамианов управляемости для базовой
системы (2.7), (2.8), упрощает преобразование грамианов в форму Адамара и
вычисление квадрата H2-нормы передаточной функции (2.9). Кроме того, это
гарантирует нормальность матрицы грамиана, следствием которой является
положительность диагональных элементов и следа соответствующих грами-
анов. Их элементы зависят только от собственных чисел матрицы динамики
и ее характеристического многочлена, которые не зависят от преобразова-
ний подобия и, следовательно, являются инвариантами при этих преобразо-
ваниях. Что касается базовой системы (2.4), (2.5), то грамиан управляемости
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в ней приобретает простую форму матриц Коши [1,21].

Pc =
−1

sj + s∗η
, ∀j, η = 1, n, ∀sj, sη ∈ C−.(2.15)

Симметричная матрица Коши определяется в виде

C =
−1

xj + xη,
, ∀j, η = 1, n, ∀xj, xη∈R

−.(2.16)

Для таких матриц имеет место следующая

Те ор ем а 1 [21]. Симметричная матрица Коши вида (2.16) положи-

тельно определена тогда и только тогда, когда числа xj, xη положительны

и взаимно различны

0 < x1 < x2 < . . . < xn, 0 < xn < xn−1 < . . . < x1.

Сл ед с т в и е 1. Рассмотрим матрицу Коши вида (2.16), устойчивой ба-

зовой системы (2.4), (2.5), или для системы (2.7), (2.8). Предположим, что

системы устойчивы и собственные числа их матриц динамики действи-

тельные и взаимно различные. Тогда симметричная матрица Коши ви-

да (2.16) положительно определена тогда и только тогда, когда выполнены

условия

0 < −s1 < −s2 < . . . < −sn, 0 < −sn < −sn−1 < · · · < −s1.

В данном случае роль положительных чисел xj , xη, играют вещественные
части собственных чисел матрицы динамики −sj,−sη, которые могут ока-
заться комплекснозначными. Это требует представления грамианов в виде
устойчивых эрмитовых матриц

[Pc]Herm = [Po]Herm , pjηHerm =
1

2

(

−1

sj + s∗η
+

−1

s∗j + sη,

)

= Re

(

−1

sj + s∗η

)

.

В [1, лемма 9,4] доказано, что матрица Коши (2.15) устойчивой диагонали-
зированной базовой системы положительно определена. Заметим, что для
базовых систем их грамианы управляемости и наблюдаемости совпадают

Pc = Po.

В этом случае получим важное свойство базовой системы

σk = (−2Re(sk))
−1, k = 1, n,

где σk – Ганкелевы сингулярные числа матриц грамианов. В этом случае
получаем простую формулу для квадрата H2-нормы передаточной функции
базовой системы

||W (s)||22 = trPC =

n
∑

k=1

σk =

n
∑

k=1

1

−2Re(sk)
.
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Важную роль в исследовании спектральных разложений решений уравнений
вида (2.2), (2.3), в том числе грамианов базовых систем, играют кратные
собственные числа матриц динамики, что связано с рассмотрением уравнений
состояния в форме Жордана.

Цели настоящего исследования следующие. Первой целью статьи будет по-
лучение спектральных разложений матриц грамианов базовых непрерывных
динамических систем по кратным спектрам их матриц динамики. Другой це-
лью статьи является разработка рекуррентных алгоритмов вычисления гра-
миана управляемости и его обратного грамиана для MIMO LTI непрерывных
систем. Третьей целью является анализ энергетических метрик устойчивости
линейных стационарных систем с использованием алгебраического критерия
устойчивости Рауса–Гурвица.

3. Основные результаты

Рассмотрим задачу вычисления спектральных разложений MIMO LTI и
SISO LTI систем с помощью решений дифференциальных и алгебраических
уравнений Ляпунова в частотной области. Как известно, если линейная систе-
ма устойчива, ее передаточная функция строго собственная, но все полюса
различны, то справедливы следующие формулы для вычисления квадрата
H2-нормы W (s)[1]:

‖W (s)‖22 =

n
∑

k=1

rkW (−sk) , rk = Res
[

N−1 (s) , sk
]

.(3.1)

В случае базовой системы (2.4), (2.5) эта энергетическая метрика устойчи-
вости является сепарабельной по полюсам передаточной функции, причем
каждая спектральная составляющая является положительным числом. Энер-
гетические метрики устойчивости J1, J2 имеют вид [19]

J1 =
n
∑

k=1

rk

Ṅ (sk)N (−sk)
,(3.2)

J2 =
n
∑

k=1

n
∑

ρ=1

−1

sk + sρ

1

Ṅ(sk)Ṅ(sρ)
.(3.3)

Формулу (3.2) можно представить в эквивалентной форме

J1 =

n
∑

i=1

n
∑

k=1

rk
∏n

λ=1,λ6=k(sk − sλ)
∏n

λ=1,(−sk − sλ)
.

Поскольку матрица устойчивой диагонализированной базовой системы по-
ложительно определена, формулу (3.3) можно представить в виде следа мат-
рицы Коши

J2 = tr

n
∑

k=1

n
∑

ρ=1

Re

(

−1

sk + s∗ρ

)

eke
T
ρ .
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Спектральное разложение передаточной функции ПФ по кратным полюсам
базовой SISO LTI системы в общем виде имеет форму [24]

W (s) =

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

Lkν

(s− sk)mk−ν+1
,(3.4)

где sk – полюс передаточной функции, Lkν – вычет ПФ порядка “ν” в полю-
се sk

Lkν =
1

(ν − 1)!

[

dν−1

dsν−1

(

(s− sk)
ν

N(s)

)]

s=sk

.(3.5)

Для базовых систем вычисление вычета передаточной функции ПФ по
кратным полюсам резко упрощается. Пусть строго собственная передаточная
функция ПФ общего вида SISO LTI системы имеет форму

W (s) =
1

N(s)
=

1
∏n

i=1 (s− si)
mi

.

Введем обозначения

Nk1(s) = (s− 1)m1 × . . .× (s − sk−1)
mk−1 × (s − sk+1)

mk+1 × . . . (s − sn)
mn ,

Nk1(sk) = (sk − s1)
m1 × . . .× (sk − sk−1)

mk−1 × (sk− sk+1)
mk+1 × . . . (sk − sn)

mn .

Тогда вычет Lkν передаточной функции W (s) может быть вычислен с по-
мощью следующего рекуррентного алгоритма.

Первый шаг алгоритма ν = 1

Lk1 (sk, sµ) = N−1
k (sk, sµ) ∀k, µ = 1, n.

Второй шаг алгоритма ν = 2

Lk2(sk, sµ) = −N−1
k (sk, sµ)

(

m1

sk − s1
+ . . .+

mk+1

sk − sk+1
+ . . .+

mn

(sk − sn)

)

,

∀k, µ = 1, n,

или

Lk2 (sk, sµ) = −Lk1 (sk, sµ)

m
∑

µ=1,µ6=k

mµ

(sk − sµ)
, ∀k, µ = 1, n.

Lk3 =
1

2!



Lk2 −
1

Nk1(s)

n
∑

µ=1,µ6=k

mµ

(s − sµ)2





∣

∣

∣

∣

∣

∣

s=sk

, ∀k = 1, n, ∀ν = 1,mk.

Из формул вычетов следуют предельные соотношения

lim
sk→si

|Lkν | = ∞.
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Те ор ем а 2. Спектральные разложения энергетических метрик устой-

чивости базовых систем по кратным полюсам ПФ.

Рассмотрим базовую SISO LTI систему общего вида с кратными полю-

сами с передаточной функцией вида (3.2). Предположим, что система пол-

ностью управляема, строго собственная и устойчивая.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Спектральное разложение энергетической метрики устойчивости ба-

зовой системы по кратным полюсам ПФ имеет вид

J1 = J2 =
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

(−1)mk−ν

(mk − ν)!

{

Lkν

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

1

N(−s)

)]

s=sk

}

Herm

,(3.6)

Lkν =
1

(ν − 1)!

[

dν−1

dsν−1

(

(s− sk)
ν

N(s)

)]

s=sk

.(3.7)

2. Спектральное разложение энергетической метрики базовой системы

по комбинационным кратным полюсам ПФ имеет вид

J2 =
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

(mk − ν +mρ − µ+ 1)!

(mk − ν)!
×

×

[

LkνLρµ
1

(−sk − s∗ρ)
mk−ν+mρ−µ+1

]

Herm

,

(3.8)

где

Lρµ =
1

(µ− 1)!

[

dµ−1

dsµ−1

(

(s− sρ)
µ

N(s)

)]

s=sρ

.(3.9)

Энергетические метрики базовой системы (2.4), (2.5) или системы (2.7),
(2.8) J1, J2 являются положительными числами. Они являются инвариан-

тами при различных преобразованиях подобия.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующие разложения передаточных
функций исходной системы (2.1) для случая ее кратных полюсов и ее анти-
устойчивой подсистемы

W (−s) =
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

Lkν

(−s− sk)mk−ν+1
,(3.10)

где Lkν – вычет порядка “ν” в полюсе sk ПФ W (s)

Lkν =
1

(ν − 1)!

[

dν−1

dsν−1

(

(−s− sk)
ν

N(−s)

)]

s=sk

.
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Воспользуемся тем, что в данном случае передаточная функция, как и ее
обратное преобразование Лапласа являются скалярными функциями.

J =
∥

∥N−1(s)
∥

∥

2

2
=

∞
∫

0

L−1
[

N−1(s)
]

L−1
[

N−1(−s∗)
]

dt.(3.11)

Вычислим интеграл (3.11) в виде предела при T → ∞ другого интеграла

J = lim
T→∞

T
∫

0

L−1
[

N−1(s)
]

L−1
[

N−1(−s)
]

dt.

Введем первообразную функцию

H (t) = L−1
[

N−1 (s)
]

L−1
[

N−1 (−s)
]

,

где

[

N−1 (s)
]

=

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

Lkν
1

(s− sk)mk−ν+1
,

Lkν =
1

(ν − 1)!

[

dν−1

dsν−1

(

(s− sk)
ν

N(s)

)]

s=sk

,

L−1
[

N−1(s)
]

=
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

Lkν

(mk − ν)!
tmk−νeskt,

[

N−1 (−s)
]

=
n
∑

ρ=1

ρ
∑

µ=1

Lρµ
1

(−s− sk)mρ−µ+1
,

Lρµ =
1

(µ− 1)!

[

dµ−1

dsµ−1

(

(−s− sρ)
µ

N(−s)

)]

s=sρ

,

L−1
[

N−1(−s)
]

=

n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

Lρµ

(mρ − µ)!
tmρ−µe−s∗ρt.

Первое утверждение теоремы связано с разложением квадрата H2-нормы
N−1(s), когда в первообразной функции спектральному разложению подвер-
гается только функция L−1

[

N−1(s)
]

. В этом случае теорема о преобразо-
вании Лапласа произведения комплексных функций времени, изображение
которых представляет собой дробно-рациональную дробь приобретает вид

L
[

L−1
[

N−1 (s)
]

×N−1 (−s)
]

= L [H (t)] =

= H (s) =

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

(−1)mk−νLkν

(mk − ν)!

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

1

N(−s)

)]

s=s−sk

.
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Отсюда следует

J1 =
∥

∥N−1 (s)
∥

∥

2

2
= −H (0) = J2 =

=

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

(−1)mk−ν

(mk − ν)!

{

Lkν

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

1

N(−s)

)]

s=sk

}

Herm

.

Это доказывает первое утверждение теоремы. Если добавим в эту схему спек-
тральное разложение второй функции L−1

[

N−1 (s)
]

и используем теорему о
преобразовании Лапласа произведения комплексных функций времени, изоб-
ражение которых представляет собой дробно-рациональную дробь, то полу-
чим формулу

L
[

L−1
[

N−1 (s)
]

×N−1 (−s)
]

= L [H (t)] =

=
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

(−1)mk−ν

(mk − ν)!
Lkν







dmk−ν

dsmk−ν





n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

Lρµ
1

(−s− s∗ρ)
mρ−µ+1





s=sk







=

=
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

(mk − ν +mρ − µ+ 1)!

(mk − ν)!
×

×

[

LkνLρµ
1

(−sk − s∗ρ)
mk−ν+mρ−µ+1

]

Herm

.

Поскольку H (t) – первообразная функция, то из (3.4) с учетом устойчи-
вости системы следует

J2 =
∥

∥N−1 (s)
∥

∥

2

2
= H (t)]∞0 = −H (0) =

=

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

(mk − ν +mρ − µ+ 1)!

(mk − ν)!
×

×

[

LkνLρµ
1

(−sk − s∗ρ)
mk−ν+mρ−µ+1

]

Herm

.

Это доказывает второе утверждение теоремы. Заметим, что при доказатель-
стве теоремы не были использованы матрицы динамики базовой системы.
Отсюда вытекает, что ее утверждения справедливы как для базовой систе-
мы (2.4), (2.5), так и для системы (2.7), (2.8). Кроме того, энергетические
метрики J1, J2 равны друг другу, они являются положительными числами,
поскольку H2-норма передаточной функции является положительным чис-
лом. Они являются инвариантами при различных преобразованиях подобия,
поскольку являются функциями собственных чисел матрицы динамики си-
стемы.
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Рассмотрим далее дифференциальное и алгебраическое уравнения Ляпу-
нова вида

dP (t)

dt
= AdP (t) + P (t)AT

d + bdb
T
d , P (0) = 0nxn, t ∈ [0, T ] ,(3.12)

AdP (t) + P (t)AT
d = −bdb

T
d .(3.13)

Сл ед с т в и е 2. Пусть выполнены условия теоремы 2, но все полюса ПФ

различны. Тогда справедливо следующее утверждение:

J1 (s1, . . . , sn) =
n
∑

k=1

1

Ṅ(sk)

1

(−sk)n + . . . + a1 (−sk) + a0
> 0,

J2 (s1, . . . , sn) =

n
∑

k=1

n
∑

ρ=1

J2,kρ (s1, . . . , sn) > 0,(3.14)

J2,kρ (s1, . . . , sn) = 2Re
rkrρ

(−sk − sρ)
= 2αkρRe

(rkrρ)

α2
kρ + β2

kρ

,

αkρ = −Resk −Resρ, βkρ = −ℑsk −ℑsρ.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим базовую систему (2.6), (2.7) и формулы
(2.11), (2.12). Поскольку для базовой системы векторы входа и выхода имеют
вид (2.7), (2.8), получаем

J2 (s1, . . . , sn) = cFPF
c (cF )T = yn−1 =

∞
∫

0

k2 (τ) dτ,

где k(τ) – импульсная переходная функция системы. Отсюда вытекают фор-
мулы из утверждений.

Те ор ем а 3. Предположим, что система SISO LTI (2.1) является пол-

ностью управляемой, существует невырожденное преобразование коорди-

нат xd = Tx такое, что

Ad = TAT−1.

Предположим, что все собственные числа матрицы A различны, не принад-

лежат мнимой оси и выполнены условия

si + sj 6= 0, ∀i, j = 1, n.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Решение уравнения (3.12) в комплексной области существует, един-

ственно и имеет вид

L [P (t)] =
1

s







n
∑

i,j=1

−1
(

si + s∗j

)

[

Res (Is−Ad)
−1 , si

]

bdibdj ×

×
[

Res (Is−A∗
d)

−1 , s∗j

]







Herm

,

(3.15)

где bdi – элемент “i” вектора bd, bdj – элемент “j” вектора bd.
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2. Решение уравнения (3.12) в действительной области единственно и

имеет вид

P (0, T ) =

T
∫

0







n
∑

i,j=1

−1
(

si + s∗j

)bdb
T
d e

(si+s∗j )τeje
T
η dτ







Herm

.(3.16)

3. Решение алгебраического уравнения (3.13) в действительной области

существует, единственно и имеет вид

P (0,∞) =







n
∑

i,j=1

−bdibdj
(

si + s∗j

)eje
T
η







Herm

.(3.17)

Матрица P−1 (0,∞) в условиях теоремы существует и единственна

P−1 (0,∞) =
−P0

p0
,(3.18)

где P0 – свободный член матричного полинома Фаддеева, p0 – свободный член

характеристического полинома матрицы P (0, T ), определяемые с помощью

рекуррентного алгоритма Фаддеева–Леверье [22, 23].

Дока з а т е л ь с т в о. Применение преобразования Лапласа к матричным
функциям времени имеет свои особенности. Рассмотрим диагональные мат-
рицы размера n× n

F1 (t) = diag
[

. . . . . . f1,ν(t) . . . . . .
]

,

F2 (t) = diag
[

. . . . . . f2,η(t) . . . . . .
]

,

где функции f1,ν (t) , f2,η(t) преобразуемы по Лапласу, а их изображения
f1,ν (s), f2,η (s) являются рациональными дробями, имеющими только n по-
люсов и не имеющими нулей.

f1,i (s) =
1

(s− s1,i)
, f2,j (s) =

1

(s− s2,j)
.

Покажем, что для каждого элемента “ij ” изображения по Лапласу произве-
дения матриц F1 (t) bdibdjF2 (t) справедливы формулы

L
[

eiF1 (t) bdibdjF2 (t) e
T
j

]

=
n
∑

i,j=1

1iibdibdj
1

(s− s1,i− s2,j)
1jj, 1ii = eie

T
i ,(3.19)

f1,i (t) = esit, f2,j (t) = es
∗

j t.

Справедливы также тождества для вычетов резольвент:

[

Res (Is−Ad)
−1 , si

]

= 1ii,
[

Res (Is−A∗
d)

−1 , s∗j

]

= 1jj.
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Используя теорему о преобразовании Лапласа произведения вещественных
функций времени, изображение которых представляет собой дробно-рацио-
нальную алгебраическую функцию, получим (3.19). Как известно, решением
дифференциального уравнения Ляпунова с нулевыми начальными условиями
является интеграл Ляпунова вида

P (t) =

T
∫

0

eAtbdb
T
d e

A∗tdt.

Применив (3.19), получим

P (0, T ) =

T
∫

0







n
∑

i,j=1

−1
(

si + s∗j

)bdibdje
(si+s∗j)τeje

T
η dτ







Herm

.(3.20)

Как показано в [13]

P (t) =

n
∑

i,j=1

Pij (t) , Pij (t) =

{

e(si+s∗j )t

si + s∗j
1iibdibdj1jj

}

Herm

.

Формула в утверждении 3) доказывается путем предельного перехода в
(3.20). Существование и единственность решения уравнения (3.13) во вре-
менной области доказана во многих работах, например [3]. Докажем спра-
ведливость этого утверждения в комплексной области. Поскольку интеграл
Ляпунова является решением уравнения (3.13), это утверждение достаточно
доказать для его преобразования Лапласа. Заметим, что матрица eAtbdb

T
d e

A∗t

является гладкой, не равной нулю функцией времени. Для любого “ij” эле-
мента выполнено неравенство

lim
t→∞,ε↔0

T
∫

0

ej

∣

∣

∣
eAtbdb

T
d e

A∗t
∣

∣

∣
eTη dt < ∞, ∀t ∈ [0, T ) , ∀i, j = 1, n.

Отсюда вытекает, что для всех функций времени ej
∣

∣eAtbdb
T
d e

A∗t
∣

∣ eTη , удо-
влетворяющих условиям теоремы, существует абсцисса абсолютной сходимо-
сти σ, что доказывает существование и единственность прямого преобразова-
ния Лапласа для решения (3.16). С другой стороны, если существует прямое
преобразование Лапласа решения, то существует и обратное преобразование:

1

2πj

c+j∞
∫

c−j∞

eν

∣

∣

∣
eAtbdb

T
d e

A∗t
∣

∣

∣
eTµe

tsds, c > σ, ∀ν, µ = 1, n.

При этом обратное преобразование единственно в смысле Лебега. Справед-
ливость утверждения 4) вытекает из полной управляемости системы [4]. От-
сюда следует существование и единственность обратной матрицы P−1 (0, T )
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при любом T . Запишем разложение резольвенты матрицы P (0, T ) в ряд
Фаддеева–Леверье:

[Is− P (0, T )]−1 =
Pn−1s

n−1 + . . . + P1s+ P0

pnsn + pn−1sn−1 + . . . + p1s+ p0
.(3.21)

Положив в (3.21) s = 0, получим формулу

P−1 (0,∞) =
−P0

p0
,(3.22)

где P0 – свободный член матричного полинома Фаддеева, p0 – свободный
член характеристического полинома матрицы P (0, T ). Они определяются с
помощью рекуррентного алгоритма Фаддеева–Леверье [22, 23].

Pn−1s
n−1 = Ipns

n−1, pn = 1,

Pn−2s
n−2 = (Ipn−1 + pn−2P (0, T )) sn−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P0 =
(

Ip1 + p2P (0, T ) + . . . + pnP (0, T )n−1
)

.(3.23)

Коэффициенты pi определяются формулами

pn−i =
−1

i
tr (P (0, T )Pn−i) .

Зам е ч а ни е 2. В работе [13] доказано, что результаты теоремы могут
быть распространены на случай канонических форм Жордана уравнений со-
стояния (2.1) для случая, когда характеристическое уравнение матрицы ди-
намики SISO LTI системы (2.1) может быть представлено в виде

N (s) =
n
∏

k=1

(s− sk)
mk ,

n
∑

k=1

mk = q.

Решение уравнения (2.3) в действительной области для кратных собственных
чисел sk матрицы Ad с кратностью mk имеет вид

P (t) =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

Pjη (t) ,

Pjη (t) =
n−1
∑

j=0

n−1
∑

η=0

hjη (t) bdb
T
d eje

T
η ,

hjη (t) = L−1

{

s−1
n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

Lk,νj
(−1)mk−ν

(mk − ν)!

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

sη

N(−s)

)]

s=s−sk

}

,

Lk,νj =
1

(ν − 1)!

[

dν−1

dsν−1

(

(s− sk)
mksj

N(s)

)]

s=k

.
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Прим ер 1. Рассмотрим простую базовую систему SISO LTI с размерно-
стью n = 3, представленную уравнениями состояния в диагональной канони-
ческой форме вида

ẋd = Adxd + bdu,

Ad =





−1 0 0
0 −2 0
0 0 −3



 , bd =





1
2
3



 .

N (s) = a3s
3 + a2s

2 + a1s+ a0, a3 = 1, a2 = 6, a1 = 11, a0 = 6,

s1 = −1, s2 = −2, s3 = −3.

Вычислим решение алгебраического уравнения Ляпунова. Поскольку в при-
мере решается не дифференциальное, а алгебраическое уравнение Ляпунова
для устойчивой системы, то формула (3.22) переходит в формулу

P (∞) = [pij(∞)] , pij (∞) =
−bdibdj

si + sj
.(3.24)

Подставив в формулу параметры примера, получим

P (∞) =





0,5 0,666 0,75
0,666 1 1,2
0,75 1,2 1,5



 .

Положив в формуле (3.21) s = 0, получаем

P−1 =
−P0

p0
.(3.25)

Первый шаг рекуррентного алгоритма. Задаем P2 = I2, p3 = 1,

k = 0.

Второй шаг. Вычисляем P1, p2.

k = 1

P1 = p2I3 + PP2 =





−2,5 0,666 0,75
0,666 −2 1,2
0,75 1,2 −1,5



 ,

p2 =
−1

1
tr (PP2) = −3.

Третий шаг. Вычисляем P0, p1.

k = 2

P0 = p2I3 + PP2 =





0,06 −0,099 0,0492
−0,099 0,1875 −0,1005
0,0492 −0,1005 0,5844



 ,

p1 =
−1

2
tr (PP1) = −0,30394.
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Четвертый шаг. Вычисляем p0.

k = 3

p0 =
−1

3
tr (PP2) = −0,000966, p−1

0 = −1035,19.

Подставляем полученные на последнем и предпоследнем шагах выражения в
формулу (3.21)

P−1 =





62,114 −102,4838 50,9313

−102,4838 −194,0981 −104,36

50,9313 −104,36 58,426



 .

Не трудно убедиться, что полученная матрица является обратной матрицей
грамиана управляемости.

Те ор ем а 4. Рассмотрим MIMO LTI систему (2.1) в канонической фор-

ме управляемости и запишем дифференциальное уравнение Ляпунова

dP (t)

dt
= AF

c P (t) + P (t)
(

AF
c

)T
+BF

(

BF
)T

,

P (0) = 0nxn, t ∈ [0, T ] .
(3.26)

Предположим, что система (2.1) является полностью управляемой, суще-

ствует невырожденное преобразование координат xc = Tx, такое, что

AF
c = TAT−1.

Предположим, что все собственные числа матрицы AF
c различны, не при-

надлежат мнимой оси и выполнены условия si + sj 6= 0,∀i, j = 1, n.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Решение уравнения (3.26) в комплексной области существует, един-

ственно и имеет вид

[P (s)] =
1

s







n
∑

j=1

[

Res
(

Is−AF
c

)−1
, sj

]

BF
(

BF
)T

×

{[

[

−Is− (AF
c )

T
]−1
]}







Herm

,

(3.27)

где

AF
cj = aj+1I + aj+2A

F
c + . . . + an

(

AF
c

)n−j−1
, j = 0, n− 1,

AF
cη = aη+1I + aη+2A

F
c + . . . + an

(

AF
c

)n−η−1
, η = 0, n − 1.
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2. Решение уравнения (3.26) в действительной области единственно и

имеет вид

Pjη (t) =

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk−sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ−sλ)

(eskt−1)AF
cjB

F
(

BF
)T (

AF
cη

)T
=(3.28)

= ΩF
c,jη (t) ◦Ψ

F
c,jη,

ΩF
c,jη (t) =

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η ,

ΨF
c,jη = AF

cjB
F
(

BF
)T

(AF
cη)

T .

3. Бесконечный грамиан управляемости имеет вид

P (0,∞) =



















n−1
∑

j=0

n−1
∑

η=0

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

eje
T
η



















Herm

×(3.29)

×AF
cjB

F
(

BF
)T

(AF
cη)

T .

4. Матрица P−1 (0,∞) в условиях теоремы существует и единственна.

P−1 (0,∞) =
−PF

0

p0
,(3.30)

в которой PF
0 – свободный член матричного полинома Фаддеева для уравне-

ний состояния в канонической форме управляемости, p0 – свободный член

характеристического полинома грамиана, определяемые с помощью рекур-

рентного алгоритма Фаддеева–Леверье [22, 23].

5. Результаты теоремы могут быть распространены на случай канони-

ческих форм Жордана уравнений состояния (3.26) для случая, когда харак-

теристическое уравнение матрицы динамики имеет “k” различных корней

кратности mk. Решение уравнения (3.26) в действительной области для

кратных собственных чисел sk матрицы AF
c с кратностью mk имеет вид

P (t) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

Pjη (t) ,

Pjη (t) = hjη (t)A
F
cjB

F
(

BF
)T

(AF
cη)

T ,

hjη (t) = L−1







s−1
n
∑

k=1

mk
∑

j=1

Lk,j
(−1)mk−ν

(mk − ν)!

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

sη

N(−s)

)]

s=s−sk







,(3.31)
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Lk,j =
1

(j − 1)!

[

dj−1

dsj−1

(

(s− sk)
mksj

N(s)

)]

s=k

.(3.32)

Дока з а т е л ь с т в о. Общий метод решения основан на спектральном
разложении решения интеграла Ляпунова. Доказательство существования и
единственности решений повторяет аналогичное доказательство теоремы 3.
Точно так же доказывается справедливость утверждений 2–4 и рекуррент-
ных формул (3.30). Сами формулы имеют другой вид, определяемый матри-
цей динамики в форме управляемости. Общее решение для случая различных
корней характеристического уравнения в комплексной области имеет вид [13]

L [P (t)] =
1

s







n
∑

j=1

[

Res
(

Is−AF
c

)−1
, sj

]

BF
(

BF
)T

×

×
{[

[

−Is− (AF
c )

T
]−1
]}







Herm

.

Введем матричную первообразную функцию H1 (t) и скалярную матричную
функцию H (t) вида

H1 (t) = H (t)

n−1
∑

j=0

n−1
∑

η=0

AF
cjB

F
(

BF
)T

(AF
cη)

T ,

H (t) =
n
∑

k=1

n−1
∑

j=0

n−1
∑

η=0

s
j
k (−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1.

AF
cj = aj+1I + aj+2A

F
c + . . . + an

(

AF
c

)n−j−1
, j = 0, n − 1,

AF
cη = aη+1I + aη+2A

F
c + . . . + an

(

AF
c

)n−η−1
, η = 0, n − 1.

В соответствии с (2.14) матрица H (t) является матрицей Сяо. Отсюда следу-
ет, что матрицу Pjη (t) можно представить в виде произведения Адамара [13]

Pjη (t) =

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)AF
cjB

F
(

BF
)T (

AF
cη

)T
=

= ΩF
c,jη (t) ◦Ψ

F
c,jη,

ΩF
c,jη (t) =

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η ,

ΨF
c,jη = AF

cjB
F
(

BF
)T

(AF
cη)

T .
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Из этих формул следует, что бесконечный грамиан управляемости для случая
различных корней характеристического уравнения в действительной области
имеет вид

P (0,∞) =



















n−1
∑

j=0

n−1
∑

η=0

n
∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

eje
T
η



















Herm

×

×AF
cjB

F
(

BF
)T

(AF
cη)

T .

Это доказывает справедливость утверждений 1–3. Справедливость утвержде-
ния 4 доказывается так же, как и теоремы 3. Для построения бесконечного
грамиана управляемости используется рекуррентный алгоритм Фаддеева–
Леверье (см. пример)

P−1 (0,∞) =
−P0

p0
,

в котором P0 – свободный член матричного полинома Фаддеева, p0 – свобод-
ный член характеристического полинома матрицы грамиана управляемости.

P (t) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

Pjη (t) ,

Pjη (t) = hjη (t)A
F
cjB

F
(

BF
)T

(AF
cη)

T ,

hjη (t) = L−1







s−1
n
∑

k=1

mk
∑

j=1

Lk,j
(−1)mk−ν

(mk − ν)!

[

dmk−ν

dsmk−ν

(

sη

N(−s)

)]

s=s−sk







,

Lk,j =
1

(j − 1)!

[

dj−1

dsj−1

(

(s− sk)
mksj

N(s)

)]

s=k

.

Сл ед с т в и е 3. Обобщим результаты теоремы 4 для непрерывных ли-

нейных SISO LTI систем. Предположим, что выполнены все условия теоре-

мы 4 с заменой MIMO LTI систем на SISO LTI системы. Тогда справедливо

следующее спектральное разложение грамиана управляемости SISO LTI си-

стемы в действительной области

P (t) =

n
∑

k=1

n
∑

j=1

n
∑

η=1

s
j−1
k (−sk)

η−1

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η .

Дока з а т е л ь с т в о. Для системы в канонической форме управляемости
разложение резольвент матриц динамики AF , AF∗ имеет простой вид, поэто-
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му справедливы формулы

(Is−AF )−1bF =











0
...
0

N(s)−1











+











0
...

N(s)−1

0











+ . . . +











N(s)−1

...
0
0











,

bFT (−Is−AF∗)−1 =











0
...
0

N(−s)−1











T

+











0
...

N(−s)−1

0











T

+ . . . +











N (−s)−1

...
0
0











T

.

Подставив их в (3.27), используя теорему о преобразовании Лапласа произ-
ведения комплексных функций времени, изображение которых представляет
собой дробно-рациональную дробь и теорему о смещении в комплексной об-
ласти, доказываем формулу Следствия 3 [13].

Сл ед с т в и е 4 [13, Теорема 1]. Предположим, что выполнены условия

теоремы 4 для SISO LTI системы. Кроме того, предположим, что систе-

ма асимптотически устойчива. Тогда спектральное разложение обратного

грамиана управляемости LTI системы в комплексной области является ре-

шением систем уравнений

~X =
(

In ⊗ PF
c

)−1 ~In.(3.33)

PF
c =

n
∑

k=1

n−1
∑

η=0

n−1
∑

j=0

s
j
k (−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1.(3.34)

Дока з а т е л ь с т в о. Из условий теоремы следует, что решение системы
(3.33)–(3.34) существует и единственно. В [13] был предложен следующий
алгоритм вычисления матриц обратных грамианов в форме Сяо. Пусть X –
матрица обратного грамиана управляемости, xi – “i-й” столбец матрицы X.
Тогда обратный грамиан определяется формулой

PF
c xi = ei, i = 1, n,

где ei − xi – “i-й” столбец матрицы In. Эти уравнения можно переписать в
виде решения алгебраического уравнения Сильвестра

(

In ⊗ PF
c

)

~X = ~In, X = (PF
c )

−1
.

Перепишем (2.14) в виде

PF
c =

n
∑

k=1

PF
ck, PF

ck =

n−1
∑

η=0

n−1
∑

j=0

s
j
k (−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1,
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где PF
ck – матрица субграмиана управляемости, соответствующая полюсу sk.

Откуда

~X =
(

In ⊗ PF
c

)−1 ~In.

Окончательно получаем искомое спектральное разложение обратного гра-
миана управляемости по спектру матрицы динамики в канонической форме
управляемости в виде (3.33), (3.34). Обратный грамиан имеет структуру ну-
левого пледа матрицы Сяо(zero plaid, [5, 6]). Такую же структуру будут иметь
столбцы матрицы PF

c . Незначимые элементы нулевого пледа определяются
формулой

xij = 0, ∀i, j = i+ j 6= 2k, k = 1, n.

С другой стороны конечный обратный грамиан определяется и виде реше-
ния дифференциального уравнения Сильвества

X = −

t
∫

0

eP
F
c tdt, или

dX

dt
= eP

F
c t,

которое можно решить в комплексной области

L

(

dX

dt

)

= (Is− PF
c )

−1
.

Решение этого уравнения с помощью спектральных разложений резоль-
венты грамиана можно получить на основе применения алгоритма Фаддеева–
Леверье.

Зам е ч а ни е 3. Анализ формул теорем 3 и 4 показывает, что они гораздо
сложнее для вычислений грамианов, чем формулы энергетических метрик
теоремы 2 J1, J2. Однако последние инвариантны при любых преобразова-
ниях подобия, в том числе и тех, которые приводят MIMO LTI систему (2.1)
в новую систему, уравнения состояния которой отвечают одной из трех ка-
нонических форм: Жордана, модальной, управляемости.

4. Энергетические метрики устойчивости
и критерий устойчивости Рауса–Гурвица

Необходимое и достаточное условие асимптотической устойчивости базо-
вой системы второго вида имеет форму ограниченности квадратов норм ПФ
системы [1]

∥

∥N−1(s)
∥

∥

2

2
< ∞,

∥

∥N−1(s)
∥

∥

2

∞
< ∞(4.1)

или в соответствии с теоремой 2 ограниченности квадратов норм ПФ базовой
системы для случая кратных корней

J1 < ∞, J2 < ∞, max
si

J1 < ∞, max
si

J2 < ∞.(4.2)
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Определим энергетическую метрику устойчивости базовой системы в ви-
де J1 (s1, . . . , sn) , J2 (s1, . . . , sn) . Спектральные разложения энергетических
метрик J1 (s1, . . . , sn) , J2 (s1, . . . , sn) по простым корням характеристическо-
го уравнения имеют вид (3.2), (3.3). Математическая корректность этих мет-
рик вытекает из того, что метрики равны квадратам H2 или H∞-норм пе-
редаточной функции базовой системы, которые являются инвариантами при
преобразованиях подобия.

∥

∥N−1(s)
∥

∥

2

inf
= max

sk

∥

∥N−1(s)
∥

∥

2

2
, ∀k = 1, . . . , n.

Спектральные разложения энергетической метрики J2 (s1, . . . , sn) по крат-
ным корням характеристического уравнения имеют вид

J2 (s1, . . . , sn) =

=

n
∑

k=1

mk
∑

ν=1

n
∑

ρ=1

mρ
∑

µ=1

(mk − ν +mρ − µ+ 1)!

(mk − ν)!
×

×

[

LkνLρµ
1

(−sk − s∗ρ)
mk−ν+mρ−µ+1

]

Herm

.

Заметим, что метрики базовых систем не зависят от матриц Фаддеева в раз-
ложении грамианов управляемости. Из этих формул следует, что по мере
приближения системы к границе устойчивости, вызванного приближением
корней характеристического уравнения к мнимой оси, энергетические метри-
ки устойчивости стремятся к бесконечности. Определим приемлемое значе-
ние энергетической метрики устойчивости в виде положительного достаточно
большого числа Nperm:

J1 (s1, . . . sn) = N1perm, J2 (s1, . . . sn) = N2perm.(4.3)

Будем считать любую базовую систему условно неустойчивой, если все корни
ее характеристического уравнения находятся в левой полуплоскости, но при
этом энергетическая метрика устойчивости превышает установленное прием-
лемое значение.

Заметим, что именно слабоустойчивые и резонансные корни характеристи-
ческого уравнения определяют степень близости системы к границе устойчи-
вости. Анализ формул теоремы 2 показывает, что слабоустойчивыми являют-
ся две группы корней. Первая группа состоит из корней, близких мнимой оси.
Вторая группа состоит из комплексных пар корней, которые близки друг дру-
гу по норме (резонансная группа корней). При приближении слабоустойчи-
вых собственных чисел первой группы друг к другу соответствующие им сла-
гаемые становятся положительно-определенными, а их значения становятся
сколь угодно большими положительными числами. Аналогичные предель-
ные соотношения имеют место для резонансной группы корней. В последнем
случае степень колебательной неустойчивости будет гораздо выше, так как
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модули вычетов Lkv, Lρµ обратно пропорциональны разности корней sk, sρ.
Оценка энергии слабоустойчивых составляющих разложений энергетических
метрик устойчивости позволяет определить и оценить энергетический запас
устойчивости в виде

R1stab = 20lg
Nperm

J1 (s1, . . . sn)
,(4.4)

R2stab = 20lg
Nperm

J2 (s1, . . . sn)
.(4.5)

Введенные метрики устойчивости (4.2), (4.3) не отменяют классический
критерий устойчивости, основанный на близости ближайшего корня харак-
теристического уравнения к мнимой оси, а дополняют его с учетом энергии,
аккумулированной в состояниях системы. То же относится к алгебраическому
критерию устойчивости линейных стационарных систем Рауса–Гурвица [5, 6].
Можно ожидать, что совместное применение критерия Рауса–Гурвица и спек-
тральных разложений грамианов в виде энергетических метрик устойчивости
(4.4), (4.5) для анализа устойчивости создаст эффект синергии, усилив пре-
имущества каждого подхода и ослабив их недостатки. Гибридный критерий
включает формирование таблиц Рауса и матриц Сяо, вычисление спектра
матрицы динамики, вычисление спектральных разложений энергетических
метрик J1 (s1, . . . , sn) , J2 (s1, . . . , sn) , формирование критерия устойчивости
(4.4), (4.5), анализ устойчивости для различных сценариев функционирова-
ния системы. Очевидно, что полученные критерии справедливы не только
для базовой системы, а и для непрерывной стационарной линейной системы
со многими входами и многими выходами, характеристический многочлен ко-
торой совпадает с характеристическим многочленом базовой системы. В [9]
предложен метод вычисления грамиана базовой системы в канонической фор-
ме управляемости, основанный на использовании таблицы Рауса и без необ-
ходимости вычислять спектр матрицы динамики. Диагональные элементы
матриц Сяо связаны с элементами таблицы Рауса соотношениями

yjη =















































0, если j + η = 2k + 1, k= 1, . . . , n;

yn =
1

2Yn,1
,

yn−l =

−
m−1
∑

i=1
(−1)iYn−l,i+1yn−l+i

Yn−l,1
,

если j + η= 2k, k= 1, . . . , n, l = 1, n − 1,

(4.6)

где Rjη – элементы “jη” таблицы Рауса, m – число элементов в “j” строке
таблицы Рауса. Предположим, что наряду с таблицей Рауса предварительно
вычислены все собственные числа матрицы динамики sk, и они различны.
В соответствии с (2.13), (2.14) грамиан управляемости базовой системы имеет
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форму матриц Сяо, диагональные элементы которой имеют вид

yi =

n
∑

k=1

(−1)i−1(sk)
2i−2

n
∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n
∏

λ=1,

(−sk − sλ)

> 0, i = 1, n.(4.7)

Выражения (4.7) показывают, что энергетическая метрика устойчивости
зависит от плотности распределения вещественных частей собственных чи-
сел sk, sλ на вещественной оси: чем ближе sλ к sk, тем больше значение энер-
гетической метрики [14, 16]. В этом состоит групповой эффект нелинейно-
го взаимодействия мод, который усиливается при стремлении модуля веще-
ственных частей корней характеристического уравнения друг к другу и их
комбинаций к нулю. Достоинством алгоритма (4.6) является отсутствие необ-
ходимости вычислять собственные числа матрицы динамики. Это является
одновременно и его недостатком, поскольку коэффициенты характеристиче-
ского уравнения в большинстве случаев не имеют физического смысла, так
как не связаны с конкретными физическими устройствами. Достоинством
алгоритма (4.7) является то, что диагональные элементы матриц грамианов
выражают энергию измеряемой физической переменной базовой системы yi.
Вместе с тем значения метрики обратно пропорциональны произведениям мо-
дулей разности всех собственных чисел, которые по норме близки друг другу.
В этом смысле метрика (4.7) оценивает энергию совместного взаимодействия
в группе слабоустойчивых колебательных мод. Критерий Рауса–Гурвица не
обладает таким свойством. Кроме того, переменные yi зависят от собствен-
ных чисел sk каждое из которых связано с конкретным физическим устрой-
ством и имеет его метку. С их помощью можно вычислять квадраты H2- и
H∞-норм передаточных функций в задачах оптимального синтеза робастных
систем управления по критерию энергоэффективности. Для замкнутых си-
стем управления применяются формулы (4.1), в которых N−1(s) является ха-
рактеристическим полиномом замкнутой системы. Энергетические метрики
позволяют также оценивать степень достижимости, объем эллипсоидов при-
тяжения, среднюю минимальную энергию и индексы центральности динами-
ческих сетей [7, 10–12, 15]. Совместное использование алгоритмов (4.6), (4.7)
в рассматриваемом гибридном критерии Рауса–Гурвица обеспечивает более
глубокий анализ апериодической и колебательной устойчивости системы с
учетом кратности собственных чисел матрицы динамики системы.

5. Заключение

Метод спектральных и сингулярных разложений грамианов является раз-
витием частотных методов анализа и синтеза систем управления. Основным
инструментом для построения разложений являются теоремы преобразова-
ния Лапласа для спектральных и сингулярных разложений решений диф-
ференциальных уравнений Ляпунова и Сильвестра, разложение резольвен-
ты матрицы динамики и матрицы грамиана в ряд Фаддеева–Леверье и ре-
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куррентные алгоритмы вычисления матриц Фаддеева. Эти разложения для
канонических форм управляемости и наблюдаемости имеют явную физиче-
скую интерпретацию в виде мер энергии квадратичных форм, образованных
переменными состояния базовой системы. В работе показано, что прямой
и обратные грамианы управляемости можно вычислять с помощью одной
общей эффективной рекуррентной процедуры. В статье предложен новый
способ вычисления изображений по Лапласу конечных грамианов для про-
стых и кратных собственных чисел на основе численно устойчивых рекур-
рентных алгоритмов для разложения изображения матричной резольвенты
в ряд Фаддеева–Леверье [22, 23]. Использование разработанных спектраль-
ных разложений квадрата H2-нормы передаточных функций базовых систем
позволяет упростить построение математических моделей низкого порядка в
методе сбалансированного отсечения. Применение преобразований уравнений
системы в канонические формы дает при вычислении спектральных разло-
жений прямых и обратных грамианов следующие преимущества:

1. Матрицы грамианов вычисляют как решения дифференциальных урав-
нений Ляпунова в частотной и временной области, что позволяет одновре-
менно вычислять решения алгебраических уравнений Ляпунова, как конеч-
ные, так и бесконечные грамианы, как прямые, так и обратные грамианы для
непрерывных динамических систем, задаваемых уравнениями состояния в ка-
нонических формах: Жордана, модальной, управляемости, наблюдаемости.

2. Грамианы в канонических формах управляемости и наблюдаемости в
форме матриц Сяо являются инвариантными при преобразовании подобия.
При этом для их получения достаточно вычислить только n диагональных
элементов матриц грамианов вместо n2 элементов.

3. Энергетические метрики устойчивости базовых систем J1 и J2 позво-
ляют вычислять степень устойчивости системы не только для различных,
но и для кратных корней характеристического уравнения. Наличие кратных
корней существенно усиливает угрозу потери устойчивости. Спектральные
разложения энергетических метрик устойчивости базовых систем для дина-
мических систем высокой размерности с кратным спектром матриц динамики
позволяют избежать использования матриц Жордана.

4. Спектральные разложения грамианов управляемости устойчивой базо-
вой системы в форме Коши зависят от вещественных частей простых и крат-
ных собственных чисел матрицы динамики, от их плотности распределения
на вещественной оси [25].

5. Рекуррентные алгоритмы спектральных разложений грамианов содер-
жат только матричные операции сложения и умножения и не содержат опе-
рации инвертирования и возведения в степень. Они содержат только опе-
рации сложения, умножения, возведения в степень для скалярных функ-
ций, и не содержат операции деления на функции равные нулю. Вычеты
передаточных функций базовых систем, которые используются при вычис-
лении энергетических критериев, также можно вычислить с помощью ре-
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куррентных алгоритмов. Все это является следствием разложения резоль-
вент матриц динамики исходной устойчивой и дуальной антиустойчивой си-
стем в ряд Фаддеева–Леверье и применения классических частотных мето-
дов анализа и синтеза динамических систем, что делает подобный подход но-
вым эффективным инструментом для вычислений энергетических критериев
устойчивости.

Определенным недостатком новых методов и алгоритмов, развиваемых в
данной работе, являются проблемы их вычислительной реализации для си-
стем высокой размерности. Однако именно применение рекуррентных вер-
сий разработанных алгоритмов вычисления грамианов и энергетических мет-
рик делает эффективным их применение для динамических систем высо-
кой размерности [26]. В статье получены результаты исследований, кото-
рые могут оказаться полезными в проектировании цифровых двойников, ме-
тодов оптимизации затрат энергии в системах управления, анализа энер-
гетических метрик устойчивости и достижимости, мониторинга состояния
на основе анализа аномалий энергетического баланса, разработке энергети-
ческих метрик систем, задаваемых уравнениями состояния для динамиче-
ских сетей в виде графов, в задачах вибрационного анализа технических
объектов [13, 28].
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