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В ЗАДАЧЕ ОБНАРУЖЕНИЯ СИГНАЛА1

Статья развивает тематику предыдущих работ авторов. В ней исследу-
ется последовательность задач и этапов их решения, которые формируют
подход к решению проблемы обнаружения сигнала в шуме, в том чис-
ле при малом отношении сигнал/помеха. Формулируется последователь-
ность математических постановок, требующих решения. Используются
аналитические конструкции для получения тестовых статистик, стати-
стик наблюдений и решающих правил в случае близости двух гипотез
на основе частотных, временных и частотно-временных распределений.
Устанавливается возможность повышения отношения сигнал/помеха при
различении двух гипотез для d-сигналов. Теоретические результаты уста-
новлены доказательством соответствующих лемм.
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1. Введение

Задача обнаружения детерминированного сигнала при наличии шума сре-
ды на первый взгляд является задачей бинарной классификации. Но чем
глубже исследователь погружается в формализацию задачи, тем больше воз-
никает вопросов о том, какой информацией о свойствах сигнала и шума он
обладает и как правильно понимать решение этой задачи. В общем случае
задача обнаружения представляет собой бинарную классификацию, для ко-
торой требуется сформировать правило принятия решения о наличии или
отсутствии полезного сигнала в сигнально-шумовой смеси. При этом при-
знаки, сформированные на основе входящей временной последовательности
отсчетов, могут относиться к множеству различных классов, на которые де-
лятся как полезный сигнал, так и шум. Чем больше классов предлагается для

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 23-19-00134).
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принятия решения, тем точнее требуется знать частотно-временные свойства
сигнала и шума [1, 2].

В бинарной классификации различение двух гипотез опирается на функ-
цию различения [3], которая показывает предельные возможности метода об-
наружения детерминированного сигнала в шуме. Это можно рассматривать
как некоторый аналог принципа неопределенности в квантовой механике или
цифровой обработке сигналов (теорема Котельникова) [2]: даже увеличивая
количество признаков, нельзя решить задачу обнаружения сигнала в шу-
ме при малом отношении сигнал/помеха. Получается, что ключевыми фи-
зическими характеристиками сигнально-шумовой смеси, которые известны
или могут быть измерены, являются вид и длина временного окна, часто-
та дискретизации, отношение сигнал/помеха, статистические свойства шу-
ма, количество дискрет сигнала [4]. Остальные же характеристики отнесем к
локальным или интегральным информационным характеристикам, которые
являются функциями (функционалами) от входящего временного ряда [5–8].
Поэтому требуется сформировать оптимальные правила для синтеза инфор-
мационной системы, решающей задачу обнаружения на основе ограниченной
априорной информации [9, 10].

Особенностью такой оптимальной обработки являются неустойчивость
к изменению статистических свойств шума и априорная неопределенность
о свойствах сигнала [11, 12]. Оказывается, что при решении задачи обна-
ружения детерминированного сигнала при малом отношении сигнал/поме-
ха дополнительной информацией является различающая способность гипо-
тез [3, 13]. В целом актуальными на практике являются задачи обнаруже-
ния детерминированного сигнала при малом отношении сигнал/шум и зада-
чи различения хаотических и случайных сигналов. Математические поста-
новки таких задач разумно опираются на дополнительные предположения
о свойствах сигнала и шума. Однако на практике многие математические
конструкции оказываются не реализуемыми или реализуемыми с большими
погрешностями.

Текущая работа посвящена установлению свойств задачи обнаружения и
формированию подхода для улучшения качества решения. Будут рассмот-
рены несколько последовательных этапов формализации и решения задачи
обнаружения, опираясь на известные формулировки задачи разделения двух
гипотез и леммы Неймана–Пирсона. Затем необходимо выделить критерии,
свойства и признаки детерминированного сигнала, применить методы опти-
мальной обработки сигналов с вычислением вероятностных временных, ча-
стотных и частотно-временных распределений и на финальном этапе постро-
ить статистики для модельных экспериментов.
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2. Леммы Неймана–Пирсона, оптимальные тесты и вид функции ошибок

2.1. Задача обнаружения

Задача обнаружения сигнала s(n) традиционно сводится к задаче разли-
чения двух гипотез

{
Γ0 : x(n) = w(n),
Γ1 : x(n) = s(n) + w(n), n = 1, . . . , N.

Гипотеза Γ0 связана с принятием решения о приеме только шума, а гипо-
теза Γ1 – о приеме смеси полезного сигнала и шума, где последовательно-
сти {x(n)}, n = 1, . . . , N – временной ряд из принятых данных, {s(n)} – по-
лезный сигнал, {w(n)} – аддитивный случайный шум, N – длина временного
ряда данных.

Случайные величины временного ряда (x(1), . . . , x(n), . . . , x(N)) принима-
ют значения (x1, . . . , xn, . . . , xN ) ∈ R

N .

2.2. Классическая лемма Неймана–Пирсона

Для получения аналитического выражения оценки вероятности ошиб-
ки различения гипотез можно применить одну из разновидностей леммы
Неймана–Пирсона, которая является условием оптимальности [14, 15].

Лемма 1 [Неймана–Пирсона (классическая)]. Пусть имеется произ-
вольная, называемая решающим правилом или тестом, измеримая функция
многих переменных (x1, . . . , xN ) ∈ R

N , такая что

ϕ(x1, . . . , xN ) =

{
1, верна гипотеза Γ0,
0, верна гипотеза Γ1,

по которой находятся

α(ϕ) = вероятность (принять Γ1| верна Γ0),

β(ϕ) = вероятность (принять Γ0| верна Γ1).

Тогда решающее правило ϕ∗ оптимально, если

1− β(ϕ∗) = sup
ϕ

[1− β(ϕ)] при условии α(ϕ∗) = α0,(1)

где супремум берется по всевозможным тестам.

Здесь α(·) – вероятность ложной тревоги, а β(·) – вероятность пропуска
полезного сигнала.

2.3. Безусловная лемма Неймана–Пирсона

Лемма 2 [Неймана–Пирсона (безусловная)]. Пусть имеется произволь-
ная, называемая решающим правилом или тестом, измеримая функция
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многих переменных (x1, . . . , xN ) ∈ R
N , такая что

ϕ(x1, . . . , xN ) =

{
1, верна гипотеза Γ0,
0, верна гипотеза Γ1,

по которой находятся

α(ϕ) = вероятность (принять Γ1| верна Γ0),
β(ϕ) = вероятность (принять Γ0| верна Γ1).

Тогда решающее правило ϕ∗ оптимально, если

α(ϕ∗) + β(ϕ∗) = inf
ϕ
[α(ϕ) + β(ϕ)] = Er(N ; Γ0,Γ1) – функция ошибок,(2)

где инфинум берется по всевозможным тестам.

Особенность применения этой разновидности леммы Неймана–Пирсона со-
стоит в том, что требуется не ошибаться, принимая одну гипотезу вместо
другой.

Для функции ошибок справедлива точная формула следующего вида:

Er(N ; Γ0,Γ1) = 1−
1

2
‖P

(N)
0 − P

(N)
1 ‖ = 1− TV (P0, P1),(3)

где P
(N)
0 – многомерная функция распределения статистики наблюдений по

гипотезе Γ0, P
(N)
1 – многомерная функция распределения статистики наблю-

дений по гипотезе Γ1, а TV (P0, P1) – полная вариация меры со знаком. Здесь
‖Q‖ = 2 supA |Q(A)|. Таким образом, если множества-носители мер P0, P1 не
пересекаются, то возможно безошибочное различение гипотез. Если же меры
P

(N)
0 и P

(N)
1 близки, то ‖P

(N)
0 − P

(N)
1 ‖ ≈ 0, и тогда Er(N ; Γ0,Γ1)≈ 1.

Зам е ч а ни е 1. Для задачи обнаружения детерминированного полезно-
го сигнала, например при малом отношении сигнал/шум, интересен случай

‖P
(N)
0 −P

(N)
1 ‖ = 2TV (P0, P1)≈0 и возможность разумной оценки этой величи-

ны. Поэтому когда вероятность суммарной ошибки различения двух гипотез
близка к единице, появляется возможность использовать аналитическое вы-
ражение TV (P0, P1) для конструирования критерия в задаче обнаружения
полезного сигнала в сигнально-шумовой смеси.

Еще раз подчеркнем, что в классической лемме Неймана–Пирсона при
заданной вероятности ложной тревоги максимизируется вероятность обна-
ружения сигнала, а в безусловной лемме Неймана–Пирсона минимизируется
суммарная ошибка ложной тревоги и пропуска сигнала. Безусловная лемма
вследствие аналитического представления функции ошибок предпочтитель-
на при работе с малыми отношениями сигнал/шум и неизвестной помеховой
обстановке. Возникает следующая

Зад а ч а 1. Определить правила выбора критерия и построения распре-
делений P0, P1, минимизирующих ошибку различения гипотез в задаче обна-
ружения сигнала при малом отношении сигнал/шум.
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Рис. 1. Энергетический неупорядоченный и упорядоченный спектр d-сигнала
в равномерном шуме (d = 20, N = 100).

Здесь и далее рассматриваются дискретные распределения вероятностей
P = {p = (p1, . . . , pi, . . . , pN )}, которые по определению обладают следующи-
ми свойствами:

∀ pi ∈ [0, 1],

N∑

i=1

pi = 1.(4)

Дадим теперь определение d-сигнала, который будет применяться в рабо-
те. Для этого потребуется рассмотреть распределение следующего вида, где
каждая вероятность pk может принимать одно из двух различных значений:





pk =
1− pmax

N − d
, ∀ k = 1, . . . , N − d,

pk = pN =
pmax

d
, ∀ k = N − d+ 1, . . . , N.

(5)

Опр е д е л е н и е 1. Сигнал s(t), для которого возможно представление
временных, спектральных или частотно-временных отсчетов в виде рас-
пределения (5), назовем d-сигналом.

В [16] представлено следующее определение d-сигнала.

Опр е д е л е н и е 2. Сигнал, который состоит из d синусоидальных сиг-
налов равной амплитуды, будем называть d-сигналом, а отдельные часто-
ты этого сигнала будем называть дискретами. Тогда спектр этого сигнала
будет иметь вид

Ad =
d∑

i=1

A0 exp(−j2πfi∆T ),(6)

где A0 – амплитуда единичного отсчета спектра, fi – частота i-го отсчета
(Гц), ∆T – временной интервал сигнала в секундах.

Пример спектра и упорядоченного спектра d-сигнала приведен на рис. 1.

107



Зам е ч а ни е 2. Частоты d-дискрет fi и размер окна ∆T , где окном бу-
дем называть временной интервал сигнала, для которого производится дис-
кретное преобразование Фурье (ДПФ), таковы, что выполняется следующее
условие: ∀fi : fi∆T = ri, где ri ∈ N, ri < N/2.

Смысл выражения ri ∈ N заключается в том, что целое количество пе-
риодов ri соответствующей i-й d-дискреты спектра должно укладываться во
временное окно ∆T сигнально-шумовой смеси.

Зам е ч а ни е 3. В зависимости от значений pmax и d получаются различ-
ные d-сигналы.

3. Оптимальное различение двух гипотез

Из классической леммы Неймана–Пирсона следует, что наилучший метод
различения гипотез основан на отношении правдоподобия для дискретного
времени следующего вида:

lN (x(t)) = ln
P0(x(1), . . . , x(N))

P1(x(1), . . . , x(N))
,(7)

где P0 и P1 – совместные распределения случайного процесса ξt, принимаю-
щего значения x(1), . . . , x(N) в моменты времени t = ∆t, . . . , t = N∆t. При
заданной ширине временного окна T = N∆t между α (вероятностью ложной
тревоги) и β (вероятностью пропуска полезного сигнала) в условии оптималь-
ного приема имеется жесткая функциональная связь

α = α(β, T ) или β = β(α, T ) или T = T (α, β).(8)

Получается, что по смыслу T (α, β) – наименьшее время наблюдения, за
которое можно различить две гипотезы с заданными вероятностями ложной
тревоги и пропуска сигнала [3].

Зам е ч а ни е 4. Поскольку при дискретном преобразовании Фурье
(ДПФ) имеется возможность увеличивать количество отсчетов N , то каждое
наблюдение можно считать достаточным, чтобы исследовать закономерности

α = α(β) или β = β(α).(9)

Опр е д е л е н и е 3. Назовем взаимной энтропией гипотезы Γ0 относи-
тельно Γ1 дивергенцию Кульбака–Лейблера

H0/1(P0, P1) = DKL(P0, P1).(10)

Предл ожени е 1. Если вероятность ошибки β не слишком мала,
а именно − ln β ≪N , то

β(α) = exp(−H0/1(P0, P1))(1 − α) + o

(
ln β

N

)
.(11)

Опр е д е л е н и е 4. Различающей способностью гипотез назовем сим-
метризованное расстояние Кульбака–Лейблера, оно же информационное
расстояние,

ID = DKL(P0, P1) +DKL(P1, P0).(12)
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Различающая способность используется тогда, когда результаты экспери-
ментов по гипотезам Γ0 и Γ1 близки друг другу, т.е. когда рассматривается
задача обнаружения слабого сигнала. В общем случае различающая способ-
ность зависит от отношения сигнал/шум. Следующие примеры показывают
эту особенность.

Прим ер 1. Пусть имеются две гипотезы Γ0 и Γ1 и вычислены вероятно-
сти ложной тревоги α и пропуска сигнала β, тогда при выполнении условий
предложения 1 имеем

ID = − ln
β

(1− α)
− ln

α

(1− β)
= ln

(1− α)(1− β)

αβ
≈−(lnα+ ln β).(13)

Прим ер 2. Пусть имеются две гипотезы Γ0 и Γ1 для различения детер-
минированного сигнала на фоне гауссовского шума со спектральной плотно-
стью σ2, а детерминированный сигнал представим в виде

s(t) = s0 +

∞∑

i=1

ai cos(ωit+ ϕi),(14)

где {ωi} и {ϕi} – некоторые константы. Тогда

ID =

∫ T
0 s2(t)dt

σ2
=

s20
2πσ2

+
1

4π

∞∑

i=1

a2i
σ2

.(15)

Это означает, что при разделении сигнала и шума различающая способность
зависит от отношения сигнал/шум [3].

Прим ер 3. Пусть имеются две гипотезы Γ0 и Γ1 для различения детер-
минированного d-сигнала на фоне гауссовского шума со спектральной плот-
ностью σ2, d≪N , а спектр этого сигнала будет иметь вид

Ad =

d∑

i=1

A0 exp(−jωi + ϕi),(16)

где A0 – амплитуда единичного отсчета спектра, ωi – частота i-го отсчета, ϕi –
фаза i-го отсчета. Тогда при использовании спектральной сложности и поряд-
ковых статистик для формирования упорядоченной спектральной плотности
принятой смеси сигнал/шум [17] имеем

ID ≈ ln

(
N

d

)(∫ T
0 s2(t)dt

σ2

)
.(17)

Это означает, что различающая способность зависит от количества дискрет
сигнала и отношения сигнал/шум.

Примеры показывают до каких пределов возможно различение гипотез
при заданных подходах к их сравнению. Примеры 1 и 2 показывают равенство
статистического и энергетического подходов при прочих равных условиях.
Пример 3 показывает отличие возможности различения энергетического под-
хода при условии знания ограниченности спектральной полосы сигнала при
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заданной частоте дискретизации. Пример 1, приведенный к условиям при-
мера 3, устанавливает, что в его условиях понижается вероятность пропуска
сигнала при заданной величине ложной тревоги.

Представленные выше функции информационных дивергенций могут
быть объединены общим понятием f–дивергенции [18]:

Df (p||q) =
∑

x∈RN

q(x)f

(
p(x)

q(x)

)
.(18)

Выбор функции f порождает целое семейство различных дивергенций:

• Дивергенция Кульбака–Лейблера DKL(p, q) получается из (18) выбором
f(x) = x log2(x), x > 0.

• Дивергенция Йенсена–Шеннона получается из (18) выбором

f(x) = x log2
2x

x+ 1
+ log2

2

x+ 1
, x > 0.(19)

• Полная вариация получается при f(x) =
1

2
|1− x|:

TV (p, q) =
1

2

∑

x∈RN

|p(x)− q(x)|.(20)

Зам е ч а ни е 5. На дискретных распределениях вида (4) справедливо вы-
ражение для полной вариации меры со знаком TV (total variation), записан-
ное в виде

TV (P0, P1) =
1

2

N∑

i=1

|p0i − p1i |.(21)

Кроме того, TV (p, q) также является метрикой на пространстве распреде-
лений вероятностей и оценивает сверху дивергенцию Йенсена–Шеннона:

JSD(p||q) 6 TV (p, q).(22)

Каждая из рассмотренных в разделе функций может использоваться для
построения статистик наблюдений при вторичной обработке последователь-
ности наборов измерений, содержащих по i = 1, . . . , N отсчетов.

Для формализации критериев, которые учитывают не только случайную
составляющую сигналов, но и детерминированную, введем понятия функции
дисбаланса D и статистической сложности C (C – complexity) распределения

C(p) = H(p)D(p, q),

где H(p) является энтропией распределения p, а дисбаланс D(p, q) опреде-
ляет расстояние между сигнальным и шумовым распределениями. Простей-
шим примером дисбаланса является евклидово расстояние в пространстве
дискретных вероятностных распределений [19], которое удобно применять
при оценке и сравнении сигналов, имеющих спектральное распределение q,
близкое к равномерному.
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4. Построение распределений P0 и P1

Сформулируем способы построения распределений P0 и P1 для отдельного
наблюдения. Предлагается три способа построения распределений: на основе
временного ряда {xi}, на основе его дискретного преобразования Фурье и
на основе частотно-временного преобразования, а именно классической или
робастной спектрограмм.

4.1. Оптимизация частотно-временных распределений
и виды спектрограмм

Оказывается, что кратковременное (оконное) преобразование Фурье мо-
жет быть получено как решение оптимизационной задачи [20].

Зад а ч а 2. Нужно найти

Fs(t, ω) = m∗ = argmin
m

I(t, ω,m),(23)

где

I(t, ω,m) =

N/2−1∑

n=−N/2

w(n∆t)F(e(t, ω, n,m)).(24)

Здесь F(e) – функция потерь, w(n∆t) – оконная функция, ∆t – интервал
дискретизации, а функция ошибки принимает вид

e(t, ω, n,m) = s(t+ n∆t) exp (−iωn∆t)−m.

Функция ошибки определяет остаточную величину, выражающую «сходство»
между сигналом и гармоникой exp (iωn∆t). Разные виды спектрограммы мо-
гут быть получены при помощи различных функций F(e).

Зам е ч а ни е 6. Если F(e) = |e|2, то необходимые условия экстремума за-
дачи 2

∂I(t, ω,m)

∂m
= 0

дают ее решение в виде

Fs(t, ω) =
1

aw

N/2−1∑

n=−N/2

w(n∆t)s(t+ n∆t) exp (−iωn∆t) ,

aw =

N/2−1∑

n=−N/2

w(n∆t).

(25)

Получается, что кратковременное преобразование Фурье St(ω) сигнала s(t)
равно

St(ω) = Fs(t, ω),

а соответствующая спектрограмма имеет вид

PS(t, ω) = |Fs(t, ω)|
2.(26)
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Зам е ч а ни е 7. Поскольку (t, ω) являются дискретными переменными
при дискретных преобразованиях, то можно определить

P0 =
PS(t, ω)∑
t,ω PS(t, ω)

.

Зам е ч а ни е 8. Метод максимального правдоподобия (ММП) применим,
когда известна плотность распределения шума p(e). ММП предполагает
функцию потерь F(e) = − ln p(e). Так, ММП-оценка спектров сигналов, иска-
женных гауссовским шумом p(e) ∼ exp(−|e|2), с соответствующей функцией
F(e) = |e|2 представляет собой кратковременное преобразование Фурье. Кро-
ме того, во многих случаях ММП-оценки весьма чувствительны к отклоне-
ниям от параметрической модели и гипотетического распределения. Даже
небольшое отклонение от гипотезы может привести к существенному ухуд-
шению такой оценки.

Следуя замечаниям 6 и 8, в статистике был разработан минимаксный ро-
бастный подход [8] в качестве альтернативы традиционному ММП, чтобы
снизить чувствительность оценки ММП. Функция потерь в таком случае при-
нимает вид F(e) = |e|. Робастное минимаксное кратковременное преобразова-
ние Фурье (M-STFT) опирается на решение нелинейной системы уравнений
(27)–(29)

Fs(t, ω) =
1

aw(t, ω)

N/2−1∑

n=−N/2

d(t, ω, n)s(t+ n∆t) exp (−iωn∆t) ,(27)

d(t, ω, n) =
w(n∆t)

|s(t+ n∆t) exp (−iωn∆t)− Fs(t, ω)|
,(28)

aw(t, ω) =

N/2−1∑

n=−N/2

d(t, ω, n).(29)

Опр е д е л е н и е 5. Пусть F(e) = |e| и в задаче 2 заданы (27)–(29), тогда
робастная спектрограмма определяется как

Ps(t, ω) = I(t, ω, 0) − I(t, ω, Fs(t, ω)).(30)

Заметим, что и для квадратичной функции потерь выражения (30) и (25)
совпадают.

Еще один способ построения робастной спектрограммы заключается в по-
строении оконного дискретного распределения Вигнера–Вилле. Само распре-
деление задается в виде

Ws(t, ω) =
1

aw

N/2∑

n=−N/2

w(n∆t)s(t+ n∆t)s∗(t− n∆t) exp (−i2ωn∆t) ,(31)
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где

aw =

N/2−1∑

n=−N/2

w(n∆t).(32)

Оно может быть найдено из решения следующей оптимизационной задачи.

Зад а ч а 3. Нужно найти

Ws(t, ω) = m∗ = argmin
m

J(t, ω,m),(33)

где

J(t, ω,m) =

N/2−1∑

n=−N/2

w(n∆t)F(|e|).(34)

Функция ошибки задается следующим образом:

e(t, ω, n,m) = s(t+ n∆t)s∗(t− n∆t) exp (−i2ωn∆t)−m,

а F(|e|) = |e|2.

4.2. Дискретное преобразование Фурье

Зад а ч а 4. Пусть имеется реализация {x1, . . . , x2N+2} последовательно-
сти независимых случайных величин {ξ1, . . . , ξ2N+2} с нулевым математи-
ческим ожиданием, к которой применено ДПФ

Xk =
2N+2∑

n=1

xne
−2iπk(n−1)/(2N+2),(35)

определяющее случайную величину

Ξk =

2N+2∑

n=1

ξne
−2iπk(n−1)/(2N+2),(36)

где k = 0, . . . , N , поскольку в силу свойства симметрии ДПФ веществен-
ного сигнала вторая половина из N + 1, . . . , 2N + 1 комплексных амплитуд
спектральных отсчетов комплексно сопряжена с первой.

Требуется найти дискретную функцию вероятности нормированного
упорядоченного спектрального распределения nk(N) как нормированное сред-
нее для каждого k-го значения случайной величины

ηk(N) =
(TI)k
EX

,(37)

где Ik = ΞkΞ
∗

k (квадрат модуля амплитуды или энергия спектрального от-
счета), EX – половина энергии сигнала, а T – оператор упорядочивания ряда
в порядке невозрастания.
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Решение задачи 4 в случае наблюдения независимых нормально распреде-
ленных случайных величин ξn, n = 1, . . . , 2N + 2 с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией σ2

0 приводится в [17] и [13]. Оценка функции веро-
ятности ñk(N) нормированного упорядоченного дискретного спектра, порож-
денной соответствующей экспоненциальной случайной величиной Ik, выгля-
дит следующим образом:

ñk(N) =
1

N

(
N∑

i=1

1

i
−

k−1∑

i=1

1

i

)
=

1

N

N∑

i=k

1

i
.(38)

Для приближенного вычисления nk(N) выберем формулу

nk(N) = −
1

NKN
ln

2k − 1

2N + 1
, где KN = −

1

N

N∑

k=1

ln
2k − 1

2N + 1
.(39)

Зам е ч а ни е 9. Считая, что нормированные порядковые статистики
(η1, . . . , ηN ) принимают значения P0 = {p = (ñ1, . . . , ñN )} или P0 = {p =
(n1, . . . , nN )}, а статистики наблюдений P1 = {p = (p1, . . . , pN )}, спектраль-
ную сложность также можно задавать на основе распределения (38)
по формуле

CSS(p) = −
1

4 log2 N

(
N∑

k=1

pk log2 pk

)(
N∑

k=1

|pk − ñk(N)|

)2

(40)

или его приближенного аналога (39) по формуле

CS(p) = −
1

4 log2 N

(
N∑

k=1

pk log2 pk

)(
N∑

k=1

|pk − nk(N)|

)2

.(41)

Теперь положим, что N = N1N2, где N1 – количество отсчетов в одном окне,
а N2 – количество окон. Поскольку энтропия в одном окне не зависит от
порядка расположения отсчетов спектра, то ее можно определить как

H(nk(N1)) = −
1

log2N1

N1∑

k=1

nk(N1) log2 nk(N1).

Энтропия в N2 статистически одинаковых окнах равна

H(PS(N2, N1)) = −
1

log2 N1 + log2N2

(
log2 N2 +

N1∑

k=1

pk(N1) log2 pk(N1)

)
.
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5. Оптимизация информационных критериев

и обнаружение d-сигналов

Теперь обратимся к некоторым уже известным информационным крите-
риям различения гипотез и установим их свойства. Поскольку в лемме 2 уста-
новлено, что функция ошибок различения двух гипотез зависит от полной ва-
риации TV (p, q), то вводится еще одно понятие дисбаланса и статистической
сложности на его основе [10]. Там же показано, что такой критерий является
одним из лучших для решения задачи различения двух гипотез и индика-
ции появления детерминированной составляющей слабого полезного сигнала
в белом шуме:

CTV (p) = H(p)DTV (p),(42)

где

DTV (p) =
1

4

(
N∑

i=1

∣∣∣∣pi −
1

N

∣∣∣∣

)2

,(43)

H(p) =
1

log2 N

(
−

N∑

i=1

pi log2 pi

)
(44)

– нормированная энтропия Шеннона [21]. При вычислении суммы (44) при-
нимается, что 0

log2 0
= 0 по непрерывности. Там же было показано, что мак-

симальное значение CTV достигается на распределении, состоящем всего из
двух значений с оптимальным количеством отсчетов для каждого из этих
значений. Справедлива следующая

Лемма 3. Максимум статистической сложности (42) достигается на
семействе распределений (5).

Требуется определить оптимальные значения d и pmax. Для этого вычислим
значение дисбаланса DTV на распределении (5):

DTV (ω, pmax) = (pmax − ω)2, ω =
d

N
.(45)

В свою очередь энтропия равна

H(ω, pmax) = 1−
1

log2 N

(
(1− pmax) log2

1− pmax

1− ω
+ pmax log2

pmax

ω

)
.(46)

В таблице приведены оптимальные значения параметров формул (45)
и (46), доставляющие максимум статистической сложности CTV (ω, pmax).
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Оптимальные параметры CTV (ω, pmax) при различных значениях N

N CTV (ω
∗, p∗

max
) p∗

max
1− ω∗ d∗

3 0,1289 0,8241 0,6751 1 или 2

256 0,4789 0,9976 0,8752 32

512 0,5120 0,9991 0,8901 56

1024 0,5410 0,9997 0,9022 100

2048 0,5667 0,9999 0,9122 180

Из леммы 3 и таблицы видно, что d-сигналы играют важную роль при
решении задачи обнаружения. Поэтому возникает следующая

Зад а ч а 5. Обнаружение d-сигнала в сигнально-шумовой смеси дли-
ны N , N > d.

Для решения задачи 5 по обнаружению d-сигнала применим энтропию Ре-
ньи Hγ с параметром γ (γ > 0, γ 6= 1), подробные свойства которой представ-
лены в [22].

Hγ =
1

1− γ

(
log2

N∑

k=1

pγk

)
.(47)

Оказывается, что энтропия Реньи для d-сигнала вычисляется и равна

H(d)
γ =

1

1− γ
log2

(
d
(pmax

d

)γ
+ (N − d)

(
1− pmax

N − d

)γ)
.(48)

При больших N она может быть оценена следующим образом:

H(d)
γ ≈ H̃(d)

γ =





1

1−γ
log2(d

1−γpγmax) = log2 d+
γ

1−γ
log2(pmax), γ > 1,

log2N +
γ

1− γ
log2(1− pmax), 0 < γ < 1,

(49)

что показывает приближенную линейную связь между логарифмами коли-
чества дискрет сигнала, pmax и энтропией Реньи.

Из таблицы и (49) при γ > 1 следует равенство

H̃(d∗)
γ = log2 d

∗.(50)

Подобные соотношения известны для частотно-временной обработки извест-
ных сигналов [20]. Энтропия Реньи на белом шуме принимает свое макси-

мальное значение H̃
(N)
γ = log2 N .

Опр е д е л е н и е 6. Определим отношение “сигнал/помеха” для d-сигнала
в случае, когда система (5) отвечает спектру мощности сигнально шумо-
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Рис. 2. Сравнение энтропии Реньи (γ = 10), вычисленной по формуле (47),
и ее оценки (53).

вой смеси, как:

SNR = 10 log10 δ = 10 log10

(
d
(pmax

d

)/
(N − d)

(1− pmax)

(N − d)

)
=

= 10 log10

(
pmax

1− pmax

)
.

(51)

В таком случае pmax можно выразить через SNR для того, чтобы использо-
вать для вычисления энтропии Реньи

pmax =
10

SNR
10

1 + 10
SNR
10

.(52)

Тогда H̃
(d)
γ может быть выписана при γ > 1 согласно (49) в следующем виде:

H̃(d)
γ = log2 d+

γ

1− γ
log2

(
10

SNR
10

1 + 10
SNR
10

)
=

= log2 d+
γ

1− γ

[
SNR

10
log2 10 − log2

(
1 + 10

SNR
10

)]
.

(53)

На рис. 2 представлено сравнение энтропии Реньи, вычисленной по фор-
муле (47), и ее оценки (53) в виде зависимости от количества d гармони-
ческих компонент в сгенерированном сигнале, смешанном с белым шумом,
SNR = 0 dB. Видно, что оценка близка к вычисленным значениям.
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Рис. 3. Предельные значения SNR при обнаружении сигнала в белом шуме в
зависимости от количества дискрет d (N = 2048).

Сл ед с т в и е 1. При малом отношении сигнал/помеха энтропия Реньи
примет вид

H̃(d)
γ ≈ log2 d+

γ log2 10

10(1 − γ)
SNR.(54)

Таким образом, зная максимальное значение энтропии Реньи, минималь-
ное значение SNR можно оценить как

SNRmin =
10(1 − γ)

γ log2 10
(log2N − log2 d) .(55)

Согласно [4] взаимно-однозначное соответствие между кортежем H
(энтропия), CTV (статистическая сложность) и кортежем SNR (отношение
сигнал/шум), log d (дискретность) дает возможность использовать метриче-
ские (аналитические)2 сетки в задачах обнаружения и классификации сигна-
ла в шуме.

Сравнительный анализ оценок SNR в зависимости от количества d дис-
крет в спектре представлен на рис. 3 (N = 2048). Закрашенная область де-
монстрирует результат эмпирического исследования предельных возможно-

2 В [4] подробно раскрывается понятие метрической сетки. В контексте диаграммы
сложности метрическая сетка – это приближенное взаимно-однозначное отображение кор-
тежа таких информационных характеристик сигнально-шумовой смеси, как информацион-
ная энтропия и статистическая (спектральная) сложность, и кортежа таких характеристик,
как дискретность (количество дискрет в спектре d-сигнала) и отношение сигнал/шум.
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Рис. 4. Оценка количества компонент d-сигнала длины N = 65 536 в белом
шуме с помощью энтропии Реньи (γ = 10) для разных SNR.

стей классификации сигналов в белом шуме посредством диаграммы стати-
стической сложности. Сплошная черная линия – это теоретическая оценка,
полученная при помощи формулы из [16]:

SNR > 10 lg

(
3d

N − 3d

)
.(56)

Тонкой пунктирной линией на рис. 3 показаны предельные возможности
обнаружения сигнала при помощи критерия Cs (спектральная сложность).
Результат зависимости предельного SNR от количества дискрет в спектре
был получен посредством численного эксперимента (ROC = 0,95)3. Толстая
пунктирная линия определяет оценку по формуле (55) при γ = 3.

3 Площадь под ROC-кривой (Receiver Operating Characteristic) или AUC (Area Under the
Receiver Operating Characteristic curve). На практике для метрики оценки качества модели
машинного обучения значение ROC-AUC 0,5 предполагает отсутствие какой-либо способ-
ности обнаруживать сигнал в шуме на основе заданного критерия, значение от 0,7 до 0,8
считается приемлемым, от 0,8 до 0,9 считается высоким, а значение более 0,9 считается
превосходным.
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Полученная формула (53) для H̃(d)
γ позволяет сформулировать следую-

щую лемму для оценки d̂ количества компонент d-сигнала.

Зам е ч а ни е 10. Оценка d̂ количества компонент d-сигнала при исполь-
зовании энтропии Реньи записывается в следующем виде:

d̂ = 2H̃
(d̂)
γ −H̃

(1)
γ .(57)

Дока з а т е л ь с т в о. Выпишем формулу (53) для d = d̂ и d = 1:




log2 d̂ = H̃(d̂)
γ −

γ

1− γ

[
SNR

10
log2 10− log2

(
1 + 10

SNR
10

)]
,

log2 1 = 0 = H̃(1)
γ −

γ

1− γ

[
SNR

10
log2 10− log2

(
1 + 10

SNR
10

)]
.

(58)

Выразив таким образом одинаковое в обоих случаях слагаемое, зависящее от
SNR, в системе (58) через H̃

(1)
γ , получим утверждение леммы.

На рис. 4 представлена численная валидация замечания 10 в виде зависи-
мости оценки количества компонент по формуле (57) для сгенерированных
сигналов, состоящих из d гармонических компонент, смешанных с белым шу-
мом для разных SNR. Из рис. 4 видно, что можно говорить о достаточ-
но устойчивой оценке до 100 компонент при условии величины белого шума
до −10 dB.

Далее получим оценку количества компонент, если использовать ненорми-
рованную энтропию Шеннона. Для этого представим выражение H̃(d), оце-
нивающее энтропию Шеннона для d-сигнала при больших N .

H(d) = −

(
d
pmax

d
log2

pmax

d
+ (N − d)

1− pmax

N − d
log2

1− pmax

N − d

)
=

−

(
pmax log2

pmax

d
+ (1− pmax) log2

1− pmax

N − d

)
=

= − (pmax log2 pmax + (1− pmax) log2(1− pmax))+

+ (pmax log2 d+ (1− pmax) log2(N − d)) .

(59)

Слагаемые в левой скобке ограничены в силу ограниченности 0 < pmax < 1,
поэтому они не будут входить в выражение для H̃(d).

H(d) ≈ H̃(d) = pmax log2 d+ (1− pmax) log2N.(60)

Для получения оценки d̂ по аналогии с доказательством замечания 10 рас-
смотрим энтропию Шеннона при d = d̂ и d = 1.

H̃(1) = (1− pmax) log2 N =⇒ pmax = 1−
H̃(1)

log2 N
.(61)
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Рис. 5. Оценка количества компонент d-сигнала длины N = 65 536 в белом
шуме с помощью энтропии Реньи (γ = 10) и энтропии Шеннона для SNR =
= 0 dB и SNR = −8 dB.

Теперь используем полученное выражение pmax для H̃(d̂).

H̃(d̂) =

(
1−

H̃(1)

log2N

)
log2 d+ log2 N

H̃(1)

log2 N
.(62)

Откуда

log2 d̂ =

(
H̃(d̂) − H̃(1)

)
log2N

(
log2 N − H̃(1)

) =⇒ d̂ = N
H̃(d̂)

−H̃(1)

log2 N−H̃(1) .(63)

В результате справедливо следующее замечание.

Зам е ч а ни е 11. Оценка d̂ количества компонент d-сигнала при исполь-
зовании энтропии Шеннона записывается в следующем виде:

d̂ = N
H̃(d̂)

−H̃(1)

log2 N−H̃(1) .(64)

На рис. 5 показано сравнение функционирования оценок количества ком-
понент по формулам (57) и (64), основанным на энтропии Реньи и Шеннона
соответственно. Видно, что энтропия Реньи дает более робастную оценку.

6. Заключение

В работе установлена последовательность оптимизационных подзадач,
требующих решения, для обнаружения сигнала в шуме, в том числе при
малом отношении сигнал/помеха. В общем случае требуется определиться
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с оптимальным статистическим тестом в задаче различения двух гипотез,
установить оптимальные правила задания тестовой статистики наблюдений
на основе дискретных спектральных или частотно-временных распределений,
а также задать вид оптимального критерия различения. Аналитические кон-
струкции критериев, понятие d-сигналов, информационные критерии обна-
ружения составляют основу решения этой бинарной задачи классификации:
присутствует сигнал или нет. Дальнейшее улучшение качества решения та-
кой задачи возможно при уточнении статистических свойств шума и сигнала
в шуме.
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