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ТРЕХОСНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ ИСКУССТВЕННОГО СПУТНИКА

ЗЕМЛИ В ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ1

Решается задача трехосной стабилизации искусственного спутника
Земли (ИСЗ) в произвольном (непрямом) положении в орбитальной си-
стеме координат с помощью электродинамической системы управления,
генерирующей лоренцев момент и момент магнитного взаимодействия.
Управляющие моменты содержат восстанавливающие, диссипативные и
компенсирующие составляющие. Предложен новый способ формирования
диссипативных моментов, реализуемый с помощью имеющихся органов
управления. Методом функций Ляпунова получены достаточные условия
асимптотической устойчивости программного движения ИСЗ без исполь-
зования ограничений на модель геомагнитного поля и наклонение орбиты
ИСЗ. Представлено комбинированное электродинамическое управление,
позволяющее сократить время стабилизации и снизить амплитуду коле-
баний переходных процессов. Приведены результаты численных экспери-
ментов, демонстрирующих работоспособность предложенного модифици-
рованного метода стабилизации ИСЗ, а также его эффективность.
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1. Введение

Взаимодействие искусственного спутника Земли (ИСЗ) с геомагнитным
полем является источником возникновения крутящих моментов, которые
успешно используются для решения широкого круга задач динамики управ-
ляемого движения ИСЗ относительно его центра масс [1, 2]. К их числу от-
носится рассматриваемая в данной работе задача трехосной стабилизации
ИСЗ в орбитальной системе координат. Взаимодействие геомагнитного поля с
магнитными катушками, установленными на ИСЗ, рассматривается как про-
стой, надежный и эффективный способ решения этой задачи [2–7], а также
более сложных задач, в которых требуется обеспечивать иные программные

1 Исследование выполнено за счет Российского научного фонда (проект № 24-41-02031,
https://rscf.ru/project/24-41-02031/).
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режимы углового движения ИСЗ [8]. При этом, несмотря на наличие глобаль-
ной управляемости и наблюдаемости в магнитных системах управления [9],
приходится учитывать такой недостаток этих систем, как невозможность со-
здания управляющего момента в направлении вектора магнитной индукции
геомагнитного поля [4]. Аналогичным недостатком обладает другая извест-
ная система управления, основанная на использовании взаимодействия элек-
трического заряда с геомагнитным полем [10–14]. Однако объединение воз-
можностей этих двух принципов создания систем управления в единую элек-
тродинамическую систему управления (ЭДСУ) позволяет достигать лучших
результатов по сравнению с теми, которые дают каждая из двух систем в
отдельности [15].

С использованием ЭДСУ решены такие актуальные задачи динамики
ИСЗ, как одноосная и трехосная стабилизация ИСЗ в орбитальной и в кени-
говой системах координат, стабилизация двухосной закрутки ИСЗ и др. [16].
Вместе с тем многие упомянутые задачи решались с использованием частных
предположений, например касающихся выбора модели геомагнитного поля,
формы и наклонения орбиты ИСЗ.

В задачах трехосной стабилизации обычно программным режимом явля-
ется прямое положение равновесия ИСЗ в орбитальной системе координат,
т.е. такое положение, в котором главные центральные оси инерции ИСЗ сов-
падают с осями орбитальной системы координат. Вместе с тем, бывает акту-
альна стабилизация ИСЗ в непрямых положениях равновесия – задача прин-
ципиально более сложная ввиду того, что значительный по величине гра-
витационный момент является возмущающим моментом именно в непрямых
положениях равновесия. Задача стабилизации ИСЗ землеобзора при косом
расположении в орбитальной системе координат в служебном аварийном ре-
жиме решена в [17], где подробно изучены вопросы цифрового управления
магнитным приводом на всех этапах перехода системы управления ориента-
цией ИСЗ в аварийный режим и последующего длительного поддержания
этого режима.

Кроме того, известны различные способы реализации пассивных или ком-
бинированных систем угловой стабилизации ИСЗ, не требующих расхода ра-
бочего тела и энергии или требующих их в незначительном объеме и опира-
ющихся на одновременное использование гравитационного и аэродинамиче-
ского моментов [18–20].

Такой подход к проблеме угловой стабилизации ИСЗ естественно приводит
к реализации непрямых положений равновесия ИСЗ в орбитальной системе
координат в качестве рабочих режимов. При этом решаются задачи выбора
наиболее подходящих штатных режимов ориентации, избежания нежелатель-
ных резонансных эффектов [21], а также и задачи стабилизации выбранных
штатных режимов с использованием дополнительных средств, таких как ма-
ховики и активные магнитные системы [22, 23]. Следовательно, могут быть
полезны и другие способы, опирающиеся на использование магнитного поля
Земли. Решению задачи стабилизации ИСЗ в непрямых положениях равнове-
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сия с использованием ЭДСУ посвящена работа [24]. Управления в ней стро-
ятся в соответствии с классическим подходом, предполагающим создание в
системе управления восстанавливающих, диссипативных и компенсирующих
моментов [25]. При этом в рамках такого подхода диссипативный момент со-
здается в виде линейной функции относительной угловой скорости ИСЗ.

В данной работе предложены две модификации диссипативного момента,
а также их адаптивная комбинация. Продемонстрирована высокая эффек-
тивность комбинированного метода формирования диссипативного момента.
В данной работе отсутствуют ограничения, связанные с выбором той или
иной модели геомагнитного поля и с наклонением орбиты ИСЗ. Исследова-
ние проводится на базе нелинейной математической модели с использованием
метода функций Ляпунова для обоснования асимптотической устойчивости
программного движения.

2. Электродинамическое управление угловым движением ИСЗ

2.1. Программное движение ИСЗ

Рассматривается движение ИСЗ как твердого тела вокруг центра масс,
который движется по кеплеровой круговой орбите произвольного наклоне-
ния i и радиуса R в магнитном поле Земли (МПЗ). Предполагается, что ИСЗ
оснащен контролируемым электростатическим зарядом Q, распределенным
по определенному объему V с плотностью σ, и контролируемым собственным
магнитным моментом ~I.

Для описания угловой ориентации ИСЗ в статье будут использоваться сле-
дующие правые ортогональные декартовы системы координат (рис. 1).
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Рис. 1. Системы координат.
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1) OEX
∗Y ∗Z∗ – система координат, принимаемая за инерциальную, ось

OEX
∗ направлена в восходящий узел орбиты, ось OEZ

∗ – по оси суточного
вращения Земли.

2) Cξηζ – орбитальная система координат с началом в центре масс ИСЗ,

ось Cξ (орт ~ξ0) направлена по касательной к орбите в направлении движения,

ось Cη (орт ~η0) – по нормали к орбите, ось Cζ (орт ~ζ0) – по местной вертикали.

3) Cxyz – подвижная система координат, оси которой направлены вдоль
главных центральных осей инерции ИСЗ.

Относительное положение систем Cxyz и Cξηζ определяется матрицей на-
правляющих косинусов A = {aij}

3
i,j=1, элементы которой можно выразить че-

рез «самолетные» углы ψ, θ, ϕ в соответствии со следующими представле-
ниями ортов ~ξ0, ~η0, ~ζ0 орбитальной системы координат в системе координат
Cxyz:

~ξ0 = (cosψ cos θ, cosψ sin θ sinϕ− sinψ cosϕ, sinψ sinϕ+ cosψ sin θ cosϕ)⊤,

~η0 = (sinψ cos θ, cosψ cosϕ+ sinψ sin θ sinϕ, sinψ sin θ cosϕ− cosψ sinϕ)⊤,

~ζ0 = (− sin θ, sinϕ cos θ, cosϕ cos θ)⊤.

Исследование проводится с учетом вращения орбитальной системы коорди-
нат относительно инерциальной с угловой скоростью ~ω0 = ω0~η0 и вращения
Земли с угловой скоростью ~ωE (рис. 1). Поэтому абсолютная угловая скорость
ИСЗ ~ω может быть представлена в виде

~ω = ~ω′ + ~ω0,(1)

где ~ω′ — угловая скорость ИСЗ относительно орбитальной системы коорди-
нат. Вектор ~vC скорости центра масс ИСЗ относительно вращающейся Земли
имеет следующее разложение по ортам ~ξ0, ~η0, ~ζ0:

~vC =
(

R (ω0 − ωE cos i) , RωE sin i cos u, 0
)⊤
,

где u = ω0t – аргумент широты, используемый далее в качестве безразмерной
независимой переменной.

Распределение масс ИСЗ характеризуется тензором инерции J =
= diag (A,B,C) в главных центральных осях инерции Cxyz.

Программная ориентация ИСЗ в орбитальной системе координат опреде-
ляется матрицей A0 = {aij(ϕ0, θ0, ψ0)}

3
i,j=1. В соответствии с этим требуется

построить управляющие моменты, обеспечивающие существование и асимп-
тотическую устойчивость такого программного движения ИСЗ относительно
центра масс, при котором

ϕ = ϕ0, θ = θ0, ψ = ψ0, ~ω′ = ~0.(2)
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2.2. Управляющие моменты и управляемые векторы

При движении ИСЗ относительно МПЗ с магнитной индукцией ~B возбуж-
даются лоренцев момент ~ML [26] и момент магнитного взаимодействия ~MM .
Они имеют вид

~ML = ~P × ~T , ~MM = ~I ×A
⊤ ~B,(3)

где ~P = Q~ρ0, ~ρ0 – радиус-вектор центра заряда ИСЗ относительно его центра
масс, ~T = A

⊤
(

~vC × ~B
)

. Здесь и далее управляемые векторы ~P и ~I считаются
заданными в системе координат Cxyz. Моменты (3) являются управляющими
в электродинамической системе управления угловым движением ИСЗ.

Отметим, что при заданной орбите ИСЗ магнитная индукция ~B в (3)
является известной функцией координат точки околоземного пространства.
В дальнейшем считаем, что МПЗ однородно в части пространства, занимае-
мой ИСЗ, а вектор ~B = Bξ

~ξ0 +Bη~η0 +Bζ
~ζ0 принимает в точках этого про-

странства то же значение, что и в центре масс ИСЗ (точка C).

В программном режиме (2) вращательного движения ИСЗ векторы ~T и ~B
соответственно принимают вид

~T0 = A
⊤

0

(

~vC × ~B
)

, ~B0 = A
⊤

0
~B.

Электродинамическая система управления предполагает, что для реали-
зации программного режима вращательного движения ИСЗ должны быть
выбраны законы изменения управляемых векторов ~P и ~I. Построим каждый
из них как сумму восстанавливающей (индекс «rest»), диссипативной (индекс
«diss») и компенсирующей (индекс «comp») составляющих:

~P = ~Prest + ~Pdiss + ~Pcomp , ~I = ~Irest + ~Idiss + ~Icomp.(4)

С учетом (4) управляющие моменты (3) примут вид

~ML =
(

~Prest + ~Pdiss + ~Pcomp

)

× ~T ,

~MM =
(

~Irest + ~Idiss + ~Icomp

)

×A
⊤ ~B.

(5)

3. Математическая модель

3.1. Система уравнений, описывающих движение ИСЗ

Движение ИСЗ относительно центра масс как твердого тела с учетом
воздействия гравитационного (возмущающего) и управляющих моментов (3)
описывается динамическими уравнениями Эйлера

d

dt
(J~ω) + ~ω × (J~ω) = ~MGR + ~ML + ~MM ,(6)

где ~MGR = 3ω2
0

(

A
⊤~ζ0

)

×
(

JA
⊤~ζ0

)

– гравитационный момент [1].
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Подставляя выражение для абсолютной угловой скорости (1), гравитаци-
онный и управляющие моменты в (6), получим:

d

dt

[

J

(

~ω0A
⊤~η0 + ~ω′

)]

+
[

~ω0A
⊤~η0 + ~ω′

]

×
[

J

(

~ω0A
⊤~η0 + ~ω′

)]

=

= 3ω2
0

(

A
⊤~ζ0

)

×
(

JA
⊤~ζ0

)

+
(

~Prest + ~Pdiss + ~Pcomp

)

× ~T+

+
(

~Irest + ~Idiss + ~Icomp

)

×A
⊤ ~B.

(7)

Для замыкания системы дифференциальных уравнений (7) будем их рас-
сматривать совместно с кинематическими уравнениями Пуассона:

d~ξ0
dt

= ~ξ0 × ~ω − ω0
~ζ0,

d~η0
dt

= ~η0 × ~ω,
d~ζ0
dt

= ~ζ0 × ~ω + ω0
~ξ0.(8)

3.2. Компенсация возмущающего момента

Программный режим (2) углового движения ИСЗ в общем случае не явля-
ется прямым положением равновесия ИСЗ в орбитальной системе координат.
Поэтому гравитационный момент и выражение ω2

0

(

A
⊤~η0

)

×
(

JA
⊤~η0

)

из урав-
нений (7) не обращаются в ноль в программном движении ИСЗ. Для компен-
сации суммарного возмущающего момента ~Md, вычисляемого по формуле

~Md = ω2
0

(

3
(

A
⊤~ζ0

)

×
(

JA
⊤~ζ0

)

−
(

A
⊤~η0

)

×
(

JA
⊤~η0

)

)

,

будет использован подход, основанный на создании соответствующих компен-
сирующих компонент электродинамических параметров [27] и обеспечиваю-

щий выполнение равенства ~Md + ~Pcomp × ~T + ~Icomp ×
(

A
⊤ ~B

)

= ~0. Формулы,
используемые для вычисления восстанавливающих и компенсирующих ком-
понент управляемых векторов ~P и ~I для реализации электродинамического
управления, направленного на стабилизацию программного движения ИСЗ,
имеют вид:

~Prest = QkL ~T0, ~Pcomp =
~Md ·

(

A
⊤ ~B

)

| ~B| |~T |

(

V
⊤ (0, 0, 1)⊤

)

,

~Irest = kM ~B0, ~Icomp = V
⊤



0,

~Md ·
((

A
⊤ ~B

)

× ~T
)

| ~B|2 |~T |
,−

~Md · ~T

| ~B| |~T |





⊤

.

Здесь kL и kM – подбираемые параметры управления, которые могут являть-
ся постоянными или функциями времени, V = {vij}

3
i,j=1 – известная матрица

с элементами

v11 = Bx/| ~B|, v12 = By/| ~B|, v13 = Bz/| ~B|,

v21 = Tx/|~T |, v22 = Ty/|~T |, v23 = Tz/|~T |,

v31 =
ByTz −BzTy

| ~B||~T |
, v32 =

BzTx −BxTz

| ~B||~T |
, v33 =

BxTy −ByTx

| ~B||~T |
.

Выбор диссипативных компонент ~Pdiss и ~Idiss управляемых векторов будет
обоснован далее.
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3.3. Уменьшение относительной угловой скорости ИСЗ

Задача угловой стабилизации ИСЗ подразумевает не только достижение
заданной ориентации, но и обеспечение ее асимптотической устойчивости.
Для этого в управляемых векторах (4) предусмотрены диссипативные ком-
поненты, которые могут выбираться различными способами. Например, мно-
гочисленные пассивные устройства для создания диссипативных моментов,
включающие хорошо зарекомендовавшие себя составные схемы в спутниках
типа Vertistat, сферические магнитные демпферы (как жидкостные, так и на
вихревых токах), гистерезисные стержни обеспечивают создание диссипатив-
ных моментов, пропорциональных угловой скорости ИСЗ (см. [28] и работы,
цитируемые в ней).

В электродинамических системах управления обычно используются полу-
пассивные способы создания диссипативных моментов. При этом наряду с
линейными вариантами управления [15, 29] во многих случаях также оказы-
ваются эффективными управления, нелинейные относительно угловой ско-
рости [30].

Кроме того, в теории управления механическими системами, а также уг-
ловым движением ИСЗ широко используется управление по кинетическому
моменту [31–34]. В частности, известен вариант стабилизации ИСЗ, исполь-
зующий демпфирование, пропорциональное кинетическому моменту ИСЗ [6].

Ранее в работах авторов использовались диссипативные компоненты с па-
раметрами управления hL и hM вида

~Pdiss = QhL~ω
′ × ~T , ~Idiss = hM~ω

′ ×
(

A
⊤ ~B

)

.(9)

В данном исследовании предлагается наряду с формулами (9) рассмотреть
три новых варианта формирования диссипативных компонент. В первом из
них вместо относительной угловой скорости присутствует ~K = J~ω′ – кинети-
ческий момент ИСЗ в относительном движении:

~Pdiss = QhL
(

A−1
J~ω′

)

× ~T ; ~Idiss = hM
(

A−1
J~ω′

)

×
(

A
⊤ ~B

)

.(10)

Во втором варианте формирования диссипативной компоненты управляе-
мых векторов используется закон, в котором вместо ~K присутствует орт век-
тора ~K:

~Pdiss =
QhL

| ~K|

(

A−1
J~ω′

)

× ~T ; ~Idiss =
hM

| ~K|

(

A−1
J~ω′

)

×
(

A
⊤ ~B

)

.(11)

В этом варианте управления стабилизация будет достигаться формально за
бесконечно большое время. Поэтому при реализации соответствующего алго-
ритма управления норма вектора ~K при стремлении ее к нулю принимается
равной некоторой выбранной постоянной малой величине ∆, как только | ~K|
уменьшится до этой величины. Другими словами, вводится в рассмотрение
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модифицированная норма | ~K|mod согласно формуле:

| ~K|mod =
|∆− | ~K||+∆+ | ~K|

2
.(12)

Третий вариант представляет собой комбинацию вариантов (10) и (11).
Обоснование третьего варианта управления будет дано далее в разделе 5.

Заметим, что новые варианты формирования диссипативных компонент в
виде (10), (11) и их комбинации не требуют введения в систему управления
дополнительных измерительных устройств по сравнению с (9).

Подставляя (5) в (7), получим следующую систему дифференциальных
уравнений, которую рассмотрим вместе с (8):

d

dt

[

J
(

~ω′ + ω0~η0
)]

+
(

~ω′ + ω0~η0
)

×
(

J~ω′
)

+ ω0~ω
′ × (J~η0) =

= QkL ~T0 × ~T + ~Pdiss × ~T + kM ~B0 ×
(

A
⊤ ~B

)

+ ~Idiss ×
(

A
⊤ ~B

)

.
(13)

Таким образом, поставлена задача об определении условий для парамет-
ров kL, kM , hL, hM , при выполнении которых может быть гарантирована
асимптотическая устойчивость программного движения (2).

4. Анализ устойчивости движения

Выведем условия асимптотической устойчивости для программного дви-
жения (2) с использованием варианта (10) как более общего по сравнению
с (9). Предполагая, что углы ϕ1 = ϕ− ϕ0, θ1 = θ − θ0, ψ1 = ψ − ψ0 малы и
их производные по времени также малы, разложим управляющие моменты,
присутствующие в правой части уравнения (13), в степенные ряды по этим
малым величинам и опустим все степени выше первой аналогично подходу,
который был использован в [24, 35]:

M
(1)
Lνm

= lm1(t)(kLϕ1 + hLϕ̇1) + lm2(t)(kLθ1 + δhLθ̇1) + lm3(t)(kLψ1 + εhLψ̇1),

M
(1)
Mνm

= bm1(t)(kMϕ1 + hM ϕ̇1) + bm2(t)(kMθ1 + δhM θ̇1) +

+ bm3(t)(kMψ1 + εhM ψ̇1).

Здесь m = 1, 2, 3, ν1 = x, ν2 = y, ν3 = z, δ = B/A, ε = C/A. Обозначим сим-
метричные матрицы: SL(t) = {lij}

3
i,j=1, SM (t) = {bij}

3
i,j=1 с элементами lij

и bij (см. Приложение). Тогда уравнения (13) примут вид дифференциаль-
ных уравнений возмущенного движения в решаемой задаче трехосной угло-
вой стабилизации ИСЗ:

J~̈y +D(t)~̇y +G~̇y +H(t)~y + ~F (t, ~y, ~̇y) = ~0,(14)
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где ~y =





ϕ1

θ1
ψ1



, G = ω0 (A−B + C)





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 – постоянная матрица,

D(t) = −A−1
J (hLSL(t) + hMSM (t)), H(t) = − (kLSL(t) + kMSM (t)) – матри-

цы с переменными коэффициентами, вектор ~F нелинейно зависит от ~y, ~̇y.

Введем параметры управления kL0, kM0, hL0, hM0, которые являются по-
ложительными постоянными и вычисляются по формулам:

kL0 = kLQ|~T (t)|2, kM0 = kM | ~B(t)|2, hL0 = hLQ|~T (t)|2, hM0 = hM | ~B(t)|2.

Обозначая их соотношения через ε1 = kL0/kM0, ε2 = hL0/hM0, µ = hM0/kM0,
получим:

D(t) = −µkM0

(

A−1
JUM (t) + ε2A

−1
JUL(t)

)

,

H(t) = −kM0 (UM (t) + ε1UL(t)) ,

где

UM (t) =
SM (t)

| ~B(t)|2
; UL(t) =

SL(t)

Q|~T (t)|2
.

Функция Ляпунова может быть выбрана в виде квадратичной формы с
постоянной χ > 0:

V (t, ~y, ~̇y) =
1

2
~y⊤D(t)~y +

χ

2
~̇y⊤J~̇y + ~y⊤J~̇y +

χ

2
~y⊤H(t)~y.(15)

Производная по времени функции (15) в силу системы (14) имеет вид:

V̇ (t, ~y, ~̇y)|(14) = −χ~̇y⊤D(t)~̇y − ~y⊤G~̇y − ~y⊤H(t)~y − χ~̇y⊤G~̇y +

+
1

2
~y⊤Ḋ(t)~y + ~̇y⊤J~̇y +

χ

2
~y⊤Ḣ(t)~y −

(

χ~̇y + ~y
)⊤

~F (t, ~y, ~̇y).
(16)

Для квадратичных форм, входящих в выражения (15) и (16), верны сле-
дующие оценки для любых векторов ~x, ~z ∈ R

3 [36, 37]:

~x⊤D(t)~x > µkM0infλmin

(

−A−1
JUM (t)− ε2A

−1
JUL(t)

)

‖~x‖2,

~x⊤H(t)~x > kM0infλmin (−UM (t)− ε1UL(t)) ‖~x‖
2,

min{A,B,C}‖~x‖2 6 ~x⊤J~x 6 max{A,B,C}‖~x‖2,

|~x⊤J~z| 6 max{A,B,C}‖~x‖‖~z‖,

~x⊤Ḋ(t)~x 6 µkM0supλmax

(

−A−1
JU̇M (t)− ε2A

−1
JU̇L(t)

)

‖~x‖2,

~x⊤Ḣ(t)~x 6 kM0supλmax

(

−U̇M (t)− ε1U̇L(t)
)

‖~x‖2,

|~x⊤G~z| 6 ω0 (A−B + C) ‖~x‖‖~z‖, ~x⊤G~x 6 ω0 (A−B + C) ‖~x‖2,

(17)

где наибольшее и наименьшее собственные числа матрицы M обозначены
через λmin(M) и λmax(M) и операции sup и inf выполняются для всех t ∈ R.
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Обозначим:

d1 = min{A,B,C}, d2 = max{A,B,C}, d3 = A−B + C,(18)

d41 = infλmin

[

−A−1
J (UM (t)+ ε2UL(t))

]

, d42 = infλmin (−UM (t)− ε1UL(t)),

d51= supλmax

[

−A−1
J

(

U̇M (t)+ε2U̇L(t)
)]

, d52= supλmax

(

−U̇M (t)−ε1U̇L(t)
)

.

В соответствии с (17), (18) функция Ляпунова может быть оценена снизу:

V (t, ~y, ~̇y) >
1

2
‖~y‖2

(

µkM0d41 + χkM0d42 − d2a1ω
2
0

)

+
1

2
‖~̇y‖2

(

d1χ−
d2
a1ω

2
0

)

,

где a1 > 0 — некоторая постоянная величина.

Соответственно, если выполняются приведенные ниже неравенства

χ >
d2

d1a1ω
2
0

, χ >
d2a1ω

2
0 − µkM0d41
kM0d42

,(19)

то функция Ляпунова (15) будет положительно определенной.

Кроме того, числа c > 0 и δ0 > 0 могут быть выбраны таким образом, что-
бы выполнялось неравенство:

V̇ (t, ~y, ~̇y)|(14) 6
1

2
‖~y‖2

(

a2ω
2
0d3 + µkM0d51 + χkM0d52 − 2kM0d42

)

+

+ ‖~̇y‖2
(

d2 +
d3
2a2

− χµkM0d41

)

+ c
(

χ‖~̇y‖+ ‖~y‖
)(

‖~̇y‖2 + ‖~y‖2
)

для t > 0, ‖~y‖ < δ0, ‖~̇y‖ < δ0 , где a2 > 0 – некоторая постоянная величина.

Таким образом, при выполнении условий

kM0 >
a2ω

2
0d3

2d42 − µd51 − χd52
, χ >

d2 + d3/(2a2)

µkM0d41
, χ <

2d42 − µd51
d52

(20)

производная функции (16) в силу системы (14) отрицательно определена.

Те ор ем а 1. Если для заданных параметров ИСЗ A,B,C,Q, парамет-

ров орбиты R, i и параметров управления kL0, kM0, hL0, hM0 имеются поло-

жительные числа a1, a2 и χ, для которых неравенства (19), (20) выполне-

ны, тогда программное движение (2) для системы (7), (8) асимптотически

устойчиво.

Доказательство теоремы дано в Приложении.

5. Численные эксперименты

Для оценки влияния предложенных модификаций диссипативного момен-
та на процесс стабилизации углового движения ИСЗ проведем серию чис-
ленных экспериментов для следующих параметров ИСЗ: A = 1000кг × м2,

55



0.8

0.6

0.4

0.2

0

–0.2

р
а
д

10 20 30
u

φ( )u ψ( )u θ( )u φ ( )mod1 u ψmod1( )u θ ( )mod1 u

Рис. 2. Изменение «самолетных» углов ϕ(u), ψ(u), θ(u) ориентации ИСЗ при
управлении (9) и ϕmod1(u), ψmod1(u), θmod1(u) при управлении (10).
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Рис. 3. Изменение «самолетных» углов ϕ(u), ψ(u), θ(u) ориентации ИСЗ при
управлении (9) и ϕmod2(u), ψmod2(u), θmod2(u) при управлении (11).

B = 1300кг × м2, C = 700кг × м2, Q = 15 × 10−3 Кл, орбиты: R = 7× 106 м,
i = 30◦ и управления: kL0 = 2,5× 10−3 Н × м, kM0 = 2× 10−3 Н × м, hL0 =
= 0,2Н × м × с, hM0 = 1,0Н × м × с.

Желаемая ориентация ИСЗ определяется следующими значениями «са-
молетных» углов: ϕ0 = 0,2рад, ψ0 = 0,4рад, θ0 = 0,6рад.

При компьютерном моделировании геомагнитное поле моделируется с ис-
пользованием октупольного приближения, гауссовы коэффициенты опреде-
ляются согласно модели МПЗ (IGRF) 13-го поколения [38]. Следует отме-
тить, что порядок аппроксимации модели МПЗ не ограничен для предлагае-
мого электродинамического метода управления, а именно, построенный ме-
тод управления позволяет использовать мультипольную модель МПЗ любого
порядка.
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Рис. 4. Модуль вектора ~K в случае закона формирования диссипативных ком-
понент в виде (11).
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Рис. 5. Изменение «самолетных» углов ϕ(u), ψ(u), θ(u) ориентации ИСЗ при
управлении (9) и ϕmod3(u), ψmod3(u), θmod3(u) при комбинации вариантов (10)
и (11).

Для выбранных параметров ИСЗ, орбиты и управления, удовлетворяющих
достаточным условиям асимптотической устойчивости, проведено численное
интегрирование нелинейных дифференциальных уравнений (7), (8).

Процесс стабилизации ИСЗ показан на рис. 2–5 для следующих начальных
условий: ϕ(0) = −0,2рад, ψ(0) = 0,0рад, θ(0) = 0,1рад, Ωx(0) = ωx(0)/ω0 =
= 0,3, Ωy(0) = ωy(0)/ω0 = 1,1, Ωz(0) = ωz(0)/ω0 = 0,5. Здесь и далее на ри-
сунках по горизонтальным осям откладывается безразмерная переменная u,
для которой u = 5 соответствует t = 4638,22 с или примерно 1ч 17мин. На
рис. 2 показан процесс стабилизации при модифицированных диссипативных
составляющих управляемых векторов (10) и при использовании диссипатив-
ных компонент управляемых векторов в виде (9).

На рис. 3 показан процесс стабилизации при модифицированных дисси-
пативных составляющих управляемых векторов (11) и при использовании
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диссипативных компонент управляемых векторов в виде (9). При численном
интегрировании дифференциальных уравнений в (12) было принято значение
∆ = 0,001.

Заметим, что переходный процесс стабилизации ИСЗ стал более гладким.
Однако, заданная ориентация будет достигнута за достаточно продолжитель-

ное время. Это связано с тем, что | ~K| с некоторого момента времени становит-
ся малой величиной (рис. 4), что приводит к появлению малого знаменателя
в формуле (11) и последующему снижению качества управления.

Для преодоления этого недостатка предлагается объединить подходы (10)
и (11). На рис. 5 показан процесс стабилизации ИСЗ при использовании
комбинации модифицированных диссипативных составляющих управляемых
векторов (10) и (11).

Таким образом, при комбинированном подходе к формированию закона
изменения диссипативных компонент управляемых векторов (4) удается до-
стичь не только стабилизации ИСЗ в орбитальной системе координат в непря-
мом положении равновесия (2) (в общем случае), но и получить сравнительно
более гладкий и быстрее сходящийся переходный процесс стабилизации ИСЗ
с использованием уже имеющихся органов управления.

Следует заметить, что в процессе численных экспериментов анализиро-
вался вопрос о реализуемости управления с точки зрения ограниченности
величин управляемых векторов (4). Установлено, что при таком выборе па-
раметров управления управляющие моменты (3) не превосходят гравитаци-
онного момента по порядку величины.

6. Заключение

В статье рассмотрена задача электродинамического управления угловым
движением заряженного ИСЗ, обладающего собственным магнитным момен-
том, и его стабилизации в орбитальной системе координат в произвольном по-
ложении. Предложены три варианта формирования диссипативного момента,
которые могут быть реализованы с помощью имеющихся органов управления.
Первые два, рассмотренные в отдельности, обладают недостатками, которые
можно устранить, если объединить их в одну комбинированную систему фор-
мирования диссипативного момента (третий вариант). Такое комбинирован-
ное электродинамическое управление обладает преимуществами первого и
второго вариантов, а именно позволяет как сократить время стабилизации,
так и снизить амплитуду колебаний переходных процессов. Эти качества име-
ют первостепенное значение, когда на борту ИСЗ находится аппаратура или
устройства, чувствительные к колебаниям. Приведенные результаты числен-
ных экспериментов демонстрируют работоспособность предложенного моди-
фицированного метода управления угловым движением ИСЗ, а также его
эффективность.

С помощью метода функций Ляпунова получены достаточные условия
устойчивости программного движения, выраженные явным образом через па-
раметры ИСЗ, орбиты и параметры управления.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Симметричные матрицы SL(t) = {lij}
3
i,j=1, SM (t) = {bij}

3
i,j=1 с элементами

lij и bij (см.раздел 4) имеют вид:

l11(t) = Q(−Bζ(sinψ0vCξ − cosψ0vCη)(−BηvCξ +BξvCη) sin θ0−

−B2
ζv

2
Cξ cosψ0 −B2

ζvCξvCη sinψ0 − cos θ0(−BηvCξ +BξvCη)
2) cosϕ0−

−Bζ(BζvCξ(sinψ0vCξ − cosψ0vCη) sin θ0+

+ (BξvCη −BηvCξ)(cos θ0vCξ − cosψ0vCξ − sinψ0vCη)) sinϕ0;

l12(t) = l21(t) = QvCη(((BηvCξ −BξvCη) cos θ0 +Bζ sin θ0(cosψ0vCη−

− sinψ0vCξ)) sinϕ0 −Bζ cosϕ0(cosψ0vCξ + sinψ0vCη))Bζ ;

l13(t) = l31(t) = QvCη(((BηvCξ −BξvCη) cos θ0 +Bζ sin θ0(cosψ0vCη−

− sinψ0vCξ)) cosϕ0 +Bζ sinϕ0(cosψ0vCξ + sinψ0vCη))Bζ ;

l22(t) = −Q(−(BξvCη −BηvCξ)(Bζ sin θ0(− sinψ0vCξ + cosψ0vCη)−

− cos θ0(BξvCη −BηvCξ)) cosϕ0 + ((Bξv
2
Cη −BηvCηvCξ) sin θ0+

+BζvCη(cosψ0vCη − sinψ0vCξ) cos θ0−

− sinϕ0(−BηvCξ +BξvCη)(cosψ0vCξ + sinψ0vCη))Bζ);

l23(t) = l32(t) = −QvCξ(((BηvCξ −BξvCη) cos θ0+

+Bζ sin θ0(cosψ0vCη − sinψ0vCξ)) cosϕ0+

+Bζ sinϕ0(cosψ0vCξ + sinψ0vCη))Bζ ;

l33(t) = −Q(−vCξ((BηvCξ −BξvCη) cos θ0+

+Bζ sin θ0(− sinψ0vCξ + cosψ0vCη)) sinϕ0+

+BζvCη(− sinψ0vCξ + cosψ0vCη) cos θ0 + (−BηvCηvCξ +Bξv
2
Cη) sin θ0+

+Bζ cosϕ0vCξ(cosψ0vCξ + sinψ0vCη))Bζ ;

b11(t) = (−Bζ(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0) sin θ0 +BξBη sinψ0−

−B2
η cosψ0 −B2

ζ cos θ0) cosϕ0 − ((BξBη cosψ0 +B2
η sinψ0) sin θ0+

+Bζ(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη +Bη cos θ0)) sinϕ0;

b12(t) = b21(t) = ((Bζ cos θ0 + sin θ0(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0)) sinϕ0−

− cosϕ0(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη))Bξ;

b13(t) = b31(t) = Bξ((Bζ cos θ0 + sin θ0(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0)) cosϕ0+

+ sinϕ0(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη));

b22(t) = −Bζ(Bζ cos θ0 + sin θ0(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0)) cosϕ0 − (B2
ξ cosψ0+

+BξBη sinψ0) cos θ0 +Bζ(sin θ0Bξ − sinϕ0(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη));

b23(t) = b32(t) = Bη((Bζ cos θ0 + sin θ0(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0)) cosϕ0+

+ sinϕ0(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη));

b33(t) = −Bη(Bζ cos θ0 + sin θ0(Bξ cosψ0 +Bη sinψ0)) sinϕ0 − (B2
ξ cosψ0+

+BξBη sinψ0) cos θ0 + sin θ0BξBζ + cosϕ0Bη(Bξ sinψ0 − cosψ0Bη).
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Разрешим неравенства (19), (20) отно-
сительно χ и перепишем их в виде:

1) χ >
d2

d1a1ω2
0

,

2) χ >
d2a1ω

2
0 − µkM0d41
kM0d42

,

3) χ <
2kM0d42 − µkM0d51 − a2ω

2
0d3

kM0d52
=

2d42 − µd51
d52

−
a2ω

2
0d3

kM0d52
,

4) χ >
d2 + d3/(2a2)

µkM0d41
,

5) χ <
2d42 − µd51

d52
.

(Π.1)

Неравенства 1), 2) и 4) системы (Π.1) определяют нижнюю границу для
числа χ.

Обозначим: χ1 =
d2

d1a1ω2

0

; χ2 =
d2a1ω2

0
−µkM0d41

kM0d42
; χ4 =

d2+d3/(2a2)
µkM0d41

. Заметим, что
χ1, и χ2 зависят от параметра a1, причем с ростом параметра a1 значение
χ1(a1) убывает по гиперболическому закону, а χ2(a1) растет линейно. Таким
образом, чтобы минимизировать max{χ1, χ2}, параметр a∗1 выбирается так,
чтобы χ1(a

∗

1) = χ2(a
∗

1).

Неравенства 3) и 5) системы (Π.1) определяют верхнюю границу до-

пустимых значений параметра χ. Если
a2ω2

0
d3

kM0d52
> 0, то неравенство 5) яв-

ляется следствием неравенства 3). Обозначим искомую границу: χ3 =

=
2kM0d42−µkM0d51−a2ω2

0
d3

kM0d52
. Следовательно, система неравенств (Π.1) упроща-

ется до следующего неравенства:

max{χ1(a
∗

1), χ4} < χ3.

Аналогично заметим, что χ3 и χ4 зависят от параметра a2. При этом χ3

убывает линейно, в то время как χ4 убывает гиперболически. Чтобы опре-

делить значение χ, требуется определить непустой интервал
[

a
(1)
2 , a

(2)
2

]

, где

неравенство χ4 < χ3 выполняется для каждой точки внутри этого отрезка.

Из уравнения χ3(a2) = χ4(a2) найдем корни a
(1)
2 и a

(2)
2 .

Если длина искомого отрезка
[

a
(1)
2 , a

(2)
2

]

стремится к нулю, то она умень-

шается до точки a∗2, где значение a∗2 можно найти из равенства угловых ко-
эффициентов прямой χ3(a2) и касательной к кривой χ4(a2). Следовательно,
a∗2 =

√

d52/(2µω2
0d41). Такой выбор константы a2 может быть рекомендован

для численного анализа достаточных условий асимптотической устойчиво-
сти. Окончательно, система неравенств (Π.1) сводится к неравенству

max{χ1(a
∗

1), χ4(a
∗

2)} < χ3(a
∗

2).(Π.2)
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Если неравенство (Π.2) не выполняется, потому что χ1(a
∗
1) > χ3(a

∗
2), то

можно выбрать соответствующее значение a2, уменьшив его до a
(1)
2 .

Теорема доказана.
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