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Введено понятие реализуемости нечеткого графа и сформулированы
две оптимизационные задачи, сводящиеся к построению оптимальных по-
крывающих деревьев для нечетких графов. Критериями оптимальности
являются реализуемость графа и минимальность длины дерева с учетом
реализуемости. Эти задачи являются многокритериальными, чем принци-
пиально отличаются от аналогичной задачи для четких графов. Описан
точный метод решения упомянутых задач, имеющий достаточно высо-
кую вычислительную сложность. Для построения минимального покры-
вающего дерева нечеткого графа предложен простой эвристический ал-
горитм с невысокой вычислительной сложностью, но не гарантирующий
абсолютной его минимальности. Метод проиллюстрирован на примере.
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1. Введение

При разработке электронных устройств часто необходимо электрически
соединить несколько контактов. Желательно получить схему с минималь-
ным количеством проводников. Решение этой задачи можно получить с ис-
пользованием модели связного неориентированного графа G(V,E), где V –
множество вершин, E – множество возможных соединений между парами
вершин. Для каждого ребра (u, v) ∈ E можно задать вес w(u, v), определяю-
щий стоимость соединения u и v. Для минимизации затрат на соединение
вершин необходимо найти ациклическое подмножество T ⊆ E, соединяющее
все вершины, чей общий вес w(T ) =

∑
(u,v)∈T w(u, v) минимален. Поскольку

множество T ациклическое и связывает все вершины, оно должно образовы-
вать дерево, называемое минимальным покрывающим (остовом).

Рассмотрим еще один случай, когда исходное устройство представляет со-
бой совокупность подсхем и задано множество пар подсхем, которые могут
взаимно диагностировать друг друга. Предположим, что эти пары имеют
многоканальные связи для взаимной диагностики. Каждая многоканальная
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связь пары подсхем имеет вес, равный ее стоимости. По аналогии с преды-
дущей задачей требуется построить ациклическое подмножество подсхем,
соединяющих все взаимно диагностируемые пары и имеющих минимальный
вес. Понятно, что решение этой задачи также сводится к построению мини-
мального покрывающего дерева.

Приведенные задачи относятся к теории графов, имеющих многие практи-
ческие приложения, которые связаны с решением разнообразных оптимиза-
ционных задач в различных областях. Обширная литература, посвященная
их решению, в значительной части относится к классической теории гра-
фов. В ней граф является детерминированным и его описание не содержит
никаких неопределенностей. Такие графы принято называть четкими. Полу-
ченные для них многочисленные результаты, а также основные понятия и
конструкции теории графов представлены в монографиях [1, 2]. Поэтому в
тексте статьи, как правило, ссылки на них не даются, предполагая знаком-
ство с ними читателя.

Задача построения покрывающих деревьев для классических графов ак-
тивно исследовалась с 20-х гг. прошлого века. Так, в 1926 г. был опубликован
алгоритм ее решения, предложенный Борувкой, который позже неоднократно
переоткрывался (Флорек, Перкалели, Соллини). Для решения задачи исполь-
зовались различные подходы. Так, на основе алгоритма Боровки был реали-
зован рандомизированный алгоритм, работающий в среднем за линейное вре-
мя. Автором монографии [3] Майникой Э. был предложен его собственный
алгоритм; в этой монографии, 2-я глава которой полностью посвящена упо-
мянутой задаче, излагаются также ныне широко используемые алгоритмы
Прима [4] и Крускала [5]. Упомянутые выше алгоритмы основывались на
использовании идеи упорядочения ребер графа по весу и их инцидентности.

В связи с распространением ныне компьютерных сетей и разработками но-
вого математического аппарата (например, генетических алгоритмов) в по-
следнее время появились публикации, к примеру [6, 7], в которых для по-
строения покрывающих деревьев возникли новые подходы, относящиеся к
эволюционным вычислениям.

К сожалению, модель четкого графа не применима во многих реальных
ситуациях, когда точное описание объекта исследования и его функциониро-
вания отсутствует и получить его принципиально невозможно. В этом случае
нужны новые средства, отражающие возникающие неопределенности. В ста-
тье Л. Заде [8] такие средства были предложены: им введено понятие нечет-
кого множества, ставшего основой для создания ныне широко используемой
в приложениях теории нечетких множеств.

Сейчас к одному из активно развивающихся направлений относится тео-
рия нечетких графов. Интерес к ней в последнее десятилетие связан с ис-
пользованием ее результатов в важных практических приложениях. В ка-
честве примеров, кроме упомянутых выше, приведем проблему живучести
систем, оценки информационной надежности сложных систем, моделирова-
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ния гетерогенных систем. Феномен нечеткости присутствует и при решении
многих оптимизационных проблем экономического характера. Так, укажем
на известную проблему проектирования сети дорог для некоторого региона
с минимальными затратами на ее строительство. Если перечень дорог и их
параметров между городами региона точно известен, то с использованием
модели четкого графа проблема имеет точное решение. Для его получения
разработано несколько эффективных алгоритмов [3].

Если вопрос о целесообразности прокладки отдельных дорог между неко-
торыми парами городов не имеет однозначного ответа, то возникающая
неопределенность требует для решения упомянутой выше проблемы иной
модели.

Для иллюстрации метода решения задачи построения покрывающего дере-
ва для нечеткого графа далее используем задачу проектирования сети дорог
региона. Это связано с ее популярностью, легко понимаемой постановкой и
интерпретацией.

В теории четких графов проблема проектирования сети дорог сводится к
построению для графа покрывающего дерева. При возникающей неопреде-
ленности эта проблема может быть решена с привлечением модели нечеткого
графа и сводится она тоже к построению покрывающего дерева. Предлагае-
мая статья посвящена построению покрывающих деревьев для нечетких гра-
фов, оптимальных по критериям, которые отличны от критерия, принятого
в четких графах.

2. Некоторые понятия и определения

Вначале напомним необходимые понятия, используемые далее. Все они
трактуются так, как это изложено в монографии А. Кофмана [9]. Начнем с
понятия нечеткого множества. Пусть множество A есть подмножество мно-
жества E(A⊂E). Принадлежность элемента x ∈ A записывается с помощью
функции µA(x), принимающей любое неотрицательное значение в упорядо-
ченном множестве M , в частности из отрезка [0,1]. Математический объект,
представленный в виде

A = {(x1|µA(x1)), (x2|µA(x2)), . . . , (xn|µA(xn))},

где µA(xi) определяет степень принадлежности элемента xi множеству A,
называется нечетким подмножеством множества E. Теперь напомним опре-
деление нечеткого графа [9]. Пусть E1, E2 – два множества и пусть x ∈ E1,
а y ∈ E2. Множество пар (x, y) определяет прямое произведение E1 × E2.
Нечеткое подмножество G такое, что

∀(x, y) ∈ E1 × E2 µG(x, y) ∈ M,

где M – множество степеней принадлежности E1 × E2, называется нечетким
графом. Если пары (x, y) рассматривать как упорядоченные, то соответст-
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вующий граф обычно называют нечетким ориентированным графом. Нечет-
кие графы, как и четкие, изображаются в виде вершин и ребер (дуг), связы-
вающих их.

Встречающиеся в тексте статьи термины обычно имеют тот же смысл,
что и в теории четких графов. Если же некоторые понятия для нечетких
графов не совпадают с аналогичными понятиями для четких графов, то это
будет оговариваться особо. Условимся для нечетких неориентированных гра-
фов длину ребра (x, y) обозначать как a(x, y). Напомним теперь понятие по-
крывающего (остовного) дерева графа: это ациклический связный подграф
данного связного графа, в который входят все его вершины.

3. Содержательная формулировка задач

Вначале приведем некоторые комментарии к задаче о построении покры-
вающего дерева для нечеткого графа. В регионе, содержащем несколько горо-
дов, рассматривается проект строительства дорог, связывающих каждую па-
ру его городов (не обязательно непосредственно, возможна связь транзитом).
Задано множество пар городов, для которых строительство связывающей их
непосредственно дороги возможно (разрешено). Длины дорог между парами
городов из заданного множества известны. Для каждой такой дороги имеет-
ся также оценка целесообразности включения ее в проект (например, исходя
из приносимого ею экономического эффекта и затрат на строительство). Та-
кая оценка задается в виде числа из некоторого упорядоченного множества
M (в частности, из отрезка [0,1]), понимаемого как степень принадлежности
дороги создаваемому проекту сети.

В качестве математической модели сети дорог далее используется нечет-
кий граф, где множество городов региона – это множество вершин, а мно-
жество дорог проекта – множество его ребер. В отличие от четкого графа,
где весом каждого ребра (x, y) обычно является одно число, интерпретируе-
мое как его длина, для нечеткого графа весом является упорядоченная пара
чисел (a(x, y), µG(x, y)). Первое число – длина ребра, второе – степень его
принадлежности. Понятно, что теперь оптимальность проекта может оцени-
ваться по двум критериям, ассоциируемым с компонентами пары. Поэтому в
статье рассматриваются две задачи оптимизации, содержательные формули-
ровки которых приводятся ниже. Требуется разработать проект сети дорог
(построить покрывающее дерево), связывающий все города региона, который:

1) обеспечивает максимальную вероятность его построения (максималь-
ную сумму степеней принадлежности ребер) при минимально возможной сум-
ме длин всех дорог, входящих в проект, с использованием параметров задан-
ного нечеткого графа, являющегося моделью проекта сети;

2) обеспечивает минимальную сумму длин всех дорог сети при максималь-
но возможной сумме степеней их принадлежности, используя параметры за-
данного нечеткого графа, являющегося моделью проекта сети. Далее в ос-
новном используется терминология, в которой проект сети дорог и ее мате-
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матическая модель (покрывающее дерево нечеткого графа) являются сино-
нимами.

Известно [3], что при решении аналога этой задачи для четкого графа в
качестве критерия оптимальности используется минимальность суммарной
длины дорог проекта сети. В этом случае задача сводится к построению
минимального покрывающего дерева для графа, в котором вершинами яв-
ляются города, а длины ребер (дорог), связывающих пары городов, извест-
ны. Решение сформулированных задач для нечеткого графа также сводится
очевидным образом к построению для него некоторых оптимальных покры-
вающих деревьев, но в ином толковании (понимании) различного вида его
оптимальностей. Поиск публикаций в приведенной здесь или близкой к ней
постановкам задач для нечеткого графа общего вида показал их отсутствие.

4. Реализуемость и минимальность покрывающего дерева

Чтобы пояснить вводимые ниже понятия, выскажем соображения и мо-
тивацию их введения для нечетких графов. Если нечеткий граф G(X,E)
есть математическая модель сети для решения рассматриваемой задачи, то
множество E в ней состоит только из «разрешенных» ребер, для которых
µG(x, y) > 0. Как было сказано выше, вес каждого ребра (x, y) есть упорядо-
ченная пара чисел a(x, y), µG(x, y), где второе число в паре – степень принад-
лежности ребра (x, y) множеству E. Эту величину всегда можно трансфор-
мировать в вероятность P (x, y) принадлежности ребра (x, y) множеству E.
Легко видеть, что функция принадлежности нечеткого множества напоми-
нает плотность распределения вероятностей. Отличие состоит только в том,
что сумма вероятностей по всем возможным значениям случайной величи-
ны всегда равна 1, а сумма S значений функции принадлежности всех дуг в
нечетком графе может быть любым неотрицательным числом. В связи с этим
и возникает возможность преобразования функции принадлежности ребра
графа в функцию распределения вероятностей. Такое сведение осуществля-
ется просто нормированием функции принадлежности делением ее значения
для каждого ребра нечеткого графа на величину S (при S 6= 0 ). Этот способ
использовался и ранее в ряде публикаций.

В теории нечетких множеств ненулевая степень принадлежности ребра
трактуется только как потенциальная возможность его включения в граф.
Естественно, что эта возможность тем выше, чем больше эта степень. Од-
нако понятно, что реальное включение ребра (с ненулевой оценкой вероят-
ности) в граф не обязательно осуществится. Это сопоставимо с аналогичной
ситуацией в теории вероятностей, когда некоторое событие имеет ненулевую
вероятность появления, но это не означает, что оно обязательно произойдет.

Заданный нечеткий граф предполагается связным, поскольку иначе у него
не будет существовать покрывающего дерева. Однако реально в графе могут
отсутствовать некоторые ребра, имеющие ненулевое значение принадлежно-
сти, из-за чего он может утратить свойство связности. Чтобы по возможности
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избежать этого, требуется обеспечить для каждого ребра (дороги), включае-
мого в покрывающее дерево, максимальное значение принадлежности и тем
самым максимальную вероятность реального существования покрывающего
дерева.

Для дальнейшего изложения предварительно введем следующие обозначе-
ния: E = {(a1, b1), . . . , (az , bz)} – множество ребер нечеткого графа G(X,E),
Rect (G(X,E)) – реализуемость графа G(X,E), Lect (G(X,E)) – суммарная
длина всех ребер графа G(X,E), Pbe (x, y) – вероятность принадлежности
ребра (x, y) множеству E = {(a1, b1), . . . , (az , bz)}, Mct (G(X,E)) – минималь-
ное покрывающее дерево графа G(X,E), Lct (G(X,E)) – длина покрываю-
щего дерева графа G(X,E). Используя эти обозначения, приведем некоторые
определения.

Реализуемостью покрывающего дерева нечеткого графа G(X,E) назовем
число, являющееся суммой вероятностей принадлежности всех ребер, вхо-
дящих в это дерево, т.е. Rect (G(X,E)) =

∑z
i=1 PbeG(ai, bi). Таким образом,

реализуемость проекта сети дорог – это оценка (в виде вероятности) возмож-
ности реального существования покрывающего дерева для заданного нечет-
кого графа при заданных вероятностях принадлежности его ребер. Заметим,
что понятие реализуемости хорошо согласуется со здравым смыслом: чем
больше значение реализуемости, тем больше шансов реально построить для
него покрывающее дерево.

Длиной покрывающего дерева нечеткого графа назовем число, равное сум-
ме длин всех входящих в него ребер, т.е. Lect (G(X,E)) =

∑z
i=1 a(ai, bi). По-

крывающее дерево минимальной длины нечеткого графа Mct (G(X,E)) бу-
дем называть минимальным покрывающим деревом.

Покрывающее дерево, имеющее максимальную реализуемость и при этом
минимально возможную длину (оптимальность по длине дерева) при задан-
ных оценках вероятности принадлежности его ребер, назовем оптимальным

по реализуемости.

Теперь дадим строгую формулировку сформулированной в предыдущем
разделе статьи первой задачи: для заданного нечеткого неориентированного
графа требуется построить оптимальное по реализуемости покрывающее
дерево. Вторая задача теперь формулируется так: для заданного нечеткого
неориентированного графа требуется построить минимальное покрывающее

дерево.

5. Метод поиска оптимальных покрывающих деревьев

Поскольку в задании нечеткого графа присутствует функция принадлеж-
ности, то возникает проблема ее получения. Ее исследование началось с вве-
дения понятия нечеткого графа, но продолжается и поныне. По этой тема-
тике имеется много публикаций, например, [10–12]. Заметим, что для вы-
числения значения вероятности некоторого события с заданной точностью
требуется проведение значительного количества экспериментов (в принципе
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стремящегося к бесконечности). Поскольку это не всегда целесообразно из-
за большой трудоемкости, часто ограничиваются некоторым приближенным
значением. Отметим, что методы определения значений необходимых пара-
метров для получения значения результатов с заданной точностью ныне хо-
рошо разработаны в теории выборочных исследований. Укажем, например,
на монографию [13], в которой эти вопросы освещены подробно. Проблема
построения функции принадлежности лежит вне рамок данной статьи, по-
этому далее предполагается, что при задании нечеткого графа эта функция
уже построена.

Для построения оптимального по реализуемости покрывающего дерева
нечеткого графа ниже предлагается метод, который использует результаты,
полученные для решения аналогичной задачи поиска минимального покры-
вающего дерева в классической теории графов. Так, в [1, гл. 7, п. 2] пред-
ставлена с доказательством корректности процедура построения всех покры-
вающих деревьев четкого графа. Если в заданном нечетком графе удалить
из веса каждого его ребра вторую компоненту (значение принадлежности)
соответствующей пары, то в результате получим соответствующий ему чет-
кий граф Ĝ(X,E). Этот граф является частным случаем исходного нечет-
кого графа, у которого все ребра заданного графа присутствуют независи-
мо от значений их принадлежности. Воспользовавшись упомянутой проце-
дурой, построим для Ĝ(X,E) множество всех его покрывающих деревьев,
которое обозначим через Ct(Ĝ(X,E)) = {G1, . . . , Gk}. Далее для каждого из
ребер покрывающих деревьев множества вернем в его вес вторую компонен-
ту (значение принадлежности), тем самым превратив эти деревья в нечет-
кие. Очевидно, что после этого преобразования четкие покрывающие деревья
множества Ct(Ĝ(X,E)) по-прежнему остались покрывающими деревьями и
трансформировались во множество Ct(G(X,E)) = {Ḡ1, . . . , Ḡk} всех покры-
вающих деревьев заданного нечеткого графа G(X,E).

Для каждого нечеткого покрывающего дерева из множества Ct(G(X,E))
вычислим его реализуемость Rect (Ḡi), i = 1, . . . , k и найдем среди них дере-
во (их может быть несколько) с максимальной реализуемостью. Далее для
каждого нечеткого покрывающего дерева из множества Ct(G(X,E)) вычис-
лим Lect (Ḡi), i = 1, . . . , k, – его длину. Оптимальное покрывающее дерево
по реализуемости для заданного графа можно найти, используя полученные
данные.

Условимся, что все покрывающие деревья множества Ct(G(X,E)) про-
нумерованы. Пусть MaxR – это множество номеров деревьев с максималь-
ной реализуемостью, а ML – это множество номеров деревьев из множества
Ct(G(X,E)), длины которых были подсчитаны.

Пусть MaxR = {v1, . . . , vz}. Образуем множество всех пар (vi, длина де-

рева vi), где i = 1, . . . , z. Среди всех этих пар найдем такую, у которой дли-
на дерева минимальна, пусть у нее соответствующее дерево имеет номер i0.
Понятно, что покрывающее дерево с номером i0 является оптимальным по

38



реализуемости. Если множество MaxR содержит только один элемент, то оп-
тимальное дерево имеет именно этот номер. Если таких деревьев окажется
несколько, то среди элементов (vi, длина дерева vi) упомянутого выше мно-
жества выберем дерево j0 c минимальной длиной. Понятно, что тогда опти-
мальным по реализуемости является дерево с номером j0.

Вторая задача оптимизации (по минимизации покрывающего дерева) ре-
шается аналогичным образом. Сначала во множестве пар (vi, длина дерева vi)
выберем минимальное покрывающее дерево. Если это только одно дерево с
номером i0, то это дерево со значением реализуемости Rect(Gi0) является
оптимальным по минимальности. Если таких деревьев несколько (c номера-
ми i10, i

2
0, . . . , i

r
0), то найдем среди них дерево j0 с максимальным значением

реализуемости. Очевидно, что именно это дерево является оптимальным по
минимальности покрывающего дерева.

Предложенный метод базировался на возможности построения множества
всех покрывающих деревьев графа. Такая необходимость возникает иногда
при потребности отбора «лучшего» покрывающего дерева, но сам критерий
отбора очень трудоемок. В этой ситуации решение задачи оптимизации может
оказаться практически невыполнимым. В [1] указано, что еще в XIX в. была
получена формула для вычисления числа всех покрывающих деревьев полно-
го связного неориентированного графа с n вершинами. Это число равно nn−2.
Из формулы очевидно, что число покрывающих деревьев растет очень быст-
ро с ростом n. Этот факт роста справедлив не только для полных, но и для
всех других видов графов. В связи с этим нужен эффективный метод по-
рождения исчерпывающего, но без повторений, множества всех упомянутых
деревьев. Такие методы были предложены, но, к сожалению, практически
они тоже не всегда решают задачу из-за достаточно высокой трудоемкости.

6. Эвристический алгоритм построения минимального
по длине покрывающего дерева

По высказанным выше причинам желательно располагать методами при-
ближенного решения рассматриваемой задачи вместо точного, но более при-
емлемыми при практической реализации.

Отметим, что принципиальное отличие рассматриваемых здесь задач для
нечеткого графа от аналогичной задачи для четкого графа заключается в
том, что в данном случае она превращается в задачу многокритериальной
оптимизации [14]. В большинстве реальных практических задач приходится
выполнять оптимизацию по многим критериям и в общем случае их можно
сформулировать следующим образом:

max{z1 = f1(x), . . . , zq = fq(x)}, gi(x) > 0, i = 1, . . . ,m, x > 0.

Здесь пространство поиска решений таково:

S = {x ∈ Rn|gi(x) > 0, i = 1, . . . ,m, x > 0}.
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При решении многокритериальных задач ищется решение, которое лучше
всех остальных. Однако не обязательно существует такое решение, которое
является лучшим относительно всех критериев. Это происходит вследствие
наличия всевозможных конфликтов. Очевидно, что решение может быть луч-
шим относительно одного критерия и в то же время худшим относительно
других критериев. Поэтому при многокритериальной оптимизации выполня-
ется поиск решений, которые являются оптимальными по концепции Парето
[15, 16].

В рассматриваемых задачах имеется фактически два критерия: первый –
значение реализации покрывающего дерева, которое надо максимизировать,
а второй – длина покрывающего дерева, которую надо минимизировать. Мно-
гокритериальная оптимизация является естественным развитием обычной
численной или комбинаторной оптимизации. Поэтому многие разработанные
методы были распространены на этот общий случай. Отметим, что для мно-
гокритериальной оптимизации центральным вопросом является построение
целевой функции. За последние десятилетия разработано несколько подходов
к этой проблеме, в том числе векторная оценка, ранжирование по Парето, ис-
пользование взвешенных сумм.

Надо отметить, что подход со взвешенными суммами в последние годы
один из популярных, где новая общая целевая функция строится из отдель-
ных целевых функций в виде взвешенной суммы

F (x) =

k∑

i=1

wifi(x), wi ∈ [0, 1],

k∑

i=1

wi = 1.

Здесь каждой целевой функции fi(x) присваивается свой вес, и задача
сводится к скалярному случаю. При этом различные веса wi дают разные
решения в смысле Парето. Понятно, что с учетом разнообразия природы от-
дельных целевых функций задача выбора весовых коэффициентов является
достаточно сложной.

Предлагаемый ниже подход также будет сводить задачу к скалярному слу-
чаю, но метод сведения отличен от метода взвешенных сумм.

Известно [2, гл. 23], что для решения задачи о поиске минимального по-
крывающего дерева для четкого графа разработано несколько алгоритмов.
К числу наиболее популярных относятся алгоритмы Прима и Краскала. Они
оба являются жадными алгоритмами, т.е. используют стратегию выбора ва-
рианта, наилучшего в данный момент. Эта стратегия в общем случае не га-
рантирует получения абсолютного оптимума. Однако было доказано, что на-
званные алгоритмы действительно строят минимальные покрывающие дере-
вья. Важным также является то, что оба алгоритма реализуются для четкого
графа G(X,E) за время работы O(XlgE) [2], что является хорошим показа-
телем. Исходя из сказанного можно сделать вывод, что если свести рассмат-
риваемую задачу для нечеткого графа к той же задаче для четкого, чтобы
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можно было воспользоваться алгоритмами Прима или Краскала, то это было
бы приемлемым решением.

Возможной реализацией высказанной идеи является предложение подхо-
дящего способа преобразования заданного нечеткого графа в четкий. Пред-
ставляется, что такое преобразование должно сохранить структуру исходного
графа (множества вершин и ребер, а также связей между ними), но произве-
сти подходящим способом замену веса каждого ребра (упорядоченной пары
значений) одним скалярным значением. Фактически это означает, что значе-
ние скаляра должно каким-то образом отражать в себе информацию о веро-
ятности принадлежности ребра и его длине.

Понятно, что такое сведение не должно быть трудоемким и должно огра-
ничиваться выполнением достаточно простых действий с компонентами веса.
С точки зрения простоты подходящими являются, например, арифметиче-
ские операции с ними. Понятно, что поскольку эти компоненты имеют раз-
личную и при том иногда несовместимую природу, то операции сложения,
вычитания и деления с ними часто не имеют какого-либо содержательного
смысла, и поэтому наиболее подходящей является операция умножения.

Далее будет предложен эвристический алгоритм для решения задачи по-
строения минимального покрывающего дерева для нечеткого графа, бази-
рующийся на высказанной идее. В нечетком графе G(X,E) каждое реб-
ро (x, y) принадлежит графу с заданной вероятностью P (x, y). Этот факт
может трактоваться следующим образом: при достаточно большом числе N

испытаний (моделирования транспортных потоков в сети) вся дорога (x, y)
будет востребована для проезда не N раз, а только P (x, y)N раз. Аналогич-
но, при каждом отдельном испытании (моделировании конкретного марш-
рута движения транспорта) можно условно считать, что дорога (x, y) дли-
ной a(x, y) используется не полностью, а только ее часть, длина которой рав-
на P (x, y) a(x, y). При проведении N испытаний общая длина пути, прой-
денного по дороге (x, y), равна N(P (x, y) a(x, y)). Тогда за одно испытание в
среднем будет пройден путь P (x, y) a(x, y). В этом случае упомянутую часть
можно трактовать как «длину ребра» (x, y), но теперь уже «взвешенную»
с учетом абсолютной его длины и вероятности принадлежности. Таким об-
разом, вес ребра в заданном исходном нечетком графе G(X,E), представ-
ляющий собой упорядоченную пару, будет заменен одним числом, и теперь
граф превращается в четкий. Заметим, что предложенный вариант замеще-
ния длины a(x, y) ребра на P (x, y) a(x, y), конечно, не может претендовать
на строго обоснованную замену. Это попытка только указать мотив, который
привел к предлагаемой эвристической замене.

После получения эвристическим алгоритмом четкого графа к нему воз-
можно теперь применить алгоритмы Прима и Краскала для построения ми-
нимального покрывающего дерева. После построения в полученном покры-
вающем дереве на каждом его ребре в качестве его веса восстановим ту упо-
рядоченную пару, которая этому ребру соответствовала в исходном нечетком
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графе. В результате будет получено минимальное покрывающее дерево для
заданного нечеткого графа, которое и будет играть роль некоторого прибли-
жения к минимальному.

Понятно, что предложенный эвристический алгоритм не гарантирует по-
строения оптимального покрывающего дерева в соответствии с принятым
критерием минимальности. В общем случае по этому алгоритму будет по-
лучено минимальное (по длине) покрывающее дерево, но значение реализуе-
мости которого может и не оказаться максимальным. В качестве достоинств
предложенного алгоритма отметим его простоту и невысокую сложность вы-
числений.

Для оценки эффективности алгоритма, конечно, необходимо располагать
достаточными статистическими данными результатов его применения, кото-
рые сейчас отсутствуют. Небольшой опыт его апробации показал, что при
гарантированном им построении минимального по длине покрывающего де-
рева отклонения значений его реализуемости от максимальных значений бы-
ли сравнительно незначительны. Проиллюстрируем работу предложенного
алгоритма на небольшом примере. Рассмотрим нечеткий граф, представлен-
ный на рис. 1. Параметры этого графа представлены в таблице.

Параметры примера нечеткого графа

№
Ребро
(x, y)

Вероятность
принадлежности
ребра Pbe(x, y)

Длина
ребра
a(x, y)

Замещающая
длина

Pbe(x, y)× a(x, y)

1 (1,2) 0,099 70 6,93

2 (1,4) 0,099 60 5,94

3 (1,6) 0,099 50 4,95

4 (2,3) 0,096 30 2,88

5 (2,4) 0,089 30 2,67

6 (3,7) 0,092 50 4,60

7 (4,5) 0,089 20 1,78

8 (4,6) 0,080 40 3,20

9 (5,6) 0,094 40 3,76

10 (5,7) 0,091 60 5,46

11 (6,7) 0,072 90 6,48

В отдельном столбце таблицы представлены значения P (x, y) a(x, y), ко-
торые замещают веса ребер (упорядоченные пары) нечеткого графа одним
числом. По этим данным при помощи алгоритма Прима было построено два
различных покрывающих дерева. На рис. 2 приведено дерево, если построе-
ние начиналось с вершины 1; на рис. 3 – начальной была выбрана вершина 7.
Легко проверить, что оба дерева имеют одну и ту же длину, равную 220, и
являются минимальными для соответствующего четкого графа. Каждому из
этих деревьев соответствует нечеткое покрывающее дерево. Если по таблице
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Рис. 1. Пример заданного нечеткого графа.

Рис. 2. Первый вариант дерева.

Рис. 3. Второй вариант дерева.

всем ребрам этих графов приписать вероятности принадлежностей входящих
в них ребер, тогда можно вычислить соответствующие им значения реализуе-
мости. Для графа на рис. 2 значение реализуемости равно числу 0,545, для
графа на рис. 3 – числу 0,559.
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Из этих данных следует, что эвристическим алгоритмом может быть полу-
чено покрывающее дерево, не имеющее максимальной реализуемости. Заме-
тим, что если по данным из таблицы построить минимальное покрывающее
дерево для четкого графа алгоритмом Прима, то оно по структуре совпадает
с графом на рис. 2 и имеет ту же длину 220.

7. Заключение

В статье введено понятие реализуемости покрывающего дерева нечеткого
графа и с его использованием сформулированы две оптимизационные задачи
построения оптимальных покрывающих деревьев. Ранее в такой постановке
аналогичные задачи не рассматривались. В качестве критериев оптималь-
ности используются максимум значения реализуемости дерева и минималь-
ность длины покрывающего дерева. Предложен метод получения точных ре-
шений упомянутых задач, недостатком которого является его трудоемкость.
В связи с этим в статье описан эвристический алгоритм построения мини-
мального по длине покрывающего дерева с учетом его реализуемости. Этот
алгоритм достаточно прост и имеет невысокую вычислительную сложность,
но не гарантирует получения максимума реализуемости. Алгоритм основан
на сведении исходной многокритериальной задачи к задаче с одним критери-
ем (минимальности по длине покрывающего дерева), что эффективно реша-
ется, например, алгоритмами Прима и Краскала.
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