
Автоматика и телемеханика, № 9, 2025

c© 2025 г. А. АХАВАН, д-р (arya.akhavan@stats.ox.ac.uk)
(Оксфордский университет, Великобритания),

А.Б. ЦЫБАКОВ, д-р физ.-мат. наук (alexandre.tsybakov@ensae.fr)
(Центр исследований по экономике и статистике (CREST);

Парижская национальная школа статистики
и экономического управления (ENSAE);

Политехнический институт Парижа, Франция)

БЕЗГРАДИЕНТНАЯ СТОХАСТИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
ДЛЯ АДДИТИВНЫХ МОДЕЛЕЙ1

Рассматривается задача оптимизации нулевого порядка по зашум-
ленным наблюдениям для целевой функции, удовлетворяющей условию
Поляка–Лоясевича или условию сильной выпуклости. Кроме того, пред-
полагается, что целевая функция имеет аддитивную структуру и удовле-
творяет свойству гладкости высокого порядка, характеризуемому гельде-
ровым семейством функций. Аддитивная модель для гельдеровых клас-
сов функций хорошо изучена в литературе по непараметрическому оце-
ниванию функций; в частности, показано, что точность оценивания для
такой модели существенно лучше, чем для гельдеровой модели без адди-
тивной структуры. В данной статье аддитивная модель изучается в зада-
че безградиентной оптимизации. Предлагается рандомизированная оцен-
ка градиента, позволяющая при подключении к алгоритму градиентного
спуска достичь минимаксно-оптимальной ошибки оптимизации порядка
dT−(β−1)/β, где d – размерность задачи, T – количество пробных точек,
а β � 2 – гельдерова степень гладкости. Устанавливается, что, в отли-
чие от непараметрических задач оценивания, использование аддитивных
моделей в безградиентной оптимизации не приводит к существенному вы-
игрышу в точности.
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1. Введение

Аддитивное моделирование является распространенным подходом к сни-
жению размерности в задачах непараметрического оценивания [1–3]. Оно за-
ключается в следующем. Предполагается, что неизвестная функция f : Rd →
→ R, которую необходимо оценить по доступным данным, имеет вид f(x) =
=

∑d
j=1 fj(xj), где xj – координаты вектора x ∈ R

d, а fj – неизвестные функ-
ции одной переменной. Основное свойство, доказанное в литературе по адди-
тивным моделям непараметрической регрессии, можно сформулировать так.

1 Исследование Арьи Ахаван поддержано Фондом исследований и инноваций Велико-
британии (UKRI) в рамках государственной гарантии финансирования “Горизонт Европа”
(Horizon Europe) правительства Великобритании (грант № EP/Y028333/1).
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Если каждая из функций fj является β-гельдеровой (см. определение 1 ни-
же), то минимаксная ошибка оценивания f , поточечно или по норме L2, имеет
порядок n−β/(2β+1), где n – число наблюдений [1]. Данный результат сильно
отличается от того, что можно получить в задаче оценивания β-гельдеровых
функций на R

d без аддитивной структуры: для таких функций минимакс-
ная ошибка имеет порядок n−β/(2β+d) [4–7]. Таким образом, при переходе
от общих моделей непараметрической регрессии к аддитивным существен-
но уменьшается ошибка оценивания.

В настоящей работе показывается, что подобное свойство снижения раз-
мерности не имеет места в задаче безградиентной оптимизации. Рассматри-
вается задача минимизации неизвестной функции f : Rd → R, удовлетворяю-
щей аддитивной модели, когда доступны только последовательные зашум-
ленные оценки значений f . Предполагается, что функция f либо сильно вы-
пукла, либо удовлетворяет условию Поляка–Лоясевича (условию PL) [8, 9]
и допускает аддитивное представление (см. выше) с β-гельдеровыми компо-
нентами fj. Функции, удовлетворяющие условию Поляка–Лоясевича, будем
для краткости называть PL-функциями.

Рассматриваемая постановка относится к семейству задач безградиентной
стохастической оптимизации (оптимизации нулевого порядка), по которым
имеется богатая литература, см. публикации [10–23] и ссылки в них. В этих
работах аддитивная структура f не предполагалась. В [13] доказано, что для
β-гельдеровой (β � 2) функции f, удовлетворяющей условию квадратичного
роста, минимаксно-оптимальная ошибка оптимизации, как функция количе-
ства T последовательно выбранных пробных точек, имеет порядок T−(β−1)/β

с точностью до неопределенного множителя, зависящего от размерности d.
Дальнейшие исследования были посвящены зависимости минимаксной ошиб-
ки от d в предположении, что функция f является β-гельдеровой с β � 2
и удовлетворяет либо условию сильной выпуклости [14, 15, 18, 21, 23, 24], ли-
бо условию PL [21, 25]. В случае PL-функций изучалась минимизация без
ограничений, в то время как сильно выпуклый случай анализировался как
при наличии ограничений, так и без них. Достигнут значительный прогресс,
хотя полностью (для всех β � 2) задача пока не решена. Получена минимакс-
ная нижняя граница для класса β-гельдеровых и сильно выпуклых функций,
которая имеет порядок dT−(β−1)/β . Данный результат доказан в [15] для β = 2
и гауссовского шума и в [19] для всех β � 2 и более общего шума; кроме
того, более общая нижняя граница представлена в [21]. С другой стороны,
для β = 2 существует алгоритм, достигающий ошибки такого же порядка
при общих условиях на шум (без предположения о независимости или ну-
левом среднем), см. [19]. Таким образом, для β = 2 известно, что минимакс-
ная ошибка имеет порядок d/

√
T . Для β > 2 в литературе приведены раз-

личные зависимости верхних границ от d, определяемые геометрией условия
β-гельдеровости. К примеру, для гельдеровых классов, определяемых через
приближение многочленом Тейлора, наилучшая известная верхняя граница
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имеет порядок d2−1/βT−(β−1)/β в случае сильно выпуклых функций [23, 24].
С другой стороны, для гельдеровых классов, заданных условиями тензорного
типа, можно достичь ошибки порядка d2−2/βT−(β−1)/β как для сильно выпук-
лых функций, так и для PL-функций [21]. Наконец, также в предположении
сильной выпуклости, в недавней работе [26] рассмотрен класс функций, у
которых гессиан удовлетворяет условию Липшица (разновидность условия
Гельдера для β = 3) и получена верхняя граница порядка dT−2/3. Отметим,
что нижняя граница из [19] с ошибкой dT−(β−1)/β справедлива для всех выше-
перечисленных гельдеровых классов, поскольку она получена для аддитив-
ных функций, принадлежащих всем этим классам. Таким образом, ошибка
dT−(β−1)/β оказывается минимаксно-оптимальной не только для β = 2, но и
для β = 3 при подходящем определении 3-гельдерового класса сильно выпук-
лых функций.

Основным результатом настоящей работы является верхняя граница
dT−(β−1)/β , установленная для ошибки оптимизации в безградиентной поста-
новке для класса β-гельдеровых функций при наличии шума, описываемых
аддитивной моделью и удовлетворяющих условию PL или условию сильной
выпуклости. Вместе с нижней границей, доказанной в [19], это означает, что
dT−(β−1)/β – минимаксно-оптимальная ошибка оптимизации в данной поста-
новке для всех β � 2. Это заключение является довольно неожиданным, так
как оно противоречит интуитивным представлениям на основе упомянутых
выше классических результатов по непараметрическому оцениванию. Дей-
ствительно, по крайней мере для β ∈ {2, 3}, при переходе от общей β-гельде-
ровой модели к аддитивной β-гельдеровой модели ошибка не улучшается, ни
по T , ни по d. Улучшение может проявляться только в величине множителя,
не зависящего от T и d. Подобное свойство можно объяснить сравнительной
простотой оптимизационной постановки по сравнению с непараметрическим
оцениванием функций в том смысле, что ее целью является оценка функ-
ционала от неизвестной функции f (ее минимума), а не самой функции f .
Приведем другой, схожий факт из области безградиентной стохастической
оптимизации. А именно, нет существенной разницы между сложностью ми-
нимизации сильно выпуклой функции с липшицевым градиентом (что соот-
ветствует рассмотренному выше случаю β = 2 с ошибкой порядка d/

√
T ) и

сложностью минимизации выпуклой функции без дополнительных свойств,
для которой можно построить алгоритм, сходящийся с ошибкой в пределах
от d1,5/

√
T до d1,75/

√
T (с точностью до логарифмического множителя) [27].

2. Постановка задачи

Пусть Θ – замкнутое выпуклое подмножество пространства R
d. Рассмот-

рим задачу минимизации неизвестной функции f : Rd → R на множестве Θ
по наблюдениям значений f на фоне шума в пробных точках, которые могут
быть выбраны последовательно в зависимости от предыдущих наблюдений.
А именно, предполагаем, что на шаге t ∈ {1, . . . , T} наблюдаются два зашум-
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ленных значения f в точках zt,z
′
t ∈ R

d :

yt = f(zt) + ξt, y′t = f(z′
t) + ξ′t,

где ξt, ξ
′
t – скалярные шумы, а пробные точки zt,z

′
t могут быть выбраны в

зависимости от {zi,z′
i, yi, y

′
i}t−1

i=1 и от возможной рандомизации.
Далее везде предполагается, что f описывается аддитивной моделью

f(x) =
d∑

j=1

fj(xj),

где xj – координаты вектора x ∈ R
d, а fj – неизвестные функции одной пе-

ременной.
Предполагается, что каждая из функций fj : R → R, j = 1, . . . , d, принад-

лежит классу β-гельдеровых функций с β � 2, который определяется сле-
дующим образом.

Опр е д е л е н и е 1. Для β > 0 и L > 0 обозначим через Fβ(L) множество
всех функций f : R → R, которые � = �β
 раз дифференцируемы и удовлетво-
ряют для всех x, z ∈ R условию

(1)
∣∣∣∣f(z)− �∑

m=0

1

m!
f (m)(x)(z − x)m

∣∣∣∣ � L|z − x|β,

где f (m) – производная функции f порядка m, а �β
 – максимамальное целое
число, меньшее β. Элементы класса Fβ(L) будем называть β-гельдеровыми
функциями.

Если β > 2, то из fj ∈ Fβ(L) не следует, что fj ∈ F2(L), однако понадо-
бится и последнее условие. Удобно использовать его в несколько иной форме,
задаваемой следующим определением.

Опр е д е л е н и е 2. Функция f : R → R называется L̄-гладкой, если она
дифференцируема на R и существует число L̄ > 0 такое, что для любых
x, x′ ∈ R справедливо

|f ′(x)− f ′(x′)| � L̄|x− x′|.
Обозначим через F ′

2(L̄) класс всех L̄-гладких функций.
Также предположим, что f является либо α-сильно выпуклой функцией,

либо α-PL функцией (т.е. удовлетворяет условию PL с заданным α); см. два
определения ниже.

Опр е д е л е н и е 3. Пусть α > 0. Функция f : Rd → R называется α-PL
функцией, если она дифференцируема на R

d и

2α

(
f(x)− min

z∈Rd
f(z)

)
� ‖∇f(x)‖2 для всех x ∈ R

d,

где ‖ · ‖ обозначает евклидову норму.
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Функции, удовлетворяющие условию PL, не обязательно являются выпук-
лыми. Условие PL является полезным инструментом в задачах оптимиза-
ции, поскольку, как показано Б.Т. Поляком [8], оно обеспечивает линейную
сходимость алгоритма градиентного спуска без свойства выпуклости. Более
подробное обсуждение условия PL можно найти в [28].

Опр е д е л е н и е 4. Пусть α > 0. Функция f : Rd → R называется α-
сильно выпуклой, если она дифференцируема на R

d и

f(x)− f(x′) � 〈∇f(x),x− x′〉 − α

2
‖x− x′‖2 для всех x,x′ ∈ R

d.

Для минимизации f применим вариант метода проекции градиента (см.
алгоритм 1). Пусть {ηt}Tt=1 – последовательность положительных чисел,
{gt}Tt=1 – последовательность случайных векторов и x1 ∈ R

d – произволь-
ный фиксированный вектор. Определим векторы xt, t = 2, . . . , T с помощью
рекуррентного соотношения

xt+1 = ProjΘ (xt − ηtgt) ,(2)

где ProjΘ(·) обозначает евклидову проекцию на Θ.

Алгоритм 1

Вход: Множество Θ, функция K : [−1, 1] → R, размер шага ηt > 0 и па-
раметр возмущения ht > 0 для t = 1, . . . , T .

Инициализация: Сгенерировать векторы rt = (rt,1, . . . , rt,d) ∈ R
d, t =

= 1, . . . , T , с независимыми равномерно распределенными на [−1, 1] ком-
понентами и выбрать x1 ∈ Θ.

Для t = 1, . . . , T выполнить:
• Получить наблюдения yt = f(xt + htrt) + ξt и y′t = f(xt − htrt) + ξ′t
• Для j = 1, . . . , d выполнить:

— gt,j :=
d

2ht
(yt − y′t)K(rt,j)

• gt := (gt,1, . . . , gt,d) // оценка градиента
• xt+1 = ProjΘ(xt − ηtgt) // обновление

В данной работе оценка градиента gt = (gt,1, . . . , gt,d) ∈ R
d на шаге

t ∈ {1, . . . , T} алгоритма определяется следующим образом. Для заданного
β � 2 и � = �β
, пусть K : [−1, 1] → R – функция такая, что∫

uK(u)du = 1,

∫
ujK(u)du = 0, j = 0, 2, 3, . . . , �,(3)

κβ ≡
∫

|u|β |K(u)|du < ∞.
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Предполагается, что величина κ :=
∫
K2(r)dr конечна. Несложно построить

функции K, удовлетворяющие этим условиям. В частности, можно исполь-
зовать полиномы Лежандра, например см. [13, 18, 29].

На каждом шаге t алгоритма генерируем случайный вектор rt =
= (rt,1, . . . , rt,d) ∈ R

d, где компоненты rt,j независимы и распределены рав-
номерно на [−1, 1]. Взяв ht > 0, произведем два наблюдения

yt = f(xt + htrt) + ξt, y′t = f(xt − htrt) + ξ′t,

и определим величины

gt,j =
1

2ht
(yt − y′t)K(rt,j),(4)

где j ∈ {1, . . . , d}. Будем рассматривать оценку градиента вида gt =
= (gt,1, . . . , gt,d).

Заметим, что применяя другие оценки градиента можно получить резуль-
таты, аналогичные представленным ниже, в частности, используя оценки,
основанные на конечно-разностной аппроксимации с учетом гладкости более
высокого порядка. В отличие от (4), такие конечно-разностные схемы более
высокого порядка имеют сложный вид и для них требуется много пробных
точек на каждом шаге алгоритма.

Допустим, что переменные шума ξt, ξ′t и рандомизирующие переменные rt,j
удовлетворяют следующим условиям.

Предп о л ожени е 1. Существует величина σ2 > 0 такая, что для всех
t ∈ {1, . . . , T} справедливо:
(i) случайные величины rt,j ∼ U [−1, 1], j = 1, . . . , d, независимы от xt и

условно независимы от ξt, ξ
′
t при заданном векторе xt;

(ii) E[ξ2t ] � σ2, E[(ξ′t)2] � σ2.

Пункт (i) предположения 1 можно рассматривать не как ограничение,
а как часть определения алгоритма, связанную с выбором рандомизирующих
переменных rt,j . Эти переменные естественным образом выбираются незави-
симо от всех других источников случайности. Для доказательств оказывается
достаточным даже более слабое свойство, которое и приведено здесь в виде
предположения, чтобы можно было ссылаться на него в дальнейшем. Отме-
тим также, что в предположении 1 не требуется, чтобы шумы ξt, ξ

′
t имели

нулевое среднее. Более того, они могут быть неслучайными, и не предпола-
гается независимость этих шумов на разных шагах алгоритма. Тот факт, что
сходимость безградиентных алгоритмов может быть достигнута при общих
условиях подобного типа на шумы, не требующих независимости и нулевых
средних, восходит к работам [30, 31].

3. Основные результаты

В этом разделе представлены верхние границы для ошибки оптимизации
алгоритма, определенного в разделе 2. Предположим сначала, что функция f
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описывается аддитивной моделью и является α-PL функцией. Заметим, что
при наложении этого условия на сумму f все компоненты fj являются PL-
функциями. В классе PL-функций рассмотрим задачу минимизации без огра-
ничений:

f∗ = min
x∈Rd

f(x).

Обозначим через [n] множество натуральных чисел, не превышающих задан-
ного натурального числа n.

Те ор ем а 1. Пусть α > 0, β � 2, L̄, L > 0, и функции fj : R → R, j ∈ [d],
таковы, что fj ∈ F ′

2(L̄) ∩ Fβ(L). Допустим, что функция f : Rd → R пред-
ставима в виде f(x) =

∑d
j=1 fj(xj) и является α-PL функцией. Пусть вы-

полнено предположение 1 и пусть {xt}Tt=1 – реализация алгоритма 1 с Θ =
= R

d и

ηt = min

(
4

αt
,

1

18L̄dκ

)
,

ht =

(
3L̄

α

κσ2

2L2κ2β

) 1
2β

⎧⎪⎨⎪⎩
t−

1
2β при ηt =

4

αt
,

T
− 1

2β при ηt =
1

18L̄dκ
.

Тогда

E [f(xT )− f∗] � A0

T
(f(x1)− f∗) + A

d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
,

где A0 = max(1,144L̄dκ/α) и A > 0 зависит только от L, L̄, β и σ2.

Сл ед с т в и е 1. В условиях теоремы 1, если T � αβ/2−1dβ/2, то

E [f(xT )− f∗] � A0

T
(f(x1)− f∗) + A

d

α

(
1

αT

)β−1
β

,

где A > 0 зависит только от L, L̄, β и σ2.

Заметим, что при 2 � β � 3 условие T � Cdβ/2 с некоторой константой
C > 0 (см. следствие 1) не является ограничительным, поскольку оно слабее,
чем задание диапазона для T , при котором граница следствия 1 представля-
ет интерес. Действительно, если T � Cdβ/2 и 2 � β � 3, то данная граница
больше некоторой константы, не зависящей от T и d.

Исследуем теперь ошибку оптимизации для алгоритма, определенного в
разделе 2, в предположении α-сильной выпуклости целевой функции. В от-
личие от случая PL-функций, рассмотрим задачу минимизации с ограниче-
ниями:

min
x∈Θ

f(x),

где Θ – компактное выпуклое подмножество R
d.
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Те ор ем а 2. Пусть α > 0, β � 2, L̄, L > 0, пусть Θ – компактное вы-
пуклое подмножество R

d и функции fj : R → R, j ∈ [d], таковы, что
fj ∈ F ′

2(L̄) ∩ Fβ(L). Допустим, что функция f : Rd → R представима в виде
f(x) =

∑d
j=1 fj(xj), является α-сильно выпуклой функцией и удовлетворяет

условию maxx∈Θ ‖∇f(x)‖ � G. Пусть выполнено предположение 1 и пусть
{xt}Tt=1 – реализация алгоритма 1 с

ηt =
4

α(t+ 1)
, ht =

(
3

2t

κσ2

κ2βL
2

) 1
2β

.

Рассмотрим взвешенную оценку

x̄T =
2

T (T + 1)

T∑
t=1

txt.

Тогда для любого x ∈ Θ имеем

E [f(x̄T )− f(x)] � 36G2dκ

αT
+ A

d

α

(
1 + dT

− 2
β

)
T
−β−1

β ,

где A > 0 зависит только от L, L̄, β и σ2.

Сл ед с т в и е 2. В условиях теоремы 2, если T � dβ/2, то

E
[
f(x̄T )−min

x∈Θ
f(x)

]
� A

d

α
T
−β−1

β ,

где A > 0 не зависит от T, d и α.

Так же, как и в связи со следствием 1, можно отметить следующий факт:
при 2 � β � 3 условие T � Cdβ/2 с константой C > 0 в следствии 2 не яв-
ляется ограничительным, а указывает на значимый диапазон величины T ,
поскольку при T � Cdβ/2 граница следствия 2 больше константы.

Зам е ч а ни е 1. Ввиду сильной выпуклости теорема 2 и следствие 2
немедленно приводят к соответствующим границам для ошибки оценивания
E[‖x̄T − x∗‖2], где x∗ – точка минимума f на Θ, если в ней достигается гло-
бальный минимум. Таким образом, при условиях следствия 2, если ∇f(x∗) =
= 0, то

E[‖x̄T − x∗‖2] � 2A
d

α2
T−β−1

β ,

где A > 0 – константа из следствия 2.

Согласно следствию 2 и нижним границам, доказанным в [19, 21], при
неограничительных условиях на параметры задачи, ошибка d

αT
−β−1

β являет-
ся минимаксно-оптимальной в классе аддитивных функций f , удовлетворяю-
щих условиям теоремы 2. Искомая нижняя граница не указана в явном виде
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в [19, 21], но непосредственно следует из представленных там доказательств,
так как нижние границы в [19, 21] получены на аддитивных функциях. Для
полноты изложения приведем здесь утверждение о нижней границе для ад-
дитивных функций, основанное на результатах [21].

Рассмотрим все стратегии выбора пробных точек в виде

zt = Φt

(
(zi, yi)

t−1
i=1, (z

′
i, y

′
i)
t−1
i=1, τt

)
и z′

t = Φ′
t

(
(zi, yi)

t−1
i=1, (z

′
i, y

′
i)
t−1
i=1, τt

)
при t � 2,

где Φt и Φ′
t – измеримые функции, z1,z′

1 ∈ R
d – любые случайные величины,

а {τt} – последовательность случайных величин со значениями в измери-
мом пространстве (Z,U) такая, что τt не зависит от

(
(zi, yi)

t−1
i=1 , (z

′
i, y

′
i)
t−1
i=1

)
.

Обозначим через ΠT множество всех таких стратегий выбора пробных то-
чек вплоть до шага t = T . Класс ΠT содержит последовательную стратегию
алгоритма из раздела 2 с оценкой градиента (4). В этом случае τt = rt, zt =
= xt + htrt и z′

t = xt − htrt.
Используемая здесь нижняя граница из [21] доказана при следующем

предположении на шумы (ξ, ξ′t). Пусть H2(·, ·) – квадрат расстояния Хеллин-
гера, который определяется для двух вероятностных мер P,P′ на измеримом
пространстве (Ω,A) по формуле

H2(P,P′) =
∫

(
√
dP−

√
dP′)2 .

Предп о л ожени е 2. Для каждого шага t � 1 справедливо следующее:
• функция распределения Ft : R

2 → R случайной величины (ξt, ξ
′
t) такова,

что

(5) H2(PFt(·,·), PFt(·+v,·+w)) � I0 max(v2, w2) , |v|, |w| � v0,

для некоторых 0 < I0 < ∞, 0 < v0 � ∞. Здесь PF (·,·) обозначает вероят-
ностную меру, соответствующую функции распределения F (·, ·);

• случайная величина (ξt, ξ
′
t) не зависит от ((zi, yi)

t−1
i=1, (z

′
i, y

′
i)
t−1
i=1, τt).

Пусть Θ = {x ∈ R
d : ‖x‖ � 1}. При фиксированных α,L, L̄ > 0, G > α,

β � 2 обозначим через F множество всех функций f , удовлетворяющих усло-
виям теоремы 2 и достигающих своего минимума на R

d в множестве Θ.

Те ор ем а 3. Пусть Θ = {x ∈ R
d : ‖x‖ � 1} и верно предположение 2.

Допустим, что α > T−1/2+1/β и T � dβ. Тогда для любой оценки x̃T по на-
блюдениям ((zt, yt), (z

′
t, y

′
t), t = 1, . . . , T ), где ((zt,z′

t), t = 1, . . . , T ) получены с
помощью произвольной стратегии из класса ΠT , имеем

(6) sup
f∈F

E
[
f(x̃T )−min

x∈Θ
f(x)

]
� C

d

α
T
−β−1

β

с константой C > 0, не зависящей от T, d и α.
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Теорема 3 непосредственно следует из доказательства в [21, теорема 22],
так как семейство используемых там функций принадлежит классу F . Ниж-
няя граница из [21, теорема 22] имеет вид

Cmin

(
max(α, T−1/2+1/β),

d√
T
,
d

α
T
−β−1

β

)

и сводится к C d
αT

−β−1
β при предположениях на T, d и α, использованных в

теореме 3.

Зам е ч а ни е 2. Поскольку сильная выпуклость и свойство PL справед-
ливы для каждой аддитивной компоненты функции f , возможной альтерна-
тивой была бы покоординатная процедура (минимизация каждой компонен-
ты fj отдельно). Однако подобный подход приводит к худшему результату.
Действительно, в этом случае на каждом шаге необходимо параллельно вы-
бирать 2d пробных точек (по две на каждую компоненту) и, таким образом,
можно сделать только ∼ T/d шагов при общем количестве пробных точек,
равном T . В итоге, применяя теорему 1 или 2 в одномерном случае, для
каждой компоненты получим ошибку порядка (T/d)−(β−1)/β . Эта ошибка не
может быть улучшена, что следует из одномерного случая теоремы 3. Сум-
мируя по d компонентам, получаем общую ошибку порядка d(T/d)−(β−1)/β =
= d2−1/βT−(β−1)/β , т.е. ошибка будет зависеть от d неоптимальным образом.

4. Доказательства

Начнем с доказательства вспомогательных лемм.

Лемма 1. Пусть f : Rd → R – дифференцируемая функция такая, что
‖∇f(x)−∇f(x′)‖ � L̄‖x− x′‖ для всех x,x′ ∈ R

d, где L̄ > 0. Пусть выпол-
нено предположение 1 и пусть {xt}Tt=1 – реализация алгоритма 1 с Θ = R

d.
Тогда для всех t ∈ [T ] справедливо неравенство

E [f(xt+1)|xt] � f(xt)− ηt
2
‖∇f(xt)‖2+(7)

+
ηt
2
‖E [gt|xt]−∇f(xt)‖2 + L̄η2t

2
E
[‖gt‖2|xt

]
.

Дока з а т е л ь с т в о. Из условия на f следует, что

f(xt+1) = f(xt − ηtgt) � f(xt)− ηt〈∇f(xt),gt〉+ L̄η2t
2

‖gt‖2.

Прибавляя и вычитая ηt‖∇f(xt)‖2, получаем

f(xt+1) � f(xt)− ηt‖∇f(xt)‖2 − ηt〈∇f(xt), gt −∇f(xt)〉+ L̄η2t
2

‖gt‖2.
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Взяв условное математическое ожидание, будем иметь

E [f(xt+1)|xt] � f(xt)− ηt‖∇f(xt)‖2 − ηt〈∇f(xt), E [gt|xt]−∇f(xt)〉+

+
L̄η2t
2

E
[‖gt‖2|xt

]
�

� f(xt)− ηt‖∇f(xt)‖2 + ηt‖∇f(xt)‖E [gt|xt]−∇f(xt)‖+

+
L̄η2t
2

E
[‖gt‖2|xt

]
.

Используя неравенство 2ab � a2 + b2, ∀a, b ∈ R, приходим к требуемому ре-
зультату. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть функции fj : R → R, j ∈ [d], таковы, что fj ∈ Fβ(L),
где β � 2 и L > 0. Допустим, что функция f : Rd → R задается аддитив-
ной моделью f(x) =

∑d
j=1 fj(xj) и верно предположение 1(i). Тогда для всех

t ∈ [T ] справедливо неравенство

‖E [gt|xt]−∇f(xt)‖ � κβL
√
dhβ−1

t .

Дока з а т е л ь с т в о. Используя предположение 1(i) для любых j ∈ [d] и
t ∈ [T ] имеем E(K(rt,j)) = 0, E [ξtK(rt,j)|xt] = 0 и E [ξ′tK(rt,j)|xt] = 0. Таким
образом,

E [gt,j |xt] =
1

2ht
E [(fj(xt,j + htrt,j)− fj(xt,j − htrt,j))K(rt,j)|xt] +

+
1

2ht

∑
m�=j

E [(fm(xt,m + htrt,m)− fm(xt,m − htrt,m))K(rt,j)|xt] =

=
1

2ht
E [(fj(xt,j + htrt,j)− fj(xt,j − htrt,j))K(rt,j)|xt] ,

где использовано равенство E(K(rt,j)) = 0 и независимость rt,j от rt,m при
m �= j, а также от xt. В силу разложения Тейлора,

1

2ht
(fj(xt,j + htrt,j)− fj(xt,j − htrt,j)) = f ′

j(xt,j)rt,j+

+
1

ht

∑
1�m��,m нечетно

hmt
m!

f
(m)
j (xt,j)r

m
t,j +

R(htrt,j)−R(−htrt,j)

2ht
,

где |R(−htrt,j)|, |R(htrt,j)| � L|rt,j|βhβt . Умножив обе части этого неравенства
на K(rt,j) и взяв условное математическое ожидание, получаем

|E [gt,j |xt]− f ′
j(xt,j)| � LE

[
|rt,j |βK(rt,j)

]
hβ−1
t = κβLh

β−1
t .

Лемма следует из этого неравенства в сочетании с оценкой

‖E [gt|xt]−∇f(xt)‖ �
√
d max
j=1,...,d

|E [gt,j |xt]− f ′
j(xt,j)|.
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Лемма 3. Пусть функции fj : R → R, j ∈ [d], таковы, что fj ∈ F ′
2(L̄),

где L̄ > 0. Допустим, что функция f : Rd → R задается аддитивной мо-
делью f(x) =

∑d
j=1 fj(xj) и верно предположение 1. Тогда для всех t ∈ [T ]

справедливо неравенство

E
[‖gt‖2|xt

]
� 3

2
κd

(
3

4

(
dL̄2h2t + 8‖∇f(xt)‖2

)
+

σ2

h2t

)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Для i ∈ [d] определим

Gi = fi(xt,i + htrt,i)− fi(xt,i − htrt,i).

Тогда

E
[
g2t,j |xt

]
=

1

4h2t
E

⎡⎣( d∑
i=1

Gi + ξt − ξ′t

)2

K2(rt,j)|xt

⎤⎦ .

Заметим, что rt,i и −rt,i распределены одинаково. Следовательно, E[Gi|xt] =
= 0 и можно записать

E
[
g2t,j |xt

]
� 3

4h2t
E

⎡⎣⎛⎝(
d∑

i=1

Gi

)2

+ ξ2t + (ξ′t)
2)

⎞⎠K2(rt,j)|xt

⎤⎦ �

� 3

4h2t
E

⎡⎣ d∑
i=1

G2
iK

2(rt,j) +

d∑
i,k=1,i �=k

GiGkK
2(rt,j)|xt

⎤⎦+
3σ2κ

2h2t
=

=
3

4h2t
E

[
d∑

i=1

G2
iK

2(rt,j)|xt

]
+

3σ2κ

2h2t
.

Так как fi ∈ F ′
2(L̄), для всех i ∈ [d] имеем

G2
i =

((
fi(xt,i + htrt,i)− f(xt,i)− f ′

i(xt,i)htrt,i
)−

− (
fi(xt,i − htrt,i)− f(xt,i) + f ′

i(xt,i)htrt,i
)
+ 2f ′

i(xt,i)htrt,i

)2
�

� 3
((

fi(xt,i + htrt,i)− f(xt,i)− f ′
i(xt,i)htrt,i

)2
+

+
(
fi(xt,i − htrt,i)− f(xt,i) + f ′

i(xt,i)htrt,i
)2

+4
(
f ′
i(xt,i)htrt,i

)2) �

� 3

(
L̄2

2
h4t + 4

(
f ′
i(xt,i)

)2
h2t

)
.

Таким образом,

E
[
g2t,j |xt

]
� 9

4
κ

(
dL̄2

2
h2t + 4

d∑
i=1

(f ′
i(xt,i))

2

)
+

3σ2κ

2h2t
,

что завершает доказательство леммы.
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Лемма 4. Пусть функции fj : R → R, j ∈ [d], таковы, что fj ∈ F ′
2(L̄)∩

∩Fβ(L), где β � 2 и L̄, L > 0. Допустим, что функция f : Rd → R задается
аддитивной моделью f(x) =

∑d
j=1 fj(xj). Пусть выполнено предположение 1

и пусть {xt}Tt=1 – реализация алгоритма 1 с Θ = R
d и оценками градиен-

та (4). Тогда для всех t ∈ [T ] справедливо неравенство

E [f(xt+1)|xt] � f(xt)− ηt
2

(
1− 9L̄dκηt

) ‖∇f(xt)‖2+

+
ηt
2
d
(
Lκβh

β−1
t

)2
+

3L̄η2t
4

κd

(
σ2

h2t
+

3L̄2d

4
h2t

)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Требуемый результат следует из лемм 1, 2 и 3.

Лемма 5. Пусть функция f α-сильно выпукла с α > 0. Предположим,
что {xt}Tt=1 – реализация алгоритма 1. Тогда для всех t ∈ [T ] и x ∈ Θ спра-
ведливо неравенство

f(xt)− f(x) � (2ηt)
−1 (‖xt − x‖2 −E

[‖xt+1 − x‖2|xt

])
+

+
1

α
‖∇f(xt)−E [gt|xt]‖2 + ηt

2
E
[‖gt‖2|xt

]− α

4
‖xt − x‖2.

Дока з а т е л ь с т в о. В силу определения евклидовой проекции, для фик-
сированного вектора x ∈ Θ имеем ‖xt+1 − x‖2 � ‖xt − ηtgt − x‖2. Это нера-
венство можно записать в эквивалентном виде

〈gt,xt − x〉 � (2ηt)
−1(‖xt − x‖2 − ‖xt+1 − x‖2) + ηt

2
‖gt‖2.

Пусть at = ‖xt − x‖2. Так как функция f α-сильно выпукла,

f(xt)− f(x) � 〈∇f(xt),xt − x〉 − α

2
at =

= 〈gt,xt − x〉+ 〈∇f(xt)− gt,xt − x〉 − α

2
at �

� (2ηt)
−1(at − at+1) + 〈∇f(xt)− gt,xt − x〉+ ηt

2
‖gt‖2 − α

2
at.

Взяв условное математическое ожидание при заданном xt и воспользо-
вавшись неравенством ab � a2/λ+ λb2/4, справедливым для всех a, b ∈ R

и λ > 0, получим

f(xt)− f(x) � (2ηt)
−1(at −E [at+1|xt]) + 〈∇f(xt)−E [gt|xt] ,xt − x〉+

+
ηt
2
E
[‖gt‖2|xt

]− α

2
at �

� (2ηt)
−1(at −E [at+1|xt]) + ‖∇f(xt)−E [gt|xt]‖‖xt − x‖+

+
ηt
2
E
[‖gt‖2|xt

]− α

2
at �

� (2ηt)
−1(at −E [at+1|xt]) +

1

α
‖∇f(xt)−E [gt|xt]‖2+

+
ηt
2
E
[‖gt‖2|xt

]− α

4
at.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Поскольку ηt � 1/(18L̄dκ), из леммы 4
следует, что

E [f(xt+1)|xt] � f(xt)− ηt
4
‖∇f(xt)‖2+

+
ηt
2
d
(
Lκβh

β−1
t

)2
+

3L̄η2t
4

κd

(
σ2

h2t
+

3L̄2d

4
h2t

)
.

Взяв математическое ожидание обеих частей этого неравенства и воспользо-
вавшись тем, что f – α-PL функция, получаем

δt+1 � δt

(
1− ηtα

2

)
+

ηt
2
d
(
Lκβh

β−1
t

)2
+

3L̄η2t
4

κd

(
σ2

h2t
+

3L̄2d

4
h2t

)
,(8)

где δt = E [f(xt)− f∗]. Пусть T0 = �72L̄dκ/α
. Заметим, что

ηt =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

18L̄dκ
при t � T0,

4

αt
при t � T0 + 1

и
4

(T0 + 1)α
� ηt �

4

T0α
, при t � T0.(9)

Рассмотрим отдельно случаи T � T0 + 1 и T � T0.
Используя (8), легко проверить, что результат теоремы имеет место при

T � T0 + 1 и T ∈ {1, 2}.
Рассмотрим теперь случай, когда T � T0 + 1 и T � 3, т.е. T � T ′

0 + 1, где
T ′
0 = max(T0, 2). При всех t � T0 + 1 имеем ηt = 4/(αt), так что

δt+1 � δt

(
1− 2

t

)
+

d

αt

(
2
(
Lκβh

β−1
t

)2
+

3L̄

αt
κ

(
σ2

h2t
+

3L̄2d

4
h2t

))
.

Подставляя сюда ht =

(
3L̄
αt

κσ2

2L2κ2
β

) 1
2β

, получаем, что при t � T ′
0 + 1 выполня-

ется неравенство

δt+1 � δt

(
1− 2

t

)
+ A

d

αt

((
1

αt

)β−1
β

+
d

t

(
1

αt

) 1
β

)
.

Здесь и далее через A обозначаются положительные постоянные, не обяза-
тельно принимающие одни и те же значения и зависящие только от L, L̄, β,
и σ2. Так как T � T ′

0 + 1 � 3, то в силу [21, лемма 32] справедлива верхняя
граница

δT � 2T ′
0

T
δT ′

0+1 + A
d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
.(10)
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Если T0 � 2 (т.е. T ′
0 = 2), то используя (8) при t = 1, t = 2, определение T0,

соотношение (9) и определение ht, получаем

δT ′
0+1 = δ3 � δ1 + A

d

α

((
1

α

)β−1
β

+ d

(
1

α

) 1
β

)
.

Подстановка этого неравенства в (10) завершает доказательство для случая
T ′
0 = 2, T � T ′

0 + 1.
Пусть теперь T ′

0 � 3 (что влечет T0 = T ′
0) и T � T ′

0 + 1. Из неравенств
(8), (9) и определения ht следует, что для всех t � T0,

δt+1 � δt

(
1− 2

T0 + 1

)
+(11)

+ A
d

αT0

((
1

α

)β−1
β

(
T−β−1

β +
T

1
β

T0

)
+

d

T0

(
1

αT

) 1
β

)
.

Итерируя (11) с упрощением 1− 2/(T0 + 1) � 1 и принимая во внимание опре-
деление T0 и неравенство T � T0 + 1, получаем

2T0

T
δT0+1 �

144L̄dκ

αT
δ1 + A

d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
.

Подстановка этого неравенства в (10) дает:

δT � 144L̄dκ

αT
δ1 + A

d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
,

что завершает доказательство для случая T � T0 + 1.
Рассмотрим теперь случай T � T0. В этом случае (11) выполняется при

всех t � T , так что

δT+1 � δ1

(
1− 2

T0 + 1

)T

+ A
d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
.

Так как (1− λ)T � exp(−λT ) � 1/(λT ) для всех T > 0, λ ∈ (0, 1), то

δT+1 �
T0 + 1

2T
δ1 + A

d

α

((
1

αT

)β−1
β

+
d

T

(
1

αT

) 1
β

)
.

Учитывая, что 4TT0 � (T +1)(T0 +1), окончательно приходим к неравенству

δT+1 �
2T0

T + 1
δ1 + A

d

α

((
1

α(T + 1)

)β−1
β

+
d

T + 1

(
1

α(T + 1)

) 1
β

)
�

� 144L̄dκ

α(T + 1)
δ1 + A

d

α

((
1

α(T + 1)

)β−1
β

+
d

T + 1

(
1

α(T + 1)

) 1
β

)
.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Фиксируя x ∈ Θ, по лемме 5 имеем

f(xt)− f(x) � at −E [at+1|xt]

2ηt
+

‖∇f(xt)−E [gt|xt]‖2
α

+

+
ηt
2
E
[‖gt‖2|xt

]− αat
4

,

где at = ‖xt − x‖2. В силу лемм 2, 3 и условия maxx∈Θ ‖∇f(x)‖ � G получим

f(xt)− f(x) � at −E [at+1|xt]

2ηt
+

d

α
(κβLh

β−1
t )2 +

+
3ηt
4

κd

(
3

4

(
dL̄2h2t + 8G2

)
+

σ2

h2t

)
− αat

4
.

Пусть bt = E
[‖xt − x‖2]. Подставив сюда ηt = 4/(α(t + 1)) и взяв математи-

ческое ожидание, приходим к неравенству

E [f(xt)− f(x)] � α

8
((t+ 1) (bt − bt+1)− 2bt)+

+
d

α
(κβLh

β−1
t )2 +

3

α(t+ 1)
κd

(
3

4

(
dL̄2h2t + 8G2

)
+

σ2

h2t

)
.

Суммируя обе части этого неравенства от 1 до T и используя тот факт, что

T∑
t=1

t ((t+ 1) (bt − bt+1)− 2bt) � 0,

находим

T∑
t=1

tE [f(xt)− f(x)] �

� d

α

T∑
t=1

(
t(κβLh

β−1
t )2 +

3t

t+ 1
κ

(
3

4

(
dL̄2h2t + 8G2

)
+

σ2

h2t

))
.

Подставляя сюда ht =

(
3
2t

κσ2

κ2
βL

2

) 1
2β

, приходим к неравенству

T∑
t=1

tE [f(xt)− f(x)] � 18G2dκT

α
+ A

d

α

T∑
t=1

(
t
1
β + dt−

1
β

)
�

� 18G2dκT

α
+ A′

d

α

(
1 + dT− 2

β

)
T

β+1
β .

Здесь через A, A′ обозначаются положительные постоянные, зависящие только
от L, L̄, β, и σ2. Разделив обе части последнего неравенства на T (T + 1)/2 и
применив неравенство Йенсена, получим результат теоремы.
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