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ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАДИЕНТНОГО МЕТОДА С НЕТОЧНОЙ
ИНФОРМАЦИЕЙ О ГРАДИЕНТЕ НА НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ

(L0, L1)-ГЛАДКИХ НЕВЫПУКЛЫХ ЗАДАЧ2

Работа посвящена исследованию градиентного метода на классе
(L0, L1)-гладких функций при условии, что на итерациях метода вме-
сто точных значений градиента доступны лишь его приближенные зна-
чения, что соответствует ситуациям, возникающим при использовании
зашумленных данных. Рассмотрено два класса задач: первый – квазар-
выпуклые функции относительно всякого решения, удовлетворяющие
условию градиентного доминирования Поляка–Лоясиевича, второй –
квазар-выпyклые фyнкции без требования выполнения yсловия Поляка–
Лоясиевича, но с дополнительным ограничением на параметр квазар-
выпуклости. Для квазар-выпуклых функций с PL-условием доказан
резyльтат о близкой к линейной скорости сходимости метода в окрест-
ность точного решения. Если значения неточного градиента достаточно
малы (что достигается за конечное число итераций), то метод сходится

1 Статьи с 3 стр. по 63 стр. являются окончанием тематического выпуска № 8, 2025.
2 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего

образования РФ в рамках государственного задания № 075-03-2024-074 по проекту «Ис-
следование асимптотических характеристик колеблемости дифференциальных уравнений
и систем, а также оптимизационных методов».

3



с близкой к линейной скоростью на классе задач с условием Поляка–
Лоясиевича без дополнительного предположения о квазар-выпуклости.
Для (0,M)-гладких квазар-выпyклых функций предложен адаптивный
градиентный метод и получена оценка его скорости сходимости. Показа-
но, что в случае использования точных значений градиента метод сходит-
ся с линейной скоростью.

Ключевые слова: градиентный метод, Δ-неточный градиент, (L0, L1)-
гладкая функция, ρ-квазар-выпуклая функция, условие Поляка–Лоясие-
вича, логистическая регрессия.
DOI: 10.31857/S0005231025090015, EDN: VMPJNF

1. Введение

В связи с активным развитием машинного обучения возрастает актуаль-
ность разработки и анализа численных методов оптимизации с эффектив-
ными скоростными гарантиями. Для достижения оптимальной скорости схо-
димости традиционных методов, таких как градиентный спуск и его моди-
фикации, ключевым предположением является гладкость целевой функции
(т.е. липшицевость ее градиента). В контексте современных задач машинно-
го обучения такое допущение может оказаться слишком жестким [1]. Часто
достаточно естественные и простые с точки зрения реализации методы плохо
работают для задач в глубоком обучении, где глобальное условие гладкости
зачастую не выполняется. Например, методы редукции дисперсии [2–8], как
известно, являются более быстрыми c точки зрения теории (для задач мини-
мизации конечных сумм гладких функций), но на практике могyт уступать
методам, теоретически не снижающим дисперсию [9]. В экспериментах, при-
веденных в [1], показано, что при обучении нейронных сетей норма гессиана
может коррелировать с нормой градиента функции потерь. Таким образом,
вышеизложенные факторы стимулируют поиск и разработку альтернатив-
ных предположений, ослабляющих стандартное требование гладкости целе-
вой функции.

Одним из таких предположений является так называемая обобщенная
(L0, L1)-гладкость, впервые предложенная несколько лет назад в [1] для
дважды дифференцируемых функций. Это предположение позволяет норме
гессиана целевой функции расти линейно с ростом нормы градиента. В част-
ности, (L0, L1)-гладкость может сохраняться даже для функций с полино-
миально растущими градиентами – типичная ситyация для задач глубоко-
го обучения. Более того, концепция (L0, L1)-гладкости охватывает широкий
класс задач и допускает обобщение на дифференцируемые, но не обязательно
дважды дифференцируемые функции [10, 11].

В последние годы во многих работах исследовались различные методы ре-
шения задач (L0, L1)-гладкой оптимизации. Однако, несмотря на интерес со
стороны научного сообщества, существующие результаты относительно схо-
димости методов в ряде важных случаев остаются неоптимальными, а тео-
ретический анализ зачастую является недостаточно полным. В то время как
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авторы [1], как и далее в [10–16], сосредоточились на максимально общем
классе невыпуклых задач, допyскающих лишь сходимость к нулю метрик ти-
па нормы градиента, класс (L0, L1)-гладких выпуклых функций до совсем
недавнего времени (конец 2024 – начало 2025 гг.) был изучен гораздо слабее.
В частности, известные результаты о сходимости методов, таких как гради-
ентный спуск с клиппингом [17] и градиентный спуск с шагом Поляка [18],
в применении к (L0, L1)-гладким выпуклым задачам либо требуют дополни-
тельного предположения об L-гладкости [19, 20], либо накладывают ограни-
чения на размер шага, необходимые для обеспечения ограниченности тра-
ектории метода в области, где градиент удовлетворяет условию Липшица в
силу (L0, L1)-гладкости целевой функции [21].

Приведем обзор нескольких работ последнего времени, посвященных оп-
тимизации (L0, L1)-гладких функций.

В [22] авторы сосредоточились на исследовании класса сильно выпуклых
(L0, L1)-гладких функций и получили новые гарантии скорости сходимости
для нескольких существующих методов. В частности, были получены улуч-
шенные оценки скорости сходимости для градиентного спуска с (сглажен-
ным) клиппингом и для градиентного спуска с шагом Б.Т. Поляка. В отличие
от уже существующих результатов эти оценки не основаны на стандартном
предположении о гладкости и не имеют экспоненциальной зависимости от
расстояния от начальной точки до решения.

Параллельно с [22] в [23] независимо были получены аналогичные ре-
зультаты для градиентного метода с различными стратегиями выбора шага,
включая шаг Поляка, а также получены новые оценки сложности для гра-
диентного метода с нормированным шагом на классе (L0, L1)-гладких задач.

В [24] представлен более детальный анализ сходимости градиентного спус-
ка и его вариантов в условиях обобщенной (L0, L1)-гладкости. В частности,
показано, что в выпуклом случае скорость сходимости градиентного метода
меняется в зависимости от нормы градиента: при ‖∇f(xk)‖ � L0

L1
достигается

линейная скорость, а при ‖∇f(xk)‖ < L0
L1

наблюдается стандартная сублиней-
ная скорость сходимости.

В отличие от рассмотренных выше работ в настоящем исследовании анали-
зируется градиентный метод для (L0, L1)-гладких задач в условиях, когда на
каждой итерации доступны лишь приближенные (аддитивно неточные) зна-
чения градиента. То есть полyчила развитие в новом направлении статья [25],
где аналогичные проблемы исследовались для гладких задач в классическом
понимании. При этом рассматривается несколько направлений. Во-первых,
исследована сходимость метода для ρ-квазар-выпуклых относительно любого
точного решения [26–28] (L0, L1)-гладких функций, удовлетворяющих усло-
вию Поляка–Лоясиевича

f(x)− f(x∗) �
1

2μ
‖∇f(x)‖2 ∀x ∈ R

n, μ > 0,(1)
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где ‖ · ‖ – евклидова норма, x∗ – точка минимума функции f . В работе по-
казано, что при некоторых предположениях метод сходится с линейной ско-
ростью в некоторую окрестность точного решения. Доказано, что начиная
с некоторого номера итерации метод сходится на классе задач с услови-
ем Поляка–Лоясиевича (без требования квазар-выпуклости). Во-вторых, от-
дельно рассматривается класс ρ-квазар-выпуклых (0,M)-гладких функций,
представляющий интерес в контексте задач машинного обучения, в частно-
сти при обучении моделей логистической регрессии. Для такого класса за-
дач предложен адаптивный вариант градиентного метода с использованием
неточных градиентов на итерациях, и получены оценки скорости сходимо-
сти при некотором ограничении на параметр квазар-выпуклости ρ. Эффек-
тивность предложенных методов подтверждена численными эксперимента-
ми на задачах логистической регрессии (удовлетворяющей условию Поляка–
Лоясиевича на любом компактном множестве [29]) и на некоторой невыпук-
лой квазар-выпуклой задаче [27].

2. Постановка задачи и необходимые вспомогательные понятия

Будем рассматривать задачи минимизации вида

min
x∈Rn

f(x),(2)

где f : Rn −→ R – выпуклая и (L0, L1)-гладкая функция. Всюду в работе x∗
будет обозначать точку глобального минимума, а f∗ = f(x∗) – глобальное
минимальное значение функции, норма ‖ · ‖ – евклидова.

Как уже было отмечено, условие (L0, L1)-гладкости (L0, L1 > 0) было
первоначально предложено в [1] для дважды дифференцируемых функций
f : Rn −→ R следующим образом:

‖∇2f(x)‖ � L0 + L1‖∇f(x)‖ ∀x ∈ R
n,(3)

где ‖ · ‖ обозначает евклидову норму для векторов и спектральную норму
для матриц.

В [10] это понятие было распространено на класс дифференцируемых, но
необязательно дважды дифференцируемых, функций.

Опр е д е л е н и е 1. Функция f : Rn −→ R называется (L0, L1)-гладкой,
если ∀ x, y ∈ R

n при условии ‖y − x‖ � 1
L1
справедливо неравенство

‖∇f(x)−∇f(y)‖ � (L0 + L1‖∇f(y)‖) ‖x− y‖.(4)

Рассмотрим несколько примеров функций, которые удовлетворяют усло-
вию (4).

Прим ер 1. Функция f(x) = ‖x‖2m является (2m, 2m − 1)-гладкой. При
этом f не является L-гладкой (напомним, что L-гладкой называется функ-
ция, градиент которой удовлетворяет условию Липшица) при m � 2 для всех
L � 0 (см. [22]).
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Прим ер 2. Функция f(x) = eax, a ∈ R
n является (0, ‖a‖)-гладкой. При

этом f(x) не является L-гладкой при a �= 0 для всех L � 0 (см. [22]).

Прим ер 3. Логистическая функция вида f(x) = log(1 + exp(−aTx)), где
a ∈ R

n, является (L0, L1)-гладкой с L0 = 0 и L1 = ‖a‖ (см. [22]).

Понятие (L0, L1)-гладкости было обобщено в [11] следующим образом:
f : Rn −→ R называется α-симметрично обобщенно гладкой функцией, если
при некотором α ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ R

n выполняется условие

‖∇f(y)−∇f(x)‖ �
(
L0 + L1 max

θ∈[0,1]
‖∇f(θy + (1− θ)x)‖α

)
‖y − x‖.(5)

В [11] показано, что условие (5) является более общим, чем (3) и (4): из
выполнения (3) или (4) следует выполнение (5) (при α = 1). При этом для
дважды дифференцируемых функций условия (3) и (5) эквивалентны при
α = 1 [11].

Приведем определение квазар-выпуклой функции, которое является од-
ним из ключевых в данной работе.

Опр е д е л е н и е 2. Пусть ρ ∈ (0, 1] и μ > 0. Функция f : Rn −→ R на-
зывается (ρ, μ)-квазар сильно выпуклой, если для всех x ∈ R

n справедливо
неравенство

f(x∗) � f(x) +
1

ρ
〈∇f(x), x∗ − x〉+ μ

2
‖x∗ − x‖2,(6)

где x∗ – точка глобального минимума функции f . При μ = 0 функция f на-
зывается ρ-квазар выпуклой функцией.

Условие Поляка–Лоясиевича можно рассматривать не только как релак-
сацию обычной сильной выпyклости, но и сильной квазар-выпуклости [27]:
если f : Rn −→ R есть (ρ, μ)-квазар сильно выпуклая функция, то она удо-
влетворяет условию Поляка–Лоясиевича (1) с константой μρ2.

Прим ер 4 [27]. Пусть f : Rn −→ R определяется как

f(x) = ‖x‖2g
(

x

‖x‖
)
, ∀x ∈ R

n,

где

g(x) = 1 +

n∑
i=1

ai sin(bixi)
2, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

Тогда функция f является (1, 2)-квазар сильно выпуклой, т.е. удовлетворяет
PL-условию (1) с константой 2.

Вопросы сходимости градиентного метода для выпуклых задач с обоб-
щенным условием гладкости (4) активно исследовались в последнее время,
например, в [22–24]. В этих работах получены результаты о сходимости нор-
мированного градиентного метода, градиентного метода с шагом Поляка и
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ускоренного градиентного метода исходя из предположения обобщенной глад-
кости. Также было показано, что градиентный метод сходится с линейной
скоростью сходимости до тех пор, пока значения норм градиентов на итера-
циях остаются достаточно большими. Данная статья посвящена некоторому
развитию этих работ.

Здесь сосредоточимся на исследовании градиентного спуска для задач ми-
нимизации вида (2) в условиях, когда вместо точных значений градиента на
каждой итерации метода доступен лишь градиент, содержащий аддитивную
погрешность. Напомним, что вектор ∇̃f(x) называется неточным градиентом
в точке x при Δ > 0, если

‖∇f(x)− ∇̃f(x)‖ � Δ.

В случае малых значений норм градиента на итерациях метода становится
проблематично получить теоретические оценки о сходимости. Это обусловле-
но тем, что в отличие от случая использования точных градиентов невозмож-
но гарантировать монотонное убывание нормы градиента на каждой итера-
ции. Эту проблему можно обойти, если дополнительно потребовать выполне-
ние условия Поляка–Лоясиевича для целевой функции f . Как показано в [25],
для задач с неточными градиентами из условия Поляка–Лоясиевича следует
неравенство

‖∇̃f(x)‖2 � μ(f(x)− f∗)−Δ2 ∀x ∈ R
n, μ > 0.(7)

В данном разделе приведены постановка задачи и необходимые предвари-
тельные сведения. В разделе 3 исследован градиентный метод для (L0, L1)-
гладких задач при наличии аддитивной погрешности в градиенте на каждой
итерации. Получена оценка скорости сходимости метода на классе ρ-квазар-
выпуклых функций, удовлетворяющих условию Поляка–Лоясиевича. Пока-
зано, что до определенного уровня значений градиента скорость сходимо-
сти метода линейная. В разделе 4 исследован адаптивный вариант гради-
ентного метода для (0,M)-гладких ρ-квазар-выпуклых задач. В разделе 5
приведены резyльтаты вычислительных экспериментов для задачи логисти-
ческой регрессии (yдовлетворяющей на всяком компакте ycловию Поляка–
Лоясиевича [29]) и для некоторой квазар-выпyклой задачи [27], которая не
выпyкла.

3. Градиентный метод для (L0, L1)-гладких ρ-квазар
выпуклых функций

Пусть f : Rn → R – (L0, L1)-гладкая (4) ρ-квазар выпуклая относительно
любого решения x∗ функция (см. определение 2, μ = 0):

f(x∗) � f(x) +
1

ρ
〈∇f(x), x∗ − x〉, ρ ∈ (0, 1].(8)
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Если f сильно квазар-выпукла (см. определение 2, μ > 0), то решение x∗
единственно, и тогда f сильно квазар-выпукла относительно любого реше-
ния. Отметим, что задачи с невыпуклыми гладкими (а значит, и (L0, L1)-
гладкими) ρ-квазар-выпуклыми функциями нередко встречаются в прило-
жениях (см. пример 4) [27].

Для решения задачи (2) исследуем градиентный метод вида

xk+1 = xk − ηk∇̃f(xk)(9)

с шагом

ηk =
α

L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) ,(10)

где α ∈ (0, 1], а ∇̃f(xk) обозначает неточный градиент функции f в точке xk.
Важно отметить, что, несмотря на использование приближенных значений

градиента в алгоритме, в теоретическом анализе предполагается существова-
ние точного градиента.

Докажем несколько лемм, необходимых для обоснования оценок скорости
сходимости метода.

Лемма 1 [10, Lemma A3]. Пусть функция f(x) (L0, L1)-гладкая (4). То-
гда ∀x, y ∈ R

n при условии ‖x− y‖ � 1
L1
справедливо неравенство

f(y) � f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ L0 + L1‖∇f(x)‖
2

‖y − x‖2.(11)

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть g(t) = f(x+ t(y − x)) при t ∈ [0, 1]. Тогда

f(y)− f(x) = g(1) − g(0) =

1∫
0

g′(t)dt =
1∫

0

〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉 dt.

Добавим и вычтем 〈∇f(x), y − x〉 под интегралом:

f(y)− f(x) =

1∫
0

〈∇f(x), y − x〉 dt+
1∫

0

〈∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x〉 dt.

Вычисляя первый интеграл и применяя неравенство Коши–Буняковского для
выражения под вторым интегралом, получим следующее неравенство:

f(y)− f(x) � 〈∇f(x), y − x〉+
1∫

0

‖∇f(x+ t(y − x))−∇f(x)‖‖y − x‖dt.

Учитывая, что

‖∇f(y)−∇f(x)‖ � (L0 + L1‖∇f(x)‖) ‖y − x‖,
9



имеем неравенство

f(y)− f(x) � 〈∇f(x), y − x〉+ ‖y − x‖
1∫

0

(L0 + L1‖∇f(x)‖) ‖y − x‖tdt,

откуда следует

f(y) � f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ L0 + L1‖∇f(x)‖
2

‖y − x‖2.

Зам е ч а ни е 1. При наличии аддитивной неточности в градиенте нера-
венство (11) принимает вид

f(y) � f(x) + 〈∇̃f(x), y − x〉+

+
L0 + L1(‖∇̃f(x)‖+Δ)

2
‖y − x‖2 +Δ‖y − x‖.

(12)

Лемма 2. Пусть f(x) – (L0, L1)-гладкая функция (4). Предположим,
что ‖∇f(xk)‖ > Δ. Тогда на итерациях алгоритма (9) с шагом (10) зна-
чения функции монотонно убывают f(xk+1) � f(xk), причем справедливо
неравенство

f(xk)− f(xk+1) �
α(2 − α)

2

(‖∇f(xk)‖ −Δ)2

L0 + L1‖∇f(xk)‖+ 2L1Δ
.(13)

Дока з а т е л ь с т в о. Положим в неравенстве (11) y = xk+1, x = xk. Отме-
тим, что ‖xk+1 − xk‖ � 1

L1
. Тогда

f(xk+1)− f(xk) �

� −α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) +
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)
2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

))2α2‖∇̃f(xk)‖2 =

=
α2‖∇̃f(xk)‖2 − 2α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) =

=
α2‖∇̃f(xk)‖2 − 2α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉+ ‖∇f(xk)‖2 − ‖∇f(xk)‖2

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) =

=
‖α∇̃f(xk)−∇f(xk)‖2 − ‖∇f(xk)‖2

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) .

Следовательно,

f(xk)− f(xk+1) �
‖∇f(xk)‖2 − ‖α∇̃f(xk)−∇f(xk)‖2

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) .
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Воспользуемся следующим соотношением для α ∈ (0; 1], a, b ∈ R
n:

‖αa− b‖ = ‖α(a − b) + (α− 1)b‖ � α‖a − b‖+ (1− α)‖b‖.

f(xk)− f(xk+1) �

�
‖∇f(xk)‖2 −

(
α‖∇̃f(xk)−∇f(xk)‖+ (1− α)‖∇f(xk)‖

)2

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) �

� ‖∇f(xk)‖2 − (αΔ+ (1− α)‖∇f(xk)‖)2

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) =

=
α (‖∇f(xk)‖ −Δ) ((2− α)(‖∇f(xk)‖ −Δ) + 2Δ)

2
(
L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)) >

>
α(2− α)

2

(‖∇f(xk)‖ −Δ)2

L0 + L1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) �

� α(2− α)

2

(‖∇f(xk)‖ −Δ)2

L0 + L1‖∇f(xk)‖+ 2L1Δ
.

Лемма 3. Пусть f – (L0, L1)-гладкая функция (4), удовлетворяющая
условию Поляка–Лоясиевича (1), а x∗ – ближайшее к xk+1 точное решение
задачи (2). Тогда для градиентного метода вида (9) с шагом (10) справедливо
неравенство

‖xk+1 − x∗‖ �
√

2

μ
(f(x0)− f∗).(14)

Дока з а т е л ь с т в о. Как известно ([29, Appendix A]), из условия Поляка–
Лоясиевича следует (для ближайшего точного решения x∗), что функция име-
ет квадратичный рост:

μ

2
‖xk+1 − x∗‖2 � f(xk+1)− f∗.

С учетом монотонности функции f неравенство принимает вид

μ

2
‖xk+1 − x∗‖2 � f(x0)− f∗,

откуда вытекает искомое неравенство

‖xk+1 − x∗‖ �
√

2

μ
(f(x0)− f∗).
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Введем обозначение gk = ‖∇f(xk)‖ −Δ. Тогда из леммы 2 вытекает нера-
венство

f(xk)− f(xk+1) >
α(2− α)

2

g2k
L0 + L1gk + 3L1Δ

.(15)

Предположим, что gk � 3Δ. Будем исследовать сходимость метода в зависи-
мости от величины gk. Возможны два случая: gk > L0

L1
и gk � L0

L1
.

При gk > L0
L1

из (15) имеем

f(xk)− f(xk+1) >
α(2− α)

2

g2k
L1gk + L1gk + L1gk

>

>
α(2− α)

2

gk
3L1

=
α(2− α)

6L1
gk.

(16)

Если же gk � L0
L1
, то из (15) следует

f(xk)− f(xk+1) >
α(2 − α)

2

g2k
L0 + L0 + L0

>

>
α(2 − α)

2

g2k
3L0

=
α(2 − α)

6L0
g2k.

(17)

Для такого класса задач справедлива следующая теорема.
Те ор ем а 1. Пусть f – ρ-квазар-выпуклая относительно всякого точ-

ного решения (L0, L1)-гладкая функция, удовлетворяющая условию Поляка–
Лоясиевича (1). Пусть также справедливы неравенства ‖∇̃f(xk)‖ � 5Δ

и μ < min
{

6L0
α(2−α) ;

72L2
1(f(x0)−f∗)

α2(2−α)2ρ2

}
. Тогда для алгоритма (9) с шагом (10)

справедливо неравенство

f(xk+1)− f∗ �

� max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

; 1− α(2 − α)μ

6L0

⎫⎬⎭
k+1

(f(x0)− f∗)+

+Δmax

{
1

L1
;
Δ

L0

}
max

⎧⎨⎩L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

ρ
;
L0

μ

⎫⎬⎭ .

(18)

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай gk > L0
L1
. Из квазар-

выпуклости функции f(x) при x = xk вытекает неравенство

f(xk)− f∗ � 1

ρ
〈∇f(xk), xk − x∗〉 � 1

ρ
‖∇f(xk)‖‖xk − x∗‖ =

=
1

ρ
(gk +Δ)‖xk − x∗‖.

(19)
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Применяя к (19) лемму 3, получим неравенство

f(xk)− f∗ � 1

ρ

√
2

μ
(f(x0)− f∗)(gk +Δ),

откуда

gk � ρ(f(xk)− f∗)√
2
μ (f(x0)− f∗)

−Δ.(20)

Из неравенств (16) и (20) вытекает оценка

f(xk+1)− f∗ � f(xk)− f∗ − α(2− α)

6L1

⎛⎝ ρ(f(xk)− f∗)√
2
μ (f(x0)− f∗)

−Δ

⎞⎠ =

=

⎛⎝1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

⎞⎠ (f(xk)− f∗) +
α(2 − α)Δ

6L1
.

(21)

При gk � L0
L1

из (17) следует, что

f(xk+1)− f(xk) � −α(2 − α)

6L0
g2k = −α(2− α)

6L0
(‖∇f(xk)‖ −Δ)2 �

� −α(2 − α)

6L0

(
1

2
‖∇f(xk)‖2 −Δ2

)
=

= −α(2 − α)

12L0
‖∇f(xk)‖2 + α(2 − α)Δ2

6L0
=

= −α(2 − α)μ

6L0
(f(xk)− f∗) +

α(2 − α)Δ2

6L0
.

Таким образом,

f(xk+1)− f∗ �
(
1− α(2− α)μ

6L0

)
(f(xk)− f∗) +

α(2 − α)Δ2

6L0
.(22)

Из неравенств (21) и (22) следует справедливость неравенства

f(xk+1)−f∗ �max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)−f∗)

; 1− α(2 − α)μ

6L0

⎫⎬⎭(f(xk)−f∗)+

+max

{
α(2− α)Δ

6L1
;
α(2 − α)Δ2

6L0

}
,
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или

f(xk+1)−f∗ �max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)−f∗)

; 1− α(2− α)μ

6L0

⎫⎬⎭(f(xk)−f∗) +

+
α(2 − α)Δ

6
max

{
1

L1
;
Δ

L0

}
�

� max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

; 1− α(2 − α)μ

6L0

⎫⎬⎭
k+1

(f(x0)− f∗) +

+
α(2 − α)Δ

6
max

{
1

L1
;
Δ

L0

} k∑
i=0

max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

;

1− α(2 − α)μ

6L0

⎫⎬⎭
i

�

� max

⎧⎨⎩1− α(2 − α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

; 1− α(2 − α)μ

6L0

⎫⎬⎭
k+1

(f(x0)− f∗) +

+
α(2 − α)Δ

6
max

{
1

L1
;
Δ

L0

}
1

1−max

{
1− α(2−α)ρ

6L1

√
2
μ
(f(x0)−f∗)

; 1− α(2−α)μ
6L0

} .

При положительных a, b верна цепочка равенств

1

1−max{1− a; 1− b} =
1

1− (1−min{a; b}) =
1

min{a; b} = max

{
1

a
;
1

b

}
,

следовательно,

f(xk+1)− f∗ �

� max

⎧⎨⎩1− α(2− α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

; 1− α(2− α)μ

6L0

⎫⎬⎭
k+1

(f(x0)− f∗) +

+
α(2 − α)Δ

6
max

{
1

L1
;
Δ

L0

}
6

α(2− α)
max

⎧⎨⎩L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

ρ
;
L0

μ

⎫⎬⎭ �

� max

⎧⎨⎩1− α(2− α)ρ

6L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

; 1− α(2− α)μ

6L0

⎫⎬⎭
k+1

(f(x0)− f∗) =

+Δmax

{
1

L1
;
Δ

L0

}
max

⎧⎨⎩L1

√
2
μ (f(x0)− f∗)

ρ
;
L0

μ

⎫⎬⎭ .
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Зам е ч а ни е 2. Количество итераций алгоритма (9), для которых спра-
ведливо неравенство ‖∇̃f(xk)‖ � 5Δ, можно оценить как

N �
⌈
6L2

1(f(x0)− f∗)
α(2 − α)L0

⌉
+

⌈
2L0(f(x0)− f∗)
3α(2 − α)Δ2

⌉
.

Дока з а т е л ь с т в о. Оценим число итераций, когда gk > L0
L1
. Из (16) сле-

дует неравенство

f(xk)− f(xk+1) >
α(2− α)L0

6L2
1

.

Пусть i1, . . . , im, p = 1,m – индексы таких итераций, для которых gip > L0
L1
.

Тогда после суммирования верно неравенство

f(x0)− f∗ � f(xi1)− f(xim) �
α(2− α)L0

6L2
1

m,

откуда

m �
⌈
6L2

1(f(x0)− f∗)
α(2 − α)L0

⌉
, L0 �= 0.

Оценим теперь количество итераций, для которых gk � L0
L1
. Принимая

во внимание, что g2k � 9Δ2, получаем из неравенства (17) оценку f(xk)−
− f(xk+1) >

9α (2−α)Δ2

6L0
. Пусть j1, . . . , jn, l = 1, n — индексы итераций, для ко-

торых gjl � L0
L1
. После суммирования имеем неравенство

f(x0)− f∗ � f(xj1)− f(xjn) �
9α(2 − α)Δ2

6L0
n,

откуда следует ограничение на число таких итераций

n �
⌈
2L0(f(x0)− f∗)
3α(2 − α)Δ2

⌉
.

Зам е ч а ни е 3. Неравенство (21) указывает на сходимость метода (9) с
шагом (10) со скоростью, близкой к скорости геометрической прогрессии,
при достаточно больших значениях норм градиентов, т.е. gk > L0

L1
.

Зам е ч а ни е 4. Будем считать, что если ‖∇̃f(xk)‖ < 5Δ, то приемлемое
качество решения уже достигнуто. Действительно, если ‖∇̃f(xk)‖ < 5Δ, то
‖∇f(xk)‖ < 6Δ. Тогда из условия Поляка–Лоясиевича (1) следует

f(xk)− f∗ � 1

2μ
‖∇f(x)‖2 <

18Δ2

μ
.
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Зам е ч а ни е 5. Поскольку количество итераций, для которых возможно
выполнение условия gk > L0

L1
, ограничено, начиная с некоторого номера N

норма градиента будет меньше, чем L0
L1
. Тогда можно утверждать о сходимо-

сти метода (9) с шагом (10) на классе задач с условием Поляка–Лоясиевича
(без требования ρ-квазар-выпуклости) начиная с этого номера. Таким обра-
зом, начиная с некоторого номера справедлива альтернатива:

1) либо из неравенства (22) по рекурсии следует

f(xk+1)− f∗ �
(
1− α(2 − α)μ

6L0

)k

(f(xN )− f∗) +
Δ2

μ
,

2) либо приемлемая точность решения уже достигнута.

4. Адаптивный градиентный метод для квазар-выпyклых
(0,M)-гладких фyнкций

Рассмотрим случай L0 = 0, соответствyющий, например, задаче логисти-
ческой регрессии. Для удобства введем обозначение M = L1. Тогда усло-
вие (4) принимает вид

‖∇f(y)−∇f(x)‖�M‖∇f(x)‖‖y−x‖ ∀x, y ∈R
n таких, что ‖y−x‖� 1

M
.(23)

Далее исследуется адаптивный вариант градиентного метода с использовани-
ем неточной информации о градиенте на классе ρ-квазар выпуклых функций.

Пусть f – (0,M)-гладкая ρ-квазар-выпуклая функция (в отличие от
предыдyщего раздела yже не обязательно относительно всякого точного ре-
шения), причем ρ ∈ (

1
2 ; 1

]
. Рассмотрим следующий адаптивный вариант гра-

диентного метода с использованием неточных градиентов на итерациях.

А лг о ри тм 1 (адаптивный градиентный метод для (0,M)-гладких
задач).

1. Вход x0 ∈ R
n, Δ > 0, 0 < M0 < 2M , α > 0.

2. k = 0.
3. Повторять
4. Mk+1 = max {M0/2,Mk/2} ,
5. ηk = α

Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)
,

6. xk+1 = xk − ηk∇̃f(xk),

7. Если f(xk)− f(xk+1) � α(2−α)
4Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ

)
и

f(xk)− f(xk+1) � α
(
1− α

2

) ‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

− Δα
Mk+1

,

8. k := k + 1.
9. Иначе
10. Mk+1 = 2Mk+1 и перейти к 5.
11. Выход x̂ = xk+1.
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Докажем несколько вспомогательных утверждений для (0,M)-гладких
функций. В частности, они обоснyют корректность алгоритма 1, т.е. выпол-
нение для (0,M)-гладких функций при достаточно больших Mk+1 критерия
выхода из итерации cогласно п. 7 алгоритма 1.

Лемма 4. Пусть f(x) – (0,M)-гладкая функция. Предположим, что
‖∇̃f(xk)‖ > 5Δ и {Mi}ki=0 – последовательность, причем Mi+1 � M . Тогда
на итерациях алгоритма

xk+1 = xk − α

Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)∇̃f(xk), α ∈ (0; 1]

значения функции монотонно не возрастают f(xk+1) � f(xk), причем спра-
ведливо неравенство

f(xk)− f(xk+1) �
α(2− α)

2

(‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ)2

Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)
.(24)

Дока з а т е л ь с т в о. Из неравенства (11) при L0 = 0, L1 = M следует
неравенство

f(y) � f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ M‖∇f(x)‖
2

‖y − x‖2.

Положим в этом неравенстве y = xk+1, x = xk. Тогда

f(xk+1)− f(xk) �

� −α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉
Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) +
M‖∇f(xk)‖

2M2
k+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)2α2‖∇̃f(xk)‖2 �

� −α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉
Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) +
M

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)
2M

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) α2‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) =

=
α2‖∇̃f(xk)‖2 − 2α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) =

=
α2‖∇̃f(xk)‖2 − 2α〈∇f(xk), ∇̃f(xk)〉+ ‖∇f(xk)‖2 − ‖∇f(xk)‖2

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) =

=
‖α∇̃f(xk)−∇f(xk)‖2 − ‖∇f(xk)‖2

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) .
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Следовательно,

f(xk)− f(xk+1) �
‖∇f(xk)‖2 − ‖α∇̃f(xk)−∇f(xk)‖2

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) .

Воспользуемся следующим соотношением для α ∈ (0; 1], a, b ∈ R
n:

‖αa− b‖ = ‖α(a − b) + (α− 1)b‖ � α‖a − b‖+ (1− α)‖b‖.

f(xk)− f(xk+1) �

�
‖∇f(xk)‖2 −

(
α‖∇̃f(xk)−∇f(xk)‖+ (1− α)‖∇f(xk)‖

)2

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) �

� ‖∇f(xk)‖2 − (αΔ+ (1− α)‖∇f(xk)‖)2

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) =

=
α (‖∇f(xk)‖ −Δ) ((2− α)(‖∇f(xk)‖ −Δ) + 2Δ)

2Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) >

>
α(2− α)

2

(‖∇f(xk)‖ −Δ)2

Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) �

� α(2− α)

2

(
‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ

)2

Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) .
Пусть {Mi}ki=0 – последовательность положительных чисел, yдовлет-

воряющих предположениям предыдyщей теоремы. Тогда из (24) при
‖∇̃f(xk)‖ � 5Δ вытекает

f(xk)− f(xk+1) �
α(2 − α)(‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ)2

2
(
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ) + 3Mk+1Δ

) �

� α(2− α)

4Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖ − 2Δ

)
.

(25)

Лемма 5. Пусть f(x) – (0,M)-гладкая функция, {Mi}ki=0 – некоторая
последовательность, причем Mi+1 � M . Тогда для алгоритма

xk+1 = xk − α

Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)∇̃f(xk), α ∈ (0; 1]

справедливо неравенство

‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

� 2

α(2 − α)
(f(xk)− f(xk+1)) +

2Δ

Mk+1(2− α)
.(26)
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Дока з а т е л ь с т в о. Из неравенства (12) при L0 = 0, L1 = M следует

f(y) � f(x) + 〈∇̃f(x), y − x〉+ M(‖∇̃f(x)‖+Δ)

2
‖y − x‖2 +Δ‖y − x‖.

Положим в этом неравенстве y = xk+1 и x = xk:

f(xk+1) � f(xk) + 〈∇̃f(xk), xk+1 − xk〉+

+
M(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

2
‖xk+1 − xk‖2 +Δ‖xk+1 − xk‖ �

� f(xk)− α‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

+
α2‖∇̃f(xk)‖2

2Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)
+

+
Δα‖∇̃f(xk)‖

Mk+1(‖∇̃f(x)‖+Δ)

= f(xk)− α
(
1− α

2

) ‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

+
Δα‖∇̃f(xk)‖

Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)
.

Оценим слагаемое, содержащее Δ:

Δα‖∇̃f(xk)‖
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

�
Δα

Mk+1
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)
=

Δα

Mk+1
.

Таким образом, получаем неравенство

f(xk)− f(xk+1) � α
(
1− α

2

) ‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

− Δα

Mk+1
,

или в другом виде

‖∇̃f(xk)‖2
Mk+1(‖∇̃f(xk)‖+Δ)

� 2

α(2− α)
(f(xk)− f(xk+1)) +

2Δ

Mk+1(2− α)
.

Доказанные выше неравенства (25) и (26) означают, что при Mk+1 � M
автоматически выполнен критерий выхода из итерации алгоритма 1.

Лемма 6. Пусть f(x) – ρ-квазар-выпуклая функция при ρ ∈ (
1
2 ; 1

]
,

{Mi}ki=0 – некоторая последовательность положительных чисел из алго-
ритма 1. Тогда при α � 2ρ−1

ρ справедливо неравенство

‖xk+1 − x∗‖ � ‖xk − x∗‖+Δηk +
1

Mk+1
.(27)

Дока з а т е л ь с т в о. Поскольку xk+1 = xk − ηk∇̃f(xk), то верны следую-
щие равенства:

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖xk − x∗ − ηk∇̃f(xk)‖2 =
= ‖xk − x∗‖2 − 2ηk〈∇̃f(xk), xk − x∗〉+ η2k‖∇̃f(xk)‖2.
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Из квазар-выпуклости функции f следует, что

‖xk+1 − x∗‖2 �

� ‖xk − x∗‖2 − 2ηk(ρ(f(xk)− f∗)−Δ‖xk − x∗‖) + η2k‖∇̃f(xk)‖2
(26)
�

(26)
� ‖xk − x∗‖2 − 2ηk(ρ(f(xk)− f∗)−Δ‖xk − x∗‖)+

+ αηk

(
2

α(2 − α)
(f(xk)− f∗) +

2Δ

Mk+1(2− α)

)
=

= ‖xk − x∗‖2 + ηk

(
2

2− α
− 2ρ

)
(f(xk)− f∗) +

+ 2Δηk

(
‖xk − x∗‖+ α

Mk+1(2− α)

)
.

Выберем параметр α так, чтобы 2
2−α − 2ρ � 0. Поскольку α ∈ (0; 1], полу-

чаем, что это возможно тогда и только тогда, когда ρ ∈ (
1
2 ; 1

]
. В этом слyчае

имеем:

‖xk+1 − x∗‖2 � ‖xk − x∗‖2 + 2Δηk‖xk − x∗‖+
+Δ2η2k +

2αΔηk
Mk+1(2− α)

−Δ2η2k =

= (‖xk − x∗‖+Δηk)
2 +Δηk

(
2α

Mk+1(2− α)
−Δηk

)
.

Рассмотрим функцию y(t) = −t2 + 2α
Mk+1(2−α) t. В точке t = α

Mk+1(2−α) она до-

стигает максимального значения α2

M2
k+1(2−α)2

, причем при α � 1 справедливо
α2

M2
k+1(2−α)2

� 1
M2

k+1
. Таким образом,

‖xk+1 − x∗‖2 � (‖xk − x∗‖+Δηk)
2 +

1

M2
k+1

.

Заметим, что при a, b, c > 0 из неравенства a2 � b2+c2 вытекает a2 � (b+c)2,
откуда a � b+ c. Следовательно,

‖xk+1 − x∗‖ � ‖xk − x∗‖+Δηk +
1

Mk+1
.

Отметим, что неравенства (25) и (26) заведомо выполняются, если Mk+1 �
� M . Если ‖∇̃f(xk)‖ � 5Δ и для некоторого M0 > 0 верно Mi � M0

2 ∀i =

= 1, k + 1, то

ηk =
α

Mk+1

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

) � α

6Mk+1Δ
� α

3M0Δ
.
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Те ор ем а 2. Пусть f(x) – ρ-квазар-выпуклая (0,M)-гладкая функция,
где ρ ∈ (

1
2 ; 1

]
, а α ∈ (0; 1] такое, что α � 2ρ−1

ρ . Тогда после
⌈
8M(f(x0)−f∗)

3α(2−α)Δ

⌉
итераций алгоритма 1 найдется k, для которого либо ‖∇̃f(xk)‖ < 5Δ, либо
будет достигнуто точное решение.

Дока з а т е л ь с т в о. Из неравенства (25) с учетом того, что ‖∇̃f(xk)‖ �
� 5Δ, после суммирования по k от 0 до N − 1 вытекают соотношения

f(x0)− f∗ � f(x0)− f(xN ) � 3α(2 − α)Δ

4

N−1∑
k=0

1

Mk+1
,

откуда
N−1∑
k=0

1

Mk+1
� 4(f(x0)− f∗)

3α(2 − α)Δ
.

Учитывая, что Mi � 2M , оценим количество итераций, для которых
‖∇̃f(xk)‖ � 5Δ. Имеем N

2M � 4(f(x0)−f∗)
3α(2−α)Δ , или

N �
⌈
8M(f(x0)− f∗)
3α(2 − α)Δ

⌉
.

Зам е ч а ни е 6. Будем считать, что если ‖∇̃f(xk)‖ < 5Δ, то приемле-
мое качество решения уже достигнуто. Действительно, из условия ρ-квазар-
выпуклости функции f и неравенства (27) следует

f(xk)− f∗ � 1

ρ

(
‖∇̃f(xk)‖+Δ

)
‖xk − x∗‖ �

� 6Δ

ρ

(
‖x0 − x∗‖+ (α+ 6)N

3M0

)
.

Отсюда следует, что при небольшом количестве итераций можно гарантиро-
вать, что качество решения находится в пределах O(Δ). В случае больших
значений N этого утверждать нельзя. Отметим, что если целевая функция
удовлетворяет условию Поляка–Лоясиевича, то согласно замечанию 4 малая
норма неточного градиента гарантирyет достижение приемлемого качества
решения.

В частном случае, при Δ = 0, верно следующее утверждение.
Те ор ем а 3. Пусть f(x) – ρ-квазар-выпуклая (0,M)-гладкая функция,

где ρ ∈ (
1
2 ; 1

]
, а α ∈ (0; 1] такое, что α � 2ρ−1

ρ . Тогда алгоритм 1 в случае
Δ = 0 сходится со скоростью геометрической прогрессии.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай Δ = 0, т.е. ∇̃f(x) = ∇f(x) для
всякого x. Тогда из п. 7 листинга алгоритма 1 следует, что

f(xk)− f(xk+1) �
α(2 − α)

2Mk+1

‖∇f(xk)‖2
‖∇f(xk)‖ =

(2− α)ηk
2

‖∇f(xk)‖2.(28)
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Также в этом случае справедливы соотношения

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖xk − x∗‖2 − 2ηk〈∇f(xk), xk − x∗〉+ η2k‖∇f(xk)‖2 �
� ‖xk − x∗‖2 − 2ηkρ(f(xk)− f∗) + η2k‖∇f(xk)‖2 �
� ‖xk − x∗‖2 − 2ηkρ(f(xk)− f∗) +

2ηk
(2− α)

(f(xk)− f∗) =

= ‖xk − x∗‖2 + ηk(f(xk)− f∗)
(

2

2− α
− 2ρ

)
�

� ‖xk − x∗‖2 � ‖x0 − x∗‖2 = R2,

где α ∈ (0; 1], ρ ∈ (
1
2 ; 1

]
. Далее, из квазар-выпуклости функции f имеем

f(xk)− f∗ � 1

ρ
‖∇f(xk)‖‖xk − x∗‖ � 1

ρ
‖∇f(xk)‖‖x0 − x∗‖ =

R

ρ
‖∇f(xk)‖.

Вспомним, что ввидy лемм 4 и 5 при Mk+1 � M заведомо выполнен критерий
выхода из итерации алгоритма 1 (п. 7 листинга). Тогда для всякого k � 0
верно Mk+1 � 2M , и из (28) вытекает

f(xk+1)− f∗ � f(xk)− f∗ − α(2− α)

2Mk+1
‖∇f(xk)‖ �

� f(xk)− f∗ − α(2− α)

2Mk+1

ρ

R
(f(xk)− f∗) �

�
(
1− α(2− α)ρ

2Mk+1R

)
(f(xk)− f∗) �

�
(
1− α(2− α)ρ

4MR

)
(f(xk)− f∗) �

�
(
1− α(2− α)ρ

4MR

)k+1

(f(x0)− f∗),

что и завершает доказательство.

5. Вычислительные эксперименты

В данном разделе представлены результаты численных экспериментов,
проведенных для оценки эффективности предложенных алгоритмов при ми-
нимизации логистической функции вида (29) и квазар-выпуклой функции
вида (30).

5.1. Резyльтаты тестирования адаптивного алгоритма 1

Сравним предложенный алгоритм 1 с адаптивным универсальным гради-
ентным методом из [30] на задаче минимизации логистической функции из
примера 3:

f(x) =
1

m

m∑
i=1

log(1 + exp(−a�i x)), ai ∈ R
n.(29)
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Рис. 1. Результаты алгоритма 1 и адаптивного универсального градиентного
метода [30] для задачи логистической регрессии с (29) при n = 103,m = 100.

Известно, что логистическая функция (29) является выпуклой L-гладкой с

константой L = 1
m

m∑
i=1

‖ai‖2, а также (L0, L1)-гладкой с параметрами L0 = 0 и

L1 = max
1�i�m

‖ai‖.
Алгоритмы запускались с параметрами n = 1000, m = 100 и начальной

точкой x0 = (1, . . . , 1) ∈ R
n. Параметр неточности градиента Δ принимал зна-

чения из множества {0,5; 0,1; 0,05; 0,01}. Векторы {ai}mi=1 генерировались слу-
чайно из стандартного нормального распределения. На рис. 1 представлена
динамика значений целевой функции в зависимости от номера итерации для
сравниваемых алгоритмов. Результаты показывают, что предложенный ал-
горитм 1, использующий (L0, L1)-гладкость, демонстрирует более высокую
эффективность по сравнению с адаптивным универсальным градиентным ме-
тодом [30].

5.2. Пример невыпyклой задачи из класса квазар-выпуклых функций

Представлено сравнение предложенного метода (9) с шагом (10) и гра-
диентного метода с постоянным шагом размера 0,001 на примере квазар-
выпуклой функции из [27]:

f(x) = h(‖x‖2)g
(

x

‖x‖2

)
,(30)
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Рис. 2. Результаты применения метода (9) с шагом (10) и градиентного метода
с постоянным шагом для минимизации функции (30).

где h(t) = t2 и

g(x1, x2) = 1 +
1

4N

N∑
i=1

ai sin
2(bix1) + ci cos

2(dix2).

В вычислительных экспериментах использовались последовательности
{ai}i и {ci}i, элементы которых независимо и равномерно распределены на
отрезке [0, 20). Аналогично, последовательности {bi}i и {di}i независимо и
равномерно распределены на отрезке [−25, 25). Все методы инициализирова-
лись из начальной точки (1, 1) с параметрами N = 10 и α = 0,01. На рис. 2
представлена динамика изменения значений целевой функции в зависимости
от номера итерации. Полученные результаты демонстрируют, что предло-
женный алгоритм (9) с выбором шага (10), основанным на (L0, L1)-гладкости
целевой функции, обладает большей эффективностью по сравнению с гради-
ентным методом с постоянным шагом.

6. Заключение

В работе предложен и проанализирован ряд методов градиентного типа,
предназначенных для решения задач минимизации (L0, L1)-гладких функ-
ций при условии аддитивной неточности в значениях градиента на итерациях.
Внимание было сосредоточено на исследовании сходимости методов для неко-
торых классов невыпуклых функций, таких как ρ-квазар-выпуклые функции
и функции, удовлетворяющие условию Поляка–Лоясиевича.

В работе представлен обзор современного состояния исследований в этой
области. Все ключевые определения и вспомогательные результаты адаптиро-
ваны на случайΔ-неточного градиента. Сформулированы и доказаны леммы,
характеризующие влияние аддитивной неточности градиента на траекторию
градиентного метода. Получена теоретическая оценка скорости сходимости
градиентного метода на классе квазар-выпуклых функций, удовлетворяю-
щих условию Поляка–Лоясиевича. В частности, показано, что обеспечивает-
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ся сходимость метода с близкой к линейной скоростью (с точностью до па-
раметров, связанных с погрешностями). Доказано, что начиная с некоторого
номера итерации метод сходится в окрестность точного решения на классе
функций с условием Поляка–Лоясиевича. Отдельное внимание уделено де-
тальному исследованию случая L0 = 0 (класс (0,M)-гладких функций), ко-
торый представляет значительный интерес для задач машинного обучения,
таких как обучение моделей логистической регрессии. Разработан адаптив-
ный вариант градиентного метода, использующий неточные градиенты, для
которого получена теоретическая оценка скорости сходимости. Показано, что
в случае точных градиентов (при Δ = 0) метод сходится со скоростью геомет-
рической прогрессии. Эффективность предложенных методов подтверждена
результатами численных экспериментов, проведенных как на задаче логисти-
ческой регрессии, так и на некоторой невыпуклой квазар-выпуклой задаче.

В качестве направлений дальнейших исследований представляется инте-
ресным изучение ускоренных методов для (L0, L1)-гладких задач с неточным
градиентом, а также разработка методов с адаптивной настройкой на пара-
метры L0 и L1.
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