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В статье рассматривается поисковый метод стохастической оптимиза-
ции с возмущением на входе, предназначенный для отслеживания изме-
нений точки минимума функции (трекинга) с гельдеровским градиентом
в условиях наблюдений при почти произвольных неизвестных ограничен-
ных помехах (unknown–but–bounded noise). Подобные методы использу-
ются в задачах адаптивного управления (энергетика, логистика, робото-
техника, трекинг целей), оптимизации зашумленных систем (биомодели-
рование, физические эксперименты) и онлайн-обучения с дрейфом пара-
метров данных (финансы, потоковая аналитика).
В качестве апробации алгоритма исследуется эффективность его рабо-

ты в условиях, имитирующих отслеживание эволюции человеческих ожи-
даний в задачах обучения с подкреплением на основе обратной связи от
человека и при отслеживании центра кластера задач в системах массово-
го обслуживания. Поисковые методы с возмущениями на входе активно
развивались в работах Б.Т. Поляка с 1990 г.
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1. Введение

Задача минимизации функции (или функционала) f(x) лежит в основе
решения множества практических задач от управления техническими си-
стемами до машинного обучения. Аналитические решения часто недоступ-
ны из-за высокой размерности, нелинейностей или отсутствия явного вида
функции. Даже при аналитическом задании функции их практическая при-
менимость ограничена вычислительными ресурсами, неточностями измере-
ний или ошибками округления. Традиционные итерационные градиентные

1 Теоретическая часть работы, разделы 1–4, выполнены при финансовой поддержке
РНФ в ИПМАШ РАН, (проект № 23-41-00060), практическая часть работы, разделы 5–6,
выполнены при финансовой поддержке СПбГУ, шифр проекта 121061000159-6.
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методы эффективны для поиска минимума гладких или дифференцируемых
функций. Однако в реальных задачах часто возникают ситуации, когда вы-
числение градиента затруднено или невозможно. Обычно целевая функция
подвержена стохастическим возмущениям, либо ее явный вид неизвестен. На
практике оптимизируемая функция часто задается некоторым оракулом, об-
ращаясь к которому с запросами (аргументами функции) можно получить
возможные реализации. Доступность измерений непосредственно градиента
возможна при реализации специальных измерительных устройств для той
или иной задачи или за счет конечно-разностных аппроксимаций, которые
неработоспособны при высоком уровне помех в получаемых измерениях. В та-
ких случаях требуются альтернативные подходы, не зависящие от информа-
ции о градиенте.
Значительный вклад в развитие теории и методов стохастической оптими-

зации внес Б.Т. Поляк и вся научная группа, с которой он работал. Их иссле-
дования охватывают широкий спектр вопросов, включая градиентные мето-
ды [1], псевдоградиентные алгоритмы адаптации и обучения [2–4] и методы
ускорения сходимости [5–7]. Две статьи [8, 9] дают и сейчас исчерпываю-
щие ответы при анализе сходимости итеративных стохастических алгорит-
мов в общем случае в терминах среднеквадратических отклонений, а также
в линейном случае в терминах матриц ковариаций ошибки. Предложенный
в 1990 г. новый поисковый метод стохастической аппроксимации [10] не толь-
ко развивает общее направление алгоритмов случайного поиска [11], но и су-
щественно продвигает вперед всю общую теорию итеративных алгоритмов
оптимизации: в статье показано, что при наблюдении значений оптимизируе-
мой функции с помехами предложенный алгоритм имеет асимптотически оп-
тимальную скорость сходимости в том смысле, что невозможно найти более
быстрый алгоритм среди всевозможных итеративных алгоритмов оптими-
зации для достаточно широкого класса функций. Ранее похожий алгоритм
был предложен в [12], и для него была обоснована состоятельность оценок
при наблюдении на фоне почти произвольных помех. В англоязычной лите-
ратуре похожие методы получили название SPSA (Simultaneous Perturbation
Stochastic Approximation) [13, 14]. Важной особенностью этих безградиентных
методов является то, что вне зависимости от размерности задачи на каж-
дой итерации надо вызывать оракул всего один или два раза с аргументами,
выбираемыми на случайной прямой (рандомизация алгоритма), проходящей
через точку очередной оценки. Подробный анализ истории развития, а так-
же свойств оценок поисковых алгоритмов стохастической аппроксимации с
возмущением на входе, дан в [15–17].
Важным ограничением классических итерационных методов стохастиче-

ской оптимизации нулевого порядка (не использующих значения градиента),
таких как процедура Кифера–Вольфовица [18] в многомерном случае, яв-
ляется необходимость многократного вычисления функции на каждой ите-
рации. Это становится особенно непрактичным в динамических средах, где
целевая функция fn(x) изменяется со временем. Подобная ситуация возника-
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ет, например, в задачах оптимизации систем реального времени. Оказалось,
что методы типа предложенных ранее поисковых алгоритмов стохастической
оптимизации с возмущением на входе в этой ситуации продолжают быть ра-
ботоспособными при замене уменьшающихся со временем размеров шагов на
постоянные [19, 20]. Позже удалось сформулировать и обосновать свойства
распределенного алгоритма такого типа, совмещенного с алгоритмом консен-
суса [20].
На практике [21, 22] часто сталкиваются со статистическими неопреде-

ленностями, которые не имеют второго статистического момента. Например,
стабильные распределения, в частности, Леви–Пaрето лучше описывают це-
ны на акции и товары, чем нормальные распределения [23]. В [24] иссле-
дованы свойства оценок алгоритма типа SPSA в таких условиях. В статье
эти исследования распространены на случай оптимизации нестационарного
функционала среднего риска.

2. Постановка задачи

Пусть время является дискретным и определяется номером шага (итера-
ции) n = 0, 1, . . . , {Fn(·, ·) : Rd×Rq → R} – набор функций от двух векторных
переменных, дифференцируемых по первому аргументу, на каждом шаге n
в известных (выбираемых) точках xn (план эксперимента) производятся на-
блюдения (измеряются значения)

yn = Fn(xn, wn) + vn,(1)

где wn – неконтролируемые возмущения, заданные на некотором вероятност-
ном пространстве Ω и имеющие одинаковое, неизвестное распределение Pw(·),
vn – помехи в наблюдениях (возможно и неслучайные).
Обозначим Fn−1 – σ-алгебру всех вероятностных событий, которые реа-

лизовались до момента n, E – символ математического ожидания, EFn−1 –
символ условного математического ожидания при условии σ-алгебры Fn−1.
Рассмотрим задачу минимизации нестационарного функционала среднего

риска:

fn(x) = EFn−1Fn(x,w) =

∫
Rq

Fn(x,w)Pw(dw) → min
x

.(2)

Требуется оценить точку минимума θn функции fn(x), т.е. найти

θn = argmin
x

fn(x).

Точность оценки x точек θn характеризуется с помощью скалярных функций
Ляпунова

Vn(x) = ‖x− θn‖ρ+1 =

n∑
i=1

|x(i) − θ(i)n |ρ+1,
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где θn – искомые векторы, ρ ∈ (0, 1] – показатель Гельдера градиентов функ-
ций Vn(x). Далее в статье будут использоваться обозначения ‖ · ‖ρ+1 для нор-
мы lρ+1 и 〈·, ·〉 для скалярного произведения в Rd.
Для характеристики поведения оценок точек минимума нестационарного

функционала (2) введем два определения.

Опр е д е л е н и е 1. Последовательность оценок θ̂n точек минимума θn
называется lρ+1-стабилизированной, если существует такое C > 0, что

EVn(θ̂n) � const, ∀ n.

Опр е д е л е н и е 2. Число L называется асимптотической верхней гра-
ницей ошибок оценивания по lρ+1-норме, если для последовательности оце-
нок {θ̂n} точек минимума θn выполняется:

lim
n→∞

EVn(θ̂n) � L < ∞.

Далее будем рассматривать задачу о построении последовательности стаби-
лизирующихся оценок {θ̂n}, в рамках определения 2, при следующих услови-
ях, выполняющихся при любом n > 0.
(A) Функции fn(·) сильно выпуклые по первому аргументу:

〈∇Vn(x),∇fn(x)〉 � μVn(x).

(B) При любом w градиенты функций ∇Fn(·, w) удовлетворяют условию:

‖∇Fn(x,w)−∇Fn(y,w)‖1 � M‖x− y‖ρρ

с некоторой константой M .
(C) Локальное свойство Лебега: ∀x ∈ Rd ∃ окрестность Ux точки x и функ-
ция Φx(w), такие что : EΦx(w) < ∞ и ‖∇Fn(x

′, w)‖2 � Φx(w) ∀x′ ∈ Ux.

(D) Скорость дрейфа точки минимума ограничена следующими условиями

a : ‖θn − θn−1‖1 � A,

либо, если {θn} представляют собой последовательность случайных вели-
чин, то

EFn−1‖θn − θn−1‖ρ+1
ρ+1 � Aρ+1,

а также

b: EFn−1 ‖∇xFn(x,w) −∇xFn−1(x,w)‖1 � B‖x− θn−1‖ρ1,
c: EFn−1 ‖∇xFn(θn, wn)‖ρ+1

ρ+1 � C,

d: EF2n−2 |F2n(x,w2n)− F2n−1(x,w2n−1)|ρ+1 � DV2n−2(x) + E.

(E) Для помех наблюдения vn выполнены условия:

|v2n − v2n−1| � σv,
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либо, если они представляют собой последовательность случайных величин,
то

EF2n−2{|v2n − v2n−1|ρ+1} � σρ+1
v .

Заметим, что последнему условию удовлетворяют любые детерминирован-
ные ограниченные последовательности {vn}. Условие (С) обеспечивает воз-
можность перестановки операций интегрирования и дифференцирования при
обосновании стабилизируемости оценок. Ограничения типа (D) включают
как дрейф типа случайных блужданий, так и направленный дрейф в опре-
деленную сторону. Например, в [1] приводится ограничение на основе (D):

θn = θn−1 + a+ ξn,

где ξn – центрированная случайная величина и a – тренд. Стабилизируемость
оценок алгоритма поиска минимума в условиях (D) означает применимость
его к широкому классу различных задач.

3. Поисковый рандомизированный алгоритм оценивания

Пусть {Δn} – последовательность пробных одновременных возмущений,
подаваемых на вход алгоритма оценивания, является некоторой реализацией
последовательности независимых бернуллиевских случайных векторов из Rd,
у которых каждая компонента независимо принимает с вероятностью 1

2 значе-
ния, равные ± 1√

d
. Выберем некоторый начальный вектор θ0 ∈ Rd. Будем оце-

нивать последовательность точек минимума {θn} последовательностью {θ̂n},
определяемой алгоритмом стохастической оптимизации с пробным одновре-
менным возмущением на входе, который имеет следующий вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

θ̂2n−1 = θ̂2n−2,

x2n = θ̂2n−2 + βΔn, x2n−1 = θ̂2n−2 − βΔn,

θ̂2n = θ̂2n−2 −
α

2β
Δn(y2n − y2n−1),

(3)

где α и β – параметры размеров шага алгоритма. Для обоснования стабили-
зации оценок алгоритма (3) будем считать, что
(F) случайные векторы Δn и w2n, w2n−1 не зависят между собой, а также
от Fn−1. Если {vn} предполагаются случайной природы, то Δn не зависят
от v2n, v2n−1.

4. Стабилизация оценок

Обозначим H = A+ αβM , где A и M – константы ограничения скорости
дрейфа точки и ограничение изменения градиентов соответственно.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены условия (А)–(F) и параметры алгорит-
ма α, β выбраны такими, чтобы константа K > 0, определенная далее при
доказательстве теоремы, была меньше единицы. Тогда для любого началь-
ного приближения θ̂0 с E‖θ̂0 − θ0‖ρ+1 < ∞ оценки алгоритма (4) стабили-
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зируются в следующем смысле:

lim
n→∞

E‖θ̂n − θn‖ρ+1 �
(
L

K

) 1
ρ+1

,

где L также определена в конце доказательства теоремы.

Условия (А)–(С), (E)–(F) являются стандартными для доказательства со-
стоятельности оценок алгоритмов стохастической оптимизации с возмущени-
ем на входе [18]. Ранее факт среднеквадратичной стабилизации оценок алго-
ритма (3) был доказан в [19] при более жестких ограничениях.
Доказательство теоремы 1 и определение констант K и L приводится в

Приложении 1.

5. Моделированиия в RLHF-сценарии

В задачах обучения с подкреплением на основе обратной связи от чело-
века (Reinforcement Learning from Human Feedback, RLHF) ключевой вызов
заключается в работе с зашумленными и нестабильными данными [26, 27].
Человеческие оценки часто содержат случайные ошибки и могут изменяться
со временем, что усложняет процесс оптимизации. В частности, в задачах,
связанных с тонкой настройкой языковых моделей (Large Language Models,
LLM), RLHF используется для улучшения качества генерации текста, согла-
сования с предпочтениями пользователей и минимизации нежелательного по-
ведения моделей. Однако субъективность и изменчивость человеческих оце-
нок создают значительные трудности для традиционных методов оптимиза-
ции [28–30].

5.1. Модель
В моделировании исследуется эффективность поискового алгоритма в

условиях, приближенных к реальным: при наличии шума с тяжелыми хвоста-
ми (распределение Парето) и дрейфа предпочтений [28, 30], имитирующего
эволюцию человеческих ожиданий. Рассматриваются три сценария: умерен-
ный дрейф, почти стационарные предпочтения и стационарные предпочте-
ния с асимметричным шумом. Это позволяет оценить устойчивость и адап-
тивность поискового алгоритма в условиях, характерных для RLHF, и опре-
делить его применимость для задач, связанных с обучением LLM и других
систем, где человеческая обратная связь играет ключевую роль.
Цель моделирования – проверить способность RLHF-агента адаптировать-

ся к модели вознаграждения, которая формируется на основе зашумленных
и изменяющихся человеческих оценок. Далее:

• моделируется шум с тяжелыми хвостами (Pareto-распределение), от-
ражающий неопределенность и редкие, но значительные отклонения в
оценках;

• вводится модель дрейфа предпочтений, имитирующий постепенное из-
менение человеческих ожиданий;

• все функции и параметры вводятся в условиях (A)–(F) части 2.
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Агент должен минимизировать расхождение между своей оценкой парамет-
ра и истинным значением, задаваемым моделью вознаграждения, несмотря
на шум и динамику целевых предпочтений, для минимизации используется
поисковый алгоритм.
Модель вознаграждения, основанная на RLHF, задается следующим обра-

зом:

Fn(x) = −
m∑
i=1

(xi − x∗n)
1,35,(4)

где x∗n – целевой параметр, который дрейфует со временем n

x∗n = x∗n−1 + δ, x∗0 = 5,

отражая изменение предпочтений.
При выборе xn на основе обратной связи получаем

yn = Fn(x) + vn,

где vn – шум, моделирующий неопределенность в обратной связи. Для моде-
лирования использовались два вида шума:

• симметричный шум: vi = Zi × signi, где Zi ∼ Pareto(β, σ), signi ∼
∼ Uniform({−1, 1});

• асимметричный шум: vi = Zi, где Zi ∼ Pareto(β, σ), что может отражать
склонность к завышению оценок.

В табл. 1 представлены основные параметры, использованные при прове-
дении численного моделирования. Они охватывают структуру эксперимен-
та, настройки алгоритма (гиперпараметры), а также характеристики шума и
сценарии дрейфа, имитирующие условия нестабильной обратной связи.

Таблица 1. Параметры моделирования

Параметр Описание Значение
Начальная оценка агента Начальная точка для обучения θ̂0 = 0
Число итераций Количество шагов адаптации N = 1000
Число запусков Количество независимых экспери-

ментов
m = 1000

Гиперпараметры
Шаг обучения Консервативный шаг для устой-

чивости
γ = 0,05

Размер возмущения Амплитуда для оценки градиента c = 0,1
Характеристики шума
Параметр формы Определяет тяжесть хвостов β = 1,6
Масштаб Интенсивность отклонений σ = 2,0

Скорость дрейфа Умеренный дрейф параметров δ = 0,01
Почти стационарный режим δ = 0,0001

Тип шума Случайные отклонения Симметричный
Систематическое смещение Асимметричный
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5.2. Сценарии моделирования

Для анализа поискового адаптивности рассматриваются три сценария:

1. Умеренный дрейф предпочтений (δ = 0,01) и симметричный шум (здесь
и далее: шум с симметричным распределением). Имитирует постепенное
изменение целевых значений при наличии случайных ошибок в оценках.

2. Почти стационарные предпочтения (δ = 0,0001) и симметричный шум.
Проверка точности настройки в условиях, близких к стабильным.

3. Стационарные предпочтения с асимметричным шумом (δ = 0,0001) и асим-
метричный шум (здесь и далее: шум с несимметричным распределением).
Отражает систематическое искажение обратной связи, например, посто-
янное завышение оценок.

5.3. Процесс адаптации агента

Агент обновляет свою оценку параметра θ̂ на основе наблюдаемых значе-
ний y (вознаграждений), полученных из модели. Алгоритм следует итераци-
онной схеме, описанной в формуле (3):
На каждой четной итерации k = 2n (где n = 1, 2, . . . ):

1. Используется оценка с предыдущего четного шага, θ̂2n−2 (для n = 1
используется θ̂0).

2. Создается случайный вектор возмущений Δn, где каждая компонента
независимо принимает значение +1 или −1 с вероятностью 0,5.

3. Формируются две точки согласно формуле (3):

x2n = θ̂2n−2 + βΔn,

x2n−1 = θ̂2n−2 − βΔn.

4. Наблюдаются значения (вознаграждения) в возмущенных точках:
y2n (соответствующее x2n) и y2n−1 (соответствующее x2n−1). Эти y вклю-
чают как истинное значение функции, так и шум (yn = Fn(xn, wn) + vn
в терминах статьи).

5. Обновление оценки: Оценка θ̂ обновляется по формуле, аналогичной тре-
тьей строке системы (3), но со знаком “+”, так происходит максимизация:

θ̂2n ← θ̂2n−2 +
α

2β
Δn(y2n − y2n−1).

На каждой нечетной итерации k = 2n− 1:

1. Копирование оценки: θ̂2n−1 ← θ̂2n−2.

13



5.4. Проверка условий (A)–(F) для моделированиия в RLHF-сценарии

(A) Сильная выпуклость функции fn(x).

∇fn(x) = −∇Fn(x) = −
[
1,35(x1 − x∗n)

0,35, . . . , 1,35(xm − x∗n)
0,35

]�
,

∇Vn(x) = [(ρ+ 1)sign(x1−x∗n)|x1 −x∗n|ρ, . . . , (ρ+1)sign(xm−x∗n)|xm−x∗n|ρ]� ,

〈∇Vn(x),∇fn(x)〉 = −1,35(ρ + 1)
m∑
i=1

|xi − x∗n|ρ+0,35.

Используя неравенство |xi − x∗n|ρ+0,35 � |xi − x∗n|ρ+1a−0,65, где a � |xi − x∗n|,
получаем:

m∑
i=1

|xi − x∗n|ρ+0,35 � a−0,65
m∑
i=1

|xi − x∗n|ρ+1 = a−0,65Vn(x).

Таким образом,

〈∇Vn(x),∇fn(x)〉 � −1,35(ρ+ 1)a−0,65Vn(x),

т.е. условие вида 〈∇Vn(x),∇fn(x)〉 � μVn(x) выполнено при μ = −1,35(ρ+
+1)a−0,65 < 0. При минимизации fn(x) условие сильной выпуклости в смысле
данного скалярного неравенства выполняется при μ < 0.
(B) Гельдерова непрерывность градиента.
Для функцию вознаграждения Fn(x) градиент имеет вид:

∇Fn(x) = −1,35 ·
[
(x1 − x∗n)

0,35, . . . , (xm − x∗n)
0,35

]�
.

Для любого i компонентная разность градиентов оценивается как:

|∂iFn(x)− ∂iFn(y)| = 1,35
∣∣(xi − x∗n)

0,35 − (yi − x∗n)
0,35

∣∣ � 1,35M ′|xi − yi|0,35,

гдеM ′ – константа Гельдера, зависящая от ограниченной области, на которой
определены xi и x∗n.
Суммируя по всем координатам, получаем:

‖∇Fn(x)−∇Fn(y)‖1 � 1,35M ′
m∑
i=1

|xi − yi|0,35 = M‖x− y‖0,350,35,

где M = 1,35M ′.
Заметим, что M ′ можно оценить явно. M ′ ограничена сверху на отрезке

s ∈ [ε,R] при ε > 0. Например, если предполагается, что |xi − x∗n| � 1, то

M ′ = max
s∈[1,R]

0,35s−0,65 = 0,35, ⇒ M = 1,350,35≈ 0,4725.
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(C) Локальное условие Лебега.
Фиксируем точку x и рассмотрим ее окрестность Ux = B(x, ε) для некото-

рого ε > 0. Тогда для любой точки x′ ∈ Ux:

‖∇Fn(x
′, w)‖22 = 1,352

m∑
i=1

|x′i − x∗n|0,7 � 1,352mR0,7,

где R = supx′∈Ux
maxi |x′i−x∗n| < ∞ – конечен по построению окрестности Ux.

Тогда можно положить Φx(w) = 1,35
√
mR0,35, которая не зависит от w и,

следовательно, EΦx(w) = Φx(w) < ∞. Условие (C) выполнено.
(D) Ограниченность скорости дрейфа точки минимума.
(D-a) Ограниченность изменения минимума.
Так как θn = x∗n1, а x∗n = x∗n−1 + δ, имеем ‖θn − θn−1‖1 = ‖δ1‖1 = mδ. Сле-

довательно, условие (D-a) выполнено при A = mδ.
(D-b) Ограниченность изменения градиента.
Пусть ri = xi − x∗n−1, тогда:

|∂iFn(x)− ∂iFn−1(x)| � 1,35M ′|δ|0,35,

где M ′ – гельдеровская константа функции s0,35 на допустимом компакте.
Суммируя по i, получаем:

‖∇xFn(x)−∇xFn−1(x)‖1 � 1,35M ′m|δ|0,35.

Обозначим R = infx 	=θn−1 ‖x−θn−1‖1 > 0, тогда ‖x−θn−1‖ρ1 � Rρ, и условие
(D-b) выполнено при

B =
1,35M ′mδ 0,35

R0,35
.

(D-c) Ограниченность градиента в точке минимума.
Так как θn = x∗n1, получаем ∇xFn(θn) = 0, следовательно,

‖∇xFn(θn, wn)‖ρ+1
ρ+1 = 0.

Таким образом, условие выполнено при C = 0.
(D-d) Ограниченность изменения функции.

|Fn(x)− Fn−1(x)| �
m∑
i=1

∣∣(xi − x∗n)
1,35 − (xi − x∗n−1)

1,35
∣∣ � mM ′′δ1,35,

где M ′′ – гельдеровская константа.
Шум vn подчиняется распределению Парето с параметром β = 1,6 > 1,35,

следовательно:

E|vn − vn−1|1,35 � Ẽ < ∞.
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Таким образом, условие (D-d) выполнено при D = 0 и

E = (mM ′′.δ1,35 + Ẽ)1,35.

(E) Ограниченность изменения наблюдаемого шума.
Рассмотрим помехи наблюдений vn, определяемые через шум Парето:

vn =

{
Znsignn, симметричный шум,
Zn, асимметричный шум,

где Zn ∼ Pareto(β = 1,6, σ = 2,0), а signn ∼ Uniform{−1, 1}.
Условие (E) требует выполнения неравенства:

EF2n−2 |v2n − v2n−1|ρ+1 � σρ+1
v ,

где ρ+ 1 = 1,5 < β, т.е. момент порядка 1,5 существует.
Поскольку v2n и v2n−1 независимы, разность v2n − v2n−1 также является

случайной величиной с конечным моментом порядка ρ+ 1. Для симметрич-
ного случая (с переменными знаками) численное моделирование на 106 реали-
зациях дает E |v2n − v2n−1|1,5 ≈ 53,73, что позволяет положить σ1,5

v =
= 53,73. Следовательно, условие (E) выполнено с явно определенной констан-
той σρ+1

v = 53,73.
(F) Независимость возмущений Δn.
По построению поискового алгоритма и экспериментов в RLHF-модели,

векторы Δn генерируются независимо от всех внешних факторов. Шум vn до-
бавляется постфактум и не зависит от выбранного направления возмущения.

5.5. Метрики оценки и результаты моделирования

Для количественной оценки поведения алгоритма в условиях дрейфа оп-
тимума и воздействия шума с тяжелыми хвостами используется система эм-
пирических метрик, отражающих как точность и устойчивость оценки, так
и динамику адаптации к изменяющимся условиям. Метрики подбираются
таким образом, чтобы охватывать как установившиеся характеристики алго-
ритма, так и его поведение на всем протяжении оптимизации. Это позволяет
выявить сильные и слабые стороны метода в различных сценариях: от ста-
ционарных до резко меняющихся и зашумленных.
Оценка средней точности отслеживания дрейфующего параметра на позд-

них стадиях работы производится через среднюю абсолютную ошибку по
последним итерациям. Стабильность поведения алгоритма при этом опре-
деляется по стандартному отклонению этих ошибок. Диапазон колебаний в
рамках одного запуска характеризуется через средние минимальные и мак-
симальные ошибки по запускам, что позволяет оценить как достижимый по-
тенциал, так и наихудшие случаи.
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Динамические характеристики алгоритма отражаются в метрике среднего
времени достижения заданного уровня точности – это дает представление о
скорости адаптации при ограничениях на ошибку. Связь с теоретическими
определениями устойчивости обеспечивается через два момента ошибки: мо-
мент порядка, оценивающий сходимость в среднем, и соответствующую ему
асимптотическую границу, которая нормирует ошибку согласно выбранно-
му порядку момента. Используемый порядок выбирается в зависимости от
параметров шума, чтобы обеспечить существование соответствующих мате-
матических ожиданий.
Формулы метрик представлены в табл. 2, сравнение результатов работы

всех метрик представлены в табл. 3, а их динамика – на графиках 1–2.

Таблица 2. Основные метрики алгоритма

Метрика Формула

Среднее абсолютное отклонение
за последние 100 итераций

μlast100 = 1
100.m

N−1∑
n=N−100

m∑
i=1

|xn,i − x∗
n|

Стандартное отклонение ошибки
за последние 100 итераций

σlast100 =

=

√
1

100.m−1

N−1∑
n=N−100

m∑
i=1

(|xn,i − x∗
n| − μlast100)

2

Среднее минимальное отклоне-
ние по запускам

D̄min = 1
m

m∑
i=1

min0≤n<N |xn,i − x∗
n|

Среднее максимальное отклоне-
ние по запускам

D̄max = 1
m

m∑
i=1

max0≤n<N |xn,i − x∗
n|

Среднее время сходимости
до порога ε

T̄ε =
1
m

m∑
i=1

Ti,ε,

Ti,ε =min{{n | 0≤ n<N, |xn,i−x∗
n|< ε}∪{N}}

lρ+1 метрика оценки ошибки μdef2,last100 =
1

100

N−1∑
n=N−100

1
m

m∑
i=1

(
|xn,i−x∗

n|ρ+1
)1/2

Таблица 3. Сравнение результатов для разных условий дрейфа и шума

Метрика

Умеренный
дрейф
δ=0,01
(symm)

Почти
стационарный

δ=0,0001
(symm)

Несимметричный
шум δ=0,0001

(asymm)

lρ+1 метрика оценки ошибки 0,4219 0,1954 0,1206
Среднее расстояние E[|x− x∗|] 0,3012 0,0520 0,0356
Ст. отклонение оценки 0,1682 0,2776 0,0989
Минимальное отклонение 0,0002 0,0000 0,0000
Максимальное отклонение 19,7897 57,1922 10,3462
Время сходимости (<1,0) 20 18 18
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Рис. 1. График зависимости lρ+1 оценки ошибки от номера итерации n.

Рис. 2. График истинной траектории оптимума x∗
n и траектории оценки xn,i0 .

Результаты моделирования (табл. 3) демонстрируют влияние параметров
среды на поведение алгоритма (на основе 1000 экспериментов, ρ = 0,50, стати-
стика по последним 100 итерациям). При умеренном дрейфе (δ = 0,01) и сим-
метричном шуме агент отслеживает цель, однако с заметной средней ошиб-
кой (0,3012), умеренной устойчивостью (Std = 0,1682) и редкими, но значи-
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тельными выбросами (максимум – 19,79). Метрики высокого порядка состав-
ляют 0,1788 и 0,4219, сходимость достигается за 20 итераций.
Снижение дрейфа до δ = 0,0001 (почти стационарная среда) улучшает

среднюю ошибку (0,0520), но одновременно увеличивает нестабильность:
стандартное отклонение достигает 0,2776, а максимальная ошибка – 57,19.
Это указывает на рост чувствительности к шуму с тяжелыми хвостами при
ослабленном дрейфе.
Наилучшие результаты достигнуты при асимметричном шуме в услови-

ях слабого дрейфа. Ошибка снижается до 0,0356, вариативность ограничена
(Std = 0,0989), а максимальные отклонения существенно ниже (10,35). Мет-
рики стабильности (0,0153, 0,1206) и время сходимости (18 итераций) также
улучшаются.
Таким образом, снижение дрейфа повышает точность, но устойчивость к

шуму зависит от его характера. Асимметричный шум демонстрирует луч-
ший контроль над экстремальными ошибками, вероятно, за счет специфики
градиентной оценки. Эффект требует дополнительного анализа.

6. Моделирование системы распределения задач
в задачах массового обслуживания

Системы массового обслуживания (СМО), такие как современные колл-
центры, характеризуются входящим потоком задач, время выполнения ко-
торых часто подчиняется распределениям с «тяжелыми хвостами» [31]. Это
означает наличие статистически значимой доли задач, требующих несораз-
мерно большого времени на обработку, что отличает их от систем, описывае-
мых классическими экспоненциальными или нормальными распределениями.
Распределение Парето является подходящей моделью для описания таких
явлений [32], позволяя учесть влияние редких, но длительных операций на
общую производительность системы [33].
Для эффективного управления подобными СМО необходимо адаптивно

оценивать характеристики потока и времени обслуживания. Далее описы-
вается пример применения поискового алгоритма (3) стохастической опти-
мизации для модели динамической подстройки оценок ожидаемого времени
обслуживания различных типов задач, подробно описанной в [34]. Метод при-
меняется для итеративной оптимизации параметров θ̂k, θ̂m, представляющих
собой адаптивные оценки времени обслуживания для каждого кластера за-
дач m и для системы (k) в целом.
В исследовании [34] представлена симуляционная модель колл-центра.

Время обслуживания задач в модели генерируется из распределения Парето,
параметры которого для каждого кластера калибруются на основе харак-
теристик логнормальных распределений, аппроксимирующих исторические
данные. Поисковый алгоритм (3) используется для уточнения оценок θ̂k, θ̂m,
которые, в свою очередь, применяются в механизме назначения поступаю-
щих задач агентам. Проведенное моделирование показывает работоспособ-
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ность метода для рассмотренной задачи в условиях стохастичности и тяже-
лохвостого характера времени обработки задач.

6.1. Модель

Рассматривается система агентов с одинаковыми ресурсами и производи-
тельностью. Нагрузка агента i, обозначаемая как qi, соответствует числу за-
дач в его очереди. Каждая задача xk характеризуется типом m и предска-
занным временем выполнения, вычисляемым по формуле:

xkm = αθ̂ik + (1− α)θ̂im, α =
χ|λm|
Nm + 1

,

λm(θ̂m) =
1

Nm

∑
k∈Nm

ωk
θ̂m − tkm

θ̂m
→ min,

где θ̂ik – индивидуальный прогноз агента i для задачи k, θ̂im – среднее пред-
сказанное время выполнения задач типа m (с учетом локальной истории),
α – весовой коэффициент, определяющий вклад индивидуального прогноза
и агрегированной статистики, а χ – коэффициент сходимости. Величина λm

отражает точность предсказания модели для задач типа m и корректируется
при поступлении новых наблюдений; здесь Nm – число завершенных задач
типа m, ωk – вес соответствующей ошибки, а tkm – фактическое время вы-
полнения k-й задачи типа m.
Такой механизм расчета предсказания и точности позволяет адаптировать

модель к текущему качеству прогнозов, снижая влияние недостоверных дан-
ных и усиливая вклад накопленной статистики при высокой уверенности.
На каждом шаге k, при поступлении новой задачи xk, проводится назна-

чение xk такому агенту ik для балансировки нагрузки агентов:

ik = argmin
i

∑
j

∣∣∣∣∣qik + xkm − qjk
dij + 1

∣∣∣∣∣ ,(5)

где qj – нагрузка агента j, dij – «расстояние» между агентами (например,
на основе нагрузки или физического расположения). Агенты соединены в
полностью связную топологию, где каждый агент взаимодействует со все-
ми остальными. Это обеспечивает глобальную коммуникацию при варьирую-
щемся влиянии агентов в зависимости от их относительной близости.

6.2. Описание набора данных и первичный анализ

Для демонстрации эффективности разработанного метода было проведено
моделирование системы распределения нагрузки на основе реальных данных
операторского колл-центра за сентябрь 2023 г. (более 2,3 млн вызовов). Для
каждого обращения регистрировались момент поступления, время ожидания
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Рис. 3. Пример почасовой интенсивности различных задач, топ 10 кластеров.

Рис. 4. Число агентов, работающих в одно время, по 2-часовым интервалам.

ответа, фактическая продолжительность разговора (ACD Time) и сегмент
клиента.
На рис. 3–4 представлены две взаимодополняющие визуализации, раскры-

вающие ключевые характеристики входящего потока некоторых кластеров и
кадрового потенциала колл-центра. График 3 демонстрирует почасовую ин-
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Рис. 5. Длительность разговоров по топ-14 кластерам (макс. ACD = 1200 с).

тенсивность задач по десяти крупнейшим кластерам, при этом пик нагрузки
наблюдается в кластере «Young» в интервале 11–12 ч. График 4 показывает
распределение активных операторов (принявших более 50 вызовов за двух-
часовой интервал), максимальные значения приходятся на период с 8 до 16 ч.
При этом кадровые ресурсы не всегда успевают за резкими колебаниями вхо-
дящего трафика. Симуляционные задержки, агрегированные по времени су-
ток, в целом воспроизводят динамику реального ожидания, включая утрен-
ний рост около 8–9 ч и вечерний пик после 17 ч.
Диаграммы на рис. 5 отображают распределение длительности разгово-

ров для 14 клиентских сегментов. В целях обезличивания все сегменты были
переименованы в числовые идентификаторы от 1 до 14 (см. табл. 4). Наи-
большую вариативность и протяженные хвосты распределения наблюдают-
ся у сегментов 11 и 13, тогда как сегмент 2 характеризуется исключитель-
но коротким диапазоном длительности обработки. Сегменты с номерами 3
и 14 также демонстрируют относительно узкое распределение с короткими
медианами.

6.3. Результаты моделирования

Для оценки качества предложенного метода была проведена симуляция
работы колл-центра на реальных данных. Результаты позволили оценить как
динамику времени ожидания задач в течение суток, так и стабильность рас-
пределения нагрузки. На рис. 6–7 приведены результаты одной симуляцион-
ной сессии.
График 6 демонстрирует среднее время ожидания задач в 20-минутных

интервалах, отражая характерный пик в дневные часы, связанный с высо-
кой нагрузкой. Модель эффективно адаптируется к изменяющимся условиям:
после резкого роста задержек около 12 : 00 среднее время ожидания быстро
снижается за счет перераспределения задач.
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Рис. 6. Среднее время ожидания (20-мин интервалы).
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Рис. 7. Распределение времени ожидания (по 98-му перцентилю).

На гистограмме 7 представлено распределение времени ожидания задач,
усеченное по 98-му перцентилю. Большинство задач были обслужены менее
чем за 50 с, что соответствует целевым SLA-показателям для типичных сце-
нариев.
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Рис. 8. Почасовая загрузка агентов: сравнение свободных и занятых ресурсов.

Для ключевых кластеров в табл. 4 представлены значения предсказанного
времени выполнения задач z, количества завершенных обращений k, среднего
фактического времени tavg и максимальной длительности tmax. Кластеры с
номерами от 1 до 14 соответствуют тем, что отображены на рис. 5, а кластер
с номером 0 объединяет все прочие сегменты, не вошедшие в топ-14. Как
видно, величины z хорошо соответствуют эмпирическим средним, несмотря
на разную статистику по каждому кластеру. Это подтверждает устойчивость
адаптивного предсказания на основе поискового алгоритма.

Таблица 4. Параметры категорий

0 1 2 3 4 5 6 7
z 143,76 163,14 3,73 174,75 147,62 196,05 159,75 151,75
k 36 858 8180 6166 5764 4461 3857 2523 1707
tavg 124,34 158,94 3,71 163,51 135,06 174,91 161,16 157,93
tmax 200 200 200 200 200 200 200 200

8 9 10 11 12 13 14
z 219,63 151,74 321,53 144,92 147,55 191,31 49,54
k 1329 943 906 484 265 223 44
tavg 233,06 153,30 330,74 158,08 156,68 198,90 87,34
tmax 200 200 200 200 200 200 44

График на рис. 8 иллюстрирует почасовую загрузку операторов в ходе
симуляции. В ночное и утреннее время (до 08:00) значительная доля агентов
остается свободной, однако начиная с 09:00 и до 15:00 наблюдается полная
загрузка всех ресурсов: количество свободных агентов опускается до нуля.
Это совпадает с пиком входящего потока задач и подчеркивает необходи-
мость точного предсказания длительности обработки. Вечером и ночью на-
грузка постепенно снижается, а система возвращается к сбалансированному
состоянию.
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Таким образом, модель демонстрирует способность корректно адаптиро-
ваться к нагрузке, обеспечивая сдерживание времени ожидания и равномер-
ное распределение задач в течение суток. Предложенный подход позволяет
эффективно использовать ресурсы в условиях высокой вариативности обра-
щений и может быть рекомендован для внедрения в распределенные системы
поддержки с интенсивной и нерегулярной нагрузкой.

7. Заключение

В представленной работе предложен и исследован метод оценивания мини-
мума функционала, изменяющегося во времени, в условиях, когда измерения
подвержены помехам. Этот метод, основанный на псевдоградиентном подходе
с рандомизацией, не требует знания градиента целевой функции и использу-
ет небольшое число измерений на каждой итерации. Сделано предположе-
ние об ограниченности скорости изменения (дрейфа) экстремума функцио-
нала. Доказано, что асимптотическая ошибка оценивания ограничена вели-
чиной L

K , где L и K определяются свойствами целевой функции, характе-
ристиками шумов и параметрами алгоритма. Справедливость теоретических
выводов была подтверждена результатами численного моделирования. Моде-
лирование адаптации RLHF-агента к зашумленной и динамической обратной
связи, в частности, с использованием шума с тяжелыми хвостами и различ-
ными скоростями дрейфа предпочтений, продемонстрировало, что поиско-
вый алгоритм обеспечивает сходимость оценки к области целевого значения.
Наблюдаемая в моделировании установившаяся ошибка и колебания оценки,
обусловленные шумом и дрейфом, согласуются с теоретическими предсказа-
ниями об ограниченности асимптотической ошибки. Кроме того, предложен-
ный метод был протестирован на моделировании, основанном на реальных
данных операторского колл-центра. Использование эмпирических характе-
ристик потока обращений и времени обработки задач позволило продемон-
стрировать применимость алгоритма в задачах динамического распределе-
ния нагрузки и предсказания параметров обслуживания в реальных сервис-
ных системах.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Обозначим ошибку оценивания errn = θ̂n − θn.

Шаг 1. Рекуррентное соотношение для ошибки оценивания

В силу алгоритма (3) имеем

θ̂2n = θ̂2n−2 −
α

2β
Δ2n(y2n − y2n−1).
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Следовательно,

err2n = err2n−2 − (θ2n − θ2n−2)︸ ︷︷ ︸
dreifn

− α

2β
Δ2n(y2n − y2n−1)︸ ︷︷ ︸

stepn

.

Шаг 2. Рекуррентное соотношение для оценки функции Ляпунова V (x)

Для векторов a = θ̂2n−2 и b = dreifn + stepn по определению имеем

V2n(θ̂2n) = V2n−2(θ̂2n − dreifn) = V2n−2(a− b) = ‖a− b− θ2n−2‖ρ+1
ρ+1.

Для функции V2n−2(a − b) применим разложение Тейлора около точки a в
направлении −b:

V2n−2(a− b) = V2n−2(a)− 〈∇V2n−2(a− δb), b〉, δ ∈ [0, 1],(Π.1)

где градиент ∇V2n−2(a− δb) вычисляется по формуле:

∇V2n−2(a− δb) = (ρ+ 1)sign(δ) � |a− θ2n−2 − δb|ρ,

где sign(i)n (δ) = 0 или ±1 в зависимости от знака выражения i-й компонен-
ты вектора a− θ2n−2 − δb, |a− θ2n−2 − δb|ρ – вектор из абсолютных величин
компонент вектора a− θ2n−2 − δb в степени ρ, � – символ покомпонентного
умножения. Второй член в (Π.1) можно оценить следующим образом:

−〈∇V2n−2(a− δb), b〉 � −〈(ρ+ 1)sign(0)� |a− θ2n−2|ρ, b〉+ 21−ρδρ‖b‖ρ+1
ρ+1 �

� −〈∇V2n−2(a), b〉 + 21−ρ‖b‖ρ+1
ρ+1

(см. доказательство теоремы 1 в [24], с. 93).
Учитывая вышеизложенное и условие (D.a):

V2n(θ̂2n) � V2n−2(θ̂2n−2)− 〈∇V2n−2(θ̂2n−2),dreifn + stepn〉+
+2(Aρ+1 + ‖stepn‖

ρ+1
ρ+1).

(Π.2)

Шаг 3. Разложение корректирующего шага

Из модели наблюдений разложим stepn на два слагаемых

stepn =
α

2β
Δn(F2n(x2n, w2n)− F2n−1(x2n−1, w2n−1))︸ ︷︷ ︸

Почти псевдоградиентный член

+
α

2β
Δn(v2n − v2n−1)︸ ︷︷ ︸

Шум

.

a. Почти псевдоградиентный член.
Обозначим n± = 2n− 1

2 ± 1
2 .

26



Воспользовавшись формулой Тейлора, добавив и вычтя сначала∑
n±〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉, а потом 〈∇xF2n−2(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 и еще раз

〈∇xF2n−2(θ2n−2, wn±), βΔn〉, выводим∑
n±

±Fn±(xn± , wn±) =

=
∑
n±

±Fn±(θ̂2n−2, wn±) + 〈∇xFn±(θ̂2n−2 ± δn±βΔn, wn±), βΔn〉 =

=
∑
n±

±Fn±(θ̂2n−2, wn±) + 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉+

+〈∇xFn±(θ̂2n−2 ± δn±βΔn, wn±), βΔn〉 − 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 =
=

∑
n±

±Fn±(θ̂2n−2, wn±) + 〈∇xF2n−2(θ2n−2, wn±), βΔn〉+

+〈∇xF2n−2(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 − 〈∇xF2n−2(θ2n−2, wn±), βΔn〉+
+〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 − 〈∇xF2n−2(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉+

+〈∇xFn±(θ̂2n−2 ± δn±βΔn, wn±), βΔn〉 − 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉,

где δn± ∈ [0, 1].
Применим операцию условного математического ожидания относительно

σ-алгебры F2n−2. Учитывая независимость в силу условия (F) векторов Δn

от wn± и σ-алгебры F2n−2, получаем

α

2β
EF2n−2

{
Δn

∑
n±

±Fn±(θ̂2n−2, wn±)

}
= 0

с силу центрированности Δn и

α

2β
EF2n−2

{
Δn

∑
n±

〈∇xF2n−2(θ2n−2, wn±), βΔn〉
}

= 0,

так как в силу условия (C) имеем EF2n−2{∇xF2n−2(θ2n−2, wn±)} =
= ∇xf2n−2(θ2n−1) и градиент функции f2n−2(·) в точке минимума θ2n−2 равен
нулю.
В итоге в силу условия (С) выводим для почти псевдоградиентного члена

EF2n−2

{
α

2β
Δn

∑
n±

±Fn±(xn± , wn±)

}
=

α

d
∇f2n(θ̂2n−2) +

α

2β
EF2n−2corrn,

где

corrn=
∑
n±

〈∇xFn±(θ̂2n−2 ± δn±βΔn, wn±), βΔn〉 − 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉+

+〈∇xF2n−2(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 − 〈∇xF2n−2(θ2n−2, wn±), βΔn〉+
+〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 − 〈∇xF2n−2(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉.
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В силу условий (B) и (D.b) имеем оценку

‖corrn‖ � Mβρ‖Δn‖
(
2‖Δn‖ρ + 2‖θ̂2n−2 − θ2n−2‖ρ) + 3B‖θ̂2n−2 − θ2n−2‖ρ

)
=

= 2Mβρ + (2 + 3B)‖θ̂2n−2 − θ2n−2‖ρ.

b. Шум. Применим операцию условного математического ожидания отно-
сительно σ-алгебры F2n−2. Учитывая независимость Δn от v2n, v2n−1 и F2n−2,
получаем

EF2n−2

{
α

2β
Δn(v2n − v2n−1)

}
= 0.

с. Итоговая оценка для второго слагаемого в правой части неравен-
ства (Π.2). В силу условия сильной выпуклости (A) получаем

−EF2n−2{〈∇V2n−2(θ̂2n−2),dreifn + stepn〉} � −μα

d
V2n−2(θ̂2n−2)−

− α

2β
EF2n−2〈∇V2n−2(θ̂2n−2),dreifn + corrn〉 � −μα

d
V2n−2(θ̂2n−2)+

+2(A+ αMβρ−1)2 +

(
2 +

α

2β
(2 + 3B)

) d∑
i=1

|θ̂i2n−2 − θi2n−2|2ρ �

� −μα

d
V2n−2(θ̂2n−2) + εV2n−2(θ̂2n−2) + c1,

где ε > 0 и

c1 = 2(A+ αMβρ−1)2 + ερ−1

(
2 +

α

2β
(2 + 3B)

) 1−ρ
ρ+1

.

Шаг 4. Оценка третьего слагаемого в правой части неравенства (Π.2)

По аналогии с выкладками на Шаге 4 stepn можно представить в виде

stepn =
α

2β
Δn

8∑
i=1

ai,

где
a1 =

∑
n± ±Fn±(θ̂2n−2, wn±),

a2,3 = 〈∇xFn±(θ̂2n−2 ± δn±βΔn, wn±), βΔn〉 − 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉,
a4,5 = 〈∇xFn±(θ̂2n−2, wn±), βΔn〉 − 〈∇xFn±(θn± , wn±), βΔn〉,
a6,7 = 〈∇xFn±(θn± , wn±), βΔn〉,
a8 = v2n − v2n−1.
Для a1 в силу условия (D.d) имеем EF2n−2 |a1|ρ+1 � DV2n−2(θ̂2n−2) + E,
для a2, a3 в силу условия (B) имеем EF2n−2 |ai|ρ+1 � Mρ+1β2ρ+2, i = 2, 3,

для a4, a5 в силу условия (B) и неравенства Йенсена выводим EF2n−2 |ai|ρ+1 �
� (Mβ‖θ̂2n−2 − θn±‖ρ2)ρ+1 � Mρ+1βρ+1d

ρ−1
2 Vn±(θ̂2n−2), i = 4, 5,
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для a6, a7 в силу условия (D.c) имеем EF2n−2 |ai|ρ+1 � C, i = 6, 7,

для a8 в силу условия (E) имеем EF2n−2 |a8|ρ+1 � σρ+1
v .

В силу неравенства Йенсена имеем(∑8
i=1 |ai|
8

)ρ+1

� 1

8

8∑
i=1

|ai|ρ+1

и, следовательно, выводим

2Aρ+1 + 2EF2n−2‖stepn‖
ρ+1
ρ+1 � 2Aρ+1 + 2.8ρ

(
α

2β

)ρ+1 7∑
i=1

|ai|ρ+1 � 2Aρ+1+

+22ραρ+1

(
2Mρ+1

(
βρ+1 + d

ρ−1
2

∑
n±

Vn±(θ̂2n−2)

)
+

+
2C +DV2n−2(θ̂2n−2) + E + σρ+1

v

βρ+1

)
�

� c2α
ρ+1V2n−2(θ̂2n−2) + c3,

где

c2 = 23ρ+1Mρ+1

(
d

ρ−1
2 +

D

βρ+1

)
и

c3 = 2Aρ+1 + 22ραρ+1

(
2Mρ+1

(
βρ+1 + 3,2ρd

ρ−1
2

)
+

E + 2C + σρ+1
v

βρ+1

)
.

Шаг 5. Формирование рекуррентного неравенства

Собирая все оценки, получаем

V2n � V2n−2 − (μαd−1 − ε− c2α
ρ+1)V2n−2 + c1 + c3.

Вводя обозначения

K = 1− μαd−1 + ε+ c2α
ρ+1, L = c1 + c3,

получаем
V2n � (1−K)V2n−2 + L.

Выбрав достаточно малые α и ε, можем обеспечить неравенство K < 1, при
выполнении которого справедливо заключение теоремы 1. ��
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