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Рассматривается задача генерации случайных ансамблей данных с
заданными числовыми характеристиками. Развивается метод ее реше-
ния, использующий процедуры рандомизированного машинного обуче-
ния, которые строятся на последовательности задач функционального
энтропийно-линейного программирования. В качестве ограничений в них
рассматриваются нормированные моменты. Задача генерации сводится к
системе нелинейных уравнений с интегральными компонентами. Адапти-
руется разработанный авторами асимптотический аналитический метод
преобразования указанных уравнений к системе уравнений с полиноми-
альной левой частью. Развитые аналитические методы применены для ге-
нерации случайных ансамблей данных, прогнозирующих динамику стои-
мости финансовых активов.
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1. Введение

Методы машинного обучения, использующиеся для решения большого ко-
личества практических и научно-практических задач, основаны на исполь-
зовании данных с требуемыми свойствами. В контексте методов машинного
обучения, основанных на статистическом подходе, требования к данным ре-
ализуются в виде их вероятностных и числовых характеристик [1]. Помимо

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования РФ (проект № 075-15-2024-544).
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традиционных задач классификации и прогнозирования [2–7], можно так-
же отметить ряд таких областей, как, например, тестирование программного
обеспечения [8–10] и контроля знаний [11–13], где данные либо служат для
обучения моделей процессов, либо используются для статистического оцени-
вания гипотез. Параллельно развивается так называемый «сценарный под-
ход», в рамках которого для параметризованной модели процесса, чаще всего
экспертно, составляются массивы параметров и генерируются соответствую-
щие им ансамбли данных [14, 15]. В любом случае свойства данных должны
учитываться как для корректного применения соответствующих теоретиче-
ских методов и подходов, так и при практическом применении разработанных
и обученных моделей.

Необходимо также отметить, что в современных условиях во многих обла-
стях недостатка в данных нет, так как они в избытке собираются и накапли-
ваются в автоматическом режиме при функционировании информационных
систем и различных технических устройств. Но в то же время по-прежнему
существует проблема генерации необходимых данных (с требуемыми свой-
ствами) в целях разработки, обучения и тестирования как методов, так и
все тех же устройств. Конечно, в различных областях и задачах требуемые
свойства могут быть формализованы различными способами. В данной ра-
боте такая формализация проводится в рамках вероятностной концепции,
в частности, под данными понимаются выборки, обладающие подходящи-
ми функциями плотности распределениями вероятностей (ПРВ). При этом
предполагается, что подходящие распределения можно тем или иным спо-
собом сэмплировать, т.е. трансформировать в соответствующие случайные
последовательности.

Таким образом, генерирование подходящих данных основано на восста-
новлении с учетом заданных требований, оптимальных в принятом смысле
функций ПРВ. Поскольку при формулировке указанных требований имеет
место довольно большая неопределенность, то естественным критерием оп-
тимизации ПРВ является информационная энтропия [16–20]. Однако этого
недостаточно, и часто требуется учитывать какие-то дополнительные свой-
ства функций ПРВ. Некоторые из них можно сформулировать в терминах
числовых характеристик, а именно, моментов, семиинвариантов и др. Сле-
довательно, задача генерирования желательных функций ПРВ сводится к
условной максимизации функционала информационной энтропии. По своему
формальному представлению эта задача близка к некоторым математиче-
ским моделям рандомизированного машинного обучения (РМО), изучаемым
в [21, 22]. Определенные отличия связаны с системой ограничений в рассмат-
риваемой задаче.

Настоящая работа направлена на дальнейшее развитие методов рандоми-
зированного машинного обучения в следующих направлениях:

• рандомизированное обучение при дополнительных ограничениях мо-
ментного типа;
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• адаптация аналитического метода решения нелинейных уравнений с ин-
тегральными компонентами к рассматриваемой задаче;

• исследование эффективности развитых методов на примере задачи про-
гнозирования стоимости финансовых активов.

Отметим, что задачи РМО и задачи генерирования желаемых распреде-
лений сводятся к решению существенно нелинейных уравнений, содержащих
так называемые интегральные компоненты. Они представляют собой мно-
гомерные интегралы на простых множествах (параллелепипедах) с экспо-
ненциальными подынтегральными функциями, параметризованные множи-
телями Лагранжа. С использованием аналитических свойств экспоненциаль-
ных функций указанные интегралы аппроксимируются параметризованными
интегралами от многомерных полиномов, вычисление которых выполняется
аналитически.

В результате указанных трансформаций многомерных параметризован-
ных интегралов система нелинейных уравнений аппроксимируется системой
уравнений с полиномиальной левой частью. Для их решения применяет-
ся аналитический метод, основанный на представлении решения в виде аб-
страктного степенного ряда [23, 24].

С учетом изложенного, статья организована следующим образом. В раз-
деле 2 формулируется общая задача, на решение которой направлен пред-
лагаемый метод, в разделе 3 приводится описание подхода к ее решению и
необходимый теоретический инструментарий, раздел 4 посвящен результатам
решения задачи прогнозирования стоимости финансового актива, в разделе 5
обсуждаются особенности полученных результатов и направления дальней-
ших исследований, раздел 6 посвящен концентрированному обзору результа-
тов статьи.

2. Постановка задачи

Рассмотрим случайную последовательность u[n], где n ∈ N = 1, N , для ко-
торой задана матрица числовых характеристик Y(s×N), элементы которой ха-

рактеризуют значения нормированных моментов2 порядка k = 1, s в точках
наблюдения n:

(1) Y(s×N) =

{(

M{uk[n]}
)1/k

}

=
{

yk[n] | k = 1, s, n = 1, N
}

.

В частности, такого рода информация часто встречается в задачах прогно-
зирования ценообразования торгуемых финансовых инструментов [26–28].

Задачу генерации данных с заданными свойствами можно сформулиро-
вать следующим образом.

2 Здесь в качестве числовых характеристик рассматриваются нормированные моменты,
но также могут быть избраны семиинварианты или математические ожидания непрерыв-
ных функций от случайных последовательностей
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В каждой точке n наблюдения требуется генерировать ансамбли
(наборы) Zn случайных последовательностей z[n] с s нормированными мо-
ментами

(2) m(k)[n] =
(

M{zk[n]}
)1/k

, k = 1, s,

равными заданным нормированным моментам yk[n], определяемым (1).

Генератором ансамбля Zn является «вход–выход»-модель или «авто»-
модель3. В том и другом варианте параметры a ∈ A ⊂ Rr в моделях слу-
чайные, интервальные:

(3) a ∈ A⊂Rr, A =
[
a−, a+

]
,

и характеризуются для каждого момента времени n функцией ПРВ P(n)(a),
которая предполагается непрерывно дифференцируемой.

В зависимости от наличия априорной информации о происхождении
данных используются либо статическая, либо динамическая «вход–выход»-
модель.

Статическая модель – генератор случайных последовательностей z[n] –
характеризуется нелинейной дифференцируемой функцией ϕ с параметра-
ми a:

(4) z[n|a] = ϕ (x[n] | a) , n = 1, N,

где x[n] = {x1[n], . . . , xm[n]} является входом модели, а z – выходом.

В дальнейшем символ «|» означает, что для каждого момента времени n

реализуются случайные параметры a с ПРВ P(n)(a).

Динамическая модель характеризуется нелинейным непрерывным функ-
ционалом B:

(5) z[n|a] = B [x[τ ], n− p ≤ τ ≤ n | a] , n = 1, N,

где p – «память» модели, определяющая количество прошлых значений вхо-
да, влияющих на выход в данный момент времени. Параметры a также слу-
чайные и интервальные, определяемые (3).

Сформулированная выше задача решается в два этапа. На первом этапе
определяются оптимальные вероятностные характеристики случайных пара-
метров, а именно, их функции ПРВ P(n)(a) для всех n = 1, N при исполь-

зовании статической модели (4) и для всех n = 1− p,N при использовании
динамической модели (5). Второй этап состоит в сэмплировании этих ПРВ,
т.е. в трансформации их в соответствующие ансамбли Zn.

3 Здесь будет использоваться «вход–выход»-модель, в примере — «авто»-модель, опи-
сываемая в виде разностных уравнений.
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3. Материалы и методы

3.1. Оптимизация функций ПРВ параметров модели

Для решения задачи первого этапа воспользуемся методологией рандоми-
зированного машинного обучения [22], в которой генерация указанных после-
довательностей осуществляется моделью типа «вход–выход» с оптимизиро-
ванными по критерию информационной энтропии случайными параметрами.

Для удобства дальнейшего изложения введем следующие обозначения:
• вектор заданных нормированных моментов для каждого n

(6) y(n) = {y1[n], . . . , ys[n]} ;

• вектор выхода модели для каждого n

(7) z(n)(a) = {z1[n | a], . . . , zs[n | a]} ;

• вектор нормированных моментов на выходе модели для каждого n

(8) m(n) =







∫

A

P(n)(a) z[n | a]da, . . . ,





∫

A

P(n)(a) z
s[n | a]da





1/s






.

Согласно [22], задача определения оптимальных ПРВ P(n)(a) может быть
сформулирована для каждого n в виде максимизации функционала инфор-
мационной энтропии:

(9) H(n)[P(n)(a)] = −

∫

A

P(n)(a) lnP(n)(a)da ⇒ max

при ограничениях:
• нормировки

(10)

∫

A

P(n)(a) da = 1,

• балансов нормированных моментов выхода модели с данными

(11) m(n) = y(n).

Полагая, что функции ПРВ непрерывно-дифференцируемые, решение, па-

раметризованное множителями Лагранжа λ
(n) =

{

λ
(n)
1 , . . . , λ

(n)
s

}

, имеет вид

(см. [22])

(12) P ∗
(n)(a) =

exp
(
−〈λ(n), z(n)(a)〉

)

P(n)(λ(n))
,
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где

(13) P(n)(λ
(n)) =

∫

A

exp
(

−〈λ(n), z(n)(a)〉
)

da,

〈•, •〉 обозначает скалярное произведение.

Множители Лагранжа λ
(n) определяются следующей системой из s урав-

нений, называемыми балансовыми:

(14)

∫

A

exp
(

−〈λ(n), z(n)(a)〉
) [

z(n)(a)− y(n)
]

da = 0.

Эта система уравнений определяет векторы множителей Лагранжа λ
(n)

для каждого моменте n наблюдений из интервала [1, N ].

Задача второго этапа, а именно трансформация энтропийно-оптимальной
функции ПРВ в соответствующую случайную последвательность, может
быть реализована методами, изложенными в [25].

3.2. Аналитический метод решения балансовых уравнений

Из уравнения (14) следует, что для определения множителей Лагранжа
требуется вычисление многомерных интегралов, а затем решение сформиро-
ванных нелинейных уравнений. Разработанный аналитический метод позво-
ляет объединить эти оба этапа.

В рассматриваемой задаче существуют некоторые полезные свойства, ко-
торыми можно воспользоваться для формирования приближенного анали-
тического метода. К ним относятся простая область определения интегра-
лов, а именно, параллелепипед, и подынтегральные функции – экспоненты
от непрерывных функций.

Заметим, что экспоненциальная функция аналитическая, а множители
Лагранжа и выход модели ограничены. Поэтому имеет место полиномиаль-
ная аппроксимация степени q следующего вида:

(15) exp(−v(n)) =

q
∑

h=0

(−1)h

h!
vh(n),

где

(16) v(n) = 〈λ(n), z(n)(a)〉 < ±M < ∞.
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Здесь 4

(v(n))
h =

s∑

ij≥0;
∑s

j=1
ij=h

A
(h)
i1,...,ih

(λ
(n)
1 )i1 · · · (λ(n)

s )ih ×

×(z1[n | a])i1 · · · (zs[n | a])ih ,

(17)

A
(h)
i1,...,ih

=
h!

i1! · · · ih!
.(18)

Тогда с использованием этих обозначений система (14) примет следующий
вид:

(19)

q
∑

h=0

(−1)h

h!

s∑

(i1,...,ih)=1

λ
(n)
i1

· · ·λ
(n)
ih

u
(n)
i1,...,ih;k

− vkn = 0,

где

u
(n)
i1,...,ih;k

=

∫

A

zi1 [n | a] · · · ziq [n | a]
(

zk[n | a]− y(k)[n]
)

da,(20)

i1, . . . , ih, k = 1, s.

Здесь индексы i1, . . . , ih принимают значения в интервале [1, s]. Эта система
содержит s переменных – множителей Лагранжа, и каждое уравнение пред-
ставляет собой многомерный полином степени q.

Поскольку предполагается, что модель характеризуется непрерывной
функцией (или функционалом), то она представима многомерным полино-
мом, и, следовательно, многомерные интегралы в (20) трансформируются в
произведение одномерных интегралов, вычисляемых аналитически. Поэтому
балансовая система в виде (19) имеет полиномиальную левую часть.

Рассмотрим семейство по параметру ε ∈ [0, 1] систем следующего вида:

(21) −
s∑

i1=1

λ
(n)
i1

u
(n)
i1,k

+ ε

q
∑

h=1

(−1)h

h!

s∑

(i1,...,ih)=1
∑h

j=1
ij=h

λ
(n)
i1

· · ·λ
(n)
ih

u
(n)
i2,...,ih;k

− vkn = 0.

При ε = 0 имеем так называемую базовую систему, линейную с квадратной
матрицей U (n) = [uni1,k, | (i1, k) = 1, s]:

(22) U (n)
λ
(n) = −vn,

где vn = {v1n, . . . , v
s
n}.

4 Выражение в правой части равенства (17) представляет собой полиномы Ньютона
степени h [31].
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Если detU (n) 6= 0, то множители Лагранжа, образующие базовое решение,
равны

(23) λ
(n)
(•) = −[U (n)]−1vn.

Представим решение системы (21) в виде абстрактного степенного ряда по
параметру ε [23, 24]:

(24) λ
(n)
k,⋆ = λ

(n)
k,• + ελ

(n)
k,I + ε2λ

(n)
k,II + · · · , k = 1, s,

где λ
(n)
k,I , λ

(n)
k,II , . . . – I-ая, II-ая, . . . коррекции базового решения.

Для последовательного определения коррекций, используя метод неопре-
деленных коэффициентов [23], будем иметь вектор первой коррекции

(25) ∗
λ
(n)
I = −[U (n)]−1 b(n)

(1) (λ
(n)
(•) ),

где

(26) b(n)
(I)

(λ
(n)
(•)

) =







1

2

s∑

(i1,i2)=1

λ
(n)
i1,•

λ
(n)
i2,•

u
(n)
i1,i2,1

, . . . ,
1

2

s∑

(i1,i2)=1

λ
(n)
i1,•

λ
(n)
i2,•

u
(n)
i1,i2,s






;

вектор второй коррекции

(27) ∗
λ
n
(II) = −[U (n)]−1 b(n)

(II)(λ
n
(•),λ

n
(I)),

где

(28)







1

2

s∑

(i1,i2)=1

λ
(n)
i1,I

λ
(n)
i2,•

u
(n)
i1,i2,k

+
1

3!

s∑

(i1,i2,i3)=1

λ
(n)
i1,•

λ
(n)
i2,•

λ
(n)
i3,•

u
(n)
i1,i2,i3,k






.

Таким образом, решение балансовой системы (21)представимо в виде

(29) λ
(n)
⋆ = λ

(n)
(•) +

∗
λ
(n)
I + ∗

λ
(n)
II + · · · .

3.3. Модель ценообразования финансового актива

Рассмотрим процесс формирования стоимости финансового актива в про-
цессе торговых сессий и применим для его прогнозирования развиваемый
выше метод генерации случайных данных с заданными числовыми характе-
ристиками.

Существует теоретический консенсус, что цена финансового инструмента
в каждый момент времени является продуктом балансировки реального спро-
са и реального предложения. Однако трейдер ориентируется на ожидаемые
спрос и предложение, которые могут существенно отличаться от реальных.
В этих условиях важное значение приобретает прогноз стоимости при доста-
точно высоком уровне неопределенности.

Поэтому кажется естественной попытка максимимзации информационной
энтропии как меры неопределенности на обучающих ретроспективных дан-
ных, содержащих значения средних и дисперсий стоимости.
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3.3.1. Модель динамики стоимости

Рассмотрим автономную модель в виде линейного разностного уравнения
порядка p со случайными параметрами интервального типа (интервалы [d,w]
всех параметров одинаковые):

(30) C[t] =

p
∑

i=1

aiC[t− i], t ∈ T , ai ∈ Ai = [d,w], Ap =

p
∏

i=1

Ai.

Этой моделью будем пользоваться на этапах обучения Tln = [t0, t0 + p] и про-
гнозирования Tpr = [t0+p+1, t0+p+1+ tpr], где tpr — одно- или двухдневные
прогнозы (по аналогии могут быть рассмотрены и более длинные прогнозы).

Вероятностные свойства параметров характеризуются непрерывно диф-
ференцированной функцией ПРВ Pt(a).

Предполагается, что по результатам реальных торгов в каждой сессии t

формируются два стоимостных индикаторов: средняя цена m∗
C [t] и второй

момент D∗
C [t] цены в качестве характеристики ее волатильности:

(31) D∗
C [t] = (V ∗

C [t])
2 + (m∗

C [t])
2,

где V ∗
C [t] – оценка средне-квадратического отклонения цены, которая строит-

ся из величины максимального и минимального ее отклонения.

3.3.2. Данные

Пусть в реальных торгах на интервале [t0 − p, t0 − 1] имеются данные об
изменении средней стоимости:

m∗
C [t0 − p],m∗

C [t0 − p+ 1], . . . ,m∗
C [t0 − 1]

и оценке второго момента:

D∗
C [t0 − p],D∗

C [t0 − p+ 1], . . . ,D∗
C [t0 − 1].

Используя эти данные, получим значения стоимости на интервале обу-
чения Tln, которые генерируются моделью (30) по данным на «прошлом»
интервале [t0 − p, t0 − 1]:

(32) C[a | t] =
p

∑

i=1

aim
∗
C [t− i], t ∈ Tln.

3.3.3. Энтропийно-оптимальное оценивание функций ПРВ
параметров модели

Для оптимизации функции ПРВ Pt(a) воспользуемся методикой, развитой
для рандомизированного машинного обучения [22] и изложенной в (9)–(11),
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в рамках которой решаются следующие задачи для каждой торговой сессии
t ∈ Tln:

(33) Ht[Pt(a)] = −

∫

Ap

Pt(a) lnPt(a) da ⇒ max
P (a)

при ограничениях:
∫

Ap

Pt(a) da = 1,(34)

∫

Ap

Pt(a)C[a | t] da = m∗
C [t],

∫

A

Pt(a)C
2[a | t] da = D∗

C [t], t ∈ Tln,(35)

где Ct[a | t] определяются равенствами (32).

Задача (33)–(35) согласно (12), (13) имеет аналитическое решение:

P ∗
t (a) =

exp
(

−λ
(t)
1 C[a | t]− λ

(t)
2 C

2[a | t]
)

Pt(λ
(t)
1 , λ

(t)
2 )

,

P∗
t (λ

(t)
1 , λ

(t)
2 ) =

∫

Ap

exp
(

−λ
(t)
1 C[a | t]− λ

(t)
2 C

2[a | t]
)

da,

t ∈ Tln.(36)

Множители Лагранжа λ
(t)
1 , λ

(t)
2 определяются решением следующих двух

балансовых уравнений:
∫

Ap

exp
(

−λ
(t)
1 C[a | t]−λ

(t)
2 C

2[a | t]
)

(C[a | t−1]−m∗
C [t]) da = 0,

∫

Ap

exp
(

−λ
(t)
1 C[a | t]−λ

(t)
2 C

2[a | t]
)(

C
2[a | t− 1]−D∗

C [t]
)
da = 0,

t∈ Tln.(37)

Согласно развитому в [29] методу воспользуемся аппроксимациями экспо-
ненты полиномом степени 2:

exp(x)≈

(

1− λ
(t)
1 C[a | t] +

1

2

(

λ
(t)
1 C[a | t]

)2
)

C[a | t],(38)

exp(y)≈

(

1− λ
(t)
2 C

2[a | t] +
1

2

(

λ
(t)
2 C

2[a | t]
)2

)

C
2[a | t].

Используя аппроксимации (38), получим следующие формы балансовых
уравнений:

λ1B1(t) + λ2B2(t) + λ2
1B3(t) + λ2

2B4(t) + λ1λ2B5(t) = B0(t),

λ1Z1(t) + λ2Z2(t) + λ2
1Z3(t) + λ2

2Z4(t) + λ1λ2Z5(t) = Z0(t),

t ∈ T = [t0, t0 + p].(39)
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В первом из этих уравнений коэффициенты имеют вид:

B0(t) = Am∗
C [t]− I

(t)
p,1, B1(t) = m∗

C [t] I
(t)
p,1 − I

(t)
p,2,

B2(t) = m∗
C [t] I

(t)
p,2 − I

(t)
p,3, B3(t) = −

1

2
B

(2,3)
2 (t),

B4(t) = −
1

2

(

m∗
C [t] I

(t)
p,4 − I

(t)
p,5

)

B5(t) = −
(

m∗
C [t] I

(t)
p,3 − I

(t)
p,4

)

,

(40)

Коэффициенты во втором уравнении имеют вид:

Z0(t) = AD∗
C [t]− I

(t)
p,2, Z1(t) = D∗

C [t] I
(t)
p,1 − I

(t)
p,3,

Z2(t) = D∗
C [t] I

(t)
p,2 − I

(t)
p,4, Z3(t) = −

1

2
Z

(2,4)
2 (t), r

Z4(t) = −
1

2

(

D∗
C [t] I

(t)
p,4 − I

(t)
p,6

)

, Z5(t) = −
(

D∗
C [t] I

(t)
p,3 − I

(t)
p,5

)

.

(41)

В этих выражениях

A =

∫

A

da = (w − d)p,

I(t)p,n(k1, . . . , kn) =

w∫

d

· · ·

w∫

d
︸ ︷︷ ︸

p

C
n[a | t] da =

=
∑

kj≥0;
∑n

j=1
kj=n

n!

k1! · · · kn!










w∫

d

· · ·

w∫

d
︸ ︷︷ ︸

p

ak11 · · · aknp da1 · · · dap










×

×(m∗
C [t])

k1 · · · (m∗
C [t− p])kn , n = 0, 6.

(42)

4. Прогнозирование стоимости финансового актива

Экспериментальное прогнозирование предложенного метода будем прово-
дить для задач одно- и двухдневного прогнозирования средней стоимости и
дисперсии финансового актива – акций ПАО «Газпром» в течение 2020 г. на
Московской бирже.

Рассматриваются 12 торговых сессий, каждая на начало месяца. Для
удобства все вычисления проводятся в условных единицах, соответствующих
1/1000 исходной цены. Данные о стоимости приведены в табл. 1.

4.1. Обучение модели стоимости

Модель стоимости (30) имеет память p = 2, начальный момент обучения
t0 = 3 → март, интервалы для двух параметров, равные d = −1, w = 2.
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Таблица 1. Стоимостные индикаторы акций ПАО «Газпром» в 2020 г.

Месяц янв. февр. март апр. май июнь

Дата t 1 2 3 4 5 6

Цена m∗

C
0,259 0,223 0,208 0,178 0,188 0,200

Макс C∗

max
0,262 0,240 0,212 0,196 0,202 0,208

Мин C∗

min
0,227 0,201 0,158 0,177 0,182 0,190

V ∗

C
0,017 0,020 0,027 0,009 0,011 0,009

D∗

C
0,084 0,069 0,070 0,041 0,046 0,049

Месяц июль авг. сент. окт. ноябрь дек.

Дата t 7 8 9 10 11 12

Цена m∗

C
0,195 0,182 0,181 0,171 0,154 0,183

Макс C∗

max 0,202 0,195 0,186 0,173 0,189 0,215

Мин C∗

min
0,179 0,180 0,170 0,154 0,152 0,182

V ∗

C
0,011 0,007 0,009 0,010 0,019 0,017

D∗

C
0,206 0,189 0,190 0,181 0,173 0,200

Обучение модели стоимости будем проводить на интервале T = [t0, t0+2] =
= [3, 5]. Исторический период Ip = [t0 − 2, t0 − 1] = [1, 2].

Поскольку модель (32) содержит два параметра, то приобретает следую-
щий вид:

(43) C[a | t] = a1 m
∗
C [t− 1] + a2m

∗
C [t− 2].

Функции ПРВ в соответствующих торговых сессиях имеют вид (36) с мо-
делью (43). Заметим, что энтропийно-оптимальные ПРВ параметров, генери-
руемые линейной моделью (43), отличны от нормального распределения.

Для определения значений множителей Лагранжа, т.е. решения балансо-
вых уравнений, применялся приближенный аналитический метод, изложен-
ный в разделе 2.2.

Энтропийно-оптимальные функции ПРВ (с приближенными до первой
коррекции) для 3-й, 4-й и 5-й торговых сессий имеет вид:

P ∗
3 (a | 1,068; −0,871) = 0,131 exp(−0,238a1 − 0,277a2 +

+ 0,043a21 + 0,058a22 + 0,100a1a2);
(44)

P ∗
4 (a | 0,958; 0,102) = 0,133 exp(−0,199a1 − 0,214a2 −

− 0,004a21 − 0,005a22 − 0,005a1a2);
(45)

P ∗
5 (a | − 1,994; 2,609) = 0,092 (0,355a1 + 0,415a2 −

− 0,083a21 − 0,112a22 − 0,193a1a2).
(46)

На рис. 1–3 показаны их графики.
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Рис. 1. Распределение P ∗

3
(a).
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Рис. 2. Распределение P ∗

4
(a).
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Рис. 3. Распределение P ∗

5
(a).

4.2. Прогнозирование средней стоимости
и среднего индикатора волатильности

Полученные выше энтропийно-оптимальные функции ПРВ P ∗
3 (a), P

∗
4 (a),

P ∗
5 (a) параметров модели (32) будем использовать для генерирования ан-

самблей данных, по которым вычисляются прогнозируемые значения mC [t]
и DC [t] в торговых сессиях: апр. (4)–нояб. (11). Реализованные значения этих
переменных известны (табл. 1), что позволяет оценить точность прогнозов
при использовании различных стратегий прогнозирования.

4.2.1. Однодневные прогнозы P ∗
k (a) → (mC [k + 1], VC [k + 1])

При однодневных прогнозах используется оптимальная ПРВ для k-ой тор-
говой сессии и прогнозируются результы (k+1)-й сессии. Рассмотрим проце-
дуру формирования прогноза 3 → 4. Для этого используется ПРВ P ∗

3 (a) (44)
и прогнозная модель (32), которая в данном примере приобретает следующий
вид:

(47) C[a | 4] = a1m
∗
C [3] + a2m

∗
C [2].

ПРВ P ∗
3 (a) (44) трансформируем в случайную последовательность {a1, a2}.

Генерируемый ансамбль содержит 1000 значений C[a | 4]. Вычисляем m̄C [4] =
= M̃(C[a | 4]) и σ̄2

C [4] = M̃{(C[a | 4] − m̄C [4])
2}, где под оператором M̃{•} по-

нимается эмпирическое среднее.
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Рис. 4. Эмпирическая ПРВ C[a | 4] (однодневный прогноз 3 → 4).
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Рис. 5. Эмпирическая ПРВ C[a | 5] (однодневный прогноз 4 → 5).
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Рис. 6. Эмпирическая ПРВ C[a | 6] (однодневный прогноз 5 → 6).

Прогнозы 4 → 5 и 5 → 6 формируются аналогично. Результаты одноднев-
ных прогнозов и оценки их точности (в сравнении с реализованными значе-
ниями в торгах) приведены в табл. 2.

Таблица 2. Однодневные прогнозы

прогноз • 3 → 4 4 → 5 5 → 6

m̄C [•] 0,175 0,145 0,229

m∗

C
[•] 0,178 0,188 0,200

σ̄2

C
[•] 0,076 0,056 0,041

V ∗

C
[•] 0,041 0,046 0,049

|δm[•]| 0,003 0,043 0,029

|δσ[•]| 0,035 0,010 0,008

В этой таблице переменные

δm[•] = m̄C [•]−m∗
C [•],(48)

δσ[•] = σ̄2
C [•]− V ∗

C [•].

На рис. 4–6 показаны эмпирические ПРВ прогнозных значений стоимости
в сессиях 4–6 при однодневных прогнозах.
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«Интегральная» относительная ошибка прогноза средней стоимости при
однодневных прогнозах имеет вид:

(49) ∆m =

√
∑6

t=4 δ
2
m[t]

√
∑6

t=4 m
2
C [t] +

√
∑6

t=4(m
∗
C [t])

2
= 8%.

«Интегральная» относительная ошибка прогноза средней дисперсии при
однодневных прогнозах имеет вид:

(50) ∆σ =

√
∑6

t=4 δ
2
σ[t]

√
∑6

t=4 σ
2
C [t] +

√
∑6

t=4(V
∗
C [t])

2
= 17%.

4.2.2. Двухдневные прогнозы
P ∗
k (a) → (mC [k + 1], VC [k + 1]), (mC [k + 2], VC [k + 2])

При двухдневных прогнозах используется оптимальная ПРВ для торговой
сессии k и прогнозируется результат в сессии k + 2.

Прогноз 3 → 4, 5, ПРВ P ∗
3 (a) может быть реализован в варианте

C[a | 4] = a1 m
∗[3] + a2 m

∗
C [2],

C[a | 5] = a1 m
∗[4] + a2 m

∗
C [3].(51)

и в варианте

C[a | 4] = a1 m
∗[3] + a2 m

∗
C [2] = a1 0,208 + a2 0,223,

C[a | 5] = a1 m̄
∗[4] + a2 m

∗
C [3] = a1 m̄

∗[4] + a2 0,208,(52)

m̄∗[4] = M̃{C[a | 4]}.

Двухдневные прогнозы 4 → 5, 6 и 5 → 6, 7 производятся аналогично и их
результаты и оценки точности приведены в табл. 3.

Таблица 3. Двухдневные прогнозы

• 3 → 4 3 → 5 4 → 5 4 → 6 5 → 6 5 → 7

m̄C [•] 0,175 0,185 0,145 0,206 0,229 0,200

m∗

C
[•] 0,178 0,188 0,188 0,200 0,200 0,195

σ̄2

C
[•] 0,056 0,060 0,056 0,012 0,041 0,024

V ∗

C
[•] 0,041 0,051 0,046 0,009 0,049 0,011

|δm[•]| 0,003 0,033 0,043 0,078 0,029 0,065

|δσ[•]| 0,035 0,049 0,010 0,030 0,009 0,043
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Рис. 7. Эмпирическая ПРВ C[a | 5] (двухдневный прогноз 3 → 4, 5).
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Рис. 8. Эмпирическая ПРВ C[a | 6] (двухдневный прогноз 4 → 5, 6).
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Рис. 9. Эмпирическая ПРВ C[a | 7] (двухдневный прогноз 5 → 6, 7)

Интегральная относительная ошибка прогноза средней стоимости для
группы двухдневных прогнозов имеет вид

(53) ∆m =

√
∑7

t=5 δ
2
m[t]

√
∑7

t=5 m
2
C [t] +

√
∑7

t=5(m
∗
C [t])

2
= 7,2%.

Интегральная относительная ошибка прогноза средней волатильности
для группы двухдневных прогнозов имеет вид

(54) ∆σ =

√
∑7

t=5 δ
2
σ[t]

√
∑7

t=5 σ
2
C [t] +

√
∑7

t=5(V
∗
C [t])

2
= 25%.

На рис. 7–9 показаны эмпирические ПРВ прогнозных значений стоимости
в сессиях 5–7 при двухдневных прогнозах.

5. Обсуждение

Проблема генерации подходящих данных для тестирования и прогнози-
рования является весьма популярной в современной компьютерной науке.
В статье предлагается адаптация и развитие технологии рандомизированно-
го машинного обучения для генерации ансамблей данных с заданными чис-
ловыми характеристиками.
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В отличие от существующей технологии предлагается расширение, учи-
тывающее моментные характеристики от 1-го до s-го порядка. Показано, что
это приводит к функциям ПРВ не гаусового класса даже в случае линей-
ной модели данных. Предлагаемое расширение, так же как и существующее,
сводится к решению соответствующих балансовых уравнений, содержащих
интегральные компоненты. В статье развивается приближенный аналитиче-
ский метод их решения, основанный на использовании степенных рядов и
методе неопределенных коэффициентов.

Он применяется в задаче прогнозирования стоимости финансового инстру-
мента, результаты которой сравнивались с реализованными данными по одно-
и двухдневным прогнозам. В рамках проведенных исследований обнаружи-
лась вполне приемлемая точность приближенного решения в составе двух
коррекций. Однако необходимо более глубокое изучение приближенного ме-
тода, как его теоретических аспектов, так и численного исследования.

6. Заключение

В статье развита теория и алгоритм генерации ансамблей тестовых дан-
ных с заданными свойствами в виде числовых характеристик, основанная на
модификации структуры процедуры рандомизированного машинного обуче-
ния [22]. Известно, что ядром указанной процедуры являются балансовые
уравнения относительно множителей Лагранжа, содержащие так называе-
мые интегральные компоненты, т.е. многомерные интегралы от экспоненци-
альных подынтегральных функций.

Для решения этих уравнений адаптирован метод асимптотического анали-
тического решения, развитый в [29], который позволяет свести задачу мно-
гомерного интегрирования к сумме произведений одномерных интегралов от
степенных функций.

Разработан метод рандомизированного прогнозирования и применен к по-
строению одно- и двухдневных прогнозов средних стоимости и дисперсии
биржевого финансового актива.
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