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ПРОГРАММНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОИСКОМ ОБЪЕКТОВ В УСЛОВИЯХ
ОГРАНИЧЕНИЙ НА КОЛИЧЕСТВО ЛИНИЙ ОБРАБОТКИ
В НЕЗАВИСИМЫХ КАНАЛАХ ПОИСКОВОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрена задача поиска объектов наблюдения, математическая мо-
дель появления которых удовлетворяет закономерностям пуассоновского
потока. Ее решение получено для случая, когда количество линий обра-
ботки в каналах многоканальной поисковой системы ограничено. В усло-
виях высокой интенсивности появления объектов из потока это может
привести к появлению очередей на их обработку. В качестве модели,
используемой для определения закона поиска, рассмотрен набор систем
массового обслуживания с независимыми входящими потоками, для ко-
торых системы дифференциальных уравнений Колмогорова описывают
динамику изменения вероятностных характеристик их состояний в усло-
виях ограничения на количество линий обработки в поисковых каналах.
Рассмотрены две разновидности формулировки оптимизационной зада-
чи – для вероятностного и временного критериев качества. Синтезиро-
вана итерационная процедура для формирования законов распределения
интенсивностей поисковых усилий в каналах поисковой системы. Приве-
дены примеры.
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1. Введение

Задачи рационального распределения поисковых усилий в поисковых си-
стемах (ПС) [1–13] образуют один из важных классов задач общей теории
управления наблюдениями [14–17]. Их эффективное решение обеспечива-
ет уменьшение вероятности наличия необнаруженных объектов наблюдения
(ОН) в зоне обзора ПС, сокращение времени их поиска, повышение досто-
верности обнаружения ОН и т.д. В частности, к таким задачам могут быть
отнесены поиск и обнаружение космического мусора, поток частиц которо-
го может рассматриваться как пуассоновский поток [18], мониторинг авто-
мобильного трафика на многополосных автострадах, контроль воздушного
движения в районах крупных аэропортов, мониторинг использования воз-
душного пространства мегаполисов и т.д.
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Закономерности решения указанного класса задач могут быть использо-
ваны при управлении другими системами и сетями массового обслуживания,
включая управление водными ресурсами, энергосетями, процессами передачи
данных в телекоммуникационных системах и т.д. [19–26].

Наиболее общим предположением относительно структуры математиче-
ской модели, описывающей ОН в процессе поиска, является предположе-
ние о произвольном (в том числе неограниченном) их количестве и появ-
лении в области обзора в соответствии с закономерностями пространственно-
временного случайного потока [27–30], как правило пуассоновского.

Исследованию задачи поиска в последнем случае посвящены работы [6–10].
Их общей чертой является отсутствие ограничений на количество линий обра-
ботки в каналах ПС. При определенных условиях это позволяло существенно
упростить математические модели, лежащие в основе формирования законов
распределения поисковых усилий. Однако для реальных ПС, в каналах кото-
рых количество линий обработки конечно, рассмотренные подходы к форми-
рованию законов распределения интенсивностей поисковых усилий использо-
ваны быть не могут. Это обусловлено особенностями математических моделей
(уравнений Колмогорова), описывающих вариацию во времени вероятност-
ных характеристик состояний каналов ПС в терминах задачи обслуживания
в условиях ограничений на количество линий обработки в каждом из каналов
[31–34].

В связи с этим актуальным становится вопрос определения управления
распределением поисковых усилий для многоканальных ПС параллельного
типа с независимыми каналами, у которых количество линий обработки в
каждом канале ограничено.

2. Анализ структуры математической модели поиска

Пусть объекты наблюдения появляются в области обзора X поисковой си-
стемы в соответствии с закономерностями пространственно-временного пуас-
соновского потока ϕ [19–22]. Здесь X ⊂Rn (1 ≤ n ≤ 3), (x1, . . . , xn) – декар-
това система координат в X.

Предположим, что область обзора X разбита на I подобластей Xi, i = 1, I,
каждую из которых обслуживает соответствующий i-й канал ПС.

Будем полагать, что X =
⋃

i

Xi, Xi

⋂

Xj = ∅, i = 1, I , j = 1, I , i 6= j. Тогда

любые два потока, определяемые из ϕ как

ϕi(t) = ϕ(Xi, t), ϕj(t) = ϕ(Xj , t), i = 1, I, j = 1, I, i 6= j(2.1)

являются пуассоновскими и независимыми [27, 30].

В соответствии с [8, 9, 27, 34, 35] меры интенсивностей, или интенсивно-
сти временных пуассоновских потоков ϕi(t), i = 1, I , соответственно ξi(t), яв-
ляются известными непрерывными и ограниченными детерминированными
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функциями и характеризуют временные пуассоновские потоки ϕi(t), i = 1, I,
как потоки с переменными параметрами [27–29].

Для подобласти Xi вероятность появления одного очередного ОН в тече-
ние интервала времени [t, t+∆t] определяется соотношением [32, 33]

ξi(t)∆t+ o(∆t),(2.2)

тогда как вероятность появления более одного ОН равна o(∆t). Здесь o(∆t) –
остаток порядка малости выше, чем ∆t.

Введем ограничение: для i-го канала ПС, i = 1, I , количество линий обра-
ботки ограничено и равно ai.

Определим интервал времени поиска как Ω = [0, t ] и предположим, что
в течение этого интервала i-й канал ПС обеспечивает интенсивность поиска
λi(t) ≥ 0.

Тогда в случае, когда в подобласти Xi присутствует k ОН, вероятность
того, что в течение времени [t, t+∆t] хотя бы один из них будет найден,
составляет [8–10, 32, 33]

kλi(t)∆t+ o(∆t), k ≤ ai,

aiλi(t)∆t+ o(∆t), k > ai.
(2.3)

Иными словами при k > ai вероятность обнаружения ОН на [t, t+∆t] с
увеличением значений k перестает расти.

Интенсивности поиска λi(t) в подобластях Xi, i = 1, I , полагаются неиз-
вестными неотрицательными непрерывными ограниченными на [0, t̄] функ-
циями времени, подлежащими определению в результате решения оптимиза-
ционной задачи.

Задача поисковой системы применительно к подобласти Xi может быть
интерпретирована как задача ее обслуживания при потоке ОН, образующем
нагрузку пуассоновского типа с мерой интенсивности ξi(t). Для описания за-
дач этого класса, как правило, используется математический аппарат процес-
сов размножения и гибели [31–33]. Для описания закономерностей изменения
характеристик таких процессов служат бесконечномерные системы линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений Колмогорова относитель-
но вероятностей пребывания процесса в каждом из возможных состояний,
образующие совокупность задач Коши [32, 33, 36]:

Ṗi0 = −ξi(t)Pi0 + λi(t)Pi1,

Ṗik = −(ξi(t) + kλi(t))Pik + ξi(t)Pik−1 + (k + 1)λi(t)Pik+1,

(k = 1, . . . , ai − 1),

Ṗik = −(ξi(t) + aiλi(t))Pik + ξi(t)Pik−1 + aiλi(t)Pik+1, k ≥ ai,

Pi0(0) = 1, Pik(0) = 0, i = 1, I, t ∈ [0, t̄],

(2.4)
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где Pi0 – вероятность отсутствия необнаруженных ОН в Xi или вероят-
ность события, связанного с незадействованием ни одной из линий обработки
i-го канала ПС при t ∈ Ω; Pik – вероятность нахождения в Xi k необнару-
женных ОН или вероятность события, связанного с задействованием k ли-
ний обработки i-го канала ПС, если 1 ≤ k < ai, или ai линий обработки, если
k ≥ ai; функции {λi(t), ξi(t), i = 1, I} на интервале Ω полагаются неотрица-
тельными, непрерывными и ограниченными.

Задача Коши (2.4) отражает физический смысл задачи поиска, проводи-
мого независимыми каналами ПС с конечным числом линий обработки и
осуществляемого последовательно во времени по мере появления ОН в под-
областях обзора Xi, i = 1, I .

Использование математических моделей (2.4) для определения закона
управления распределением поисковых усилий в ПС является затруднитель-
ным в силу их бесконечной размерности. Кроме того, структуры указанных
моделей не позволяют провести их свертку, например в терминах математи-
ческих ожиданий количества необнаруженных ОН в каждом из каналов ПС,
как, например, это было сделано в [10].

Под элементами обслуживания i-го канала будем понимать его линии об-
работки. Тогда очереди на обработку поисковой информации в i-м канале не
возникают, если

– не занят ни один из его элементов обслуживания или не включена в
обработку ни одна из линий обработки, что соответствует k = 0;

– заняты k элементов обслуживания (k = 1, . . . , ai) или включены в обра-
ботку k линий обработки.

Указанные состояния i-го канала можно представить множеством

Si =
{

si0, si1, . . . , sik
∣

∣

k=ai

}

, i = 1, I,(2.5)

где каждое из подмножеств sik (k = 0, 2, . . . , ai) включает Ck
ai

= ai!
k!(ai−k)!

элементов.

3. Постановка задачи

Обозначим через pi, i = 1, I , вероятность события, связанного с однократ-
ным выходом i-го канала ПС из соответствующего множества (2.5) при усло-
вии, что в начальный момент времени количество занятых элементов обслу-
живания соответствовало условию 0 ≤ k ≤ ai. Отметим, что под однократ-
ным выходом i-го канала ПС (i = 1, I) из соответствующего множества со-
стояний (2.5) подразумевается выход из Si ровно один раз.

Такие события являются совместными и независимыми, а вероятность их
суммы определяется соотношением [37]

pΣ(t) = p1(t) + p2(t)(1 − p1(t)) + . . .+ pI(t)

I−1
∏

i=1

(1− pi(t)).(3.1)
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Определим первый критерий качества функционирования поисковой си-
стемы соотношением

Υ1 = pΣ(t̄) + η

t̄
∫

0

λ(t)Tλ(t)dt → min
λ∈Λ

,(3.2)

где λ(t) = [λ1(t) . . . λI(t)]
T – вектор интенсивностей поиска; η ∈ R1, η > 0 –

весовой коэффициент; Λ – множество допустимых законов управления или
законов распределения интенсивностей поиска.

Под множеством допустимых законов управления понимаются множество
неотрицательных непрерывных и ограниченных на [0, t̄] функций времени.

Критерий (3.2) определим как вероятностный. Он предполагает миними-
зацию суммы двух компонент. Первая компонента характеризует значение в
конечный момент времени наблюдения t̄ вероятности выхода состояний хотя
бы одного из поисковых каналов ПС из соответствующего множества (2.5),
вторая – эквивалентна аналогу энергетических затрат ПС на проведение
поиска.

Рассмотрим второй критерий качества. Для этого введем обозначения
для математических ожиданий длительностей пребывания каналов ПС во
множествах состояний, исключающих возникновение очередей на обработ-
ку поисковой информации: mi = M[τi], i = 1, I, где τi – случайная величина,
определяющая длительность пребывания i-го канала ПС в соответствующем
множестве состояний (2.5). Структуру второго критерия качества зададим
соотношением

Υ2 = I t̄−

I
∑

i=1

mi + η

t̄
∫

0

λ(t)Tλ(t)dt → min
λ∈Λ

.(3.3)

Критерий (3.3) определим как временной. Он предполагает минимизацию
в конечный момент наблюдения суммы двух компонент. Первая компонента
характеризует сумму математических ожиданий длительностей пребывания
каналов ПС в соответствующих множествах состояний (2.5), взятую со зна-
ком минус, вторая, как и в (3.2), эквивалентна аналогу энергетических затрат
ПС на проведение поиска.

Поставим задачу провести синтез законов управлений распределениями
интенсивностей поисковых усилий λi(t), i = 1, I , t ∈ Ω в (2.4) между канала-
ми многоканальной поисковой системы с конечным количеством линий обра-
ботки в каждом канале, обслуживающими непересекающиеся подобласти Xi,
i = 1, I , области обзора ПС X, для вероятностного (3.2) и временного (3.3)
критериев качества.
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4. Синтез управления распределениями интенсивностей поисковых усилий
в многоканальной ПС с конечным количеством линий обработки

в каждом канале для вероятностного критерия качества

Рассмотрим процедуру синтеза управления поиском объектов наблюдения
из пространственно-временного пуассоновского потока ϕ в многоканальной
поисковой системе с независимыми каналами и конечным количеством линий
обработки в каждом канале ПС применительно к вероятностному критерию
качества (3.2). Для этого покажем справедливость следующего утверждения.

У тв е ржд е ни е 1. Вероятность события, связанного с однократным

выходом i-го канала ПС (i = 1, I) из соответствующего множества Si со-

стояний (2.5) при условии, что при t = 0 состояния этого канала принад-

лежали Si, определяется соотношением

pi(t) = P̄i ai+1(t),(4.1)

где значение вероятности P̄i ai+1(t) определяется из решения системы диф-

ференциальных уравнений

˙̄Pi0(t) = −ξi(t)P̄i0(t) + λi(t)P̄i1(t),

˙̄Pik(t) = −(ξi(t) + kλi(t))P̄ik(t) + ξi(t)P̄ik−1(t) + (k + 1)λi(t)P̄ik+1(t),

(k = 1, . . . , ai − 1),

˙̄Piai
(t) = −(ξi(t) + aiλi(t))P̄iai

(t) + ξi(t)P̄iai−1(t),

˙̄Piai+1(t) = ξi(t)P̄ai
(t), i = 1, I,

(4.2)

полученного при начальных условиях

ai
∑

k=0

P̄ik(0) = 1, P̄i ai+1(0) = 0.(4.3)

Доказательство утверждения приведено в Приложении.

Необходимо отметить, что уравнения (4.2) образуют совокупность фиктив-
ных динамических систем [15] с векторным управлением λ = [λ1 λ2 . . . λI ]

T.
Начальные условия (4.3) определяют принадлежность при t = 0 состояний
i-го канала множеству Si и соответствуют отсутствию очереди на его входах.

Таким образом, для (3.1) получим

pΣ(t̄) = P̄1 a1+1(t̄) + P̄2 a2+1(t̄)(1 − P̄1 a1+1(t̄)) + . . . +

+ P̄I aI+1(t̄)

I−1
∏

i=1

(1− P̄i ai+1(t̄)).
(4.4)

С учетом (3.2), (4.2) определим гамильтониан

H =

I
∑

i=1

ψT
i AiPi + ηλTλ,(4.5)
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где ψi = ψi(t) ∈ Rai+2 – вектор сопряженных переменных; Pi(t) =

=
[

P̄i0(t) P̄i1(t) . . . P̄i ai+1(t)
]T

; Ai ∈ R(ai+2)×(ai+2); Ai = ξiBi1 + λiBi2; струк-
тура матриц Bi1, Bi2, следующая из (4.2), определена в Приложении.

Специфической особенностью матриц Bi1, Bi2 является равенство нулю
сумм элементов каждого столбца.

Из (4.5) получим системы уравнений относительно ψi(t), i = 1, I:

ψ̇i = −
∂

∂Pi

H = −
(

ξiB
T
i1 + λiB

T
i2

)

ψi, t ∈ Ω.(4.6)

С учетом (4.4) краевые условия для (4.6) можно представить в виде

ψi(t̄) =
∂

∂Pi(t̄)
pΣ(t̄) =



0 0 . . .

I
∏

j=1,j 6=i

(1− P̄jaj
(t̄))





T

, i = 1, I.(4.7)

Из условия минимума (4.5) по λ получим

∂

∂λi
H = ψT

i Bi2Pi + 2ηλi = 0, i = 1, I.(4.8)

С учетом (4.8) определим структуру оптимального управления

λi =
−ψT

i Bi2Pi

2η
, i = 1, I.(4.9)

Для решения двухточечной краевой задачи (ДТКЗ) (4.2), (4.6), (4.7) вос-
пользуемся методом последовательных приближений Крылова–Черноусько
[14, 15, 39]. Конкретизируя (4.3), будем полагать, что P̄i0(0) = 1.

Пусть на q-м шаге итерационной процедуры сформирован закон управле-
ния поиском (вектор интенсивностей поисковых усилий λq).

Метод последовательных приближений предполагает выполнение следую-
щих операций.

1. Проводится решение уравнений (4.2) на интервале времени Ω в прямом
времени и формируются значения векторов переменных Pq

i , i = 1, I, соответ-
ствующих распределению интенсивностей поиска λqi , i = 1, I.

2. По полученным решениям в соответствии с (4.7) формируются конечные
условия для сопряженных переменных ψq

i (t̄), i = 1, I .

3. Проводится решение системы уравнений (4.6) на интервале времени Ω в
обратном времени с конечными условиями (4.7) и определяются значения век-
тора сопряженных переменных ψq

i (t), t ∈ Ω, i = 1, I, соответствующие управ-
лениям λ

q
i , i = 1, I , и вектору переменных Pq

i , i = 1, I .

4. По полученным значениям векторов Pq
i (t), ψ

q
i (t), i = 1, I в соответствии

с (4.9) рассчитывается промежуточное значение вектора управлений, соот-
ветствующее (q + 1)-му шагу итерационной процедуры

λ̃
q+1
i =

−(ψq
i )

TBi2P
q
i

2η
, i = 1, I, t ∈ Ω.(4.10)
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5. Исходя из принципа частичного обновления управления [5, 8, 28] с уче-
том значений распределения интенсивностей поисковых усилий λ

q
i , i = 1, I,

полученных на предыдущем шаге, проводится расчет законов управления
интенсивностями поиска для (q + 1)-й итерации

λ
q+1
i (t) = εqλ̃

q+1
i (t) + (1− εq)λqi (t), i = 1, I, t ∈ Ω,(4.11)

где εq ∈ (0, 1).

Параметр εq обозначает степень обновления законов управления поис-
ком λ

q
i (t), i = 1, I , t ∈ Ω. Он определяется из условия минимума целевой

функции критерия (3.2) на соответствующем шаге итерационной процедуры.

Далее в качестве исходного для (q + 2)-го шага используется управле-
ние λq+1

i (t), и итерационная процедура 1–5 повторяется.

Необходимо отметить, что для начального шага итерационной процедуры
(q = 0) начальное распределение интенсивностей поиска λ0i , i = 1, I , выбира-
ется из множества Λ допустимых законов управления.

Оптимальное управление (оптимальный закон распределения интенсивно-
стей поисковых усилий) определяется соотношением

λiОП(t) = lim
q→∞

λ
q
i (t), i = 1, I, t ∈ Ω.(4.12)

Отметим, что на каждом шаге итерационной процедуры частичная вариа-
ция управления (4.11), осуществляемая на основании решения оптимизацион-
ной задачи, направлена на уменьшение значений целевого функционала. Зна-
чения εq ∈ (0, 1) в (4.11) выбираются из условия его максимального уменьше-
ния. С другой стороны, в соответствии с (3.2) соответствующий этому крите-
рию целевой функционал ограничен снизу (целевой функционал, по крайней
мере, не может быть отрицательным). Таким образом, предел (4.12) суще-
ствует.

На практике, как правило, ограничиваются конечным числом итераций
q ≤ Q, где Q – номер шага, после которого вариации целевого функцио-
нала критерия (3.2) становятся незначительными. При этом полагают, что

λiОП(t) ≃ λ
Q
i (t), i = 1, I.

5. Синтез управления распределениями интенсивностей поисковых усилий
в многоканальной ПС с конечным количеством линий обработки

в каждом канале для временного критерия качества

Пусть значение верхней границы t̄ интервала наблюдения Ω выбрано так,
что для плотностей распределения wi(t), i = 1, I , длительностей τi пребыва-
ния каналов ПС в соответствующих множествах (2.5) выполняются условия

t̄
∫

0

wi(t)dt = 1, ∀i, i = 1, I,(5.1)

т.е. плотности распределения финитны на Ω.
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С учетом (5.1) преобразуем критерий (3.3).

У тв е ржд е ни е 2. При выполнении условия (5.1) математическое

ожидание длительности τi однократного пребывания i-го канала ПС во мно-

жестве Si (2.5) с учетом начальных условий (4.3) определяется соотноше-

нием

mi =

t̄
∫

0

(1− P̄iai+1(t))dt.(5.2)

Доказательство утверждения приведено в Приложении.

С учетом (5.2) преобразуем критерий качества (3.3). В результате получим

Υ2 =

t̄
∫

0

[

ηλ(t)Tλ(t) +
I

∑

i=1

P̄iai+1(t)

]

dt → min
λ∈Λ

.(5.3)

Математическим моделям (4.2), (5.3) соответствует гамильтониан

H =

I
∑

i=1

(

ψT
i AiPi + P̄iai+1(t)

)

+ ηλTλ.(5.4)

Уравнения для сопряженных переменных определяются соотношениями

ψ̇i = −
∂

∂Pi

H = −(ξiB
T
i1 + λiB

T
i2)ψi − Ui, i = 1, I, t ∈ Ω,(5.5)

где значения матриц Bi1, Bi2, как и в первом случае, определяются в соот-
ветствии с (П.2); Ui ∈ Rai+2, Ui = [0 0 . . . 0 1]T.

В соответствии с (5.3) краевые условия для (5.5) имеют вид ψi(t̄) = 0,
i = 1, I, а согласно (5.4) структура формируемых управлений совпадает
с (4.9).

Для решения ДТКЗ (4.2), (5.5), как и для вероятностного критерия,
необходимо использовать метод последовательных приближений Крылова–
Черноусько. Порядок его применения аналогичен порядку, рассмотренному
в предыдущем разделе.

Структура математических моделей в рассматриваемом случае позволяет
проводить поканальную декомпозицию вычислительной процедуры оптими-
зации.

Необходимо отметить, что в случае, когда длительность интервала наблю-
дения не согласована со структурой хотя бы одной из плотностей распреде-
ления wi(t), i = 1, I (т.е. равенство (5.1) выполняется лишь приближенно),
получаемый результат переходит в категорию субоптимальных.
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6. Примеры синтеза управления распределениями
интенсивностей поисковых усилий в многоканальной ПС

с конечным числом линий обработки в каждом канале

Прим ер 1. Рассмотрим двухканальную ПС (I = 2), у которой в первом
канале три линии обработки, а во втором – четыре. Фиктивные динамические
системы, соответствующие такой ПС, описываются математической моделью,
состоящей из двух систем уравнений (4.2), для которых соответственно a1 = 3
и a2 = 4. Критерий качества (3.2) в этом случае приобретает вид

Υ1 = P̄14(t̄) + P̄25(t̄)− P̄14(t̄)P̄25(t̄) + η

t̄
∫

0

(

λ21(t) + λ22(t)
)

dt → min
λ1,λ2∈Λ

.(6.1)

Решение прямых систем уравнений (4.2) при i = 1, 2 проводилось с началь-
ными условиями, соответствующими (4.3),

P̄10(0) = P̄20(0) = 1,

P̄11(0) = P̄12(0) = P̄13(0) = P̄14(0) = 0,

P̄21(0) = P̄22(0) = P̄23(0) = P̄24(0) = P̄25(0) = 0

на интервале времени поиска Ω = [0, 5]. Здесь и далее параметры представ-
лены в безразмерных переменных.

Сопряженные системы (4.6) полностью определяются структурами мат-
риц (П.2), для которых

B11, B12 ∈ R5×5; B21, B22 ∈ R6×6.(6.2)

Их решение проводилось в обратном времени с конечными условиями, со-
ответствующими (4.7)

ψ1(t̄) =
[

0 0 0 0
[

1− P̄25(t̄)
]]T

,

ψ2(t̄) =
[

0 0 0 0 0
[

1− P̄14(t̄)
]]T

.
(6.3)

Интенсивности появления ОН в подобластях X1,X2 зоны поиска ПС пола-
гались линейными функциями времени: ξ1(t) = 2 + 0,4t, ξ2(t) = 3− 0,1t (пря-
мые соответственно 1, 2 на рис. 1).

Начальные распределения интенсивностей поисковых усилий λ01, λ
0
2 по-

лагались равномерными на интервале наблюдения (прямые 1, 2 на рис. 2).
Решения уравнений на интервале времени поиска проводилось с шагом ∆ =
= 10−3.

Зависимость вероятности pΣ(t̄) выхода состояний хотя бы одного из двух
поисковых каналов ПС из множеств состояний соответственно

S1 = {s10, s11, . . . , s13}, S2 = {s20, s21, . . . , s24}(6.4)
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Рис. 1

Рис. 2

от номера итерации q в процедуре последовательных приближений Крылова–
Черноусько представлена на рис. 3.

Вариации вероятностной составляющей целевого функционала крите-
рия (6.1) становятся незначительными уже при q ≥ Q = 7. Структура оп-
тимальных законов управления распределением интенсивностей поисковых
усилий представлена на рис. 2. Для первого канала – кривая 3, для второго –
кривая 4.
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Рис. 3

Рис. 4

Необходимо отметить, что характер полученных зависимостей согласуется
с характером вариации интенсивностей появления ОН из потока (рис. 1) в
соответствующих каналах ПС.

Относительный выигрыш от оптимизации применительно к вероятност-

ному показателю составил δ = pΣ0(t̄)−pΣОП(t̄)
pΣ0(t̄)

≃ 0,42, где pΣ0(t̄) – вероятность

выхода состояний хотя бы одного из двух поисковых каналов ПС из мно-
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Рис. 5

Рис. 6

жеств (6.4) при λ01, λ
0
2, pΣОП(t̄) – аналогичный показатель при λ

Q
i (t) ≃

≃ λiОП(t), i = 1, 2.

Прим ер 2. Рассмотрим задачу синтеза управления распределениями ин-
тенсивностей поисковых усилий для рассмотренной в первом примере двух-
канальной поисковой системы на основе временного критерия качества (3.3)
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Рис. 7

в форме (5.3). Его конкретизация для рассматриваемого случая имеет вид

Υ2 =

t̄
∫

0

[

η(λ21(t) + λ22(t)) + P̄14(t) + P̄25(t)
]

dt → min
λ1,λ2∈Λ

.(6.5)

Прямые системы уравнений остаются неизменными и определяются фор-
мой (4.2). Системы уравнения для сопряженных переменных соответству-
ют (5.5) с матрицами (6.2), векторами U1 ∈ R5, U2 ∈ R6 и нулевыми конеч-
ными условиями ψi(t̄) = 0, i = 1, 2.

Интенсивности появления ОН в X1, X2 полагались линейными функция-
ми времени: ξ1(t) = 9 + 0,5t, ξ2(t) = 12− 0,1t (прямые соответственно 1, 2 на
рис. 4).

Начальные распределения интенсивностей поисковых усилий λ01, λ
0
2 пола-

гались равномерными на интервале наблюдения (прямые 1, 2 на рис. 5).

Графики зависимостей математических ожиданий m1 (кривая 1)
и m2 (кривая 2) времен нахождения каналов ПС во множествах (6.4) и их
суммы (кривая 3) от номера итерации q в процедуре последовательных при-
ближений Крылова–Черноусько представлены на рис. 6. Изменения времен-
ных характеристик стали незначительными при q ≥ Q = 9.

Меньший рост m1 по сравнению с m2 связан с меньшим количеством со-
стояний во множестве S1 по сравнению со множеством S2.

Зависимости оптимальных законов управления распределением интенсив-
ностей поисковых усилий представлены на рис. 5 соответственно для первого
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(кривая 3) и второго (кривая 4) каналов ПС. Меньшая интенсивность поиска
в первом канале обусловлена меньшей интенсивностью появления в нем ОН
(рис. 4).

Структура плотностей распределения вероятностей времени пребывания
каналов ПС во множествах (6.4) представлены на рис. 7: для t = 0 кривая 1

и кривая 3 соответственно для первого и второго каналов и аналогично для
t = 5 кривая 2 и кривая 4.

В результате оптимизации в условиях примера суммарное математическое
ожидание нахождения каналов ПС во множествах (6.4), исключающих появ-
ление очередей на обработку, возросло более чем в 2 раза.

С учетом структуры рассмотренных математических моделей несложно
показать, что формируемые в результате решения оптимизационных задач
интенсивности поисковых усилий как для критерия (3.2), так и для крите-
рия (3.3) при выполнении условий утверждения 1 всегда относятся к классу
неотрицательных непрерывных и ограниченных функций.

7. Заключение

Рассмотренный подход к формированию законов управления поиском ОН
из пространственно-временного пуассоновского потока в многоканальной ПС
ориентирован на ряд практически важных случаев, когда количество линий
обработки в каналах поисковой системы конечно. Для них применение ме-
тодов, связанных со сверткой бесконечной системы уравнений Колмогорова,
например, в терминах математического ожидания количества необнаружен-
ных ОН, рассмотренных, в частности, в [10], не представляется возможным.

В основе предлагаемого подхода лежит переход от бесконечномерных си-
стем дифференциальных уравнений, описывающих вероятностные характе-
ристики состояний каналов ПС, к конечномерным вспомогательным систе-
мам. Их размерность определяется количеством линий обработки каждого
канала.

Параметрами вспомогательных систем уравнений являются вероятност-
ные характеристика пребывания линий обработки каналов ПС во множествах
состояний, не приводящих к появлению очередей на обработку. Они дают
возможность подойти к решению задачи синтеза управления распределени-
ем поисковых усилий как с точки зрения минимизации вероятности выхода
из рассмотренных множеств состояний хотя бы одного канала ПС, так и с
точки зрения максимизации математических ожиданий времени пребывания
каналов в этих множествах.

Решение оптимизационной задачи первого типа для вероятностного крите-
рия качества (3.2) является более сложным в силу структуры терминальной
составляющей этого критерия. Ее размерность характеризуется суммарной
размерностью всех вспомогательных систем уравнений (4.2) и определяется
соотношением

∑I
i=1 ai + 2I.

35



Во втором случае возможна поканальная декомпозиция общей процедуры
формирования законов управления интенсивностями поиска.

В силу достаточно высокого уровня сложности возникающих оптимиза-
ционных задач их решение целесообразно проводить с использование метода
последовательных приближений Крылова–Черноусько с применением прин-
ципа частичного обновления управления. Приведенные примеры показали
возможность эффективного их решения с помощью рассмотренного подхода
и проиллюстрировали выигрыш, получаемый от оптимизации.

Необходимо отметить, что рассмотренный подход может быть обобщен на
случай, когда интенсивности поиска ОН в различных каналах ПС не явля-
ются независимыми и удовлетворяют ограничению

∑I
i=1 λi(t) = λΣ = const.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство утверждения 1

Поставим в соответствие системе уравнений (2.4) граф состояний [38],
представленный на рис. 8.

Граф отражает последовательность вариации состояний i-го канала с
ограниченным числом линий обработки. Выделим на нем состояния, соот-
ветствующие множеству

Si =
{

si0, si1, . . . , sik
∣

∣

k=ai

}

→
{

s̄i0, s̄i1, b . . . , s̄ik
∣

∣

k=ai

}

= S̄i.(Π.1)

Для (П.1) построим вспомогательный граф состояний (рис. 9) как фраг-
мент исходного графа (рис. 8) с добавлением одного только поглощающего
состояния s̄iai+1.

S
i

s
i0 s

i1
s

i k-1 s
i k+1

λ
i

2
i

λ ( )k 1
i

– λ k
i

λ a
i i
λ a

i i
λ

s
i k

( =k a )
i

ξ
i

ξ
i

ξ
i ξ

i

ξ
i

ξ
i

Рис. 8

S
i

s
i0 s

i1 s
i k-1 s

i k+1

λ
i 2

i
λ ( )k 1

i
– λ k

i
λ

s
i k

( =k a )
i

ξ
i

ξ
i ξ

i
ξ

i
ξ

i

–

–

–––

–

Рис. 9

36



Можно показать [38], что вариация во времени вероятностных характери-

стик P̄i0(t), P̄i1(t), . . . , P̄iai
(t), P̄iai+1(t) состояний

{

s̄i0, s̄i1, . . . , s̄ik
∣

∣

k=ai
, s̄iai+1

}

,

соответствующих графу, изображенному на рис. 9, описывается системой
дифференциальных уравнений (4.2). Для начальных условий (4.3) вероят-
ность события, связанного с однократным выходом из множества S̄i (соответ-
ственно и из множества Si), определяется вероятностью перехода из состоя-
ния s̄ik|k=ai

в s̄i ai+1, т.е. соответствует составляющей решения системы (4.2),

определяемой вероятностью P̄i ai+1(t).

Утверждение доказано.

Структура матриц Bi1, Bi2 ∈ R
(ai+2)×(ai+2)

Bi1 =





















−1 0 0 0 . . . 0 0
1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 . . . 0 0
0 0 1 −1 . . . 0 0
. . . . . . .

0 0 0 0 . . . −1 0
0 0 0 0 . . . 1 0





















,

Bi2 =





















0 1 0 0 . . . 0 0
0 −1 2 0 . . . 0 0
0 0 −2 3 . . . 0 0
. . . . . . .

0 0 0 0 . . . ai 0
0 0 0 0 . . . −ai 0
0 0 0 0 . . . 0 0





















.

(Π.2)

Доказательство утверждения 2

Запишем последнее уравнение вспомогательной системы уравнений (4.2),
соответствующей i-му каналу

˙̄Piai+1(t) = ξi(t)P̄iai
(t), P̄iai+1(0) = 0.(Π.3)

Поскольку параметр P̄iai+1(t) имеет смысл вероятности события, связан-
ного с выходом i-го канала ПС из множества Si (2.5), то его производная (П.3)
определяет плотность распределения wi(t) случайной длительности τi пребы-
вания этого канала в Si. Иными словами, [38]

wi(t) = ξi(t)P̄iai
(t).(Π.4)

Домножим теперь левую и правую части (П.3) на t и проинтегрируем на
интервале наблюдения Ω. В результате с учетом (П.4) получим

t̄
∫

0

t ˙̄Piai+1(t)dt =

t̄
∫

0

tξi(t)P̄iai
(t)dt =

t̄
∫

0

twi(t)dt.(Π.5)
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Из (П.5) следует

t̄
∫

0

t ˙̄Piai+1(t)dt = mi,(Π.6)

где mi =
∫ t̄

0 twi(t)dt – математическое ожидание случайной длительности τi.

Интегрируя по частям левую часть (П.6), получим

tP̄iai+1(t)
∣

∣

t̄

0
−

t̄
∫

0

P̄iai+1(t)dt = mi.(Π.7)

Или с учетом условия (5.1)

t̄
∫

0

(1− P̄iai+1(t))dt = mi.(Π.8)

Утверждение доказано.
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