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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ О КРУГАХ ГЕРШГОРИНА
С ПРИМЕНЕНИЕМ К АНАЛИЗУ

И СИНТЕЗУ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ1

Рассмотрено применение теоремы о кругах Гершгорина и некоторых
производных от нее результатов для оценки собственных значений мат-
риц. Развиваются полученные результаты для создания области лока-
лизации собственных значений матриц с интервально неопределенными
постоянными и нестационарными элементами. Вводится понятие e-кругов
для получения более точных оценок данных областей, чем при использо-
вании кругов Гершгорина. Полученные результаты применены к анализу
устойчивости сетевых систем, где показано, что предложенные методы
позволяют анализировать сеть с гораздо большим числом агентов, чем
при использовании методов решения линейных матричных неравенств в
CVX и Yalmip/SeDuMi, а также алгоритмов eig (для вычисления соб-
ственных чисел матрицы) и lyap (для решения уравнения Ляпунова)
в MatLab. Показано, что если разработанные методы применять не к са-
мой системе, а к результату, полученному с помощью метода функций
Ляпунова, то можно исследовать системы с матрицами без диагонально-
го преобладания. Это позволило рассмотреть модификацию условия Де-
мидовича на системы с нестационарными параметрами и синтез закона
управления для нестационарных систем с матрицами без диагонального
преобладания. Все полученные результаты иллюстрируются численным
моделированием.

Ключевые слова: теорема о кругах Гершгорина, область локализации соб-
ственных значений матрицы, устойчивость, управление.
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1. Введение

При анализе свойств динамических систем и синтезе закона управления
одним из ключевых вопросов является устойчива ли система. В настоящее
время для определения устойчивости применяются различные методы и под-
ходы: вычисление собственных значений матрицы [1], различные алгебраи-
ческие и частотные критерии устойчивости [1], метод функций Ляпунова [1],
дивергентные методы исследования устойчивости [2] и т.д.

1 Работа выполнена в ИПМаш РАН при поддержке госзадания № FFNF-2024-0008
(№ 124041100006-1 в ЕГИСУ НИОКТР).
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Данная статья сконцентрирована на построении области локализации соб-
ственных значений матриц с применением полученного результата к анали-
зу и синтезу систем управления. Для построения области локализации соб-
ственных значений будет рассмотрена теорема о кругах Гершгорина [3–5]
(далее просто теорема Гершгорина) и некоторые следствия из нее, а также
будут получены новые результаты по обобщению данной теоремы на слу-
чай параметрически неопределенных матриц и матриц с нестационарными
параметрами.
Теорема Гершгорина и различные ее модификации неоднократно рассмат-

ривались в литературе. Интерес к данной теореме связан с простым способом
определения области локализации собственных значений. Зачастую теорема
Гершгорина приводит к изучению систем, содержащих матрицы с диагональ-
ным преобладанием. В частности, такие системы изучались в [6–8] и были
названы сверхустойчивыми (если все круги Гершгорина целиком находят-
ся в левой полуплоскости комплексной плоскости). Показано, что анализ и
синтез систем управления приводит к задачам линейного программирова-
ния. В [9–13] получены уточняющие области локализации в виде усреднен-
ных оценок, использовании l1 векторных норм и т.д., а в [14, 15] предложен
синтез статических линейных законов управления с использованием теоремы
Гершгорина. В [16–18] рассмотрено применение теоремы Гершгорина к ис-
следованию устойчивости моделей в химической промышленности, моделей
электрических сетей с трехфазными генераторами и биологических моделей
эпидемии.
Анализ литературы показал, что при построении области локализации

собственных значений матриц теорема Гершгорина имеет преимущества в
простоте ее применения, выпуклой процедуре поиска области локализации
и небольших вычислительных затратах. Однако ограничения в применении
данной теоремы связаны с завышенными оценками области локализации и
рассмотрением матриц с диагональным преобладанием (или приводимым к
ним с использованием диагональной матрицы для преобразования базиса).
Требование диагонального преобладания является существенно ограничи-
тельным и при синтезе закона управления.
В данной статье будет рассмотрено решение следующих задач:

1) будут рассмотрены оценки и области локализации собственных значе-
ний постоянной матрицы;

2) будут получены области локализации собственных значений матрицы с
интервальной параметрической неопределенностью;

3) в качестве примеров применения полученных результатов будут рас-
смотрены:

а) задача синхронизации сетевых систем с большим числом скаляр-
ных агентов, где будет показано, что предложенные результаты могут
быть применимы для анализа устойчивости гораздо большего числа
агентов, чем при использовании методов решения линейных матрич-
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ных неравенств в CVX и Yalmip/SeDuMi, а также алгоритмов eig (для
вычисления собственных чисел матрицы) и lyap (для решения урав-
нения Ляпунова) в MatLab;
б) модификация условия Демидовича (об устойчивости линейных си-
стем с нестационарными параметрами [19, теорема 6.1; 23]) на систе-
мы с интервально неопределенными нестационарными параметрами
и с матрицей исходной системы без диагонального преобладания;
в) задача поиска матрицы в линейном законе управления с использова-
нием линейных матричных неравенств для объектов с матрицей без
диагонального преобладания.

В статье используются следующие обозначения: C – множество комплекс-
ных чисел, Rn – n-мерное евклидово пространство с векторной нормой | · |,
R
n×m – множество всех действительных матриц размерности n×m с инду-
цированной матричной нормой ‖Q‖, λi{Q} – i-е собственное число квадрат-
ной матрицы Q, �{λi{Q}} – действительная часть i-го собственного числа
квадратной матрицы Q, �{λi{Q}} – мнимая часть i-го собственного числа
квадратной матрицы Q, I – единичная матрица соответствующего порядка,
матрица Q ∈ R

n×m также будет обозначаться в виде (qij), i = 1, . . . , n, j =
= 1, . . . ,m.

2. Оценки области локализации собственных чисел

2.1. Постоянные матрицы

В данном разделе будут получены оценки области локализации собствен-
ных чисел матрицы Q = (qij) ∈ R

n×n с постоянными элементами. Для уточ-
нения данных оценок будут дополнительно рассмотрены диагональные мат-
рицы D = diag{d1, . . . , dn} и H = diag{h1, . . . , hn}. Введем обозначения сумм
по строкам и столбцам абсолютных значений элементов матриц Q, D−1QD
и H−1QH без диагональных элементов в виде

Ri(Q) =
n∑

j=1,j �=i

|qij |, Cj(Q) =
n∑

i=1,i �=j

|qij|,

RD
i (Q) =

n∑
j=1,j �=i

dj
di
|qij|, CD

j (Q) =
n∑

i=1,i �=j

di
dj

|aij |,

RH
i (Q) =

n∑
j=1,j �=i

hj
hi

|qij|, CH
j (Q) =

n∑
i=1,i �=j

hi
hj

|aij |.

Ниже представлены две леммы, которые позволяют получить оценки сни-
зу и сверху на действительные части собственных чисел матрицы Q.
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Лемма 1. Рассмотрим матрицу Q ∈ R
n×n. Существуют di > 0, hi > 0,

i = 1, . . . , n такие, что справедливы следующие оценки:

max
i

{�{λi{Q}}} � σDmax{Q} � σmax{Q},

min
i
{�{λi{Q}}} � σHmin{Q} � σmin{Q},

(1)

где

σmax(Q) = min
{
max

i
{qii +Ri(Q)},max

j
{qjj + Cj(Q)}

}
,

σmin(Q) = max
{
min
i
{qii −Ri(Q)},min

j
{qjj − Cj(Q)}

}
,

σDmax(Q) = min
D

{
max

i
{qii +RD

i (Q)},max
j

{qjj + CD
j (Q)}

}
,

σHmin(Q) = max
H

{
min
i
{qii −RH

i (Q)},min
j

{qjj − CH
j (Q)}

}
.

(2)

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно теореме Гершгорина [4] все собственные

значения матрицы Q заключены в объединении n кругов ∪n
i=1

{
z ∈ C :

|z − qii| �
n∑

j=1,j �=i

|qij|
}
. Поскольку матрица QT имеет те же собственные зна-

чения, что и матрица Q, то все собственные значения Q также заключены в

объединении n кругов ∪n
i=1

{
z ∈ C : |z − qii| �

n∑
j=1,j �=i

|qji|
}
. Следовательно,

σmin{Q} � min
i
{�{λi{Q}}} и σmax{Q} � max

i
{�{λi{Q}}}.

Теперь рассмотрим диагональную матрицу D = diag{d1, . . . , dn}. Извест-
но, что собственные значения матриц D−1QD и Q не меняются. Однако за
счет варьирования коэффициентов di могут быть изменены радиусы кругов

Гершгорина для матрицы Q в виде ∪n
i=1

{
z ∈ C : |z − qii| �

n∑
j=1,j �=i

dj
di
|qij|

}
и

для матрицы QT в виде ∪n
i=1

{
z ∈ C : |z − qii| �

n∑
j=1,j �=i

di
dj
|qji|

}
. Следователь-

но, существуют di > 0, i = 1, . . . , n такие, что σDmax{Q} � σmax{Q}. Однако
невозможно одновременно уменьшить радиусы всех кругов варьированием di,
т.е. при уменьшении радиусов одних кругов увеличиваются радиусы других.
Поэтому для получения оценки σHmin{Q} � σmin{Q} используется матрица H
вместо D.

Лемма 2. Рассмотрим матрицу Q ∈ R
n×n. Существуют di > 0, hi > 0

i = 1, . . . , n и α, β ∈ [0, 1] такие, что справедливы следующие оценки:

max
i

{�{λi{Q}}} � σD,α
max{Q} � σαmax{Q},

min
i
{�{λi{Q}}} � σH,β

min{Q} � σβmin{Q},
(3)
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где

σαmax(Q) = min
α

{
max

i
{qii + [Ri(Q)]α[Ci(Q)]1−α}

}
,

σβmin(Q) = max
β

{
min
i
{qii − [Ri(Q)]β [Ci(Q)]1−β}

}
,

σD,α
max(Q) = min

D,α

{
max

i
{qii + [RD

i (Q)]α[CD
i (Q)]1−α}

}
,

σH,β
min (Q) = max

H,β

{
min
i
{qii − [RH

i (Q)]β [CH
i (Q)]1−β}

}
.

(4)

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно теореме Островского [4] все собственные

числа матрицы Q заключены в объединении n кругов ∪n
i=1

{
z ∈ C : |z− qii| �

�
[

n∑
j=1,j �=i

|qij |
]α[ n∑

j=1,j �=i

|qji|
]1−α}

. Следовательно, существует α такое, что

σαmax{Q} � max
i

{�{λi{Q}}}. Аналогично рассуждая получим, что существует

β такое, что σβmin{Q} � min
i
{�{λi{Q}}}.

За счет варьирования коэффициентов di могут быть изменены радиусы

кругов ∪n
i=1

{
z ∈ C : |z − qii| �

[
n∑

j=1,j �=i

dj
di
|qij |

]α[ n∑
j=1,j �=i

dj
di
|qji|

]1−α}
. Следо-

вательно, существуют di, i = 1, . . . , n и α такие, что σD,α
max{Q} � σαmax{Q}. Из

аналогичных рассуждений следует, что существуют hi, i = 1, . . . , n и β такие,
что σH,β

min{Q} � σβmax{Q}.
Сл ед с т в и е 1. Если любая оценка сверху в леммах 1 и 2 принимает от-

рицательное значение, то она является оценкой степени устойчивости,
понятие которой было введено Я.3. Цыпкиным и П.В. Бромбергом в [20].

Сл ед с т в и е 2. Из доказательств лемм 1 и 2 также следует, что пе-
ресечением соответствующих кругов можно найти область локализации
собственных значений матрицы Q, откуда можно найти не только оценки
сверху и снизу на действительные части собственных значений, но и оценку
сверху на мнимую часть, которую обозначим как �̂{Q} � maxi{�{λi{Q}}}.
Значение �̂{Q} определяется как максимальное значение пересечения кругов
вдоль мнимой оси. Если оценка сверху действительной части собственно-
го числа матрицы Q имеет отрицательное значение, то можно получить
оценку колебательности μ в виде μ � μ̂ := �̂{Q}

|max
i

{�{λi{Q}}}| . Хорошо извест-

но [1], что колебательность используется для оценки перерегулирования Π
в виде Π � eπ/μ. Тогда новая оценка степени перерегулирования определяет-
ся как Π � eπ/μ̂.

Зная оценку степени устойчивости, оценку колебательности и оценку
снизу на действительную часть собственного числа можно построить ма-
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Рис. 1. Области локализации (серая область) собственных значений матрицы Q
при использовании оценок (1) и (3).

жоранту и миноранту для переходного процесса линейной системы при еди-
ничном ступенчатом воздействии, что является развитием результатов
С.А. Чаплыгина, Н.Н. Лузина, А.А. Фельдбаума и А.М. Рубинчика [21, 22].

Сказанное в следствиях 1 и 2 будет справедливо и в дальнейших обобще-
ниях полученных результатов на возмущенные матрицы. Продемонстрируем
сказанное в леммах и следствиях на следующем примере.

Пример 1. Рассмотрим матрицу Q =

[
−1 −2,5
−0,5 −2

]
, собственные значения

которой равны −1,5 ± i. На рис. 1 изображены области локализации (выде-
лены серым цветом) при использовании:

• теоремы о кругах Гершгорина (рис. 1,а);
• леммы 1 с H = diag{1; 0,48} и D = diag{1; 2,08} (рис. 1,б );
• леммы 2 с α = β = 0,23 и D = H = I (рис. 1,в);
• леммы 2 с α = β = 0,01, H = diag{1; 0,51} и D = diag{1; 1,96} (рис. 1,г);

Сплошные круги соответствуют кругам, радиусы которых вычислены по
строкам матрицы, штриховые круги – по столбцам матрицы.
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В табл. 1 приведены оценки сверху и снизу действительной части соб-
ственного числа матрицы Q. Точность вычисляется как относительная по-
грешность между соответствующей оценкой и �{λ{Q}} = −1,5 (например,
|−3,5+1,5|

1,5 100% = 133,3%).

Таблица 1. Оценки действительной части собственных значений матрицы Q,
полученные при использовании (1) и (3)

Рисунок Оценка �{λ{Q}} Точность, %

Рис. 1,а σmin(Q) = −3,5; σmax(Q) = 0,5 133,3

Рис. 1,б σH
min(Q) = −2,72; σD

max(Q) = −0,27 82

Рис. 1,в σβ
min(Q) = −2,72; σα

max(Q) = −0,27 82

Рис. 1,г σH,β
min (Q) = −2,26; σD,α

max(Q) = −0,73 51,3

Из рис. 1 можно найти оценки мнимой части, которые отражены в табл. 2.
Точность вычисляется как относительная погрешность между соответствую-
щей оценкой и �{λ{Q}} = 1.

Таблица 2. Оценки мнимой части собственных значений,
полученные при использовании лемм 1 и 2
Рисунок Оценка �{λ{Q}} Точность, %
Рис. 1,а 2,3 130
Рис. 1,б 1,8 80
Рис. 1,в 1,7 70
Рис. 1,г 1,2 20

Наилучшие оценки действительной и мнимой частей гарантирует резуль-
тат из леммы 2, где одновременно используются варьируемые параметры D,
H, α и β.

2.2. Возмущенные матрицы

В данном разделе рассмотрим поиск областей локализации собственных
чисел для матриц с интервально неопределенными параметрами:

Q(t) = Q0 +ΔQ(t) ∈ R
n×n,

Q0 = (q0ij), ΔQ(t) = (Δqij(t)),

Δq
ii
� Δqii(t) � Δqii, |Δqij(t)| � mij при i �= j.

(5)

Поскольку элементы матрицы могут принимать любые значения из допу-
стимых интервалов, то вместо кругов локализации собственных чисел, рас-
смотренных в доказательствах лемм 1 и 2, введем в рассмотрение следующую
фигуру.
Опр е д е л е н и е 1. Фигуру, образованную объединением кругов EC =

= ∪q∈[q;q]

{
z ∈ C : |z − q| � R

}
, назовем e-кругом.
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Введем обозначения для оценок сверху сумм по строкам и столбцам абсо-
лютных значений элементов матриц Q(t), D−1Q(t)D и H−1Q(t)H, исключая
диагональные элементы, в виде

R̂i(Q) =

n∑
j=1,j �=i

(|q0ij |+mij), Ĉj(Q) =

n∑
i=1,i �=j

(|q0ij |+mij),

R̂D
i (Q) =

n∑
j=1,j �=i

dj
di
(|q0ij |+mij), ĈD

j (Q) =
n∑

i=1,i �=j

di
dj

(|q0ij |+mij),

R̂H
i (Q) =

n∑
j=1,j �=i

hj
hi

(|q0ij |+mij), ĈH
j (Q) =

n∑
i=1,i �=j

hi
hj

(|q0ij |+mij).

Теперь рассмотрим обобщение лемм 1 и 2 на случай матриц с интервально
неопределенными элементами. Ниже в формулировках лемм опустим зави-
симость матриц и параметров от t ради упрощения записи выражений.

Лемма 3. Собственные значения матрицы Q из (5) находятся в обла-
сти пересечения e-кругов

ECrow ∩ ECcol,(6)

где

ECrow = ∪n
i=1ECrow,i,

ECrow,i = ∪Δqii∈[Δq
ii
;Δqii]

{
λ ∈ C : |λ− q0ii −Δqii| � R̂i(Q)

}
,

(7)

ECcol = ∪n
j=1ECcol,j,

ECcol,j = ∪Δqjj∈[Δq
jj
;Δqjj ]

{
λ ∈ C : |λ− q0jj −Δqjj| � Ĉj(Q)

}
.

(8)

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть λ(t) – собственное значение матрицы Q(t) и
s(t) = col{s1(t), . . . , sn(t)} – собственный вектор, соответствующий данному
собственному значению. Выберем i-ю компоненту вектора s(t) так, что
sup{si(t)} � max{sup{s1(t)}, . . . , sup{si−1(t)}, sup{si+1(t)}, . . . , sup{sn(t)}}.
Обозначим: s̄i = sup{si(t)}. Из соотношения λ(t)s(t) = Q(t)s(t) выпишем

выражение для i-й координаты в виде λ(t)si(t) =
n∑

j=1
qij(t)s(t) или (λ(t)−

−qii(t))si(t) =
n∑

j=1,j �=i

qij(t)s(t). Воспользовавшись неравенством треугольни-

ка, рассмотрим оценку

|λ(t)− qii(t)||si(t)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1,j �=i

qij(t)sj(t)

∣∣∣∣∣∣ �
�

n∑
j=1,j �=i

|qij(t)sj(t)| �
n∑

j=1,j �=i

|qij(t)||sj(t)| � s̄i

n∑
j=1,j �=i

|qij(t)|.

(9)
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Перепишем выражение (9) как |λ(t)− qii(t)||si(t)|− s̄i
n∑

j=1,j �=i

|qij(t)| � 0 или

в виде

s̄i

⎛⎝|λ(t)− qii(t)|
|si(t)|
s̄i

−
n∑

j=1,j �=i

|qij(t)|

⎞⎠ � 0.(10)

Так как |si(t)|
s̄i

� 1, то выражение (10) будет выполнено, если будет выполнено
неравенство

|λ(t)− qii(t)| �
n∑

j=1,j �=i

|qij(t)|.(11)

Так как Δq
ii
� Δqii(t) � Δqii и |Δqij(t)| � mij при i �= j, то перепишем нера-

венство (11) в виде e-круга ECrow,i из (7).
Соотношение (7) выполнено для некоторого i. Поскольку неизвестно, ка-

кое i соответствует данному λ(t), то можно лишь сказать, что λ(t) принад-
лежит объединению e-кругов ECrow = ∪n

i=1ECrow,i. Значит, все собственные
числа матрицы Q(t) находятся в объединении e-кругов ECrow.
Поскольку матрица QT(t) имеет те же собственные значения, что и матри-

ца Q(t), то все собственные значения матрицы Q(t) заключены в объединении
e-кругов ECcol = ∪n

j=1ECcol,j, см. (8). Дальнейшие рассуждения для матри-
цы QT(t) аналогичны рассуждениям для матрицы Q(t). Так как собственные
значения матрицы Q(t) находятся одновременно в ECrow и ECcol, значит, они
находятся в области (6).

Лемма 4. Пусть заданы di > 0, hi > 0, i = 1, . . . , n. Собственные значе-
ния матрицы Q из (5) находятся в области пересечения e-кругов

ECD
row ∩ ECH

col,

где

ECD
row = ∪n

i=1ECD
row,i,

ECD
row,i = ∪Δqii∈[Δq

ii
;Δqii]

{
λ ∈ C : |λ− q0ii −Δqii| � R̂D

i (Q)
}
,

ECH
col = ∪n

j=1ECH
col,j,

ECH
col,j = ∪Δqjj∈[Δq

jj
;Δqjj ]

{
λ ∈ C : |λ− q0jj −Δqjj| � ĈH

j (Q)
}
.

Дока з а т е л ь с т в о. Результаты леммы 4 следуют из леммы 3 и того
факта, что собственные значения матриц D−1Q(t)D, H−1Q(t)H и Q(t) од-
ни и те же.
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Лемма 5. Пусть заданы di > 0, i = 1, . . . , n и α ∈ [0; 1]. Собственные
значения матрицы Q из (5) находятся в области пересечения e-кругов

ECD,α = ∪n
i=1EC

D,α
i ,

где

ECD,α
i = ∪Δqii∈[Δq

ii
;Δqii]

{
λ ∈ C : |λ− qii −Δqii| � [R̂D

i (Q)]α[ĈD
i (Q)]1−α

}
.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство леммы 5 следует из доказательств
лемм 2 и 3 и того факта, что собственные значения матриц D−1Q(t)D и Q(t)
одинаковые.

Сл ед с т в и е 3. Аналогично леммам 1 и 2 можно выписать оценки на
максимальные и минимальные значения собственных значений матрицы Q
с использованием результатов лемм 3–5, т.е. существуют числа di > 0,
hi > 0, i = 1, . . . , n и α, β ∈ [0; 1] такие, что справедливы следующие оценки:

max
i

{
sup
t
{�{λi{Q(t)}}}

}
� σDmax{Q(t)} � σmax{Q(t)},

min
i

{
sup
t
{�{λi{Q(t)}}}

}
� σHmin{Q(t)} � σmin{Q(t)},

max
i

{
sup
t
{�{λi{Q(t)}}}

}
� σD,α

max{Q(t)} � σαmax{Q(t)},

min
i

{
sup
t
{�{λi{Q(t)}}}

}
� σH,β

min{Q(t)} � σβmin{Q(t)},

(12)

где

σmax(Q(t)) = min
{
max

i
{q0ii +Δqii + R̂i(Q)},max

j
{q0jj +Δqjj + Ĉj(Q)}

}
,

σmin(Q(t)) = max
{
min
i
{q0ii −Δqii − R̂i(Q)},min

j
{q0jj −Δqjj − Ĉj(Q)}

}
,

σDmax(Q(t)) = min
D

{
max

i
{q0ii +Δqii + R̂D

i (Q)},max
j

{q0jj +Δqjj + ĈD
j (Q)}

}
,

σHmin(Q(t)) = max
H

{
min
i
{q0ii −Δqii − R̂H

i (Q)},min
j

{q0jj −Δqjj − ĈH
j (Q)}

}
,

σαmax(Q(t)) = min
α

{
max

i
{q0ii +Δqii + [R̂i(Q)]α[Ĉi(Q)]1−α}

}
,

σβmin(Q(t)) = max
β

{
min
i
{q0ii −Δqii − [R̂i(Q)]β [Ĉi(Q)]1−β}

}
,

σD,α
max(Q(t)) = min

D,α

{
max

i
{q0ii +Δqii + [R̂D

i (Q)]α[ĈD
i (Q)]1−α}

}
,

σH,β
min (Q(t)) = max

H,β

{
min
i
{q0ii −Δqii − [R̂H

i (Q)]β [ĈH
i (Q)]1−β}

}
.
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Рис. 2. Области локализации (серая область) собственных значений
возмущенных матриц Q и Q(t).

Пример 2. Рассмотрим две параметрически неопределенные матрицы Q
с постоянными и переменными параметрами в виде

Q =

[
−1 0
0 −1,5

]
+

[
r11 2r12
3r21 4r22

]
︸ ︷︷ ︸

ΔQ

,

Q(t) =

[
−1 0
0 −1,5

]
+

[
sin(t) 2 cos(1,5t)

3sign(sin(2t)) 4sign(cos(1,7t))

]
︸ ︷︷ ︸

ΔQ(t)

,

где rij, i, j = 1, 2 – псевдослучайные числа, равномерно распределенные на
интервале (−1; 1). Рассмотрим 100 реализаций для каждого rij. Матрицы ΔQ
и ΔQ(t) имеют одинаковые mij , поэтому и оценки области локализации будут
одинаковыми.
На рис. 2 представлена область локализации собственных значений Q

и Q(t) с использованием результатов лемм 3–5 (серые области), где малы-
ми кругами и треугольниками изображены собственные значения матрицы Q
с постоянными параметрами, а непрерывными и штриховыми линиями (внут-
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ри серых областей) – собственные значения матрицы Q с нестационарными
параметрами. На трех рисунках из четырех пары e-кругов совпали за счет
варьирования di, hi, α и β, поэтому на трех рисунках указаны только два
e-круга. Соответствующие рисунки получены при использовании:

• леммы 3 (рис. 2,а);
• леммы 4 с D = diag{1; 1,23} и H = diag{1; 0,81} (рис. 2,б );
• леммы 5 с α = β = 0,5 и D = H = I (рис. 2,в);
• леммы 5 с α = 0,5 и D = diag{1; 0,52} (рис. 2,г).

Сплошная граница e-кругов соответствует фигурам, составленным по стро-
кам матрицы, с пунктирной границей – по столбцам матрицы.

3. Анализ устойчивости систем управления

В данном разделе рассмотрим несколько применений результатов преды-
дущего раздела для анализа и синтеза систем управления.

3.1. Синхронизация сетевых систем

Рассмотрим сетевую систему, состоящую из n взаимосвязанных агентов
вида

ẋi =
n∑

j=1

qijxj + ui, i = 1, . . . , n,(13)

где xi ∈ R, ui ∈ R – сигнал управления, |qij| � mij. Требуется обеспечить вы-
полнение условия lim

t→∞
xi(t) = 0 для всех xi за счет соответствующего выбо-

ра ui, i = 1, . . . , n.
Зададим закон управления

ui = −qxi, i = 1, . . . , n,(14)

где q > 0.
Введем обозначения: x = col{x1, . . . , xn}, Q0 = −qI, ΔQ = (qij) и Q = Q0+

+ΔQ. Тогда (13) и (14) можно переписать в виде

ẋ = Qx.(15)

В результате проверка условия lim
t→∞

xi(t) = 0 сводится к проверке устойчиво-
сти матрицы Q0+ΔQ, которая может быть обеспечена за счет соответствую-
щего выбора q в (14).
Пусть q = −103 и qij – псевдослучайные числа, равномерно распределен-

ные на интервале (−1; 1). Для анализа устойчивости матрицы Q0 +ΔQ вос-
пользуемся:

• функциями eig (вычисление собственных чисел матрицы) и lyap (реше-
ние уравнения Ляпунова) в MatLab, считая qij известными;
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Рис. 3. Зависимость затрачиваемого времени на выяснения устойчивости
системы (матрицы Q) от числа агентов в сети (n).

• приложениями для решения линейных матричных неравенств CVX и
Yalmip/SeDuMi, считая qij известными;

• леммой 1 (считая σmax{Q}) и леммой 2 (считая σαmax{Q} с перебором α
от 0 до 1 с шагом 0,1), считая qij известными;

• следствием 3 (считая σαmax{Q} с перебором α от 0 до 1 с шагом 0,1),
считая qij неизвестными, но с известными mij .

На рис. 3 представлены графики затрачиваемого времени на выполнение
операции по определению устойчивости Q0 +ΔQ в зависимости от размерно-
сти данной матрицы (числа агентов в сети) и при использовании соответст-
вующего метода. Независимо от того, указывал ли соответствующий метод на
то, что матрица Q устойчивая или неустойчивая, фиксировалось соответст-
вующее время на выяснение данного вопроса. Расчеты проводились в Matlab
R2021b на ПК с процессором AMD Ryzen 5 PRO 4650U with Radeon Graphics
2.10 GHz и ОЗУ 8 GB. Результаты для CVX и Yalmip/SeDuMi, а также для
леммы 2 и следствия 3 были получены почти одинаковые, поэтому их графи-
ки на рис. 3 попарно совпали. Также отметим, что при анализе предложенных
результатов не было достигнуто предельное значение времени расчета из-за
того, что Matlab R2021b не формировал матрицу размерности больше, чем
25 000.
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Выводы:
• алгоритмы eig, lyap, CVX и Yalmip/SeDuMi обеспечивают более точ-
ный результат при определении устойчивости (обеспечивают меньшую
ошибку отклонения полученного решения от истинного значения) по
сравнению с предложенными оценками;

• затрачиваемое время на выяснение вопроса устойчивости при использо-
вании CVX и Yalmip/SeDuMi существенно возрастает (в меньшей сте-
пени при использовании eig и lyap) при росте числа агентов в сети, в
то время как предложенные результаты наименее затратны по времени
расчета.

Замкнутая система (15) содержит матрицу с диагональным преоблада-
нием. В [6–18], где также использовались матрицы с диагональным преоб-
ладанием, отмечалось, что это достаточно узкий класс исследуемых объек-
тов. В следующих разделах покажем, что предложенные результаты можно
применять к системам с матрицами без диагонального преобладания. Диа-
гональное преобладание будет предъявляться к выражениям, полученным с
использованием аппарата функций Ляпунова.

3.2. Анализ устойчивости линейных нестационарных систем
с интервально неопределенными параметрами и матрицами

без диагонального преобладания

В данном разделе рассмотрим модификацию теоремы Демидовича [19, тео-
рема 6.1; 23] (в литературе также используется термин «условие Демидови-
ча») об исследовании устойчивости линейных систем с известными нестацио-
нарными параметрами на случай интервальной неопределенности и наличия
внешних возмущений. Пусть исследуемый объект представлен уравнением

ẋ(t) = A(t)x(t) + F (t)f(t),(16)

где t � 0, x ∈ R
n – вектор состояния, f ∈ R

l – внешний сигнал такой, что
sup{|f(t)|} � f̄ , F (t) ∈ R

n×l и A(t) = (aij(t)) ∈ R
n×n такие, что sup{‖F (t)‖} �

� F̄ , A(t) = A0 +ΔA(t), A0 = (a0ij), ΔA(t) = (Δaij(t)), Δaii � Δaii(t) � Δaii
и |Δaij(t)| � mij при i �= j и для всех t.
Введем матрицу Ā(t), где

Ā(t) = A(t) +AT(t) = Ā0 +ΔĀ(t),

Ā0 = (ā0ij) = (a0ij + a0ji),

ΔĀ(t) = (Δāij(t)) = (Δaij(t) + Δaji(t)),

2Δaii � Δāii(t) � 2Δaii,

|Δāij(t)| � mij +mji при i �= j.

(17)

Отметим, что система (16) содержит матрицу A(t) без диагонального пре-
обладания. Как будет показано в теореме ниже, диагональное преобладание
понадобится в матрице Ā(t).
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Согласно теореме Демидовича [19, теорема 6.1; 23], система (16) асимпто-
тически устойчива при f(t)≡ 0 и с известной матрицей A(t), если собствен-
ные значения матрицы A(t) +AT(t) принимают отрицательные значения для
всех t. Далее рассмотрим обобщение данной теоремы на интервально неопре-
деленные матрицы с учетом следствия 3.

Те ор ем а 1. Обозначим через σ любую из оценок сверху, вычисленную
с помощью (12) для собственных значений матрицы Ā(t) в (17). Если σ < 0,
то справедлива следующая оценка:

|x(t)| � −2‖F̄‖f̄
σ

+ Ce0,5σt,(18)

где C = max
{
0, |x(0)| + 2‖F̄‖f̄

σ

}
.

Дока з а т е л ь с т в о. Выберем функцию Ляпунова

V = xTx(19)

и найдем производную от нее вдоль решений (16) в виде

V̇ = xTĀ(t)x+ 2xTF (t)f.

Найдем оценку сверху:

V̇ � σxTx+ 2|x|‖F (t)‖|f | � σV + 2
√
V ‖F̄‖f̄ .(20)

Решим неравенство (20) в виде

√
V � −2‖F̄‖f̄

σ
+

(√
V (0) +

2‖F̄‖f̄
σ

)
e0,5σt.(21)

Учитывая (19), получим

|x(t)| � −2‖F̄‖f̄
σ

+

(
|x(0)| + 2‖F̄‖f̄

σ

)
e0,5σt.(22)

Из выражения (22) следуют результат (18).

Пример 3. Система с постоянными параметрами с матрицей без диа-
гонального преобладания. Рассмотрим систему (16) с параметрами A =

=

[
−1 3
−2,5 −2

]
, B = [0 0,05]T и u = sin(t). Матрица A не является сверхустой-

чивой [6–8] или с диагональным преобладанием [4, 9–18] ни по строкам, ни по
столбцам. Также не существуют d1 > 0 и d2 > 0, чтобы были выполнены усло-
вия (2), так как неравенства d1 − 3d2 > 0 и −2,5d1 + 2d2 > 0, составленные
для матрицы A, и неравенства d1 − 2,5d2 > 0 и −3d1 + 2d2 > 0, составленные
для матрицы AT, не имеют решения.
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Рассмотрим матрицу Ā = A+AT =

[
−2 0,5
0,5 −4

]
. Условие (2) будет выполне-

но для Ā, где σ = σmax(Ā) = −1,5. Наибольшее собственное число матрицы
A+AT равно −1,88. Если воспользоваться другим условием в (2) с d1 = 1 и
d2 = 0,711, то оценку собственного числа можно улучшить до σ = σDmax(Ā) =
= −1,6445.

Пример 4. Система с нестационарными параметрами с матрицей
без диагонального преобладания. Рассмотрим систему (16) с параметра-
ми с A(t) = A0 +ΔA(t), где A0 = A из предыдущего примера, ΔA(t) =

= 0,1

[
sin(t) cos(t)
sin(2t) sin(4t)

]
. Оценки сверху (17) дают отрицательные значения,

следовательно, система (16) устойчива.

3.3. Синтез закона управления для линейных систем с матрицами
без диагонального преобладания

Рассмотрим систему

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + F (t)f(t),(23)

где u ∈ R
m – сигнал управления, B(t) ∈ R

n×m, B(t) = b(t)B0, b � b(t) �
� b ∈ R, B0 – известная матрица, пара (A(t), B(t)) управляема для всех t.
Остальные обозначения как в (16). Предположим, что неизвестны парамет-
ры ΔA(t), b(t), F (t) и f(t).
Введем закон управления

u = Kx,(24)

где K ∈ R
m×n. Ниже сформулированы теоремы, позволяющие рассчитать

матрицу K, которая обеспечивает устойчивость замкнутой системы

ẋ(t) = (A(t) +B(t)K)x(t) + F (t)f(t).(25)

Отметим, что ни в матрице A(t), ни в матрице A(t) +B(t)K не требуется
выполнение свойства диагонального преобладания.

Те ор ем а 2. Пусть матрицы A, B и F в (23) известны и постоянны, а
также пусть для заданного α > 0 существует матрица Q = QT и коэффи-
циент β > 0 такие, что выполнены следующие условия:

Ψii < 0,

Ψij � 0 при i �= j, i, j = 1, . . . , n,

σ(Q) > 0,

(26)

где

Ψ = (Ψij) := QAT +AQ+ Y TBT +BY + αQ+ βFTF,(27)
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σ(Q) – одна из оценок снизу на собственные значения матрицы Q, полу-
ченная с помощью (2), а также K = Y Q−1 и P = Q−1. Тогда для решений
системы (25) будет справедлива оценка

|x(t)| �
[

1

λmin(P )

(
f̄2

αβ
+Ke−αt

)]0,5
,(28)

где K = max
{
0, x(0)TPx(0)− f̄2

αβ

}
.

Дока з а т е л ь с т в о. Выберем функцию Ляпунова

V = xTPx,(29)

где P = Q−1, и найдем от нее производную по времени вдоль решений (25):

V̇ = xT
[
(A+BK)TP + P (A+BK)

]
x+ 2xTFf.(30)

Обозначив z = col{x, f} и подставив (29) и (30) в условие экспоненциаль-
ной устойчивости V̇ + αV + γfTf < 0, γ = 1/β, получим

zT
[
(A+BK)TP + P (A+BK) + αP PF

� −γI

]
z < 0.(31)

Согласно [24] неравенство (31) будет выполнено, если будет выполнено
следующее условие:[

(A+BK)TP + P (A+BK) + αP PF
� −γI

]
< 0.(32)

Воспользовавшись леммой Шура [24] и тем, что γ = 1/β, перепишем (32)
в виде

(A+BK)TP + P (A+BK) + αP + βPFTFP < 0.(33)

Умножив слева и справа (33) на Q−1 и заменив Y = KQ, получим

Ψ := QAT +AQ+ Y TBT +BY + αQ+ βFTF < 0.(34)

Согласно леммам 1 и 2 собственные значения симметричных матриц Ψ
и Q будут отрицательны и положительны соответственно, если будут выпол-
нены неравенства (26). С другой стороны, согласно [4] (теорема 7.2.1) эр-
митова матрица положительно (отрицательно) определена в том и только в
том случае, если все ее собственные значения положительны (отрицательны).
Значит, условия Ψ < 0 и Q > 0 будут выполнены, если будут выполнены нера-
венства (26). Оценка (28) следует из решения неравенства V̇ +αV +γfTf < 0
с учетом (29) и оценки λmin{P}|x|2 � xTPx.
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С использованием результатов теоремы 2 сформулируем следующую тео-
рему для систем с неизвестными нестационарными параметрами.

Те ор ем а 3. Рассмотрим систему (23) с нестационарными параметра-
ми. Пусть существует матрица Q = QT и коэффициент β > 0 такие, что
выполнены условия

Φii < 0,

Φij � 0 при i �= j,

σ(Q) > 0,

(35)

в вершинах |Δaij(t)| � mij и b � b(t) � b, где

Φ = (Φij) := QAT
0 +A0Q+QΔAT(t) + ΔA(t)Q+

+ b(t)Y TBT
0 + b(t)B0Y + αQ+ βF̄ 2I,

σ(Ψ) – одна из оценок сверху матрицы Ψ, полученная с помощью (12), а так-
же K = Y Q−1 и P = Q−1. Тогда для решений системы (25) будет справед-
лива оценка (28).

Дока з а т е л ь с т в о. Воспользуемся результатами (29)–(34) из доказа-
тельства теоремы 2 с учетом нестационарных параметров. Поскольку A(t) =
= A0 +ΔA(t), B(t) = b(t)B0 и ‖F (t)‖ � F̄ , то перепишем (34) в виде

Φ := QAT
0 +A0Q+QΔAT(t) + ΔA(t)Q+ b(t)Y TBT

0 +

+ b(t)B0Y + αQ+ βF̄ 2I < 0.

Если выполнены условия (35) в вершинах |Δaij(t)| � mij и b � b(t) � b, то
согласно [24] условие (35) будет выполнено для любых ΔA(t) и b(t) внутри
политопа с вершинами |Δaij(t)| � mij и b � b(t) � b. Оценка (28) получается
аналогично, как в доказательстве теоремы 2.

Пример 5. Рассмотрим систему (23) с параметрами A =

⎡⎣0 1 0
0 0 1
1 2 3

⎤⎦, B =

= col{0; 0; 1}, F = col{0,1; 0,5; 1} и f(t) = sin(t).
Очевидно, что матрица A без диагонального преобладания, а струк-

тура матрицы B не позволяет законом управления u = Kx с K ∈ R
1×3

привести к замкнутой системе с матрицей с диагональным преобла-
данием. Поэтому воспользуемся теоремой 2 для анализа области ло-
кализации собственных значений матрицы Φ, полученной в резуль-
тате применения метода функций Ляпунова. Воспользовавшись теоре-
мой 2, получим K = col{−1,3671;−2,3619;−2,5724} и trace(P ) = 25,5858 при
α = 1. Воспользовавшись [25], получим K = col{−2,8862;−4,9244;−3,2136} и
trace(P ) = 40,631 при α = 1. В обоих случаях ставилась цель trace(P ) → min
для расчета K.
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Рис. 4. Переходные процессы по |x(t)| и u(t) для предложенного алгоритма
(сплошные кривые) и алгоритма [25] (пунктирные кривые).

Из рис. 4 видно, что в установившемся режиме значение |x(t)| предложен-
ного алгоритма больше. Однако меньше всплеск |x(t)| и амплитуда сигна-
ла управления u(t) в начальный момент времени, а также меньше значение
trace(P ).

4. Заключение

В статье рассмотрено применение теоремы о кругах Гершгорина и произ-
водных от нее теорем для оценки области локализации собственных значе-
ний матрицы с постоянными и известными параметрами. Данные результаты
обобщаются на оценку области локализации для матриц с параметрической
интервальной неопределенностью. Предложено понятие e-круга, позволяю-
щее получить более точные оценки области локализации, чем прямое приме-
нение теоремы Гершгорина. Полученные результаты применены к управле-
нию сетевыми системами, где показано, что для задач большой размерности
предложенные результаты наименее затратны по времени выполнения опера-
ции по сравнению с процедурами eig и lyap (команды в MatLab для нахожде-
ния собственных значений матрицы и решения уравнения Ляпунова), а также
CVX и Yalmip/SeDuMi для решения линейных матричных неравенств. Пред-
ложено обобщение условия Демидовича для выяснения устойчивости неста-
ционарной матрицы. Разработан подход по расчету матрицы в линейном за-
коне управления при управлении линейными системами, где не выполнено
свойство диагонального преобладания для матриц в замкнутой системе.
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ПО НЕПОЛНЫМ
ИЗМЕРЕНИЯМ И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА РЕШЕНИЯ

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА1

Для линейной автономной дифференциально-разностной системы ней-
трального типа с сосредоточенными запаздываниями получены критерии
существования регуляторов с обратной связью по измерениям наблю-
даемого выхода, обеспечивающих заданный спектр или экспоненциаль-
ную стабилизацию. Доказаны критерии существования наблюдателей,
формирующих асимптотические оценки и имеющих ошибки, описывае-
мые линейными однородными системами с наперед заданным характе-
ристическим квазиполиномом или обладающими свойством экспоненци-
альной устойчивости. Все рассуждения работы являются конструктив-
ными и содержат метод построения соответствующего регулятора или
наблюдателя.

Ключевые слова: дифференциально-разностная система, нейтральный
тип, запаздывание, экспоненциальная стабилизация, модальная управ-
ляемость, регулятор, наблюдатель.

DOI: 10.31857/S0005231025060026, EDN: IJXPQL

1. Введение

Эффект запаздывания присущ практически всем процессам управления.
Поэтому его необходимо учитывать при построении целого ряда технических,
экономических и других моделей [1–4]. Исследованию общей теории систем
с запаздыванием, а также использованию таких систем в прикладных об-
ластях посвящено достаточно много работ (см. например, введение в [3, 4]).
В настоящей статье изучается проблема стабилизации для систем с запазды-
ванием нейтрального типа. Такие системы описывают поведение объектов и
процессов, скорость эволюции которых зависит как от их предшествующих
состояний, так и от их скоростей, например [2] движения маятника с вязким
наполнителем, модель врезного шлифования, объекты, динамика которых

1 Работа выполнена в рамках гранта Президента Республики Беларусь (распоряжение
№ 15рп от 27 января 2025 г.)
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описывается системами с распределенными запаздываниями (в частности те-
леграфными уравнениями). Приведем еще конкретные примеры задач стаби-
лизации для линейных систем нейтрального типа. При исследовании колеба-
ний токоприемника движущегося локомотива вдали от опоры (она находится
сзади токоприемника) необходимо учитывать эффект воздействия отражен-
ных волн контактного провода от струн, поддерживающих этот провод, и
от опоры, находящейся перед движущимся токоприемником. В этом случае
возникает проблема стабилизации такой механической системы [5]. Другой
пример [6, c. 235] – задача стабилизации системы, возникающей в случае по-
ступательного и прямолинейного движения некоторой массы под действием
линейной восстанавливающей силы, пропорциональной координате, и некото-
рой неконсервативной силы. Учитывая, что для срабатывания чувствитель-
ных элементов системы, регистрирующих перемещение, скорость и ускорение
массы, а также реле и сервомотора нужно некоторое время, получается [6,
c. 235] модель в виде линейной автономной системы нейтрального типа.
Исследование задачи стабилизации систем с запаздыванием было иниции-

ровано в [7, 8], а затем подхвачено многими исследователями [9–16] (см. также
библиографию в этих работах). Однако, невзирая на достаточно большой по-
ток публикаций в этом направлении, проблема стабилизации на сегодняшний
день до конца не изучена.
Спектр линейных систем с последействием в общем случае бесконечен,

поэтому анализ и последующее исключение неустойчивых собственных зна-
чений из спектра требует определенных вычислительных усилий [15]. В связи
с этим более универсальным подходом для стабилизации системы является
решение задачи назначения конечного спектра, как правило состоящего из
чисел с отрицательными действительными частями [17–19]. К существенному
недостатку использования такого подхода для стабилизации системы следует
отнести условия разрешимости соответствующей задачи, которые являются
более жесткими по сравнении с условиями стабилизации.
Более общей по сравнению с задачей назначения конечного спектра яв-

ляется проблема модальной управляемости, заключающаяся в управлении
коэффициентами характеристического квазиполинома системы [20–22].
Эффективными методами анализа устойчивости систем с запаздывани-

ем являются методы Ляпунова–Красовского и Ляпунова–Разумихина, позво-
ляющие сформулировать условия разрешимости задачи управления в тер-
минах матричных неравенств [23] (см. главы 3–7). Такой подход к анали-
зу и проектированию регулятора дает возможность получить конструктив-
ные конечномерные условия его существования и допускает распространение
на другие задачи. Например, в [24] построено управление, ограничивающее
влияние возмущений и шумов измерений, а условия устойчивости входных
данных описываются в терминах матричных неравенств.
В отличие от описанного выше метода, основанного в большей степени

на дифференциальных свойствах системы управления, предлагаемый в ста-
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тье подход носит сугубо алгебраический характер. Полином detW (p, λ), где
W (p, e−ph) – характеристическая матрица замкнутой системы (в случае ди-
намического регулятора), рассматривается как элемент идеала I, порожден-
ного системой полиномов – алгебраических дополнений к элементам послед-
ней строки матрицы W (p, λ). Поэтому класс возможных характеристических
квазиполиномов detW (p, e−ph) может быть описан через вычисление базиса
Грёбнера идеала I. Это обстоятельство сводит все вычисления, связанные
с построением регулятора (или наблюдателя), к операциям в кольце поли-
номов. С использованием этой идеи в [19, 25, 26] решена задача построения
регулятора с обратной связью, обеспечивающего равенство нулю через огра-
ниченное время всех компонент исходной разомкнутой системы, т.е. обеспе-
чивающего финитную стабилизацию [27] (другими словами, решение задачи
полного успокоения регулятором с обратной связью). Решение такой задачи
достигается за счет построения обратной связи так, чтобы замкнутая система
стала системой с конечным спектром, точечно вырожденной в направлениях,
соответствующих компонентам вектора-решения исходной системы [19, 25].
Развитие этих идей на системы нейтрального типа получено в [26], а их си-
стематизация – в монографии [4]. Следующим шагом в исследовании задачи
финитной стабилизации стало создание регуляторов с обратной связью по
измерениям, представляющим собой сигнал наблюдаемого выхода. Для си-
стем запаздывающего типа со скалярными входом и выходом такая задача
изучена в [27], а для многовходных систем нейтрального типа – в [28, 29].
В настоящем исследовании на базе разработанных в [15] методов управле-

ния спектром систем нейтрального типа, а также структурных схем обратной
связи по неполным измерениям, полученных в [28, 29], доказываются крите-
рии существования регуляторов с обратной связью по измерениям наблюдае-
мого выхода, обеспечивающих решение задач модальной управляемости и
стабилизации. Попутно в статье предложены методы построения двух типов
асимптотических наблюдателей и найдены критерии их существования.

2. Основные обозначения

Рассмотрим линейную автономную дифференциальную систему нейтраль-
ного типа с соизмеримыми запаздываниями

ẋ(t) = A0x(t) +

m∑
j=1

(
Ajx(t− jh) +Dj ẋ(t− jh)

)
+

m∑
j=0

bju(t− jh), t > 0,(1)

y(t) =
m∑
j=0

c′jx(t− jh), t � 0,(2)

x(t) = η(t), t ∈ [−mh, 0].(3)

Здесь x∈R
n –вектор-столбец решения системы (1) (n � 2); 0 < h – постоян-

ное запаздывание; A0, Aj ,Dj ∈R
n×n, bj ∈R

n, c′j ∈R
n (символ «′» (штрих) обо-

значает операцию транспонирования); u – скалярное кусочно-непрерывное
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управление, y – скалярный наблюдаемый выходной сигнал (выход). Началь-
ная функция η предполагается непрерывной функцией, имеющей кусочно-
непрерывную производную. В этом случае существует единственное непре-
рывное решение, имеющее кусочно-непрерывную производную. Далее всюду
в статье предполагается, что начальная функция η неизвестна.
Цель исследования: на базе обратной связи, представляющей собой из-

мерения выхода (2), построить регуляторы, обеспечивающие замкнутой си-
стеме заданный характеристический квазиполином или ее экспоненциальную
стабилизацию. Исследование имеет следующую структуру. Вначале (см. раз-
дел 3), на основе методов построения регуляторов, полученных в [15], будут
построены два типа асимптотических наблюдателей. Далее в разделе 4 для
получения регуляторов с обратной связью, формируемой на основании из-
мерений наблюдаемого выхода, в конструкции регуляторов статьи [15] будут
добавлены дополнительные контуры в виде полученных асимптотических на-
блюдателей по принципу, разработанному в [28, 29]. В завершающем разделе 5
будет приведен иллюстративный пример.
Пусть p, λ∈C (C – множество комплексных чисел). Обозначим:

A(p, λ) = A0 +
m∑
j=1

(Aj + pDj)λ
j ,(4)

W (p, e−ph) = pIn −A(p, e−ph) – характеристическая матрица (In ∈R
n×n – еди-

ничная матрица), w(p, e−ph) = |W (p, e−ph)| – характеристический квазиполи-
ном однородной (u = 0) системы (1). Здесь и далее |W | – определитель про-
извольной квадратной матрицы W.

Пусть φ∈N – произвольное число. Квазиполином d(p, e−ph), где

d(p, λ) =

φ∑
i=0

θi(λ)p
i,

θi(λ) – некоторые полиномы, причем θφ(0) = 1, будем называть квазиполи-
номом нейтрального типа. Если θφ(λ) = 1, то, как частный случай, имеем
квазиполином d(p, e−ph) запаздывающего типа. Характеристический квази-
полином w(p, e−ph) однородной системы (1) является в общем случае квази-
полиномом нейтрального типа и degp w(p, λ) = n.

Пусть Rr×m[λ], Cr×m[λ] – множество матриц размера r ×m, элементы ко-
торых суть полиномы переменной λ с действительными и комплексными ко-
эффициентами соответственно (если r = m = 1, то верхний индекс не пишем),
λh – оператор сдвига, pD

– оператор дифференцирования, т.е. pi
D
λjhf(t) =

= f (i)(t− jh) (f – функция, i, j � 0 – целые числа).
Для дальнейшего использования компактной записи уравнений регулято-

ров и наблюдателей введем множество Qr×m
(
Q1×1 = Q

)
, состоящее из отоб-

ражений Q : f 
→ Q[f ], где f(t), t∈R, – произвольная скалярная или m-век-
торная непрерывная функция, имеющая кусочно-непрерывную производную
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(квадратные скобки используются для различия в написании отображений
и функций). Каждое отображение Q∈Qr×m задается следующими элемен-
тами: 1) qi(λ)∈R

r×m[λ], i = 0, 1; 2) P = {αk ± iβk, αk, βk ∈R, k = 1, n1} –
набор действительных и комплексно-сопряженных чисел (i – мнимая едини-
ца); 3) q̂ki(λ)∈C

r×m[λ], k = 1, n1, i = 1, n2, (n1 � 1, n2 � 0 – целые числа) и
действует по следующему правилу (ниже pk ∈P )

Q[f(t)] = q0(λh)f(t) + q1(λh)ḟ(t− h) +

+

n1∑
k=1

n2∑
i=0

h∫
0

q̂ki(λh)f(t− s)epks
si

i!
ds, t > 0.

(5)

Матрицы q̂ki(λ) в выражении (5) и множество P обладают следующим свой-
ством: после применения формулы Эйлера (eiϕ = cosϕ+ i sinϕ) выраже-
ние (5) приводится к виду

Q[f(t)] = q0(λh)f(t) + q1(λh)ḟ(t− h) +

n̂1∑
j=0

h∫
0

rj(s)f(t− jh− s) ds,(6)

где n̂1 =maxk,i{degλ q̂ki(λ)}, rj(s) =
∑n1

k=1e
αks(cos(βks)νjk(s)+sin(βks)μjk(s)),

(αk + iβk)∈P , νjk(s), μjk(s)∈R
r×m[s] (degs νkj � n2, degs νkj � n2). Таким об-

разом, все выражения в соотношении (6) представляют собой действительные
величины.
При замыкании исходной системы регуляторами, содержащими слагаемые

вида (5) (вида (6), что то же самое), в замкнутой системе могут появиться рас-
пределенные запаздывания, описываемые интегральными слагаемыми в (6).
В этом случае членам с распределенным запаздыванием (см. выражение (5))
в характеристической матрице замкнутой системы будут соответствовать вы-
ражения q̂ki(e−ph)

∫ h
0 e

−(p−pk)ssi/i! ds. Вычисляя интегралы из этих выраже-
ний и затем полагая λ = e−ph, получаем целые дробно-рациональные функ-
ции [19]

h∫
0

e−(p−pk)ssi/i!ds

∣∣∣∣∣
e−ph=λ

=
(−1)i+1

i!

di

dpi

(
λ− e−pkh

e−pkh(p− pk)

)
, i = 0, 1, . . .(7)

Соответственно выражению (5) (или (6)) в характеристической матрице за-
мкнутой системы будет соответствовать матрица

Q[ept]e−pt

∣∣∣∣∣
e−ph=λ

= Q(p, λ),

где

Q(p, λ) = q0(λ) + pλq1(λ) + q(p, λ),(8)
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q(p, λ) = q1(p,λ)
q2(p)

– дробно-рациональная функция, правильная по переменной p
(q1(p, λ), q2(p) – полиномы с комплексными коэффициентами, degp q1(p, λ) <
< degp q2(p). Условимся, что в дальнейшем, если Ŵ (p, e−ph) – характеристи-
ческая матрица системы нейтрального типа, содержащей распределенное за-
паздывание, определяемое выражением вида (6), то матрица Ŵ (p, λ) получа-
ется так: сначала вычисляются интегралы вида (7), после чего в полученном
выражении полагается e−ph = λ.
Пусть задано отображение Q, определяемое (5). Тогда под транспониро-

ванным отображением Q′ понимаем отображение, которое получается из (5)
при замене q0(λ), q1(λ), q̂ki(λ) на q′0(λ), q′1(λ), q̂′ki(λ) соответственно.

3. Асимптотическая оценка решения

В данном разделе построим наблюдатели, позволяющие по измерениям (2)
формировать асимптотические оценки решения исходной системы (1) с ошиб-
ками, стремящимися к нулю с заданной или экспоненциальной скоростью,
которая определяется корнями характеристического квазиполинома. Далее
эти результаты понадобятся для построения стабилизирующего регулятора с
обратной связью, формируемой по результатам наблюдений выходного сиг-
нала.
Определим следующую линейную систему нейтрального типа:

ż1(t) = A(p
D
, λh)z1(t) + L1[z2(t)] + b(λh)u(t),

ż2(t) = β0(pD)c
′(λh)z1(t) + L2[z2(t)]− β0(pD)y(t), t > 0,

(9)

где матрица A(p, λ) определяется формулой (4), L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1,
β0(p)∈R0[p], R0[p] =

{
1, p+ α̂ : α̂∈R

}
– множество полиномов, имеющих

вид p + α̂ или равных единице. Для системы (9) берем любое начальное со-
стояние вида

z(t) = ϕ(t), t∈ [−h0, 0],(10)

где ϕ – непрерывная функция, имеющая кусочно-непрерывную производную,
h0 – длина отрезка последействия системы (9).
Компоненту z1 вектора-решения z = col[z1, z2] системы (9) берем в каче-

стве оценки решения x системы (1), (2) (при заданном управлении u). Обозна-
чим: ζ = z1 − x – ошибка оценки z1 решения x. Легко видеть, что функция ζ
есть компонента решения однородной системы

ζ̇(t) = A(p
D
, λh)ζ(t) + L1[z2(t)],

ż2(t) = β0(pD
)c′(λh)ζ(t) + L2[z2(t)], t > 0.

(11)

Рассмотрим характеристическую матрицуWz(p, λ) системы (11) (однород-
ной (u = 0) системы (9))

Wz(p, λ) =

[
pIn −A(p, λ) −L1(p, λ)

−β0(p)c′(λ) p− L2(p, λ)

]
,(12)
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где Li(p, λ) = Li[e
pt]e−pt. Введем в рассмотрение полином

g(p, λ) =
n+1∑
i=0

pigi(λ), gi(λ)∈R[λ], gn+1(0) = 1.(13)

Очевидно, что квазиполином d(p, e−ph) в общем случае может быть квазипо-
линомом нейтрального типа.

Опр е д е л е н и е 1. Будем говорить, что для системы (1), (2) суще-
ствует наблюдатель (9) с заданным характеристическим квазиполино-
мом, если для любого полинома (13) найдутся такие L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1,
β0(p)∈R0[λ], что выполняется равенство∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = g(p, λ).(14)

Зам е ч а ни е 1. Поскольку основная цель проектирования наблюдателей
состоит в получении оценки решения исходной системы, то квазиполином (13)
при конструировании наблюдателя с заданным характеристическим квази-
полиномом следует выбирать так, чтобы система (11) была асимптотически
или экспоненциально устойчивой. Наиболее удобным с точки зрения сложно-
сти вычислений при нахождении решения системы (9) будет выбор полино-
ма (13), не зависящего от переменной λ, корни которого имеют отрицательные
действительные части.

Опр е д е л е н и е 2. Будем говорить, что для системы (1), (2) существу-
ет экспоненциально устойчивый наблюдатель (9), если найдутся такие
L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1, β0(p)∈R0[p], что система (11) является экспоненци-
ально устойчивой.

Зам е ч а ни е 2. Для экспоненциальной устойчивости линейной однород-
ной автономной системы нейтрального типа необходимо и достаточно [14],
чтобы ее характеристический квазиполином был экспоненциально устойчи-
вым (корни pi характеристического уравнения удовлетворяют неравенству
Re pi < ε ∃ε < 0). В этом случае будет [14] экспоненциально устойчивым раз-
ностное уравнение, описывающее поведение скачков первых производных ре-
шения. Поясним сказанное на примере системы

ẋ(t) = Q[x(t)],(15)

где отображение Q определено в (6) (считаем, что все матрицы в (6) имеют
размер n×n). ПустьW0(p, e

−ph) – характеристическая матрица системы (15),
W0(p, λ) = p

(
In − λq1(λ)

)
− q0(λ)− q(p, λ) (см. (8)). Введем множества

Δ0 =
{
p∈C :

∣∣∣W0(p, e
−ph)

∣∣∣ = 0
}
, Δ1 =

{
λ∈C :

∣∣∣In − λq1(λ)
∣∣∣ = 0

}
.(16)

Для экспоненциальной устойчивости системы (15) необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

Re p < −ε ∃ε > 0, p∈Δ0.(17)
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В этом случае из экспоненциальной устойчивости разностного уравнения бу-
дет следовать, что

|λ| > 1, λ∈Δ1.(18)

Рассмотрим систему (1). Обозначим: D(λ) =
∑m

j=1 λ
jDj . Сформулируем

критерии существования наблюдателя с заданным характеристическим ква-
зиполиномом.

Те ор ем а 1. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал наблю-
датель (9) с заданным характеристическим квазиполиномом, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись условия

rank

[
W (p, e−ph)

c′(e−ph)

]
= n ∀p∈C, rank

[
In −D(λ)

c′(λ)

]
= n ∀λ∈C.(19)

Доказательство см. в Приложении.
Следующее утверждение является критерием существования экспоненци-

ально устойчивого наблюдателя.

Те ор ем а 2. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал экспо-
ненциально устойчивый наблюдатель (9), необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия

rank

[
W (p, e−ph)

c′(e−ph)

]
= n ∀p∈C, Re p � ε1, ∃ε1 < 0;

rank

[
In −D(λ)

c′(λ)

]
= n ∀λ∈C, |λ| � 1.

(20)

Доказательство см. в Приложении.

4. Модальная управляемость и экспоненциальная стабилизация

Определим динамический регулятор с обратной связью, в качестве кото-
рой используем результаты измерений наблюдаемого выходного сигнала

u(t) = α0(pD)x1(t),

ẋ1(t) = Q11[x1(t)] +Q12[x2(t)],

ẋ2(t) = b(λh)α0(pD
)x1(t) +A(p

D
, λh)x2(t) +Q23[x3(t)],

ẋ3(t) = α1(pD
)c′(λh)x2(t) +Q33[x3(t)]− α1(pD

)y(t), t > 0.

(21)

Здесь x1, x3 ∈R, x2 ∈R
n – вспомогательные переменные; Q11 ∈Q, Q12 ∈Q1×n,

Q23 ∈Qn×1, Q33 ∈Q; αi(p)∈R0[p], i = 0, 1.
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Замкнем систему (1), (2) регулятором (21). Легко видеть, что система (1),
(2), (21) является линейной неоднородной автономной системой нейтрального
типа с соизмеримыми сосредоточенными и распределенными запаздывания-
ми, неоднородная часть которой зависит от выхода y(t). Заменив в неодно-
родной части функцию y(t) согласно (2) на c′(λh)x(t), получим однородную
систему. Запишем характеристическую матрицу W (p, λ) этой однородной си-
стемы

W (p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
pIn −A(p, λ) −α0(p)b(λ) 0n×n 0n×1

01×n p−Q11(p, λ) −Q12(p, λ) 0

0n×n −α0(p)b(λ) pIn −A(p, λ) −Q23(p, λ)

α1(p)c
′(λ) 0 −α1(p)c

′(λ) p−Q33(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,(22)

где Qij(p, λ) = Qij [e
pt]e−pt, 0i×j ∈R

i×j (i, j > 1) – нулевая матрица.

Опр е д е л е н и е 3. Систему (1), (2) назовем модально управляемой по
выходу, если для любого полинома

χ(p, λ) = χ1(p, λ)χ2(p, λ),(23)

где χk(p, λ) =
∑n+1

i=0 p
iχki(λ), χki ∈R[λ], k = 1, 2, причем χk n+1(0) = 1, суще-

ствует регулятор вида (21) такой, что для характеристической матрицы
замкнутой системы (1), (2), (21) выполняется равенство∣∣∣W (p, λ)

∣∣∣ = χ(p, λ).(24)

Заметим, что квазиполином χ(p, e−ph) в общем случае может иметь ней-
тральный тип.

Опр е д е л е н и е 4. Систему (1), (2) назовем экспоненциально стабили-
зируемой по выходу, если существует регулятор вида (21) такой, что за-
мкнутая система (1), (2), (21) является экспоненциально устойчивой.

Следующие теоремы являются критериями модальной управляемости и
экспоненциальной стабилизируемости системы (1), (2) в классе регулято-
ров (21).

Те ор ем а 3. Система (1), (2) модально управляема в классе регулято-
ров (21) тогда и только тогда, когда

rank
[
W (p, e−ph), b(e−ph)

]
= n ∀p∈C,

rank
[
In −D(λ), b(λ)

]
= n ∀λ∈C,

(25)

и выполняются условия (19).

Доказательство см. в Приложении.
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Те ор ем а 4. Система (1), (2) экспоненциально стабилизируема в классе
регуляторов (21) тогда и только тогда, когда

rank
[
W (p, e−ph), b(e−ph)

]
= n ∀p∈C, Re p � ε0, ∃ε0 < 0;

rank
[
In −D(λ), b(λ)

]
= n ∀λ∈C, |λ| � 1,

(26)

и выполняются условия (20).

Доказательство см. в Приложении.

5. Пример

Пусть система (1), (2) имеет второй порядок, задана следующими матри-
цами и запаздыванием:

A(p, λ) =

⎡⎢⎣−
1

2
pλ −3 + λ

−1

3
− 5

12
λ

⎤⎥⎦ , b(λ) =

[
0

2λ− λ2

]
,

c(λ) = [0, −1], h = ln 2.

(27)

Исходная система с матрицами (27) имеет бесконечный спектр, ее харак-
теристический квазиполином (λ = e−ph):

w(p, λ) =
1

2
p2(λ+ 2) +

5

24
pλ(λ+ 2) +

λ

3
− 1.

Легко видеть, что квазиполином w(p, e−ph) имеет положительный корень, по-
скольку (w(0, 1) = −2

3 < 0; limp→+∞w(p, e−ph) = +∞). Таким образом, невоз-
мущенная система не является экспоненциально устойчивой.
Легко видеть, что первое условие в соотношениях (25) нарушается при p =

= −1, а второе – при λ = −1. Это говорит о том, что условия (26) выполнено.
Первое условие в (19) также выполнено, но нарушается второе условие при
λ = −2. Значит, имеют место условия (20). Таким образом, результаты [28],
предлагающие конструкцию регулятора по неполным измерениям, который
обеспечивает полную стабилизацию (одновременно финитную и асимптоти-
ческую стабилизацию и назначения конечного спектра) или только финитную
стабилизацию [29], в данном случае не применимы. Однако выполнены усло-
вия теоремы 4, поэтому можем построить регулятор по неполным измерени-
ям, обеспечивающий экспоненциальную стабилизацию замкнутой системы.
Забегая вперед, сразу же отметим, что множество корней характеристиче-
ского квазиполинома полученной замкнутой системы будет содержать точки
p = −1 и корни уравнения e−ph = λ, где λ = −2, в которых нарушаются усло-
вия (19), (25).
Перейдем к построению регулятора (21).
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1. Следуя [15], строим регулятор (Π.5). После необходимых расчетов [15]
получим

u(t) = x1(t),

ẋ1(t) =

[
5

6
− 1

6
λh

]
ẋ1(t− h) +

[
−6 +

65

12
λh −

29

24
λ2h

]
x1(t) +

+

h∫
0

(−12 + 6λh)x1(t− s)esds+

[
−5

72
,
5

72

]
ẋ(t− h) +

+

[
−223

72
− 2λh,

25

3
+

185

288
λh

]
x(t) +

h∫
0

[
1,−9

2

]
esx(t− s)ds.

(28)

Матрица (Π.6) в данном случае имеет вид

Wx(p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
p+

pλ

2
3− λ 0

1

3
p+

5

12
λ (2− λ)λ

ν1(p, λ) ν2(p, λ) ν3(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,(29)

где

ν1(p, λ) =
5pλ

72
− 1− 2λ

p− 1
+

223

72
+ 2λ,

ν2(p, λ) = −5pλ

72
+

9(1 − 2λ)

2(p− 1)
− 25

3
− 185λ

288
,

ν3(p, λ) = p− 5pλ

6
+
pλ2

6
+ 6

(1 − 2λ)(2− λ)

p− 1
+ 6− 65λ

12
+

29λ2

24
.

Прямыми вычислениями получаем, что
∣∣Wx(p, λ)

∣∣ = (
1− λ

3

) (
1− λ

2

) (
1 + λ

2

)
×

×(p+ 1)(p + 2)(p + 3).

2. Строим экспоненциально устойчивый наблюдатель (9). Для этого, сле-
дуя доказательству теоремы 4, для системы (Π.1) строим регулятор (Π.2),
обеспечивающий экспоненциальную устойчивость замкнутой системы (9),
(Π.2). После этого, согласно (Π.3), получаем экспоненциально устойчивый
наблюдатель (9), где

L1[z2] =

⎡⎢⎣
−79

4
λh −

31

24
λ2h −

5

24
λ3h − 36

25

288
λ3h − 155

144
λ2h +

8

3
λh + 12

⎤⎥⎦ z2(t),
L2[z2] =

−1

2
ż2(t− h) +

(
5

24
λ2h −

31

12
λh − 6

)
z2(t).
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Характеристическая матрица (12) имеет вид

Wz(p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
p(2 + λ)

2
3− λ

79

4
λ+

31

24
λ2 +

5

24
λ3 + 36

1

3

5λ

12
+ p − 25

288
λ3 +

155

144
λ2 − 8

3
λ− 12

0 1 p+
1

2
pλ− 5

24
λ2 +

31

12
λ+ 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(30)

и
∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = (
1 + 1

2λ
)2

(p+ 3)(p + 2)(p + 1).

3. Используя параметры построенных регулятора и наблюдателя, строим
регулятор (21):

u(t) = x1(t),

ẋ1(t) =

[
5

6
− 1

6
λh

]
ẋ1(t− h) +

[
−6 +

65

12
λh −

29

24
λ2h

]
x1(t) +

+

h∫
0

(−12 + 6λh)x1(t− s)esds+

[
−5

72
,
5

72

]
ẋ2(t− h) +

+

[
−223

72
− 2λh,

25

3
+

185

288
λh

]
x2(t) +

h∫
0

[
1,−9

2

]
esx(t− s)ds,

ẋ2(t) =

[
0

2λh − 2λ2h

]
x1(t) +

⎡⎣1

2
0

0 0

⎤⎦ ẋ2(t− h) +

[
0 −3 + λh

−1

3
− 5

12
λh

]
x2(t) +

+

⎡⎢⎣
−79

4
λh −

31

24
λ2h −

5

24
λ3h − 36

25

288
λ3h −

155

144
λ2h +

8

3
λh + 12

⎤⎥⎦x3(t),
ẋ3(t) =

−1

2
ẋ3(t− h) +

(
5

24
λ2h −

31

12
λh − 6

)
x3(t) +

(
[0, 1]x2(t)− y(t)

)
.

(31)

Матрица замкнутой системы (22) имеет вид

W (p, λ) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p (2 + λ)

2
3− λ 0 0 0 0

1

3

5λ

12
+ p (2− λ) λ 0 0 0

0 0 ν3(p, λ) ν1(p, λ) ν2(p, λ) 0

0 0 0
p (2 + λ)

2
3− λ

79

4
λ+

31

24
λ2 +

5

24
λ3 + 36

0 0 (2− λ) λ
1

3

5λ

12
+ p − 25

288
λ3 +

155

144
λ2 − 8

3
λ− 12

0 −1 0 0 1 p+
1

2
pλ− 5

24
λ2 +

31

12
λ+ 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

35



Непосредственными вычислениями находим

∣∣W (p, λ)
∣∣ = (

1− 1

2
λ

)(
1− 1

3
λ

)(
1 +

1

2
λ

)3

(p+ 3)2(p+ 2)2(p + 1)2.

6. Заключение

Для линейных автономных дифференциально-разностных систем ней-
трального типа со скалярным управлением и наблюдаемым выходом полу-
чены критерии модальной управляемости и экспоненциальной стабилизируе-
мости в классе регуляторов с обратной связью, которая является функци-
ей наблюдаемого выхода. Свойство модальной управляемости предоставляет
более широкие возможности при проектировании системы в сравнении со
свойством стабилизации. В частности, можно за счет выбора коэффициентов
характеристического квазиполинома задать «скорость сходимости к нулю»
решения системы. Или можно обеспечить конечный спектр, что сделает си-
стему более простой с точки зрения последующего управления. Однако тре-
бования на параметры системы, которые предъявляет критерий модальной
управляемости, являются более жесткими в сравнении с условиями экспонен-
циальной стабилизируемости.
Разработаны два типа асимптотических наблюдателей: наблюдатель с за-

данным характеристическим квазиполиномом и экспоненциально устойчи-
вый наблюдатель. Поведение ошибок оценивания наблюдателей описывает-
ся линейной однородной автономной системой нейтрального типа. Причем
в случае первого типа наблюдателя можно до его проектирования задать
желаемый характеристический квазиполином системы, описывающей ошиб-
ку, т.е. заранее задать скорость сходимости оценки, определяемой наблюда-
телем, к решению исходной системы. В случае второго типа наблюдателя
система, описывающая ошибку оценки решения, получается экспоненциаль-
но устойчивой. При этом управлять коэффициентами характеристического
уравнения в общем случае невозможно. Однако экспоненциальная устойчи-
вость системы, описывающей ошибку оценивания, гарантирует сходимость
оценки к решению с «экспоненциальной скоростью».
Методы построения регуляторов и наблюдателей, разработанные в пред-

ставленном исследовании, основаны на стандартных операциях с полиномами
и полиномиальными матрицами и легко реализуются в современных пакетах
компьютерной алгебры.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Введем систему нейтрального типа

ẋ(t) = A′(p
D
, λh)x(t) + c′(λh)u(t), t > 0.(Π.1)
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Определим регулятор

u(t) = β1(pD
)x1(t), ẋ1(t) = K1[x(t)] +K2[x1(t)], t > 0,(Π.2)

где x1 ∈R – вспомогательная переменная, K1 ∈Q1×n, K2 ∈Q, β1(p)∈R0[p].
Для того чтобы для любого заданного квазиполинома (13) существовал

регулятор (Π.2) такой, что
∣∣W1(p, λ)

∣∣ = g(p, λ), необходимо и достаточно [15]
условий (19). Здесь W1(p, e

−ph) – характеристическая матрица замкнутой си-
стемы (Π.1), (Π.2),

W1(p, λ) =

[
pIn −A′(p, λ) −β1(p)c′(λ)
−K1(p, λ) p−K2(p, λ)

]
,

где Ki(p, λ) = Ki[e
pt]e−pt

∣∣∣
e−ph

. Положим в уравнениях (9)

β0(p) = β1(p), L1 = K′
1, L2 = K2.(Π.3)

Тогда получим, что
(
W1(p, λ)

)′
=Wz(p, λ). Поэтому

∣∣Wz(p, λ)
∣∣ = g(p, λ). От-

сюда следует существование наблюдателя (9) с заданным характеристиче-
ским квазиполиномом.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.
Для того чтобы для системы (Π.1) существовал регулятор (Π.2) такой, что

замкнутая система является экспоненциально устойчивой, необходимо и до-
статочно условий (20) [15]. Поэтому, повторив с необходимыми изменениями
рассуждения доказательства теоремы 1, придем к существованию экспонен-
циально устойчивого наблюдателя (9). Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.
Необходимость. Условия (25) являются [15] необходимыми и достаточны-

ми для модальной управляемости в классе регуляторов с обратной связью,
формируемой на основании измерений вектора состояния x. Поэтому усло-
вия (25) необходимы для модальной управляемости в классе регуляторов с
обратной связью по измерениям наблюдаемого выхода (2).
Докажем необходимость условий (19). Предположим, что система (1), (2)

модально управляема в классе регуляторов (21). Считаем, что для некото-
рого заданного полинома (23) регулятор (21) обеспечивает равенство (24).
Рассмотрим систему (Π.1). Определим регулятор вида

u(t) = −α1(pD
)x1(t),

ẋ1(t) = Q′
33[x1(t)] +Q′

23[x2(t)],

ẋ2(t) = α1(pD
)c′(λh)x1(t) +A′(p

D
, λh)x2(t) +Q′

12[x3(t)],

ẋ3(t) = α0(pD
)b′(λh)

(
x(t) + x2(t)

)
+Q′

11[x3(t)], t > 0.

(Π.4)

Пусть Ŵ (p, e−ph) – характеристическая матрица системы (Π.1), (Π.4). Легко

видеть, что матрица
(
W (p, λ)

)′
получается из матрицы Ŵ (p, λ) при пере-

становке в ней местами строк и столбцов блоков с номерами 2 и 4. Поэтому
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можем записать E24Ŵ (p, λ)E−1
24 =

(
W (p, λ)

)′
, где матрица E24 меняет места-

ми строки блоков подходящего размера с номерами 2 и 4 при умножении
на любую матрицу слева. Следовательно,

∣∣Ŵ (p, λ)
∣∣ = χ(p, λ). Это значит, что

система (Π.1) является модально управляемой в смысле работы [15] (т.е. регу-
лятором с обратной связью в виде функции состояния x), а условия (19) есть
критерий модальной управляемости системы (Π.1). Необходимость условий
(19), (25) доказана.

Достаточность. Пусть задан полином (23). Доказательство достаточности
представим в виде схемы построения регулятора (21), обеспечивающего ра-
венство (24).
1. Определим регулятор с обратной связью по состоянию вида

u(t) = α0(pD
)x1(t), ẋ1(t) = Q12[x(t)] +Q11[x1(t)], t > 0.(Π.5)

В регуляторе (Π.5) обозначения те же, что и в (21). В силу условий (25) для
любого полинома χ1(p, λ) из (23) существует [9] регулятор (Π.5) такой, что
для характеристической матрицы Wx(p, e

−ph) замкнутой системы (1), (Π.5),

Wx(p, λ) =

[
pIn −A(p, λ) −b(λ)α0(p)
−Q12(p, λ) p−Q11(p, λ)

]
,(Π.6)

выполняется равенство ∣∣Wx(p, λ)
∣∣ = χ1(p, λ).(Π.7)

Далее считаем, что регулятор (Π.5) построен.
2. Согласно теореме 1 из условия (19) следует, что для любого заданного

полинома χ2(p, λ) из (23) существует наблюдатель (9) c заданным характери-
стическим квазиполиномом такой, что для характеристической матрицы (12)
имеет место соотношение ∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = χ2(p, λ).(Π.8)

Далее считаем, что наблюдатель (9) построен.
3. Используя параметры регулятора (Π.5) и наблюдателя (9), выписываем

регулятор (21), дополнительно положив в (21)

Q23 = L1, Q33 = L2.(Π.9)

Покажем, что для характеристической матрицы W (p, e−ph) замкнутой си-
стемы (1), (2), (21) выполняется равенство (24). Для этого введем матрицу

Γ =

⎡⎢⎢⎢⎣
In 0n×1 0n×n 0n×1

01×n 1 01×n 0

−In 0n×1 In 0n×1

01×n 0 01×n 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .(Π.10)
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что

ΓW (p, λ)Γ−1 = W̃ (p, λ),(Π.11)

W̃ (p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
pIn −A(p, λ) −b(λ)α0(p) 0n×n 0n×1

−Q12(p, λ) p−Q11(p, λ) −Q12(p, λ) 01×1

0n×1 0 pIn −A(p, λ) −Q23(p, λ)

0n×1 0 −α1(p)c
′(λ) p−Q33(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Из равенств (Π.6), (Π.7), (Π.8), (Π.11) и (12) следует, что W (p, λ) =
= ΓW (p, λ)Γ−1 = χ(p, λ). Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4.
Идея доказательства теорем 4 достаточно сильно похожа на идею доказа-

тельства теоремы 3, поэтому ограничимся краткой схемой доказательства.
Необходимость. 1. Предположим, что система (1), (2), замкнутая регуля-

тором (21), является экспоненциально устойчивой. Сформируем множества
Δ0, Δ1 из замечания 2 (см. (16)). Если нарушается первое условие в фор-
мулах (26), то для любого ε0 < 0 найдется p0 ∈C, Re p0 � ε0 такое, что
rank

[
W (p0, e

−p0h), b(e−poh)
]
< n. В этом случае при любом регуляторе вида

(21) число p0 останется в спектре замкнутой системы (1), (2), (21), т.е. p0 ∈Δ0.
Поэтому (17) не будет выполняться. Следовательно, система (1), (2), (21) не
может быть экспоненциально устойчивой.
Если нарушается второе условие в соотношениях (26), то найдется λ0 ∈C,

|λ0| � 1, такое, что rank
[
D(λ0)

]
< n. Очевидно, что при любом регуляторе

вида (21) для замкнутой системы (1), (2), (21) справедливо λ0 ∈Δ1, а значит,
будет нарушаться условие (18). Необходимость условий (26) доказана.
2. Докажем необходимость условий (20). Рассмотрим систему (Π.1), за-

мкнутую регулятором (Π.4). По очереди предполагая, что нарушаются пер-
вое или второе условия в (20), аналогично п. 1) показываем, что замкнутая
система (Π.1), (Π.4) не может быть экспоненциально устойчивой.

Достаточность. Приведем схему построения регулятора (21), а затем обос-
нуем экспоненциальную устойчивость замкнутой системы.
1. Строим [9] регулятор (Π.5), обеспечивающий экспоненциальную устой-

чивость замкнутой системы (1), (Π.5). Возможность построения такого ре-
гулятора обеспечивают условия (26). При этом характеристическая матрица
замкнутой системы (1), (Π.5) будет иметь вид (Π.6).
2. Строим экспоненциально устойчивый наблюдатель (9). Возможность

построения такого регулятора обеспечивают условия (20). При этом характе-
ристическая матрица однородной системы (9) будет иметь вид (12).
3. Используя параметры построенных регулятора (Π.5) и наблюдателя (9),

выписываем регулятор (21), при этом следует дополнительно определить мат-
рицы согласно (Π.9).
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Покажем, что система (1), (21) является экспоненциально устойчивой. Для
этого сделаем невырожденное преобразование переменных

col[x, x1, x2, x3] = Γ−1col[x̃, x̃1, x̃2, x̃3],

где матрица Γ определена формулой (Π.10). Получим новую систему с ха-
рактеристической матрицей W̃ (p, e−ph), где матрица W̃ (p, λ) определена в
формулах (Π.11). Полученную систему назовем Σ̃.

Из вида матрицы W̃ (p, λ) следует, что компоненты x̃2, x̃3 определяются
отдельной системой (являющейся подсистемой системы Σ̃), характеристиче-
ская матрица которой совпадает с характеристической матрицей (12). По-
этому система, определяющая компоненты x̃2, x̃3, является экспоненциально
устойчивой. То есть найдутся положительные постоянные γ1, γ2 такие, что

‖x̃i(t)‖ � γ1e
−γ2t, t > 0, i = 2, 3.(Π.12)

Рассмотрим систему, соответствующую первым двум строкам блоков мат-
рицы W̃ (p, λ). Поскольку компоненты x̃2, x̃3 определяются отдельно, в рас-
сматриваемой системе их можно считать неоднородной частью. Тогда ком-
поненты x̃, x̃1 удовлетворяют неоднородной системе, для которой характери-
стическая матрица соответствующей однородной системы совпадает с матри-
цей (Π.6). Значит, указанная однородная система является экспоненциально
устойчивой. Поэтому и с учетом (Π.12) найдутся положительные постоянные
γ3, γ4 такие, что

‖x̃(t)‖ � γ3e
−γ4t, ‖x̃i(t)‖ � γ3e

−γ4t, t > 0, i = 1, 3.(Π.13)

Отсюда следует экспоненциальная устойчивость системы Σ̃, а значит, и си-
стемы (1), (21). Теорема доказана.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ КОЛЕБАНИЙ В АВТОНОМНОЙ
СКОРРЕКТИРОВАННОЙ КОНСЕРВАТИВНОЙ СИСТЕМЕ ПУТЕМ

КОНСТРУИРОВАНИЯ ПРИТЯГИВАЮЩЕГО ЦИКЛА

Рассматривается консервативная система, допускающая семейство од-
ночастотных колебаний с областью Ω. Для нее строится управляемая
автономная система с малым коэффициентом усиления регулятора; ста-
билизация выделенного колебания из Ω проводится построением цикла,
который притягивает все траектории из области Ω и окрестности Ω. На-
ходится универсальное управление, обладающее свойством адаптивности
и действующее как нелинейная сила, линейная по скорости, отслеживаю-
щая текущее значение потенциальной энергии на движении. Цикл стро-
ится для любого колебания системы. В результате на базе консервативной
системы конструируется новый класс автономных управляемых систем,
рабочими режимами которого являются стабилизированные (в большом)
циклы с любой желаемой энергией. Приводятся примеры.

Ключевые слова: консервативная система, одночастотное колебание, уни-
версальное адаптивное управление, обратная связь, отслеживание потен-
циальной энергии, притягивающий цикл, стабилизация.
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1. Введение

Рассматриваются одночастотные колебания (периодические движения)
консервативной системы. Они образуют семейства по параметру – постоян-
ной энергии h. Семейства делятся на невырожденные и вырожденные. На
невырожденном семействе период T (h) монотонно меняется с постоянной h,
примером является семейство колебаний маятника. На вырожденном семей-
стве колебания являются изохронными.
Невырожденные колебания всегда продолжаются [1, 2] на глобальное се-

мейство колебаний. В консервативной системе глобальное семейство описы-
вается редуцированной консервативной системой с одной степенью свободы.
Такой же результат справедлив для семейства вырожденных колебаний кон-
сервативной системы, но этот вопрос в статье отдельно не рассматривается.
В любом случае сначала встает задача исследования консервативной системы
с одной степенью свободы.
Идея управления колебанием посредством построения предельного цикла

восходит к Л.С. Понтрягину, который в [3] нашел необходимые и достаточ-
ные условия для выделения предельного цикла из семейства периодических
решений гамильтоновой системы: применялись негамильтоновые возмуще-
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ния. Ван дер Поль [4] исследовал релаксационные режимы (при отсутствии
вынуждающей силы) регеративного приемника. А.А. Андронов (1929) обна-
ружил, что физическим воплощением кривых Пуанкаре являются построен-
ные им и независимо Ван дер Полем устойчивые автоколебания. А. Пуанкаре
[5, гл. VI] (1881) ввел понятие предельного цикла для системы на плоскости.
Теория автоколебаний развита в школе А.А. Андронова [6].
А. Пуанкаре выделил изолированный случай, когда периодические ре-

шения сохраняются качественно с изменением параметра. В неизолирован-
ных случаях происходит бифуркация; здесь результаты Н.Н. Боголюбова [7],
И.Г. Малкина [8], В.К. Мельникова [9] стали основными. Они нашли продол-
жение во многих направлениях, включая, например, негладкую динамику
(см. обзор [10]).
В автономной ε-возмущенной системе в результате бифуркации рождается

цикл. При этом жорданова клетка из нулевых характеристических показате-
лей (ХП) распадается: один нулевой ХП сохраняется, а другой ХП равен −εα.
В случае α > 0 справедлива теорема Андронова–Витта [11] об устойчивости
периодического движения автономной системы. Понятие цикла стало приме-
няться и в многомерной системе [12]. Для нее также справедлива теорема
Андронова–Витта. Формула для вычисления числа α дается в [13].
В линейной периодической системе ХП является корнем характеристиче-

ского уравнения приведенной по Ляпунову системы с постоянными коэффи-
циентами.
В автономной системе решение определяется с точностью до сдвига на-

чальной точки на траектории. Поэтому в теореме Андронова–Витта при пе-
реходе в окрестность периодического движения для системы n-го порядка
ставится задача об асимптотической устойчивости по Румянцеву [14] по n− 1
переменным – отклонениям от указанного движения. Решение получается
для ХП с отрицательными действительными частями; для системы на плос-
кости вычисляется одно число −εα. В случае теоремы Андронова–Витта по-
лученное свойство называется орбитальной асимптотической устойчивостью
периодического движения или притяжением [15] с уточнением области при-
тяжения траекторий: в малом (локально), в большом (глобально).
Циклом называется изолированное периодическое решение автономной

системы [12]. Притягивающий цикл является орбитально асимптотически
устойчивым одночастотным колебанием. В управляемой автономной си-
стеме построением притягивающего цикла решается задача стабилизации
колебания.
В [13] показано, что в окрестности цикла диссипация типа Ван дер Поля, в

смысле независимости от рассматриваемой системы с колебаниями, обладает
универсальностью. Для математического маятника из [13] следует стабили-
зация (в малом) любого колебания, если применяется адаптивная схема ста-
билизации [2]. В схеме применяется управление, параметр в котором выбира-
ется в зависимости от значения параметра для стабилизируемого колебания:
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управление обладает свойством адаптивности. Схема может применяться са-
мостоятельно или в составе более общей адаптивной системы управления.
Для достижения цикла и притягивающего цикла применяется обратная

связь, в которой информация о траектории поступает в отслеживающий ко-
ординату регулятор типа Ван дер Поля, формирующий без задержки дисси-
пацию в текущей точке траектории. Таким образом, решается задача стаби-
лизации в окрестности рассматриваемого колебания. Для глобальной стаби-
лизации обратная связь строится на отслеживании потенциальной энергии и
описывается в данной статье.
Другие исследования по стабилизации желаемого режима колебания от-

личаются применением управлений, явно зависящих от времени. Приведем
некоторые из них. Обзор на примере перевернутого маятника дается в [16].
В [17, 18] предлагается раскачивающее управление (swinging control). В [19]
решается задача об орбитальной стабилизации периодических решений мало-
приводных нелинейных систем. Синтезированный нелинейный закон управ-
ления с обратной связью зависит от времени. Стабилизация желаемых уров-
ней механической энергии посредством импульсного управления проводится
в [20], робастное стабилизирующее управление колебаниями ищется неявным
методом Ляпунова в [21], стабилизация электродинамическим управлением
происходит в [22].
В данной статье строится ε-скорректированная консервативная система,

обладающая притягивающим циклом. Область его притяжения включает об-
ласть колебаний Ω консервативной системы и ε-окрестность Ω. Решается гло-
бальная задача стабилизации. Локальная задача решалась в [2] для редуци-
рованной консервативной системы с одной степенью свободы.

2. Консервативная система с одной степенью свободы. Синтез управления

Рассматривается гладкая консервативная система с одной степенью свобо-
ды, допускающая семейство Σ одночастотных колебаний по параметру h, где
h – значение постоянной энергии. Согласно [1] такое семейство всегда про-
должается до глобального, поэтому рассматривается глобальное семейство Σ.
Оно занимает область колебаний Ω. Период на семействе может возрастать
(математический маятник), быть постоянным (гармонический осциллятор)
или убывать (уравнение ẍ + x3 = 0). При действии ε-малой силы (управле-
ния с малым коэффициентом усиления регулятора ε) получается автономная
скорректированная (управляемая) консервативная система
(1) ẍ+ f(x) = εu(x, ẋ).

При ε = 0 уравнение (1) допускает интеграл энергии

(2) ẋ2 = 2(h −Π(x)), Π =

∫
f(x)dx.

В области Ω имеем 0 < Π(x) � h. На семействе Σ координата описывается
формулой x = ϕ(h, t), а период T = T (h) является функцией от постоянной
энергии h.
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Выбирается гладкая функция u, не зависящая явно от времени (автоном-
ное управление). В задаче стабилизации управление должно обеспечивать
локальное притяжение к циклу, поэтому функция u(x, ẋ) согласно [13] бу-
дет иметь вид: u = a(x, ẋ)ẋ. Сама функция a = 1−Kx2 найдена в [13]; она
гарантирует существование цикла. Выбором в ней постоянной K = K(h∗)
в [13] достигается орбитальная асимптотическая устойчивость цикла, рож-
дающегося из колебания консервативной системы с энергией h∗. Локальный
результат становится глобальным для изохронного семейства колебаний. Это
демонстрируется в уравнении Ван дер Поля. Однако для невырожденного се-
мейства колебаний локальный результат не распространяется на всю область
колебаний Ω.
При решении локальной задачи в [13] предлагается для невырожденного

семейства колебаний учитывать зависимость K(h) от значения энергии h. Тем
самым в скорректированной системе строится цикл, близкий к колебанию
консервативной системы, обладающей желаемой энергией h = h∗. Для этого
выбирается K = K(h∗).
В данной статье применяется управление, отслеживающее в цепи обрат-

ной связи текущую потенциальную энергию на движении. В управляемой
консервативной системе

(3) ẍ+ f(x) = ε[1 −K(h∗)Π(x)]ẋ

ставится задача существования цикла, близкого к колебанию самой консерва-
тивной системы с энергией h = h∗ > 0. Синтез закона управления проводится
в исследовании.
Записывается амплитудное (бифуркационное) уравнение

(4) I(h) ≡
T ∗∫
0

[1−K(h∗)Π(x)]ẋ2dt = 0,

в котором потенциальная Π(x) и кинетическая T̃ = ẋ2/2 энергии вычисляют-
ся на решении x = ϕ(h, t). Смысл равенства (4) заключается в выполнении
необходимых и достаточных условий существования T ∗-периодического ре-
шения в первом по ε приближении. В (4) учитывается, что в консервативной
системе сопряженное решение ψ = −ϕ̇. Оказалось, что условие dI(h∗)/dh �= 0
является достаточным для существования периодического решения возму-
щенного уравнения (3) (см. [7–9]). Этот общий результат для автономной
системы (3) означает рождение цикла. При отрицательном значении произ-
водной цикл устойчив: формула для ХП приводится в [13].
Тождество

(5)
T∫
0

[1−K(h)Π(ϕ(h, t))]ϕ̇(h, t)2dt≡ 0
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означает выполнение условий существования периодического решения в пер-
вом приближении по ε для всех значений h. Из него находится функция

(6) K(h) =

T∫
0

(h−Π(ϕ(h, t)))dt

T∫
0

Π(ϕ(h, t))(h −Π(ϕ(h, t)))dt

.

В (6) знаменатель в области колебаний Ω отличен от нуля. Функция K(h)
определяется единственным образом через потенциальную энергию Π, кото-
рая меняется с временем t на траектории. Каждому значению h консерватив-
ной системы отвечает только одна траектория и одно значение K(h).
С другой стороны, из формулы (5) при верхнем пределе интегрирования

T = T ∗ и числе K(h) = K(h∗) получается амплитудное уравнение (4) для на-
хождения значения h, отвечающего циклу. Явный вид функции K(h) нахо-
дится далее в разделе 3.
Уравнение (3) задает отображение фазовой плоскости на себя: t : 0 → T .

При этом кривая Γ(h, 0) = {x(h, 0), ẋ(0)} отображается на кривую Γ(h, T ) =
= {x(h, T ), ẋ(T )}. Существование единственного корня h = h∗ уравнения (4)
означает, что при h = h∗ точка Γ(h∗, 0) совпадает с точкой Γ(h∗, T ). И это об-
наруживается для построенных кривых уже по первому приближению по ε:
необходимые и достаточные условия в первом приближении становятся до-
статочными для существования неподвижной точки отображения по первому
ε-приближению. Для единственного корня неподвижная точка отображения
будет изолированной, что соответствует изолированному периодическому ре-
шению периода T . С учетом того, что T (h∗) = T ∗, получается цикл перио-
да T ∗. Условие dI(h∗)/dh < 0 выполняется для сжимающего отображения:
цикл становится орбитально асимптотически устойчивым.

3. Притяжение в малом

Интеграл (4) берется на отрезке t ∈ [0, T ∗]. В нем функция Π(x) за-
висит только от x и вычисляется через решение x = ϕ(h, t). При замене
τ = (T (h)/T ∗)t – переменной, по которой берется интеграл (4) координата x
уже напрямую зависит только от τ . Функция x(h, τ) становится T ∗-перио-
дической для всех значений параметра h. Для колебания с нулевой начальной
скоростью получается:

(7) x(h, τ) = x(h, 0)e(τ), e(τ) = e(τ + T ∗).

Функция e(τ) меняется на отрезке [0, 1]. То же самое справедливо для функ-
ции Π(x(h, τ)). При τ = 0 имеем Π(x(h, 0)) = h. Поэтому с учетом выражения
(7) получается равенство Π(x(h, τ)) = hz(τ), в котором для заданной потенци-
альной энергии конкретная функция z(τ) вычисляется. Более общий анализ
применения переменной τ приводится в Приложении, в котором теорема 4
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является по сути дополнением к основным результатам и представляет само-
стоятельный интерес.
С учетом нового выражения для потенциальной энергии Π преобразуется

амплитудное уравнение (4):

(8) I(h) = 0, I(h) ≡ h

T ∗∫
0

(1−K(h∗)hz)(1 − z)dτ.

Функция I(h) представляется в виде

(9) I(h) = h(α− βh), α =

T ∗∫
0

(1− z)dτ, β = −K(h∗)

T ∗∫
0

z(1− z)dτ.

Становится ясным, что уравнение (8) допускает единственный, отличный от
нуля, корень h∗ = α/β.
Тождество (5) принимает вид

h

T ∗∫
0

(1−K(h)hz)(1 − z)dτ ≡ 0.

Поэтому для точки h = h∗ получается

d

dh

⎛⎝h T ∗∫
0

(1−K(h∗)hz)(1 − z)dτ

⎞⎠
h=h∗

− dK(h∗)

dh
(h∗)2

T ∗∫
0

z(1 − z)dτ ≡ 0.

Производная в точке, соответствующей циклу, вычисляется по формуле

(10)
dI(h∗)

dh
=
dK(h∗)

dh
(h∗)2

T ∗∫
0

z(1− z)dτ.

Функция (6) дается выражением

(11) K(h) =

T ∗∫
0

(1− z(τ))dτ

h
T ∗∫
0

z(τ)(1 − z(τ))dτ

=
b

h
, b = const > 0.

Интегралы в (11) не зависят от постоянной энергии h и принимают поло-
жительные значения как суммы интегралов на четвертях периода. Поэтому
K(h) = b/h, где постоянная b > 0.
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Формула (11) справедлива для любого типа семейства колебаний: с воз-
растающим (убывающим) периодом на семействе, изохронного семейства. За-
висимость (11) является важной характеристикой семейства колебаний.
Доказывается следующее утверждение о локальной стабилизируемости

цикла.

Те ор ем а 1. В ε-скорректированной консервативной системе (3) все-
гда реализуется орбитально асимптотически устойчивый (в малом) цикл,
близкий к колебанию консервативной системы с энергией h = h∗. Цикл при-
тягивает траектории из своей O(ε)-окрестности.

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно амплитудному уравнению (8) скорректи-
рованная консервативная система (3) имеет цикл, близкий к колебанию кон-
сервативной системы с энергией h∗ = α/β. В этой точке вычисляется произ-
водная (10), знак которой совпадает со знаком числа

dK(h∗)

dh
= − b

(h∗)2
< 0.

Поэтому по формуле (10) производная dI(h∗)/dh < 0, и отображение
t : 0 → T ∗ является сжимающим: все траектории из окрестности цикла при-
тягиваются к циклу.

Зам е ч а ни е 1. Применение производной dK(h∗)/dh стало обычным
для доказательства локальных результатов о цикле. Однако неравенство
dI(h∗)/dh = −h∗β < 0 можно вывести непосредственно из выражения (9).

4. Притяжение цикла в большом

Для системы (1) определяется полная механическая энергия – функция

(12) E ≡ ẋ2

2
+ Π(x).

Она принимает постоянное значение h на решениях консервативной системы.
Для скорректированной консервативной системы справедливо равенство

(13)
dE

dt
= ε[1−K(h∗)Π(x)]ẋ2,

где
ẋ2 = 2(E −Π(x)).

При ε = 0 имеем: E = h(const) > 0.
Вычисление приращения ΔE энергии (12) на периоде T (h) проводится для

колебания с энергией h. Поэтому для ε > 0 записывается

(14) Π(x) = Π(ϕ) + hερ(ε, x)), E −Π(x) = h−Π(ϕ) + hεσ(ε, x)
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с функциями ρ и σ порядка единицы. Интегрирование проводится по пере-
менной τ на отрезке [0, T ∗]. В результате получается формула

(15) ΔE(ε, h) = ε
2T (h)

T ∗ [I(h) + εhF (ε, h)],

в которой εhF (ε, h) вычисляется подстановкой выражений (14) в равен-
ство (13) и отвечает слагаемым hερ и hεσ. Она справедлива во всей рас-
сматриваемой области колебаний Ω консервативной системы.
Функция E(ε, h∗, τ), вычисленная на цикле, будет T ∗-периодической, по-

этому ΔE(ε, h∗) = 0. Для цикла выполняется амплитудное уравнение I(h∗) =
= 0. Как следствие для цикла справедливо равенство F (ε, h∗) = 0.
Лемма 1. Существует не зависящее от h∗ число ε0 > 0 такое, что при

0 < ε < ε0 уравнение

(16) I(h) + εhF (ε, h) = 0

имеет единственный корень.
Дока з а т е л ь с т в о. С представлением (9) уравнение (16) упрощается:

V ≡G(h) + εF (ε, h) = 0, G≡ α− βh.

Уравнение G(h) = 0 имеет корень h∗ = α/β, отвечающий циклу. Согласно
теореме 1 цикл локально притягивает. Значит, функция G(h) для h �= h∗ при
малых ε принимает значения одного знака. Функции F (ε, h) в точке h = h∗

обращается в ноль. Поэтому функция V преобразуется к виду

(17) V = (α− βh)(1 + εW (ε, h)).

При малых ε знак V совпадает со знаком G. Однако с ростом ε второй
множитель в (17) может обратится в ноль. Соответствующее значение ε(h)
зависит от h. Для цикла с h = h∗ выбирается наименьшее значение числа
ε(h(h∗)). Нижняя грань множества {ε(h∗)} обозначается через ε0. Тогда для
0 < ε < ε0 уравнение (16) имеет единственный корень, не зависимый от кон-
кретного значения h∗. При этом согласно (9) и (17) существование корня в
уравнении (16) определяется слагаемым G(h), которое имеет единственный
корень.
Лемма 1 доказана.
Далее скорректированная система (3) исследуется при 0 < ε < ε0. Рассмат-

ривается область колебаний Ω консервативной системы; в рассматриваемой
консервативной системе может быть не единственная область колебаний.

Те ор ем а 2. Существует число ε0 > 0 такое, что при 0 < ε < ε0 cкор-
ректированная консервативная система (3) всегда обладает единственным
циклом, который притягивает все траектории области колебаний Ω кон-
сервативной системы.
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Дока з а т е л ь с т в о. В области колебаний Ω скорректированная консер-
вативная система (3) допускает (лемма 1) единственный цикл: соответствую-
щее значение энергии консервативной системы при этом h = h∗. На цикле
ΔE(ε, h∗) = 0. Вне цикла знак функции ΔE(ε, h) совпадает со знаком ли-
нейной функции G(h), G(h∗) = 0. Скорость изменения функции dG(h)/dh =
= −β < 0. Следовательно, функция G(h) → 0, и траектории скорректирован-
ной системы (3) стремятся к циклу. Это происходит с любой траекторией из
области колебаний Ω консервативной системы.
Теорема 2 доказана.

5. Многомерная система

По теореме о глобальном семействе [1, теорема 1] в многомерной систе-
ме происходит разделение переменных. Переменная x описывает семейство
колебаний Σ на многообразии Ω, инвариантном относительно фазового пото-
ка консервативной системы. Вне многообразия Ω динамика консервативной
системы дается вектором y размерности n − 1. В области Ω вектор y ≡ 0.
Поэтому вне Ω изучается движение консервативной системы в окрестности
нулевого решения y = 0.
Согласно Пуанкаре характеристическое уравнение консервативной систе-

мы является возвратным: корни уравнения делятся на пары, содержащие чис-
ла с противоположными знаками. Поэтому в случае действительного корня
при действии ε-малого управления уходящие решения останутся уходящими.
Следовательно, необходимым условием притяжения решений к Ω является
отсутствие корней с действительными частями.
Вместе с выделением интегрального многообразия Ω строится ε-скоррек-

тированная система (3) по переменной x. Для переменной y в окрестно-
сти точки y = 0 применяются главные координаты. Далее рассматривается
управляемая консервативная система

ÿi + kiyi + Yi(y) = ε[(1−K(h∗)Π(x)]ẏi,

ki = const, ki � 0, i = 1, . . . , n− 1.
(18)

Энергия Ey консервативной системы по переменной y согласно (18) меняется
по закону

(19)
dEy

dt
= ε[1−K(h∗)Π(x)]ẏ2, ẏ2 =

n−1∑
i=1

ẏ2i ,

подобному закону (13) для переменной x. При этом Ey = hy = const при ε = 0.
Закону изменения энергии всей консервативной системы

d(Ex + Ey)

dt
= ε[1−K(h∗)Π(x)](ẋ2 + ẏ2),
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записанной в переменных x и y, соответствует амплитудное уравнение

(20) Ĩ(h̃)≡−
T ∗∫
0

[1−K(h∗)Π(x)](ẋ2 + ẏ2)dt = 0, h̃ = h+ hy.

Функция Ĩ(h̃) допускает простой корень h̃ = h∗, h∗y = 0, что следует из на-
личия простого корня в уравнении (4). Простому корню уравнения (20) от-
вечает цикл управляемой системы (21) (см. [8, гл. VI, §8, с. 413, §9, с. 417]).
Функция Ĩ(h̃) непрерывна, и цикл всей системы совпадает с циклом на Ω.
Из законов (13) и (19) выводится равенство

ẏ2dE = ẋ2dEy,

откуда следует, что энергия в системе по переменной y меняется на периоде
(возрастает и убывает) точно так же, как в системе по переменной x. При этом
по переменной x согласно теореме 2 приращениеΔE(ε, h) за период стремится
к нулевому значению, а траектория на многообразии Ω – к единственному
циклу. Тогда по переменной y приращение ΔEy(ε, h) за период стремится
к нулевому значению, а траектория – к единственному равновесию y = 0,
отвечающему циклу на Ω.
Таким образом, все траектории области Ω и ε-окрестности Ω притягива-

ются к циклу. Результат cправедлив независимо от того, в каких координатах
задается консервативная система.
Далее рассматривается управляемая система

(21)
d

dt

∂L

∂q̇s
− ∂L

∂qs
= ε[1−K(h∗)Π(x)]

∂T̃

∂q̇s
, s = 1, . . . , n,

заданная уравнениями Лагранжа второго рода. Здесь T̃ – кинетическая энер-
гия, Π – потенциальная энергия. Предполагается, что при ε = 0 система (21)
допускает семейство Σ одночастотных колебаний; оно занимает двумерную
область Ω. На Ω система описывается переменной x; в управлении отслежи-
вается потенциальная энергия на решении. Выбирается 0 < ε < ε0, где ε0–
конечное число для семейства колебаний Ω; h∗ – значение энергии, отвечаю-
щее циклу в Ω, а на Ω равновесию соответствует значение энергии h = 0.
В системе, описываемой уравнениями Ланранжа второго рода, глобальное

семейство периодических движений строится в [1] продолжением локального
ляпуновского семейства. Последнее рождается из равновесия. Согласно тео-
реме Ляпунова о центре [23] для существования семейства невырожденных
локальных нелинейных периодических решений, кроме наличия чисто мни-
мых корней, в системе (18) требуется нерезонансность частот

√
kj �= p

√
ks,

p ∈ N. При этом ляпуновское семейство для наибольшей частоты по теореме
Ляпунова о центре [23] всегда существует. В анализе системы (18) указанные
условия не налагались. Они возникают в лагранжевой системе. Имея это в
виду, перейдем к управляемой системе (21).
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Если не выделять главные координаты для системы по y, то в правых ча-
стях системы (18) будут линейные комбинации скоростей ẏi; они являются
частными производными от кинетической энергии системы T̃ по ẏs. Восcта-
новление системы (21) завершается возвратом к началу построения редуциро-
ванной системы с одной степенью свободы, проведенному в [1]. На этом этапе
к линейной комбинации скоростей ẏi добавляется скорость ẋ с постоянным
множителем.
При формулировке теоремы 3 предполагается, что условия теоремы Ля-

пунова о центре, примыкающем к области колебаний Ω, выполнены.

Те ор ем а 3 (o скорректированной консервативной системе). Пусть кон-
сервативная система описывается уравнением Лагранжа второго рода и
допускает семейство колебаний с областью Ω. Тогда найдется число ε0 > 0
такое, что скорректированная система (21) при 0 < ε < ε0 всегда имеет
в Ω единственный цикл, который ε-близок к колебанию консервативной си-
стемы с энергией h = h∗. Цикл притягивает траектории из области коле-
баний Ω и ε-близкие к Ω траектории. Закон изменения энергии E = T̃ +Π
консервативной системы на решениях скорректированной системы дается
равенством

dE

dt
= ε[1−K(h∗)Π(x)]T̃ .

Зам е ч а ни е 2. Теорема о скорректированной консервативной системе
формулируется для лагранжевой системы. Применение теоремы 3 для кон-
сервативной системы, записанной в других переменных, демострируется в
примерах.

6. Некоторые примеры

Сначала проанализируем скорость приближения к циклу по энергии. За-
кон изменения энергии на траекториях скорректированной консервативной
системы (3) дается формулой (13). Приращение энергии на периоде вычис-
ляется по формуле (15). При данном ε < ε0 оно равно 2T (h)hV . С другой
стороны, на уровне энергии h приближение к циклу происходит со скоро-
стью V , почти линейной по h. При h > h∗ притяжение к циклу происходит
с ростом скорости V , которая на указанном интервале отрицательна. Для
траекторий с начальной положительной энергией в процессе приближения
к циклу скорость V все время положительна. Скорость V в точке h∗ = α/β
меняет знак, начиная с плюса на минус. Рассмотрим некоторые примеры.

Прим ер 1. Уравнение Ван дер Поля в адаптивной схеме стабилизации
описывается уравнением

(22) ẍ+ x = ε(1−K(h∗)x2)ẋ, K(h∗) = const > 0.

В уравнении Ван дер Поля K(h∗) = 1.
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При ε = 0 имеем гармонический осциллятор с потенциальной энергией:
Π = x2/2. Порождающее колебание дается формулой x = A cos t, где A –
амплитуда. Энергия h = A2/2. Поэтому τ = 2t, Π = hz(τ), z = 1 + cos 2t.
Вычисление по формуле (11) дает число b = 2. Амплитуда для цикла
A∗ = 2/

√
K(h∗).

Уравнение (22) удовлетворяет всем условиям теоремы 2. Поэтому скор-
ректированный линейный осциллятор обладает глобально притягивающим
циклом, проходящим, в зависимости от K(h∗), через любую заданную точку
фазовой плоскости. В уравнении (22) область колебаний Ω совпадает со всей
фазовой плоскостью, исключая выколотый нуль. Скорость приближения к
циклу вдалеке от него, а также около нуля пропорциональна εh2. Вблизи
цикла с энергией h∗ указанная скорость равна εh|Δh|, |Δh| = h− h∗.
Построение цикла в уравнении (22) при K = 1 проводилось Ван дер Полем

[4] и, независимо от него, А.А. Андроновым [11].
Отметим, что в осцилляторе Ван дер Поля применяется удвоенная потен-

циальная энергия. В локальной по ε теории число ε∗ не оценивается; цикл
остается притягивающим при увеличении ε; чем дальше ε от нуля, тем коле-
бания осциллятора менее похожи на гармонические.

Прим ер 2. Скорректированный математический маятник

ẍ+ sinx = ε(1 − 2K(h∗) sin2(x/2))ẋ.

В нелинейной системе вычисление функции z(τ) затрудняется незнанием
функции, описывающей колебания. Для математического маятника Π =
= 2 sin2(x/2). Зависимость (11) численно построена в [24].
Особенностью математического маятника является ограниченность по h

сверху области колебаний. Близ точки h = 0 (малые колебания) скорость при-
ближения к циклу пропорциональна εh2.
Математический маятник исследуется в задаче об относительном движе-

нии спутника в плоскости круговой орбиты [25]. Адаптивная схема стабили-
зации (в малом) колебания спутника

(23) ẍ+ |μ| sin x = εσ(1− 2K(h∗)x2)ẋ

предлагается в [2]; решается локальная задача притяжения траекторий из
окрестности стабилизируемого колебания.
Для спутника принимаются обозначения [25]: μ – инерциальный параметр

(|μ| � 3), α – угол между радиусом-вектором центра масс и главной централь-
ной осью инерции спутника в плоскости орбиты, v – истинная аномалия,
выбранная в качестве независимой переменной. В уравнении (23) принято:
x = 2α, μ > 0 или x = 2α+ π, μ < 0; σ = 1.
Заменой в уравнении (23) члена 2K(h∗)x2 на 2K(h∗)|μ| sin2(x/2) по теоре-

ме 2 достигается цикл, притягивающий все траектории из области колебаний.
Тем самым обеспечивается глобальное притяжение траекторий.
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Для малых μ (“сплющенный” спутник) вместо равновесия может быть ин-
тересно использовать стабилизированное (в большом) долго-периодическое
колебание спутника близ равновесия.

Прим ер 3. Задача двух тел

d2x

dt2
= − γx

x2 + y2
,

d2y

dt2
= − γy

x2 + y2
, γ > 0

имеет интеграл площадей

(24) x
dy

dt
− y

dx

dt
= c, c = const.

На интегральном многообразии (24) динамика описывается консервативной
системой

d2r

dt2
=
c2

r3
− γ

r2
, r2 = x2 + y2,

которая при фиксированной значении c = c∗ обладает семейством эллипти-
ческих орбит (постоянному решению этого уравнения отвечают круговые ор-
биты).
Согласно теореме 2 в скорректированной системе

d2r

dt2
− c2∗
r3

+
γ

r2
= ε((1 −K(h∗)Π(r))

dr

dt
, Π =

2c2∗
r2

− γ

r

сталибизируется (в большом) любая орбита задачи двух тел, близкая к эл-
липтической орбите с энергией h∗. Притягивание других орбит к плоскости c∗
обеспечивается уравнением Δ̇c = −Δc, Δc = c− c∗.

Прим ер 4. Динамика тяжелого твердого тела с неподвижной точкой
описывается классическими уравнениями Эйлера–Пуассона

(25)
Aṗ = (B − C)qr + P (z0γ2 − y0γ3), γ̇1 = γ2r − γ3q,

Bq̇ = (C −A)rp+ P (x0γ3 − z0γ1), γ̇2 = γ3p− γ1r,

Cṙ = (A−B)pq + P (y0γ1 − x0γ2), γ̇3 = γ1q − γ2p,

записанными в квазикоординатаx: A,B,C – главные моменты инерции тела,
P – вес тела, x0, y0, z0 – координаты центра тяжести, Ω = (p, q, r) – угловая
скорость, Γ = (γ1, γ2, γ3) – единичный вектор вертикали, направленный вверх.
При y0 = 0 система (25) допускает интегральное многообразие:

(26) p = 0, r = 0, γ2 = 0.

На нем реализуются движения Млодзиевского [26], которые описываются си-
стемой

(27) Bq̇ = P (x0γ3 − z0γ1), γ̇1 = γ2r − γ3q, γ̇3 = γ1q − γ2p.
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С учетом геометрического соотношения γ21 + γ23 = 1 и замены γ1 = cos δ,
γ2 = sin δ система (27) приводится к уравнению математического маятника

Bδ̈ + P
√
x20 + z20 sin(δ − ν) = 0, ν = tan(z0/x0).

Таким образом, при любом выбранном значении энергии для колебания
Млодзиевского строится притягивающий (в большом) цикл. Притяжение к
многообразию (26) обеспечивается, как в примере 3, линейной диссипацией
по переменным p, r, γ2.
Вместе с плоскими колебаниями Млодзиевского исследуемое тело допус-

кает [27] второе семейство маятниковых колебаний. Оно – пространственное.
Семейство описывается редуцированной консервативной системой с одной
степенью свободы и выделяется шаг за шагом из системы (25) при y0 = 0
в процессе построения редуцированной системы. Стабилизация колебаний
(в большом) проводится согласно теории разделов 2–4.

Зам е ч а ни е 3. В примерах даются новые результаты для приведенных
задач.

7. Заключительные замечания

В консервативной системе колебания образуют семейства. Поэтому стаби-
лизация колебания возможна только в рамках управляемой системы. Обычно
применяются управления, явно зависящие от времени.
Для консервативной системы, допускающей семейство колебаний, всегда

строится ε-скорректированная система, обладающая притягивающим (в боль-
шом) циклом. Применяется автономное управление с малым коэффициен-
том усиления регулятора. Оно дается нелинейной диссипацией, действующей
без задержки в текущей точке траектории и отслеживающей потенциаль-
ную энергию системы. Область притяжения циклом включает область ко-
лебаний Ω консервативной системы и ε-окрестность Ω. Цикл строится для
колебания с любой желаемой энергией консервативной системы. Стабилиза-
ция происходит по адаптивной схеме.
Основные результаты по заявленной цели исследования формулируются

в трех теоремах. В теореме 1 показывается существование цикла и решает-
ся задача стабилизации в малом (в окрестности рассматриваемого колеба-
ния). Далее (теорема 2) устанавливается притяжение к циклу траекторий,
начинающихся в любой точке области колебаний консервативной системы.
В теореме 3 результаты теорем 1 и 2 для системы с одной степенью свободы
переносятся на многомерную систему; приводится соответствующая скоррек-
тированная лагранжевая система. В примерах аннонсируются новые резуль-
таты в классических задачах.
В статье решается ряд вопросов нелинейной механики, теории колебаний,

бифуркации и теории управления. В классической механике рассматривается
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только линейная диссипация. В данном исследовании дается пример универ-
сальной нелинейной диссипации, определяющейся потенциальной энергией.
Она может объяснять и наблюдаемые в природе явления.
Для изучения семейства нелинейных колебаний консервативной системы в

статье предлагается применять теорию для линейных систем. Соответствую-
щая теорема 4 выведена в Приложение и стала результатом усилий автора
для понятного изложения основного материала статьи. Идея введения нового
времени приводит систему нелинейных колебаний к изохронному семейству.
Выводы по притяжению в большом стали качественно новыми в теории

бифуркации: малое параметрическое возмущение системы приводит к гло-
бальной перестройке фазового портрета.
Что касается теории управления, то здесь проводится идея использовать

природу незамкнутой системы. Предложенное управление является только
корректирующим. В примерах 3 и 4 схема стабилизации демонстрируется на
классических задачах. Другие приложения находятся в задачах орбитальной
стабилизации космических аппаратов в дальних миссиях. Здесь основным
ограничением является энергетический ресурс. Маневры с применением гра-
витационного притяжения (потенциальной энергии) востребованы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Преобразование семейства невырожденных (нелинейных) колебаний
в изохронное семейство

Рассматривается консервативная система

ẍ+ f(x) = 0,
ẋ2

2
+

∫
f(x)dt = h(const),

допускающая семейство Σ невырожденных одночастотных колебаний. На
невырожденном семействе по определению период T (h) монотонно меняет-
ся с h.

Те ор ем а 4. Невырожденное семейство колебаний Σ = {x(h, t)} консер-
вативной системы всегда преобразуется в изохронное семейство с време-
нем τ = (T (h)/T ∗)t, которое выбирается вместе с периодом T ∗ колебания
семейства, потенциальной энергией Π̃(x) = Π(x)(T ∗/T (h))2 и полной энер-
гией h̃ = h(T ∗/T (h))2. На семействе Σ справедлив закон

x2

(
h

(
T ∗

T (h)

)2

, 0

)
= h

(
T ∗

T (h)

)2

,

связывающий амплитуду и энергию колебаний.

Дока з а т е л ь с т в о. Потенциальная энергия Π(x) является функцией од-
ной переменной x. Она зависит от h через решение x = ϕ(h, t). При переходе к
новой независимой переменной τ = (T (h)/T ∗)t период на колебании становит-
ся равным T ∗, поэтому x является T ∗-периодической функцией переменной τ .
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Это происходит на всех колебаниях семейства, которое тем самым преобра-
зуется в изохронное семейство с периодом T ∗. Для колебания с нулевой на-
чальной скоростью имеем Π(x(h, 0)) = h. Начальное значение h сохраняется
в функции x(h, τ), поэтому записывается

Π = hz(τ), 0 � z(τ) � 1, z(τ) = z(τ + T ∗).

Интеграл энергии на семействе колебаний с учетом введения новой неза-
висимой переменной τ принимает вид

(Π.1)
(
T (h)

T ∗

)2(dx
dτ

)2

= 2(h−Π).

В более привычной форме получается

(Π.2)
(
dx

dτ

)2

= 2(h̃− Π̃), h̃ = h

(
T ∗

T (h)

)2

, Π̃ = Π(x)

(
T ∗

T (h)

)2

.

Колебания с начальной нулевой скоростью в преобразованной системе опи-
сываются формулой

x(τ) = x(h̃, 0)e(τ), 0 � e(τ) � 1, e(τ) = e(τ + T ∗).

На них выполняется равенство

(Π.3) x2(h̃, 0) = h̃

– закон зависимости амплитуды изохронных колебаний от энергии системы h̃.
Поэтому справедлив закон

(Π.4) x2

(
h

(
T ∗

T (h)

)2

, 0

)
= h

(
T ∗

T (h)

)2

зависимости амплитуды нелинейных колебаний на семействе Σ от энергии h.

Зам е ч а ни е 4. В случае линейного осциллятора в (Π.3) функция T (h)
сводится к постоянной и зависимость (Π.3) известна.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ
ДЛЯ ПАССИВНОГО МОНИТОРИНГА ДОСТУПНОЙ ПРОПУСКНОЙ

СПОСОБНОСТИ СЕТЕВОГО КАНАЛА1

Статья посвящена разработке математического обеспечения решения
прикладной задачи оценивания доступной пропускной способности сете-
вого канала передачи данных по косвенным наблюдениям одного из пе-
редаваемых потоков. Задача сведена к фильтрации состояний некоторо-
го марковского скачкообразного процесса по косвенным бесшумовым и
считающим наблюдениям. Искомые оценки представимы в виде решения
связанных систем обыкновенных дифференциальных уравнений и рекур-
рентных соотношений. Качество предложенных оценок проиллюстриро-
вано некоторым численным примером.

Ключевые слова: доступная пропускная способность канала, марковский
скачкообразный процесс, наблюдения без шума, мартингальное представ-
ление, уравнения оптимальной фильтрации.
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1. Введение

Задача оперативного оценивания доступной пропускной способности
(Available BandWidth, ABW) различных телекоммуникационных каналов
[1–4] весьма востребована для последующего использования ее результатов
– в системах управления компьютерными сетями для контроля эффек-
тивности использования сетевых ресурсов,

– в алгоритмах управления перегрузкой транспортных протоколов,
– в системах потоковой передачи мультимедийной информации,
– в алгоритмах распределения ресурсов программно определяемых сетей
и пр.

Понимание самого термина ABW и связанных с ним числовых показателей
варьируется в различных публикациях и может подразумевать
– максимальную остаточную емкость данного канала при текущей загруз-
ке внешними потоками,

1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (проект 075-15-2024-544). Работа выполнена с использованием инфра-
структуры Центра коллективного пользования “Высокопроизводительные вычисления и
большие данные” (ЦКП “Информатика”) ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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– максимальную скорость передачи данных (throughput) по каналу, обес-
печиваемую с использованием некоторого фиксированного протокола
(UDP, TCP и пр.) при текущей загрузке внешними потоками,

– максимальную скорость передачи полезных данных (goodput) по кана-
лу при текущей загрузке, обеспечиваемую с использованием выбранно-
го протокола при наличии дополнительных требований к качеству пе-
редачи (Quality of Service, QoS): максимальной допустимой задержке,
джиттеру, доле потерянных пакетов и пр.

В настоящее время существует целая палитра аппаратно-программных
средств решения этой задачи. С точки зрения используемой статистической
информации они делятся на активные и пассивные. В активных используется
дополнительный служебный трафик, представляющий собой последователь-
ность малых пакетов, возможно переменного размера. Разница между от-
правленными и полученными пакетами, включая промежутки между ними,
служит основой расчета текущего значения AWB. В пассивных средствах это
значение вычисляется на основе информации о реальном текущем трафике в
данном канале, собираемой с помощью средств операционных систем (напри-
мер с помощью утилиты tcpdump). Отдельно следует упомянуть инструмен-
тарий оценивания AWB, базирующийся на моделях каналов, построенных в
основном на системах массового обслуживания. Он использует не реальную
статистическую информацию, а имитационное моделирование.
Обработка реальных данных для оценивания ABW основывается на ис-

пользовании относительно простых вероятностных моделей, в частности ли-
нейных стохастических систем наблюдения. Именно они позволяют приме-
нять классический фильтр Калмана [5–7]. В настоящее время теория оцени-
вания состояний стохастических динамических систем достаточно развита, в
ее рамках возможно подобрать модель, более похожую на функционирова-
ние сетевого канала, и построить для нее численно эффективный алгоритм
оценивания состояния системы по имеющимся данным.
Предлагаемая работа посвящена использованию математического аппара-

та марковских скачкообразных процессов (МСП) для построения математи-
ческих моделей функционирования каналов пакетной передачи данных. Они
предназначены для решения задачи оценивания в реальном масштабе време-
ни характеристик каналов, отвечающих за ABW, по разнородной статисти-
ческой информации. Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 пред-
ставлен класс исследуемых сетевых каналов и потоков передаваемых данных,
а также структура доступных наблюдений. В разделе приведены аргументы
в пользу использования математического аппарата МСП для описания эво-
люции характеристик канала.
Раздел 3 содержит теоретическую основу решения поставленной приклад-

ной задачи мониторинга ABW. Подраздел 3.1 представляет исследуемую си-
стему наблюдения. Ее скрытым состоянием, подлежащим оцениванию, слу-
жит однородный МСП с конечным множеством состояний. Часть компо-
нент наблюдений представляют собой функции МСП, регистрируемые без
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шума, часть – процессы Кокса, интенсивность которых зависит от состоя-
ния. В качестве теоретической основы, позволяющей в итоге решить при-
кладную проблему мониторинга, предлагается рассматривать задачу филь-
трации состояния МСП по имеющимся наблюдениям. Ее решению посвящен
раздел 3.2. Искомая оценка фильтрации описывается системой связанных
обыкновенных дифференциальных уравнений и рекуррентных соотношений.
Следует отметить, что предложенная задача оптимальной фильтрации,

решаемая в работе, отличается от задач, исследованных в классических мо-
нографиях [8–10]. В упомянутых работах структура наблюдений такова, что
путем подходящей замены вероятностной меры их можно преобразовать к
совокупности винеровских и пуассоновских процессов. При этом полученные
уравнения в той или иной мере можно трактовать как различные версии фор-
мулы Каллианпура–Стрибеля [11]. Данный переход возможен при выполне-
нии условия невырожденности мартингалов в наблюдениях. В предлагаемой
же стохастической системе часть наблюдений вовсе не содержит шумов, что
делает невозможным применение гирсановской замены меры. В то же время
полученные в статье уравнения, описывающие искомую оценку оптимальной
фильтрации, можно рассматривать как частный случай абстрактной форму-
лы оптимальной фильтрации семимартингала по наблюдениям семимартин-
гала [12].
Раздел 4 содержит иллюстративный пример решения задачи мониторинга

AWB канала. Канал обрабатывает два независимых потока пакетов. Первый
описывается пуассоновским процессом с известной интенсивностью. Второй,
скрытый, поток описывается процессом Кокса, интенсивность которого ме-
няется в соответствии с некоторым МСП. В качестве наблюдений выступает
число пакетов первого потока, находящихся в канале, и поток потерь перво-
го потока, вызванный переполнением канала. Собственно канал представляет
собой простой экспоненциальный элемент обслуживания с известной интен-
сивностью, объединенный с пулом пакетов известной емкости. Пакеты из пу-
ла выбираются для передачи случайным образом. Текущая ABW зависит от
степени его заполненности и интенсивности поступления пакетов из второ-
го потока, поэтому именно эти характеристики предлагается оценивать. Так
как для получения статистической информации не используются какие-либо
служебные потоки пакетов, то предложенный алгоритм мониторинга отне-
сен к классу пассивных. Численный эксперимент, представленный в разделе,
иллюстрирует высокое качество предложенных оценок.
Раздел 5 представляет анализ полученных результатов и направления

дальнейших исследований.

2. Постановка прикладной задачи мониторинга
доступной пропускной способности

Опишем функционирование сетевого канала пакетной передачи данных в
форме некоторой управляемой стохастической системы наблюдения. Канал
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обеспечивает передачи данных нескольких информационных потоков, описы-
ваемых индивидуальными показателями:

– интенсивностью поступления пакетов из потока,
– размером отдельных пакетов,
– общим объемом передаваемых данных,
– протоколом управления передачей данных и пр.

Собственно канал представляет собой совокупность телекоммуникационного
оборудования и линий передачи, имеющих следующие характеристики:

– число отрезков линий передачи и их показатели,
– характеристики отдельных сетевых устройств (производительность,
объем буферов, характеристики внутреннего программного обеспече-
ния) и пр.

В идеале состояние канала представляет собой “мгновенный снимок” распо-
ложения и движения различных целевых и сервисных пакетов во всех частях,
составляющих данный канал, а также всех входных и выходных потоков па-
кетов, включая потоки потерь.
Задача оценивания ABW канала заключается в определении максималь-

ного потока пакетных данных, который мог бы передаваться через канал при
наличии текущей нагрузки. В такой постановке задача вряд ли имеет исчер-
пывающее решение из-за следующих фактов.

1. Определение максимального потока данных, который дополнительно
может быть передан через канал в его текущем состоянии, зависит от
ряда дополнительных характеристик, таких как тип дополнительных
данных (тип протокола), надежность передачи данных и пр. Дело в
том, что дополнительная пропускная способность должна вычислять-
ся с учетом всех “накладных расходов”, включая передачу сервисных
пакетов, повторную передачу потерянных данных и пр. Например, про-
пускная способность для последующего использования UDP трафиком
будет выше, чем для TCP, так как последний предполагает повторную
отправку пакетов, не принятых получателем, а также задействует до-
полнительный сервисный поток подтверждений.

2. Упомянутое выше состояние канала должно обладать колоссальной раз-
мерностью, препятствующей его использованию при решении каких-
либо практических задач оценивания.

3. Характеристики канала содержат неопределенность разной природы:

– обычно параметры отдельных линий передачи, составляющих канал,
неизвестны,

– характеристики сетевого оборудования (производительность, объем
буферов/накопителей) неизвестны частично или полностью,

– программное обеспечение сетевого оборудования является проприе-
тарным с неизвестной производительностью и реализованными алго-
ритмами,

64



– сетевое каналообразующее оборудование может одновременно исполь-
зоваться несколькими каналами, что влечет за собой дополнительную
неопределенность его производительности.

4. Потоки данных, передаваемые каналом, также обладают свойствами,
отрицательно сказывающимися на качестве и самой возможности реше-
ния задачи мониторинга ABW: они нестационарны, содержат априор-
ную неопределенность в характеристиках и являются частично или пол-
ностью ненаблюдаемыми из-за требований информационной безопасно-
сти и разделения доступа.

Помимо этого, громоздкая модель является избыточной для решения упо-
мянутой практической задачи. Для этого достаточно рассматривать лишь
“бутылочное горло” канала – участок с наименьшей производительностью.
При этом для описания его функционирования можно использовать относи-
тельно простые системы массового обслуживания, состоящие из элементов
обслуживания, очередей или буферов временного хранения пакетов.
Потоки пакетов можно описывать обобщенными процессами восстановле-

ния [13]: последние не только представляют случайные потоки событий, но
могут содержать некоторую дополнительную информацию заголовков паке-
тов, важную для последующего оценивания характеристик канала. Вообще
говоря, к статистической информации, доступной для пассивного мониторин-
га ABW, можно отнести
– часть входных информационных потоков,
– часть потоков потерь пакетов, возникающих по различным причинам,
– часть служебных потоков, например потоки подтверждений,
– характеристики заполненности буферов пакетами наблюдаемых пото-
ков,

– дополнительные числовые характеристики отдельных пакетов наблю-
даемых потоков (индивидуальные номера, время отправки/получения
пакетов и пр.).

Состояние канала связи как управляемой динамической системы наблюдения
должно описывать пару “состояние бутылочного горла – состояние общей на-
грузки на канал”. Доступные наблюдения по своей математической сущности
можно также разделить на две различные категории: считающие процессы,
интенсивность которых зависит от состояния системы, и некоторые функции
состояния системы, наблюдаемые без дополнительного шума.
Как уже было сказано выше, ABW реального канала зависит от типа до-

полнительной нагрузки, но в любом случае она будет описываться некото-
рой функцией от состояния системы: текущей общей интенсивности пото-
ков пакетов, поступающих в канал, и степени его заполнения. Именно их и
предлагается оценивать по имеющейся статистической информации и затем
пересчитывать в ABW добавленного потока того или иного вида.
Дополнительное предположение о марковском свойстве исследуемой си-

стемы наблюдений безусловно является некоторым ограничением. Тем не ме-
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нее оно не представляется чрезмерным. Во-первых, с помощью подходящего
расширения вектора состояния к таким системам сводятся полумарковские
системы (марковские процессы восстановления) [14–16]. Во-вторых, с помо-
щью марковских систем можно аппроксимировать весьма широкий класс
немарковских систем [17]. В-третьих, математический аппарат марковских
процессов, подкрепленный теорией мартингалов, позволяет решить широкий
класс задач оптимального оценивания состояний и параметров. Все эти выво-
ды объясняют последующий выбор класса стохастических дифференциаль-
ных систем наблюдения для описания состояния канала и фильтрации его
состояния.

3. Задача оптимальной фильтрации состояния марковского скачкообразного
процесса по совокупности бесшумовых и считающих наблюдений

Далее в работе используются следующие обозначения:
– IA(x) – индикаторная функция множества A,
– S

N = {e1, . . . , eN} – множество координатных ортов в R
N ,

– col (a1, . . . , aN ) – вектор-столбец, составленный из компонент an, n =
= 1, N ,

– diag (a) – диагональная матрица, порожденная вектором a,
– a ∧ b � min(a, b).

3.1. Постановка задачи фильтрации

На полном вероятностном пространстве с фильтрацией (Ω,F ,P, {Ft}t�0)
рассматривается система наблюдения

θt = θ0 +

t∫
0

A�θsds +Mθ
t , θ0 ∼ π0,(1)

ξt = Cθt,(2)

ηt =

t∫
0

Gθsds +Mη
t ,(3)

где
– θt = col (θ1t , . . . , θNt ) ∈ S

N – ненаблюдаемое состояние системы, представ-
ляющее собой Ft-согласованный однородный МСП со значениями в SN ,
матрицей интенсивностей переходов (МИП) A и начальным распреде-
лением π0; Mθ

t = col (Mθ,1
t , . . . ,Mθ,N

t ) – Ft-согласованный мартингал,
– ξt = col (ξ1t , . . . , ξMt ) ∈ R

M – процесс наблюдений, не содержащий шума;
C ∈ R

M×N – матрица плана наблюдений со столбцами cn, n = 1, N ;
– ηt = col (η1t , . . . , ηKt ) ∈ R

K – наблюдаемый процесс со считающими ком-
понентами: матрица G ∈ R

K×N определяет условные интенсивности
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скачков отдельных компонент η в зависимости от текущего состоя-
ния θ (G состоит из строк gk, k = 1,K); Mη

t = col (Mη,1
t , . . . ,Mη,K

t ) –
Ft-согласованный мартингал.

Пусть Ot � σ{ξs, ηs : 0 � s � t} – естественный поток σ-алгебр, порож-
денный наблюдаемыми процессами. Задача оптимальной фильтрации со-
стояния θt заключается в вычислении условного математического ожидания
(УМО) θ̂t � E {θt|Ot}, t ∈ [0, T ]; T <∞ – некоторый конечный детерминиро-
ванный момент.
Будем предполагать, что исследуемые базис с фильтрацией и система на-

блюдения удовлетворяют следующим условиям.
A) Ft ≡ σ{θs, ηs : 0 � s � t} для ∀ t ∈ [0, T ].
Б) Мартингалы Mη,k

t компонент считающих наблюдений ηkt сильно ор-
тогональны между собой, а также ортогональны мартингалу Mθ

t

в МСП θt:

〈η, η〉t =
t∫

0

diag (Gθs)ds, 〈η, θ〉t ≡ 0.

B) Пусть {τj}j∈Z+ – моменты скачков блочного процесса (θt, ηt), а
{ζj}j∈Z+ – моменты скачков наблюдений (ξt, ηt), τ0 = ζ0 � 0. Предпо-
лагается, что

lim
j→+∞

τj = lim
j→+∞

ζj = +∞ P− п. н.

Тогда марковские моменты τ ′j � τj ∧ T и ζ ′j � ζj ∧ T будут ограниче-
ны константой T . В дальнейшем изложении для простоты штрихи в
обозначениях марковских моментов опущены.

Матрица G интенсивностей считающих наблюдений может быть произ-
вольной матрицей подходящей размерности, состоящей из неотрицательных
элементов. Относительно матрицы точных наблюдений C таких ограничений
нет: у нее должна быть лишь подходящая размерность. Тем не менее на прак-
тике матрица C состоит из 0 и 1. Часто в качестве бесшумовых наблюдений ξt
выступает информация о том, что в текущий момент времени θt находится
в некотором множестве S

′ ⊂ S
N . В этом случае соответствующая строка C

будет состоять из индикаторов IS′(en), n = 1, N .

3.2. Решение задачи фильтрации

Пусть C – множество различных столбцов матрицы C. Построим отобра-
жение Ξ : C → R

1×N следующим образом:

Ξ(c) �
∑

n: Cen=c

e�n .

Ξ(·) характеризует полный прообраз отображения e→ Ce в следующем
смысле:

diag (Ξ(c))e =
{
e, если Ce = c,
0 в противном случае.
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Обозначим: θ� � θζ� , ξ� � ξζ� , η� � ηζ� . Рассмотрим неубывающую по-
следовательность σ-алгебр Oj � σ{ζ�, ξ�, η� : 0 � � � j}. Известно [18], что
Oj ≡Oζj для всех j ∈ Z+.
Построим также семейства σ-алгебр

Oj,t � σ{A ∈ Oj , {ω : t ∈ [ζj(ω), ζj+1(ω))}}.

Очевидно, что σ-алгебры Oj,t богаче, чем Oj , так как дополнены случайны-
ми событиями вида {ω ∈ Ω : ζj(ω) � t < ζj+1(ω)}, которые несут следующий
смысл: к моменту времени t произошло ровно j скачков наблюдений.
Для вывода уравнений оптимальной фильтрации необходимы следующие

вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть π̂j � E
{
θζj |Oj

}
. Тогда P-п.н. верны следующие равен-

ства

I[ζj ,+∞)(t)E
{
θtI[ζj,ζj+1)(t)|Oj

}
= I[ζj ,+∞)(t)mt,(4)

I[ζj ,ζj+1)(t)E {θt|Oj,t} = I[ζj ,ζj+1)(t)μt,(5)

где функции mt и

μt = (1mt)
−1mt(6)

являются решениями следующих систем обыкновенных дифференциальных
уравнений: ⎧⎪⎨⎪⎩ ṁt =

[
diag (Ξ(ξj))A

� −
K∑
k=1

diag (gk)

]
mt, t > ζj ,

mζj = π̂j,

(7)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
μ̇t =

[
diag (Ξ(ξj))A

� −
K∑
k=1

diag (gk)

]
μt − μt

[
Ξ(ξj)A

� −
K∑
k=1

gk

]
μt,

t > ζj,
μζj = π̂j.

(8)

Доказательство леммы 1 приведено в Приложении.

Лемма 2. Оценка π̂j+1 � E
{
θζj+1

|Oj+1

}
определяется формулой

π̂j+1 =

K∑
k=1

(
gkμζj+1

)−1
diag (gk)μζj+1

(ηkj+1 − ηkj ) +

+
(
Ξ(ξj+1)A

�μζj+1

)−1
diag

(
Ξ(ξj+1)

) (
I − diag

(
Ξ(ξj)

))
A�μζj+1

,

(9)

где вектор μζj+1
– решение (8), взятое в момент времени ζj+1.
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Доказательство леммы 2 приведено в Приложении.
Леммы 1 и 2 позволяют доказать основное утверждение работы.
Те ор ем а 1. Оценка оптимальной фильтрации θ̂t представима в виде

θ̂t = E {θt|Ot} =
∑
j�0

I[ζj ,ζj+1)(t)μt,(10)

где функции μt на интервалах [ζj , ζj+1) определяются решением (8). В мо-
менты ζj+1 скачков наблюдений (ξt, ηt) оценка θ̂j+1 = π̂j+1 вычисляется с
помощью рекуррентного соотношения (9); оценка фильтрации в начальный
момент равна

θ̂0 = (Ξ(ξ0)π0)
−1 diag (Ξ(ξ0)) π0.(11)

Оценка θ̂t является решением стохастической системы

θ̂t = (Ξ(ξ0)π0)
−1 diag (Ξ(ξ0)) π0 +

+

t∫
ζj

[(
diag (Ξ(ξs))A�−

K∑
k=1

diag (gk)

)
θ̂s− θ̂s

(
Ξ(ξs)A

�−
K∑
k=1

gk

)
θ̂s

]
ds+

+
∑

ζj :ζj�t

[
K∑
k=1

(
gkθ̂ζj−

)−1
diag (gk)θ̂ζj−Δη

k
ζj+

+
(
Ξ(ξζj)A

�θ̂ζj−
)−1

diag
(
Ξ(ξζj )

) (
I − diag

(
Ξ(ξζj−)

))
A�θ̂ζj− − θ̂ζj−

]
.

(12)

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Зам е ч а ни е 1. Хотя интегральная часть итогового уравнения (12) явля-

ется нелинейной и соответствует (8), линейная система (7) также играет важ-
ную роль в численной реализации алгоритма фильтрации. Заметим, что (8)
представляет собой систему дифференциальных уравнений Риккати, числен-
ное решение которой может быть затруднено при некоторых наборах пара-
метров. Дело в том, что точное решение μ удовлетворяет условиям неотрица-
тельности и нормировки, и этим же условиям должно удовлетворять прибли-
женное решение. В противном случае оно теряет вероятностный смысл услов-
ного распределения, а сама аппроксимация “разваливается”. Для нейтрализа-
ции этого недостатка можно использовать более сложные алгоритмы числен-
ного решения или уменьшать временно́й шаг. В отличие от непосредственного
численного решения (8), μt может быть вычислена с помощью (7) точно для
любого значения временно́го шага h. Для этого достаточно однократно вы-
числить экспоненциал Q = exp

[
h
(
diag (Ξ(ξj))A� −

∑K
k=1 diag (g

k)
)]
и сумму

его строк q = 1Q. Тогда точные значения условного распределения μζj+ih на
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равномерной временно́й сетке с шагом h, начинающейся в ζj , могут быть
вычислены с помощью простейшей рекурсии

μζj+(i+1)h =
1

qμζj+ih
Qμζj+ih, i ∈ N.

4. Численный пример оценивания доступной пропускной способности

Представим более подробно устройство канала и структуру передавае-
мой через него информации. Схема функционирования канала приведена на
рис. 1.
Данные в виде пакетов поступают в канал из двух независимых пото-

ков. Первый поток – простейший с интенсивностью μ – частично досту-
пен наблюдению. Второй, полностью ненаблюдаемый, описывается процессом
Кокса, интенсивность κt которого может принимать значения из множества
{κs}s=1,S , и изменяется в соответствии со скрытым однородным МСП с из-
вестной матрицей интенсивностей переходов Λ = ‖Λij‖ij=1,S. По сути второй
поток представляет собой внешнюю интегральную нестационарную нагрузку.
Канал передачи представляет собой элемент обслуживания, внутри ко-

торого одновременно может находиться не более Np передаваемых пакетов.
При этом пакеты, поступающие в полностью заполненный канал, теряются.
В случае, когда канал непуст, он передает пакет, тратя на это случайное вре-
мя, имеющее экспоненциальное распределение с постоянным параметром ν.

Первый поток Потери 
первого  
потока

Канал
Второй поток

Потери 
второго  
потока

Общий 
выходной

поток

v

q”/(q’+ q”)

q”/(q’+ q”)

q”

q’

1

2

3

μ

æ1

æ2

æ3

Λ12

Λ21

Λ13Λ31

Λ32

Λ23

Рис. 1. Схема функционирования сетевого канала.

70



Передаваемый пакет выбирается случайным образом из пакетов обоих пото-
ков: если в настоящий момент времени в канале находятся q′ пакетов первого
потока и q′′ второго, то вероятности того, что будет передан пакет из перво-
го или второго потоков равны соответственно q′

q′+q′′ и
q′′

q′+q′′ . Таким образом,
в исследуемой модели реализован механизм Active Queueing Management [19],
обеспечивающий разным потокам справедливый доступ к ресурсам пропор-
ционально числу пакетов каждого потока, находящихся в канале.
Очевидно, что текущая пропускная способность канала определяется дву-

мя величинами, скрытыми от непосредственного наблюдения: общим теку-
щим количеством пакетов в сервере qΣt � q′t + q′′t и общей интенсивностью
поступления пакетов из двух потоков κ

Σ
t � μ+ κt. Именно эти два процесса

являются объектами мониторинга.
Процессы поступления пакетов обоих потоков в канал и их обработка опи-

сываются единым МСП с конечным множеством состояний θt = (st, q
′
t, q

′′
t ),

где st – текущее состояние второго потока (s = 1, S), q′t – число пакетов пер-
вого потока в сервере, q′′t – число пакетов второго потока в сервере (0 � q′, q′′ :
q′t + q′′t � Np). Легко проверить, что общее число возможных состояний МСП
равно N = S(Np+1)(Np+2)

2 .
Матрица A интенсивностей перехода МСП Xt определяется поэлементно

следующим образом:
– (i, q′, q′′)

Λij

−−→ (j, q′, q′′), (i, j = 1, S, i �= j, q′, q′′ � 0 : q′ + q′′ � Np) –
смена интенсивности второго потока с κi на κ

i;
– (s, q′, q′′)

μ−→ (s, q′ + 1, q′′), (s = 1, S, q′, q′′ � 0 : q′ + q′′ � Np − 1) –
поступление в канал нового пакета первого потока;

– (s, q′, q′′)
κs

−→ (s, q′, q′′ + 1), (s = 1, S, q′, q′′ � 0 : q′ + q′′ � Np − 1) –
поступление в канал нового пакета второго потока;

– (s, q′, q′′)
q′

q′+q′′ ν−−−−→ (s, q′ − 1, q′′), (s = 1, S, q′ > 0, q′′ � 0 : q′ + q′′ � Np) –
передача по каналу пакета первого потока;

– (s, q′, q′′)
q′′

q′+q′′ ν−−−−→ (s, q′, q′′ − 1), (s = 1, S, q′ � 0, q′′ > 0 : q′ + q′′ � Np) –
передача по каналу пакета второго потока.

Для оценивания характеристик qΣt и κ
Σ
t доступна следующая статистическая

информация:
– непрерывные наблюдения числа пакетов первого потока, в настоящее
время находящихся в канале: ξt = q′t,

– процесс, считающий потери пакетов первого потока, вызванные пере-
полнением канала: ηt=

∫ t
0 I{Np}(q

Σ
u )μdu+Mη

t .
Численные эксперименты были проведены для следующих значений пара-

метров: Np = 32, S = 3, N = 1683, μ = 1, ν = 13, T = 2000,

Λ =

⎡⎣−0,002 0,001 0,001
0,001 −0,002 0,001
0,001 0,001 −0,002

⎤⎦ , κ =

⎡⎣ 1
5
11

⎤⎦ .
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Рис. 2. Показатели загрузки канала и доступные наблюдения.

Начальное распределение МСП, описывающего передачу пакетов, совпадает
со стационарным. Моделирование всех процессов и численное решение задачи
оптимальной фильтрации выполнялось с шагом по времени h = 0,01.
На рис. 2 дана информация о скрытом состоянии канала и доступных

наблюдениях:
– скрытое состояние интенсивности второго потока κt (отображается фо-
ном),

– скрытая загрузка канала qΣt ,
– наблюдаемое количество пакетов первого потока ξt, находящихся в ка-
нале,

– наблюдаемый считающий процесс потерь пакетов первого потока ηt
(значения отображаются на правой оси ординат).

На верхнем графике представлены траектории на всем интервале оцени-
вания [0; 2000], на нижнем более подробно изображен интервал [450; 650], на
котором интенсивность второго потока побывала во всех возможных состоя-
ниях, а также наблюдалась одна потеря пакета первого потока.
Полученная решением (12) оценка фильтрации θ̂t состояния МСП пред-

ставляет собой вектор, компонентами которого являются условные вероят-
ности P {st = S, q′t = Q′, q′′t = Q′′|Ot}. По вектору θ̂t можно вычислить оценки
текущей общей загрузки канала q̂ Σt :

q̂ Σt =
∑

s,q′,q′′
(q′ + q′′)P

{
st = s, q′t = q′, q′′t = q′′|Ot

}
,(13)
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Рис. 3. Среднее число E(κ) пакетов в канале и вероятность P (κ) потери пакета.

а также оценки κ̂ Σ
t текущей суммарной интенсивности пакетов, поступающих

в канал:

κ̂
Σ
t =

∑
s,q′,q′′

κ
sP

{
st = s, q′t = q′, q′′t = q′′|Ot

}
.(14)

Эти характеристики, в свою очередь, позволяют оценивать ABW в реаль-
ном масштабе времени при различных условиях QoS. Рассмотрим функцио-
нирование канала в предположении, что второй поток также является про-
стейшим с постоянной интенсивностью κ. В зависимости от этого параметра
в стационарном режиме вычислим среднее число пакетов в канале E

{
qΣ
}
=

= E(κ) и вероятность P
{
qΣ = Np

}
= P�(κ) потери пакета. На рис. 3 пред-

ставлены зависимости E(κ) и P�(κ) (на вспомогательной оси ординат).
Пусть зафиксировано требование QoS в виде ограничения сверху на ве-

роятность потери пакета P�. Будем считать, что максимальная пропуск-
ная способность данного канала B равна суммарной интенсивности обоих
потоков при условии, что вероятность потери пакета не превосходит P� :
B � P−1(P�) + μ. Например, при выборе P = 0,05 соответствующая макси-
мальная пропускная способность равна B = 12,45. Тогда в качестве ABW в
момент t предлагается принять разность Ba

t � B − κ
Σ
t , т.е. такую максималь-

ную добавку к текущей интенсивности второго потока, которая не нарушит
ограничение на вероятность потери пакета. Однако величина κ

Σ
t недоступна

прямому наблюдению, и в качестве оценки ABW предлагается использовать
величину B̂a

t � max(B − κ̂
Σ
t , 0) – функцию от полученной оценки κ̂

Σ
t .
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Рис. 4. Загрузка канала и ее оценка.

Рассмотрим другой вид требования QoS в виде ограничения сверху T на
среднее время передачи пакета. Если пакет находится в настоящее время
на сервере с текущим общим числом пакетов qΣt и канал находится в ста-
ционарном режиме, то среднее время передачи может быть характеризовано
величиной qΣt

ν . Таким образом, для выполнения данного требования QoS мак-
симально допустимое число пакетов, находящихся одновременно на сервере,
не должно превышать Q = Tν. Например, при выборе T = 1 верхнее значе-
ние Q = 13 и соответствующая максимальная пропускная способность равна
B = E−1(13) = 11,55. В качестве оценки ABW предлагается использовать
величину B̂a

t � max(B −E−1(q̂Σt ), 0) – функцию от полученной оценки q̂Σt .
На рис. 4 представлена эволюция загрузки канала и ее оценки:
– скрытое состояние интенсивности второго потока κt (отображается фо-
ном),

– общая скрытая загрузка канала qΣt ,
– оценка общей загрузки канала q̂Σt ,
– наблюдаемое количество пакетов первого потока ξt, находящихся в ка-
нале.

На верхнем графике представлены траектории на всем интервале оцени-
вания [0; 2000], на нижнем – интервал [450; 650]. Заметим, что на более де-
тальном графике виден кусочно-непрерывный характер оценки: непрерывная
траектория на интервалах отсутствия скачков в наблюдениях и ее скачкооб-
разное изменение, соответствующее скачку наблюдений. Регистрация потери
пакета первого потока однозначным образом сигнализирует, что в данный
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Рис. 5. Общая интенсивность поступления пакетов и ее оценка.

момент канал полон, т.е. qΣt = Np. Представленная оценка фильтрации ведет
себя в полном соответствии с этим выводом: в момент времени t = 485,91 на-
блюдается потеря пакета, и в этот момент оценка q̂Σt совпадает с истинной
загрузкой канала qΣt , которая равна Np.
Вернемся к обзору результатов численных экспериментов. На рис. 5 пред-

ставлена эволюция суммарной интенсивности поступления пакетов в канал и
ее оценка:
– скрытое состояние интенсивности второго потока κt (отображается фо-
ном),

– интенсивность поступления пакетов κ
Σ
t ,

– оценка интенсивности κ̂
Σ
t .

На верхнем графике представлены траектории на всем интервале оцени-
вания [0; 2000], на нижнем – интервал [450 : 650]. Заметим, что на более де-
тальном графике также наблюдается кусочно-непрерывный характер оценки.
Анализируя графики, можно сделать вывод, что предложенные оценки

текущих характеристик пропускной способности канала обладают высокой
точностью. Сравним ее с точностью тривиальной оценки – безусловного ма-
тематического ожидания процессов qΣt и κΣ

t , вычисленных для стационарного
распределения МСП X. Точность тривиальных оценок E

{
qΣ
}
и E

{
κ
Σ
}
ха-

рактеризуется дисперсиями D{qΣ} и D{κΣ}. В качестве показателей точности
предложенных в статье оценок используем значения

εq = 1−

T∫
0

E
{
(q̂Σt − qΣt )

2dt
}

TD{qΣ} и εκ = 1−

T∫
0

E
{
(κ̂Σ

t − κ
Σ
t )

2dt
}

TD{κΣ} ,
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которые можно рассматривать как аналоги коэффициентов детерминации,
принятых в математической статистике [20]. В данном примере числители
обоих показателей получены методом Монте-Карло по пучку траекторий
NMC = 10000: εq = 0,76 и εκ = 0,94.

5. Заключение

В статье исследована прикладная задача оценивания в реальном масштабе
времени ABW канала пакетной передачи по наблюдениям одного из обслу-
живаемых потоков данных. Доступные наблюдения включают информацию
о числе пакетов потока, находящихся в нем в настоящее время, а также про-
цесс, считающий пакеты потока, потерянные в результате переполнения кана-
ла. Так как предложенная процедура оценивания не нуждается в генерации
дополнительных служебных потоков через канал, отбирающих его ресурсы,
то предложенный алгоритм мониторинга относится к классу пассивных.
Основной идеей, позволившей построить эффективный численный алго-

ритм оценивания, является описание функционирования канала и входящих
потоков с помощью некоторого частично наблюдаемого МСП. В качестве ста-
тистической информации выступает совокупность некоторых функций со-
стояния, наблюдаемых без шума, а также считающих процессов, чья интен-
сивность зависит от оцениваемого состояния. Искомая оценка фильтрации
задается последовательностью рекуррентно связанных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, вычисляемых в промежутках между скачками
наблюдений, и дискретных преобразований, обновляющих оценки в момен-
ты изменений наблюдений. В работе представлены результаты численного
эксперимента, иллюстрирующие высокое качество представленных оценок.
Исследования в области построения эффективных алгоритмов оценива-

ния ABW каналов могут быть продолжены в следующих направлениях.
Во-первых, практический интерес представляет решение задачи оценивания
ABW для экспоненциального элемента с ограниченной очередью для случая
описанного в статье нестационарного потока поступающих пакетов.
Во-вторых, важным для телекоммуникационных приложений является

усложнение модели функционирования канала и поступающих потоков за
счет перехода от марковских к полумарковским процессам.
В-третьих, задача оценивания ABW была решена в условиях полной апри-

орной информации о канале и передаваемых через него потоках. Построение
процедур адаптивного оценивания вероятностных параметров пары “канал –
потоки” и робастной модернизации предложенного алгоритма мониторинга
также представляется перспективным.
В-четвертых, в реальных сетях передачи данных доступная статистиче-

ская информация гораздо богаче, чем использованная в статье. Например,
существуют данные, связывающие потоки пакетов на входе и выходе кана-
ла, имеется информация об индивидуальном времени передачи каждого па-
кета и пр. Вся эта информация, включенная в систему наблюдения, может
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привести к тому, что расширенная стохастическая система наблюдения пе-
рестанет быть марковской, что радикально усложнит алгоритмы оценивания
ABW. Поэтому перспективным представляется такое расширение класса си-
стем наблюдения, которое, с одной стороны, сохраняет марковское свойство
расширенного подходящим образом состояния системы и, с другой, позволя-
ет использовать часть дополнительной статистической информации подоб-
но [21, 22].
В-пятых, использование МСП с конечным множеством состояний для ре-

шения прикладных задач сопряжено с очень серьезной сложностью. Она за-
ключается в стремительном росте размерности МСП. Действительно, даже в
рассмотренном численном примере при емкости канала Np = 32 и трех воз-
можных вариантах внешней нагрузки общее число состояний МСП равно
N = 1683. При этом следует также учитывать, что различные состояния опи-
сываются не скалярными значениями, а векторами размерности N , что ведет
к дополнительному росту объема оперативной памяти, необходимой для реа-
лизации алгоритма фильтрации. Данные обстоятельства делают актуальной
разработку специального программного обеспечения, экономично реализую-
щего алгоритмы оценивания в стохастических системах наблюдения с МСП.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1.
Для вывода систем (7) и (8) воспользуемся методом моментов: постро-

им замкнутые линейные стохастические дифференциальные системы, описы-
вающие эволюцию состояния до следующего скачка наблюдений, и осред-
ним их.
Если {ζη,k� }�∈Z+, k=1,K – моменты скачков компонент считающих наблюде-

ний η, а {ζξ� }�∈Z+ – моменты скачков бесшумовых наблюдений ξ, то момент
ζj+1, следующий за ζj , определяется с помощью очевидной рекурсии

ζj+1 = min
ζη,k� >ζj , ζ

ξ

�′>ζj

(ζη,k� , ζξ�′).

На интервале [ζj ,+∞) исследуем процесс

Ut � I[ζj ,ζj+1)(t) = I
[ζj ,ζ

ξ

�′)
(t)︸ ︷︷ ︸

�Vt

K∏
k=1

I
[ζj ,ζ

η,k
� )

(t)︸ ︷︷ ︸
�W k

t

.

По построению на любом интервале [ζj, t) процессы Vt и W k
t терпят не более

одного скачка, и также верны соотношения

diag (Ξ(ξj))θt ≡ θζj для ∀ t ∈ [ζj, ζ
ξ
�′), diag (Ξ(ξj))θζξ

�′
= 0.
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По формуле Долеан [23] процессы Vt и W k
t представимы в виде решений

уравнений

Vt = I[ζj ,+∞)(t)

⎛⎜⎝1 +

t∫
ζj

Vs−Ξ(ξj)dθs

⎞⎟⎠ ,(Π.1)

W k
t = I[ζj ,+∞)(t)

⎛⎜⎝1−
t∫

ζj

W k
s−dη

k
s

⎞⎟⎠ .(Π.2)

Действительно, процесс
∫ t
ζj
Ξ(ξj)dθs является чисто разрывным семимартин-

галом, и решение уравнения (Π.1) по формуле Долеан имеет вид

Vt = I[ζj,+∞)(t) exp
[
Ξ(ξj)(θt − θζj)

] ∏
s: ζj<s�t

(
1 + Ξ(ξj)Δθs

)
.(Π.3)

Если до момента времени t процесс θ не совершал скачков, то Vt = Vζj = 1.
Если в момент времени s > ζj впервые произошел скачок θ, не приведший к
скачку наблюдений ξ, т.е. Δξs = 0, то

Ξ(ξj)(θs − θs−) = Ξ(ξj)(θs − θζj ) = 0,

и согласно (Π.3) Vs = 1. То же значение процесс V будет сохранять и при
последующих скачках θ, не приводящих к скачкам наблюдений ξ. Если в
момент времени s > ζj впервые произошел скачок θ, приведший к скачку
наблюдений ξ, т.е. ξs �= ξs− = ξj и s = min

ζξ
�′>ζj

ζξ�′ , то

Ξ(ξj)(θs − θs−) = Ξ(ξj)θs − Ξ(ξj)θs− = 0− 1 = −1,

и согласно (Π.3) Vs = 0. Это же значение процесс Vt сохраняет в последую-
щем. Таким образом, показано, что решение уравнения (Π.1) – процесс (Π.3) –
совпадает с процессом I

[ζj,ζ
ξ

�′)
(t) на луче [ζj ,+∞). Доказательство представле-

ния процессов W k
t = I

[ζj ,ζ
η,k
� )

(t) в виде решения уравнений (Π.2) выполняется
аналогично.
Далее, из (1)–(3) следует, что Vt и W k

t допускают следующие разложения:

Vt = I[ζj ,+∞)(t)

⎛⎜⎝1 +

t∫
ζj

Ξ(ξj)A
� θsVs︸︷︷︸

�vs

ds+M1
t

⎞⎟⎠ ,(Π.4)

W k
t = I[ζj,+∞)(t)

⎛⎜⎝1−
t∫

ζj

gk θsW
k
s︸ ︷︷ ︸

�wk
s

ds+M2,k
t

⎞⎟⎠ ,(Π.5)
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где I[ζj ,+∞)(t)M
1
t и I[ζj,+∞)(t)M

2,k
t – некоторые мартингалы. Заметим, что

(Π.4) и (Π.5) можно интерпретировать как линейные стохастические диффе-
ренциальные уравнения с мартингалами в правой части. Тем не менее данные
уравнения являются незамкнутыми: в правой части уравнения для Vt при-
сутствует процесс vt, а правая часть W k

t включает в себя wk
t . Получим из

(Π.4) и (Π.5) замкнутую систему линейных стохастических дифференциаль-
ных уравнений для векторного процесса ut � θtUt.
В силу правила Ито и условия Б процесс Ut допускает разложение

Ut = I[ζj,+∞)(t)

⎡⎢⎣1 + t∫
ζj

⎛⎝dVs K∏
k=1

W k
s− + Vs−

K∑
k=1

∏
i: i �=k

W i
s−dW

k
s

⎞⎠
⎤⎥⎦ =

= I[ζj ,+∞)(t)

⎡⎢⎣1 + t∫
ζj

(
Ξ(ξj)A

� −
K∑
k=1

gk

)
usds +M3

t

⎤⎥⎦ ,
где I[ζj ,+∞)(t)M

3
t – некоторый мартингал. Из определения процессов θ и U

следует, что ∑
ζ: ζj<ζ�t

ΔθζΔUζ =

= −I[ζj ,+∞)(t)

t∫
ζj

[
θs−dVs

K∏
k=1

W k
s− − (I − diag (Ξ(ξj)))dθsVs−

K∏
k=1

W k
s−

]
,

поэтому

ut = I[ζj ,+∞)(t)

⎡⎢⎣θζj + t∫
ζj

(dθsUs− + θs−dUs) +
∑

ζ: ζj<ζ�t

ΔθζΔUζ

⎤⎥⎦ =

= I[ζj ,+∞)(t)

⎡⎢⎣θζj + t∫
ζj

(
diag (Ξ(ξj))A

� −
K∑
k=1

diag (gk)

)
usds+M4

t

⎤⎥⎦ ,
(Π.6)

где I[ζj ,+∞)(t)M
4
t – некоторый мартингал. Вычисляя УМО обеих частей (Π.6)

относительно Oj и используя тот факт, что

E
{
I[ζj ,+∞)(t)M

4
t |Oj

}
= E

{
E
{
I[ζj ,+∞)(t)M

4
t |Fζj

}
|Oj

}
= 0,

получаем систему уравнений, эквивалентную (7):

mt = π̂j +

t∫
ζj

(
diag (Ξ(ξj))A

� −
K∑
k=1

diag (gk)

)
msds.
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Возможность представления функции μt в виде решения (8) следует из пра-
вила дифференцирования сложной функции (6) и системы (7).
Пусть A ∈ Oj – произвольное множество и A′ = A ∩ {ω : ζj+1 > t}. Из

свойств УМО следует истинность следующей цепочки равенств:

E
{
I[ζj ,+∞)(t) (θtIA′(ω)− μtIA′(ω))

}
=

= E
{
θtI[ζj ,ζj+1)(t)IA(ω)− μtI[ζj ,ζj+1)(t)IA(ω)

}
=

= E
{
E
{
θtI[ζj ,ζj+1)(t)IA(ω)− μtI[ζj,ζj+1)(t)IA(ω)

}
|Oj

}
=

= E
{(

E
{
θtI[ζj,ζj+1)(t)|Oj

}
− μtE

{
I[ζj ,ζj+1)(t)|Oj

})
IA(ω)

}
=

= E {(mt − 1mtμt)IA(ω)} = 0,

а также истинность равенства (5). Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2.
Последовательность {(ζj , θj , ξj , ηj)}j∈Z+ является марковской. Построим

элементы ее переходного ядра.
Процессы θt(η

k
t − ηkj )I[ζj ,+∞)(t) допускают разложение

θt(η
k
t −ηkj )I[ζj ,+∞)(t) = I[ζj,+∞)(t)

⎡⎢⎣ t∫
ζj

(
A�θs(η

k
s −ηkj )+diag (gk)θs

)
ds+M5

t

⎤⎥⎦ ,
где I[ζj ,+∞)(t)M

5
t – некоторый мартингал. С другой стороны,

θt(η
k
t − ηkj )I[ζj ,+∞)(t) = θt (η

k
t − ηkj )I[ζj ,ζj+1)(t)︸ ︷︷ ︸

=0

+θt(η
k
t − ηkj )I[ζj+1,+∞)(t).

Из двух последних равенств следует, что

θt∧ζj+1
(ηkt∧ζj+1

− ηkj )I[ζj ,+∞)(t ∧ ζj+1) =

= θt∧ζj+1
(ηkt∧ζj+1

− ηkj )I[ζj+1,+∞)(t ∧ ζj+1) =

= θj+1(η
k
j+1 − ηkj )I[ζj+1,+∞)(t) =

= I[ζj ,+∞)(t)

⎡⎢⎣ t∫
ζj

⎛⎜⎝A� us(η
k
s − ηkj )︸ ︷︷ ︸
=0

+diag (gk)us

⎞⎟⎠ ds+M5
t∧ζj+1

⎤⎥⎦ .
Вычисляя УМО относительно Oj от левой и правой частей последнего равен-
ства и используя теорему об опциональной остановке непрерывного справа
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мартингала, получаем, что

E
{
θj+1(η

k
j+1 − ηkj )I[ζj+1,+∞)(t)|Oj

}
=

= E
{
θj+1I{1}(η

k
j+1 − ηkj )I[ζj+1,+∞)(t)|Oj

}
=

= I[ζj ,+∞)(t)

t∫
ζj

diag (gk)msds = I[ζj ,+∞)(t)

t∫
ζj

diag (gk)μs(1ms)ds.

Рассмотренный переход соответствует случаю скачка компоненты ηk, т.е.
ζj+1 = ζη,k� . Теперь рассмотрим случай, когда переход порожден скачком на-
блюдений ξ, т.е. когда ξj+1 �= ξj и ζj+1 = ζξ� . Пусть c ∈ C (одно из возможных
значений наблюдения ξ) – некоторый столбец матрицы C. Заметим, что

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θj+1 =

{
0, если ξj+1 = ξj,

θj+1, если ξj+1 �= ξj .

Процесс diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θtI[ζj,+∞)(t) допускает разложение

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θtI[ζj ,+∞)(t) =

= diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

) ⎡⎢⎣ t∫
ζj

A�θsds+M6
t

⎤⎥⎦ I[ζj ,+∞)(t),

где I[ζj ,+∞)(t)M
6
t – некоторый мартингал. С другой стороны,

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θtI[ζj ,+∞)(t) =

= diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θtI[ζj ,ζj+1)(t)︸ ︷︷ ︸

=0

+

+ diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θtI[ζj+1,+∞)(t).

Из двух последних равенств следует, что

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θt∧ζj+1

I[ζj ,+∞)(t ∧ ζj+1) =

= diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θt∧ζj+1

I[ζj+1,+∞)(t ∧ ζj+1) =

= diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θj+1I[ζj+1,+∞)(t) =

= diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

) ⎡⎢⎣ t∫
ζj

A�usds+M6
t∧ζj+1

⎤⎥⎦ I[ζj,+∞)(t).
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Вновь вычисляя УМО относительно Oj от левой и правой частей равенства
и используя теорему об опциональной остановке мартингала, получаем, что

E
{
diag (c)

(
I − diag (Ξ(ξj))

)
θj+1I[ζj+1,+∞)(t)|Oj

}
=

= E
{
θj+1I{c}(ξj+1)

(
1− I{ξj}(ξj+1)

)
I[ζj+1,+∞)(t)|Oj

}
=

= I[ζj ,+∞)(t)

t∫
ζj

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
A�msds =

= I[ζj ,+∞)(t)

t∫
ζj

diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
A�μs(1ms)ds.

Таким образом,

P
{
θj+1 = ei, ξj+1 = c, ξj+1 �= ξj, ζj+1 ∈ [t, t+ dt)|Oj

}
=

= e�i diag (c)
(
I − diag (Ξ(ξj))

)
A�μt(1mt)dt

(Π.7)

и

P
{
θj+1 = ei, ξj+1 = ξj , η

k
j+1 − ηkj = 1, ζj+1 ∈ [t, t+ dt)|Oj

}
=

= e�i diag (g
k)μt(1mt)dt.

(Π.8)

Далее, воспользуемся приемом, стандартным для вывода уравнений оп-
тимальной фильтрации состояний марковских систем наблюдения с дис-
кретным временем [24, 25]. Пусть (α, β, γ) – блочный случайный вектор,
P (A,B|γ) – условное распределение пары (α, β) относительно γ, т.е.

P {α ∈ A, β ∈ B|γ} = P (A,B|γ) P− п.н.

Пусть также существует такая мера χ(a, b|γ), что P � χ и ρ(a, b|γ) =
= dP

dχ (a, b|γ) – соответствующая производная Радона-Никодима. Тогда УМО
E {α|β, γ} может быть вычислено с помощью следующего варианта формулы
Байеса:

E {α|β, γ} =

(∫
ρ(a′, β|γ)dχ(a′, β|γ)

)−1 ∫
aρ(a, β|γ)dχ(a, β|γ).(Π.9)

Формула (9) представляет собой частный случай (Π.9), полученный подста-
новкой в нее (Π.7) и (Π.8). Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Непосредственной подстановкой можно проверить, что оценка θ̂t, “скле-

енная” из решений систем (8) со скачками, описываемыми (9) и начальным
условием (11), является решением (12). Поэтому для доказательства теоремы
достаточно проверить истинность равенства (10).
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Наблюдаемый процесс (ξt, ηt) представляет собой мультивариантный то-
чечный процесс (МТП) с пространством состояний B � C × Z+

K , который
может быть представлен в эквивалентной форме стохастической меры φ [18],
определенной на измеримом пространстве ([0, T ] ×B,B([0, T ]) × 2B):

φ(ω, dt, dy1, dy2) =
∑
j∈Z+

δ(ζj(ω),ξj(ω),ηj(ω))
(dt, dy1, dy2).

В [18] доказано, что естественный поток σ-алгебр, порожденный наблюде-
ниями, совпадает с потоком, порожденным стохастической мерой, т.е.

σ
{
φ([a, b) × {c} × {z}) : [a, b) ∈ B([0, T ]), c ∈ C, z ∈ Z+

K
}
≡Ot, t ∈ [0, T ].

Базу σ-алгебры B([0, T ]) × 2B составляют множества вида [a, b) × {c} × {z},
поэтому в силу теоремы о монотонных классах [23] для доказательства ис-
тинности равенства (10) достаточно проверить выполнение равенства

E

⎧⎨⎩
⎛⎝∑

j�0

I[ζj ,ζj+1)(t)μt − θt

⎞⎠φ([a, b)× {c} × {z})

⎫⎬⎭≡ 0

для всех множеств [a, b) × {c} × {z} базы.
Из свойств УМО и (4)–(6) следует цепочка равенств

E

⎧⎨⎩
⎛⎝∑

j�0

I[ζj ,ζj+1)(t)μt − θt

⎞⎠φ([a, b) × {c} × {z})

⎫⎬⎭ =

= E

⎧⎨⎩∑
j�0

I[ζj ,ζj+1)(t) (μt − θt) I[a,b)(t)
∑
��0

I[ζ�,ζ�+1)(t)I{c}(ξ�)I{z}(η�)

⎫⎬⎭ =

= I[a,b)(t)
∑
j�0

E
{
I[ζj ,ζj+1)(t) (μt − θt) I{c}(ξj)I{z}(ηj)

}
=

= I[a,b)(t)
∑
j�0

E
{
E
{
I[ζj ,ζj+1)(t) (μt − θt) I{c}(ξj)I{z}(ηj)|Oj

}}
=

= I[a,b)(t)
∑
j�0

E

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝I[ζj,+∞)(t)E

{
I[ζj ,ζj+1)(t)|Oj

}
︸ ︷︷ ︸

=I[ζj ,+∞)(t)1mt

μt−

− I[ζj ,+∞)(t)E
{
θtI[ζj ,ζj+1)(t)|Oj

}
︸ ︷︷ ︸

=I[ζj ,+∞)(t)mt

⎞⎟⎟⎟⎠ I{c}(ξj)I{z}(ηj)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = 0.

Теорема 1 доказана.
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АЭРОГРАВИМЕТРИИ С УЧЕТОМ УТОЧНЕННОЙ МОДЕЛИ

ПОГРЕШНОСТЕЙ СПУТНИКОВЫХ ДАННЫХ

Рассматривается задача определения аномалии силы тяжести на тра-
ектории летательного аппарата по измерениям бескарданного аэрогра-
виметра, включающим измерения инерциальных датчиков и приемников
глобальной навигационной спутниковой системы (ГНСС). Задача сводит-
ся к оптимальному стохастическому оцениванию при заданных априор-
ных моделях аномалии силы тяжести, погрешностей измерений датчиков
и данных ГНСС (ускорений летательного аппарата, вычисленных по пер-
вичным фазовым измерениям приемников). Алгоритмом решения задачи
является фильтр Калмана. Показано, что для повышения точности оце-
нивания аномалии необходимо использовать уточненную модель погреш-
ности ускорений ГНСС, задаваемую во времени в виде второй разности
дискретного белого шума, вместо традиционно применяемой в аэрогра-
виметрии модели погрешности ускорений в виде белого шума.

Ключевые слова: аэрогравиметрия, бескарданный гравиметр, погрешно-
сти ГНСС, оптимальное оценивание, фильтр Калмана.
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1. Введение

Рассматривается задача аэрогравиметрии, состоящая в определении гра-
витационной аномалии (аномалии силы тяжести) по измерениям бескардан-
ного аэрогравиметра на траектории летательного аппарата (самолета, верто-
лета, беспилотного аппарата). Под аномалией понимают разность проекций
на географическую вертикаль векторов реальной силы тяжести и нормаль-
ной силы тяжести, рассчитываемой для модели Земли в виде эллипсоида
вращения [1].
Приборную основу бескарданного аэрогравиметра составляют бескардан-

ная инерциальная навигационная система (БИНС), включающая блок вы-
сокоточных инерциальных датчиков (три акселерометра, три датчика угло-
вой скорости – гироскопа), и приемники сигналов глобальной навигационной
спутниковой системы (ГНСС) – бортовой и наземные базовые. Дополняют
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аэрогравиметр комплекс алгоритмов постобработки измерений инерциаль-
ных датчиков и приемников ГНСС, которые включают решение следующих
задач [2] (см. также, например, [3–5]):
1) задача спутниковой навигации (определение координат, скорости, уско-
рений летательного аппарата по первичным измерениям приемников
ГНСС);

2) задача интегрированной инерциально-спутниковой навигации (опреде-
ление оценок углов ориентации корпуса БИНС, инструментальных по-
грешностей инерциальных датчиков – смещений нулей акселерометров
и дрейфов гироскопов и пр.);

3) гравиметрическая задача (определение аномалии силы тяжести).
Особенностью первого этапа постобработки является построение спутни-

ковых навигационных решений по первичным – кодовым, доплеровским, фа-
зовым – измерениям многочастотных приемников одной или нескольких си-
стем (GPS, ГЛОНАСС, BeiDou, GALILEO и др.) [4, 5]. При решении данной
задачи используется дифференциальный режим обработки для уменьшения
уровня погрешностей, вызванных влиянием ионосферы, тропосферы. Ино-
гда вместо дифференциального режима применяется технология обработки
Precise point positioning (PPP), не требующая привлечения базовых стан-
ций [6]. Наибольшее внимание при решении задачи спутниковой навигации
уделяется вычислению скорости и/или ускорений носителя, для чего исполь-
зуются фазовые измерения и, реже, доплеровские (см., например, [5, 7]). В
некоторых алгоритмах ГНСС используются оба типа измерений, при этом
доплеровские измерения служат в качестве вспомогательных, привлекаемых
при сбоях в фазовых измерениях [4].
На втором этапе постобработки (задача интеграции БИНС-ГНСС) уточня-

ется ориентация корпуса БИНС аэрогравиметра на основе первичных изме-
рений инерциальных датчиков (акселерометров, гироскопов) и построенных
спутниковых решений. Математическую основу задачи составляют уравне-
ния ошибок БИНС, записываемые в проекциях на оси опорной (географи-
ческой) системы координат (см., например, раздел 5.2 в [1]). При этом из
уравнений исключают вертикальный канал, что приводит к исключению ано-
малии силы тяжести (как неизвестной величины) из состава фазового векто-
ра. Влиянием аномалии на горизонтальные каналы, выражающимся в виде
ее произведения на угловые ошибки определения вертикали, пренебрегают
как величиной второго порядка малости. Далее ставится и решается задача
оптимального стохастического оценивания (алгоритм решения – фильтр Кал-
мана), в результате чего определяется оценка фазового вектора на траекто-
рии полета летательного аппарата. А именно, определяются оценки угловых
ошибок ориентации БИНС, инструментальных погрешностей инерциальных
датчиков и др. (подробнее см. в [2]).
В работе рассматривается последний (третий) этап постобработки – ре-

шение гравиметрической задачи (определение аномалии), для чего исполь-
зуется рассогласование измерений в вертикальном канале БИНС с данными
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ГНСС. Задача формулируется как задача оптимального стохастического оце-
нивания при заданной априорной стохастической модели аномалии и моде-
лях погрешностей измерений инерциальных датчиков и погрешностей дан-
ных ГНСС (ускорений летательного аппарата). Решение задачи сводится к
фильтру Калмана. Для погрешностей ускорений ГНСС при этом традици-
онно вводится модель во времени в виде белого шума [8, 9]. Однако в дей-
ствительности погрешности имеют более сложную структуру и, в частности,
коррелированы во времени.
В настоящей работе при постановке задачи оценивания аномалии вводит-

ся (насколько известно, впервые) уточненная модель погрешности ускорений
ГНСС, учитывающая специфику метода вычисления ускорений по первич-
ным фазовым измерениям (доплеровские измерения в работе не рассмат-
риваются). А именно, предполагается, что ускорения вычислены на основе
двойных разностей фазовых измерений ГНСС (по трем последовательным
эпохам) [10]. Уточненная модель погрешности ускорений задается в работе
формирующим уравнением во времени в виде второй центральной разности
дискретного белого шума. Задача аэрогравиметрии сведена к стандартной
линейной задаче оптимального стохастического оценивания и фильтру Кал-
мана. Приведены результаты проверки предложенного подхода на данных
реальной аэрогравиметрической съемки, демонстрирующие более высокую
точность определения аномалии по сравнению с традиционным подходом на
основе упрощенной модели погрешности ускорений ГНСС.

2. Математическая модель

2.1. Опорные уравнения

Введем необходимые обозначения:
• M – приведенная чувствительная масса блока акселерометров БИНС аэро-
гравиметра;

• Mx – географическая система координат с центром в точке M и направле-
ниями осей на восток, север и вверх по нормали к общеземному эллипсоиду
(соответствующие обозначения – E,N,Up) [1];

• Mz – приборная система координат, жестко связанная с БИНС; оси
z1, z2, z3 взаимно перпендикулярны и в данной работе предполагаются со-
направленными с осями чувствительности акселерометров БИНС.

Математическую основу задачи бескарданной аэрогравиметрии составляет
уравнение движения точки M , записываемое в проекциях на оси географи-
ческого трехгранника Mx (формы записи для других вариантов опорного
трехгранника обсуждаются, например, в [1]):

(1) ax = −(Ωx + 2ux)× vx + g0
x +Δgx + LT

zxfz,

где vx,ax – векторы скорости и ускорения (относительно Земли) точки M в
проекциях на оси Mx; Ωx, ux – векторы угловой скорости Mx относительно
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Земли и угловой скорости Земли относительно инерциального пространства
соответственно; g0

x = (0, 0,−g0)T – вектор нормальной силы тяжести в точ-
ке M [11], Δgx – вектор возмущения силы тяжести [1], fz – вектор удель-
ной силы реакции, действующей на точку M со стороны корпуса БИНС, в
проекциях на оси Mz; Lzx – ортогональная матрица ориентации приборного
трехгранника Mz относительно Mx.
Перейдем от векторного уравнения (1) к скалярному – его проекции на гео-

графическую вертикаль (основное уравнение скалярной аэрогравиметрии):

(2) aup = getv − g0 −Δg + LT
3 fz,

где aup – относительное вертикальное ускорение точки M , getv – поправка
Этвеша (вертикальная проекция удельных сил инерции), g0 – абсолютное
значение нормальной силы тяжести в точке M , Δg – отрицательная верти-
кальная проекция вектора Δgx (аномалия силы тяжести), L3 – третий стол-
бец матрицы ориентации Lzx.
Гравиметрическая задача, как было отмечено выше, решается на послед-

нем этапе постобработки данных аэрогравиметра и состоит в определении
аномалии Δg на траектории полета из (2) по измерениям акселерометров
БИНС, спутниковым решениям (координатам, скоростям, ускорениям лета-
тельного аппарата) и инерциально-спутниковым решениям (оценкам углов
ориентации корпуса БИНС аэрогравиметра).

2.2. Модели измерений

Среди переменных, входящих в (2), напрямую измеряются только проек-
ции удельной силы реакции fz (при помощи акселерометров БИНС). Введем
модель их измерений в виде

(3) f ′z = fz + qf ,

где f ′z – вектор, составленный из измерений трех акселерометров, qf – вектор
погрешностей измерений.
Вертикальное ускорение летательного аппарата определяется по первич-

ным (в данной работе – фазовым) измерениям ГНСС и может быть представ-
лено в виде

(4) agpsup = aup + ea,

где agpsup – вертикальное ускорение, вычисленное по ГНСС, ea – погрешность.
Поправка Этвеша getv определяется на основе известного соотношения по

координатам и восточной и северной проекциям относительной скорости точ-
киM [1]. Абсолютное значение нормальной силы тяжести g0 определяется на
основе той или иной теоретической модели (формула Гельмерта, формула Со-
мильяны или др.) и координатам точки M [11]. При вычислении поправки
Этвеша и абсолютного значения нормальной силы тяжести в аэрогравимет-
рии используются данные ГНСС (погрешностями данных пренебрегают) [4].
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Также предполагается известной оценка L̃3 вектор-столбца L3, вычисляе-
мая по оценкам углов ориентации (курс, крен, тангаж) корпуса БИНС [12].
Обозначим через a′up модельное вертикальное ускорение, определяемое по

указанным данным в виде

(5) a′up = getv − g0 + L̃T
3 f

′
z.

2.3. Основное уравнение аэрогравиметрии в измерениях

Введем отклонение модельного вертикального ускорения от истинного:
Δaup = aup − a′up, для которого верно представление, получаемое из (2) и (5):

(6) Δaup = −Δg + LT
3 fz − L̃T

3 f
′
z.

Введем обозначение L̃zx для оценки матрицы ориентации БИНС, опре-
деляемой из решения задачи инерциально-спутниковой навигации (второй
этап постобработки). Напомним, что на указанном этапе оцениваются угло-
вые ошибки ориентации, которые далее используются для поправки (уточ-
нения) расчетных значений углов курса, крена, тангажа БИНС, полученных
по инерциальным данным. Таким образом, введенная матрица L̃zx предпо-
лагается вычисленной по уточненным оценкам углов ориентации БИНС и
является ортогональной.
Будем считать, что истинная матрица ориентации Lzx и матрица L̃zx свя-

заны соотношением
Lzx = (I + κ̂)L̃zx,

где κ̂ – кососимметрическая матрица, составленная из компонент вектора ма-
лого поворота κ = (kE , kN , kUp)

T. Вектор κ характеризует погрешности оце-
нок угловых ошибок ориентации, полученных на этапе интеграции БИНС-
ГНСС. Здесь kE , kN – погрешности оценок угловых ошибок определения вер-
тикали в восточном и северном направлениях соответственно, kUp – погреш-
ность оценки азимутальной ошибки.
Тогда выражение в правой части (6) можно переписать, используя (3), в

виде

(7) LT
3 fz − L̃T

3 f
′
z = (LT

3 − L̃T
3 )f

′
z − L̃T

3 qf = −kEf ′N + kNf
′
E − L̃T

3 qf ,

где f ′E = L̃T
1 f

′
z, f ′N = L̃T

2 f
′
z – проекции измеренной удельной силы реакции в во-

сточном и северном направлениях соответственно, L̃1, L̃2 – первые два столб-
ца матрицы ориентации L̃zx.
С другой стороны, используя ускорение, вычисленное по данным ГНСС

(4), можно сформировать измерение отклонения вертикального ускорения
Δaup в виде

(8) y := agpsup − a′up = Δaup + ea,

где ea – погрешность ускорения, вычисленного по данным ГНСС.
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Подставляя в (8) выражения (7) и (6), получим итоговую модель задачи
аэрогравиметрии, включающую измерения и их погрешности:

(9) y = −Δg − kEf
′
N + kNf

′
E − L̃T

3 qf + ea.

Отметим, что в (9) могут быть включены также другие погрешности, а
именно погрешность из-за смещения антенны бортового приемника ГНСС от
БИНС и погрешности синхронизации данных БИНС и ГНСС [2]. В данной
работе указанные погрешности для простоты изложения не учитываются.
Уравнение (9) будем рассматривать на интервале времени полета [t0, tn].

Будем предполагать, что все измерения y, f ′E, f
′
N , L̃3 приведены к одной часто-

те (к частоте данных ГНСС). Пусть ti – моменты времени, в которые заданы
измерения (i = 0, . . . , n), Δt – шаг между двумя соседними моментами (шаг
времени данных ГНСС). Остальные переменные в (9) – Δg, kE , kN ,qf , ea –
предполагаются неизвестными функциями времени, для которых ниже вво-
дятся априорные модели.

3. Формулировка задачи оптимального оценивания

Сведем (9) к задаче оптимального стохастического оценивания. Введем
априорные стохастические модели аномалии Δg, систематических погреш-
ностей kE , kN и погрешностей ускорений ГНСС ea. Погрешности измерений
акселерометров qf будем считать векторным случайным процессом (в дис-
кретном времени), компонентами которого являются белые шумы с нулевым
средним и заданной дисперсией σ2f (все три акселерометра БИНС аэрограви-
метра предполагаются равноточными).

3.1. Стохастические модели аномалии
и систематических погрешностей

В аэрогравиметрии основной гипотезой об аномалии (как функции от вре-
мени полета) является ее низкочастотный характер [13]. В соответствии с
этим выбирается и априорная стохастическая модель в предположении, что
аномалия является стационарным случайным процессом во времени. Наи-
более часто используемыми в алгоритмах аэрогравиметрии моделями ано-
малии являются марковские модели (чаще всего второго или третьего по-
рядков) [14, 15], модели в виде интегралов от белого шума [3, 4, 13], модель
Джордана [16]. Кроме того, иногда используются детерминированные про-
странственные модели [17, 18]. Сравнение перечисленных моделей аномалии
весьма трудоемко и выходит за рамки данной статьи. Отдельные модели срав-
нивались, например, в [1] (раздел 5.2), а также в [14, 15, 17, 18]. В частности,
в [15] отмечается, что применение в алгоритмах аэрогравиметрии марковских
моделей разных порядков и моделей в виде интегралов от белого шума дает
примерно одинаковые результаты.
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В данной работе выбрана модель аномалии в виде второго интеграла от
белого шума. Модель позволяет учесть априорную информацию о низкоча-
стотном характере аномалии, хорошо соответствует реальным гравиметриче-
ским данным во многих районах Земли [13], задается простым формирующим
уравнением во времени: Δg̈ = qg. Спектральная плотность мощности (СПМ)
модели имеет вид

(10) Sg(ω) =
σ2

2πω4
,

где ω – частота, σ2 – интенсивность белого шума.
Запишем формирующие уравнения модели в дискретном времени, обозна-

чая нижним индексом i значение в момент времени ti:

(11)

{
Δgi+1 = Δgi +Δt pi,

pi+1 = pi + qg,i,

где qg,i – дискретный белый шум с нулевым средним и дисперсией σ2g .
Введем стохастические модели систематических погрешностей kE , kN ,

представляющих собой остаточные угловые ошибки определения вертикали
(более точно, погрешности оценок угловых ошибок определения вертикали).
Напомним, что оценки угловых ошибок определяются на этапе интеграции
БИНС-ГНСС. Оценки угловых ошибок вертикали содержат шулеровскую со-
ставляющую [12] и по абсолютной величине, как правило, не превосходят
0,5 угл. минут при измерениях с современными бескарданными аэрограви-
метрами [2]. Остаточные угловые ошибки kE , kN по абсолютной величине
обычно не превосходят 10 угл. секунд, не содержат шулеровскую составляю-
щую и могут быть описаны как медленные функции времени полета [2, 4].
На основе сказанного введем модели kE , kN в виде интегралов от белого

шума: k̇E = qE, k̇N = qN , или в дискретном времени:

(12)

{
kE,i+1 = kE,i + qE,i,

kN,i+1 = kN,i + qN,i,

где qE,i, qN,i – дискретные белые шумы с нулевым средним и дисперсиями
σ2E, σ

2
N соответственно.

3.2. Уточненная модель погрешностей ускорений ГНСС

Традиционно в алгоритмах аэрогравиметрии погрешность вертикального
ускорения, вычисленного по данным ГНСС, предполагается белым шумом.
В данной работе вводится уточненная стохастическая модель погрешности,
учитывающая специфику метода вычисления ускорений. А именно, предпо-
лагается, что ускорения вычислены на основе численного дифференцирова-
ния фазовых измерений ГНСС (путем составления двойных разностей изме-
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Рис. 1. Спектральная плотность мощности погрешностей ускорений,
вычисленных по реальным данным ГНСС (сплошная линия), и ее
теоретические модели – уточненная (линия из точек) и традиционная
упрощенная (пунктирная линия), (м2/с4)/Гц.

рений по трем последовательным эпохам ti−1, ti, ti+1) [10]. С учетом сказан-
ного введем уточненную модель погрешности ускорений ГНСС в виде

(13) ea,i =
qa,i+1 − 2qa,i + qa,i−1

Δt2
,

где qa,i – дискретный белый шум с нулевым средним и дисперсией σ2a.
Корреляционная функция процесса ea,i, которую обозначим через Ke(m)

(m – целое), принимает значения

Ke(0) =
6σ2a
Δt4

, Ke(±1) = − 4σ2a
Δt4

, Ke(±2) =
σ2a
Δt4

и ноль при других m.
СПМ процесса ea,i определяется выражением (полагая для простоты

Δt = 1):

(14) Se(e
jω) =

1

2π

∞∑
m=−∞

Ke(m) e−jωm =
2σ2a
π

(1− cosω)2,

где j – мнимая единица.
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На рис. 1 представлены графики СПМ уточненной модели погрешности
(13)–(14) и реальной погрешности ускорений, рассчитанной методом Уэлча по
записи в статическом эксперименте (использовался приемник JAVAD с часто-
той регистрации 10 Гц и фазовые измерения GPS). Запись сделана на стоянке
самолета в аэропорту базирования в ходе выполнения аэрогравиметрической
съемки (подробнее в разделе 4). Обработка записи (вычисление ускорений)
выполнена программным обеспечением МГУ им. М.В. Ломоносова [10]. По-
скольку СПМ уточненной модели (14) пропорциональна ω4 при малых значе-
ниях частоты, ее график в логарифмическом масштабе отображен на рис. 1
в виде прямой.
На рис. 1 также представлена СПМ упрощенной модели погрешности

ускорений ГНСС, традиционно применяемой в алгоритмах аэрогравиметрии
(белый шум). Из рис. 1 следует, что уточненная модель значительно лучше
соответствует реальным данным как в области высоких частот, так и вбли-
зи частоты среза гравиметрического фильтра [1] – в диапазоне 0,01–0,1 Гц
(отличия значений – на два порядка, в то время как традиционная модель
превышает СПМ реальных данных на пять-шесть порядков).
Для удобства работы с введенной моделью (13) в дальнейшем потребу-

ется ее запись в пространстве состояний. Введем вспомогательные перемен-
ные ξi, ηi:

(15)

{
ηi+1 = ξi,

ξi+1 = qξ,i,

где переобозначено qξ,i := qa,i+1. Перепишем модель (13) в новых переменных:

(16) ea,i =
ηi − 2ξi + qξ,i

Δt2
.

3.3. Постановка задачи оценивания и алгоритм решения

Объединим уравнение аэрогравиметрии (9) и введенные выше стохасти-
ческие модели аномалии (11), остаточных угловых ошибок определения вер-
тикали (12) и уточненной модели погрешности ускорений ГНСС (15)–(16) в
одну систему в пространстве состояний:

(17)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

kE,i+1 = kE,i + qE,i,

kN,i+1 = kN,i + qN,i,

Δgi+1 = Δgi +Δt pi,

pi+1 = pi + qg,i,

ηi+1 = ξi,

ξi+1 = qξ,i,

yi = −Δgi − kE,if
′
N,i + kN,if

′
E,i +

1
Δt2

(ηi − 2ξi + qξ,i)− L̃T
3,iqf,i.
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Данная система уравнений может быть записана в матричном виде:

(18)

{
xi+1 = Aixi +Biqi,

yi = Cixi + ri,

где вектор неизвестных xi имеет вид

(19) xi = (kE,i, kN,i,Δgi, pi, ηi, ξi)
T ∈ R

6.

Через qi обозначен вектор шумов в уравнениях динамики

(20) qi = (qE,i, qN,i, qg,i, qξ,i)
T ∈ R

4,

через ri – шум в измерениях:

(21) ri =
1

Δt2
qξ,i − L̃T

3,iqf,i.

Матрицы Ai, Bi, Ci в (18) состоят из коэффициентов при неизвестных и
шумах в уравнениях динамики (17) и имеют размерности 6× 6, 6× 4 и 1× 6
соответственно.
Матрица ковариаций векторного процесса (20) E[qiq

T
i ] имеет размерность

4 × 4, является диагональной и полностью определена дисперсиями компо-
нент qi (белые шумы), введенными ранее. Дисперсия шума в измерениях ri
(белый шум) легко вычисляется по (21) и определяется выражением

E[r2i ] =
σ2ξ
Δt4

+ σ2f ,

где учтено, что L̃3,i – столбец ортогональной матрицы.
Процессы ri и qi коррелированы, матрица взаимной ковариации имеет вид

E[riq
T
i ] =

1

Δt2
(0, 0, 0, σ2ξ ).

При сделанных предположениях для системы (18) может быть поставле-
на задача нахождения оптимальной в среднеквадратическом смысле оценки
вектора xi в каждый момент времени по всем доступным измерениям yi,
i = 0, . . . , n. В начальный момент времени оценку вектора x0 считаем рав-
ной 0, а начальную матрицу ковариаций E[x0x

T
0 ] заданной. Алгоритм реше-

ния – фильтр Калмана со сглаживанием [13].

3.4. Теоретический анализ точности оценивания аномалии

Определим точность оценивания аномалии в предложенном подходе. Най-
дем приближенное выражение передаточной функции линейного оптималь-
ного фильтра от измерений y (9) к оценке аномалии (так называемый грави-
метрический фильтр). Для этого приведем уравнение (9) к стационарному ви-
ду, пренебрегая в нем систематическими погрешностями kE , kN и шумами из-
мерений акселерометров qf . Аномалия Δg и погрешность ускорений ГНСС ea
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Рис. 2. а – Передаточные функции гравиметрических фильтров в новом подходе
(с уточненной моделью погрешности ускорений ГНСС) и в стандартном подходе
(с упрощенной моделью погрешности). б – Спектральные плотности мощности оши-
бок оценивания аномалии указанными фильтрами, мГал2/Гц (1 мГал = 10−5 м/с2).

в данном разделе предполагаются стационарными процессами в непрерывном
времени с заданными СПМ (10) и (14) соответственно. Тогда оптимальная в
среднеквадратическом смысле линейная оценка аномалии определяется сгла-
живающим фильтром с передаточной функцией (фильтр Винера) [19]

(22) W1(ω) = Sg(ω) (Sg(ω) + Se(ω))
−1 =

(
1 +

(
σa
σg

)2

ω8

)−1

.

При выводе (22) использовано приближение (14) в виде σ2
a

2πω
4 при малых ω.

Таким образом, передаточная функция гравиметрического фильтра, осно-
ванного на уточненной модели погрешности ускорений ГНСС (14), прибли-
женно соответствует сглаживателю Баттерворта 4-го порядка (рис. 2,а). Так-
же на рис. 2,а изображена передаточная функция гравиметрического филь-
тра W2(ω), построенного при использовании упрощенной модели погрешно-
сти ускорений ГНСС (белый шум с интенсивностью σ2q ) и тех же предполо-
жениях об аномалии:

(23) W2(ω) =

(
1 +

(
σq
σg

)2

ω4

)−1

.

Передаточная функция фильтра (23) соответствует сглаживателю Баттер-
ворта 2-го порядка.
Определим точность оценивания аномалии построенными фильтрами как

СПМ ошибки оценки при условии, что истинная СПМ аномалии совпадает
с априорной моделью (10), а истинная СПМ погрешности ускорений ГНСС
совпадает с моделью (14). Тогда СПМ ошибки оценки аномалии, полученной
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при помощи гравиметрического фильтра W1(ω), будет определяться выраже-
нием

(24) Sδg(ω) = Sg(ω)Se(ω) (Sg(ω) + Se(ω))
−1 =

σ2aω
4

2π

(
1 +

(
σa
σg

)2

ω8

)−1

.

СПМ ошибки оценки аномалии, полученной при помощи гравиметрического
фильтра W2(ω), определяется следующим выражением:

Sδg(ω) = |1−W2(ω)|2Sg(ω) + |W2(ω)|2Se(ω) =

=
σ2aω

4

2π

(
1 +

σ4q
σ2gσ

2
a

)(
1 +

(
σq
σg

)2

ω4

)−2

.(25)

Графики СПМ (24)–(25) изображены на рис. 2,б . Из рисунка видно, что
при использовании фильтра на основе уточненной модели погрешности уско-
рений ГНСС СПМ ошибки оценки аномалии меньше, чем при использовании
фильтра, основанного на упрощенной модели погрешности ускорений.

4. Численные результаты

Для проверки разработанного алгоритма оценивания аномалии силы тя-
жести (раздел 3.3) были использованы данные бескарданного аэрогравиметра
iCORUS производства iMAR, записанные 17.12.2022 г. в ходе полета аэрогра-
виметрической съемки по десяти повторным галсам. Направления галсов –
запад-восток/восток-запад, длина каждого галса – около 110 км (рис. 3).
Полет выполнен на самолете Cessna 208B на постоянной высоте 760 м над
референц-эллипсоидом. Средняя скорость самолета на галсах – 70 м/с, дли-
тельность полета – 7 ч. Съемка проведена компанией ГНПП «Аэрогеофизи-
ка» (Москва) в Красноярском крае.
Первичные данные аэрогравиметра включали измерения инерциальных

датчиков БИНС (на частоте 400 Гц) и измерения бортового и наземного
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Рис. 3. Траектория самолета на плоскости долгота–широта (данные ГНСС).
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Рис. 4. Вертикальные ускорения от времени полета, вычисленные по фазовым
измерениям ГНСС, м/с2.

приемников ГНСС (GPS) производства JAVAD (на частоте 10 Гц). Пред-
варительные этапы постобработки первичных данных были выполнены при
помощи алгоритмов методики, разработанной на Механико-математическом
факультете МГУ им. М.В. Ломоносова [2] (программные пакеты INS-GNSS
и IMU-GRAV [20, 21]). А именно, решены задачи спутниковой навига-
ции (в фазо-дифференциальном режиме) и интегрированной инерциально-
спутниковой навигации, в ходе решения которых вычислены:
1) широта, долгота, высота над референц-эллипсоидом бортового прием-

ника;
2) восточная, северная и вертикальная проекции скорости бортового при-

емника;
3) восточная, северная и вертикальная проекции ускорения бортового при-

емника;
4) оценки углов ориентации (курс, крен, тангаж) БИНС аэрогравиметра;
5) оценки инструментальных погрешностей инерциальных датчиков.
График вертикальных ускорений ГНСС, вычисленных по фазовым изме-

рениям приемников [10], представлен на рис. 4.
Оценка аномалии силы тяжести на траектории полета была посчитана

при помощи предложенного в работе алгоритма на основе уточненной модели
погрешности ускорений ГНСС. Точность оценивания аномалии определялась
по сходимости на десяти повторных галсах и составила 0,706 мГал (СКО).
Графики оценок аномалии на галсах представлены на рис. 5.
Оценка аномалии также была посчитана при помощи стандартного подхо-

да, основанного на упрощенной модели погрешности ускорений ГНСС в виде
белого шума. Для аномалии, остаточных угловых ошибок kE , kN и шумов
измерений акселерометров qf в (9) были приняты те же модели, как и при
построении нового алгоритма. Алгоритм оценивания в стандартном подходе –
фильтр Калмана со сглаживанием. Как было показано выше, передаточная
функция гравиметрического фильтра в стандартном подходе приближенно
соответствует сглаживателю Баттерворта 2-го порядка (рис. 2,а).
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Рис. 6. Разность оценок аномалий на траектории полета, посчитанных
при помощи алгоритмов в новом и стандартном подходах, мГал.

Сходимость оценок аномалии по десяти повторным галсам при обработке
алгоритмом в стандартном подходе составила 0,749 мГал (СКО), что пока-
зывает худшую повторяемость оценок по сравнению с результатами обработ-
ки новым алгоритмом (на основе уточненной модели погрешности ускорений
ГНСС).
На рис. 6 представлена разность оценок аномалий, посчитанных алгорит-

мами в новом и стандартном подходах. СКО разности – 0,764 мГал, что до-
вольно существенно. Различия следует отнести к ошибкам оценивания ал-
горитмом в стандартном подходе, который показал худшую повторяемость
оценок аномалии на повторных галсах.
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По абсолютной величине разность оценок аномалий достигает 2,5 мГал,
и ее максимумы приходятся на участки разворотов (длительностью от 5
до 8 мин) самолета при заходе с одного галса на другой (заметны в ви-
де всплесков на рис. 6). Это может быть объяснено, возможно, тем, что на
участках разворотов погрешности ускорений ГНСС имеют более широкий
частотный диапазон и эффективнее подавляются новым гравиметрическим
фильтром, имеющим более крутой наклон в районе частоты среза (рис. 2,а).

5. Заключение

Предложен алгоритм оценивания аномалии силы тяжести на основе уточ-
ненной модели погрешности ускорений летательного аппарата, вычисленных
по первичным (фазовым) измерениям ГНСС. Уточненная модель учитывает
специфику метода вычисления ускорений и задается формирующим урав-
нением во времени в виде второй центральной разности дискретного бело-
го шума. Проведено сравнение предложенного алгоритма со стандартным,
использующим упрощенную модель погрешности ускорений ГНСС (белый
шум), путем обработки измерений аэрогравиметрической съемки. Показано,
что новый алгоритм позволяет заметно повысить точность оценивания ано-
малии: по результатам обработки новым алгоритмом достигнута точность
0,71 мГал (СКО), стандартным алгоритмом – 0,75 мГал. Разность оценок
аномалий двумя алгоритмами достигает 2,5 мГал и отнесена к ошибкам оце-
нивания стандартным алгоритмом. Представляется, что разработанный ал-
горитм может быть востребован в программных комплексах постобработки
измерений современных бескарданных аэрогравиметров.
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ИНФОРМАЦИОННОЕ УПРАВЛЕНИЕ СТРАТЕГИЕЙ ИГРОКА
В ИГРЕ ОЛИГОПОЛИИ n ЛИЦ

ПРИ РЕФЛЕКСИВНОМ ПОВЕДЕНИИ ИГРОКОВ

Рассматривается игра олигополии n лиц при объемной конкуренции
для случая функций спроса и издержек общего вида. Игроки считаются
рефлексирующими, т.е. выдвигают предположения о стратегиях других
игроков, в результате чего в игре образуются подмножества игроков с
различными уровнями лидерства по Штакельбергу, т.е. рассматривает-
ся игра с многоуровневым лидерством. Рефлексия игроков формализо-
вана в виде предположительных вариаций, т.е. предположений игроков
о влиянии их действий на действие контрагента. Исследуется проблема
управления стратегией одного игрока (управляемого игрока) со сторо-
ны остальных n− 1 игроков (Центра), в результате чего устанавливается
равновесие Нэша, оптимальное по функциям полезности игроков Центра.
Предложена модель взаимодействий игроков в виде иерархической игры,
для которой найдена зависимость максимума функции полезности Цен-
тра от вектора сумм предположительных вариаций (СПВ) всех игроков,
позволяющая вычислить значение СПВ управляемого игрока, оптими-
зирующее функцию полезности Центра. Разработан способ информаци-
онного управления действиями игрока, осуществляемого Центром путем
управляющего воздействия, побуждающего игрока выбрать оптимальную
для Центра функцию реакции.

Ключевые слова: олигополия, предположительная вариация, лидерство
по Штакельбергу, иерархическая игра.

DOI: 10.31857/S0005231025060061, EDN: IKHLEQ

1. Введение

Игра олигополии – агрегативная игра [1], т.е. игра, в которой выигрыш
каждого игрока зависит от суммы (агрегата) действий всех игроков. Решени-
ем этой игры является равновесие Курно–Нэша [2,3]. Г. Штакельберг впер-
вые определил [4] на основе предположительной вариации стратегию лидера
в игре в отличие от стратегии ведомого.
Предпосылкой появления в агрегативной игре понятия «предположитель-

ная вариация» послужило осознание того факта, что игроки при выборе сво-
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их оптимальных действий неизбежно будут предполагать оптимальное пове-
дение соперников, т.е. рефлексировать. Следовательно, предположительная
вариация представляет собой математическую формализацию ментального
процесса рефлексии [5], которая в данном случае трактуется как выполняе-
мая некоторым игроком мыслительная операция вычисления оптимальной
реакции (или наилучшего ответа) другого игрока на действие первого. Как
правило, рассматривается объемная предположительная вариация, харак-
теризующая предполагаемое игроком ответное изменение действия (объема
предложения продукта) контрагента, оптимизирующее функцию полезности
последнего при выбранном действии первого. В современных исследованиях
предположительная вариация широко используется для анализа лидерства
по Штакельбергу в рамках двух направлений: во-первых, увеличение чис-
ла рефлексирующих игроков приводит к появлению в игре множества лиде-
ров по Штакельбергу [6]; во-вторых, углубление рефлексии влечет возник-
новение лидеров более высоких уровней, т.е. формируется многоуровневое
лидерство [7]. Второй аспект выражается в иерархии предположений игро-
ков, приводящих к следующей иерархии их ментальных типов: 1) ведомый,
не выдвигающий предположений о стратегиях окружения, вследствие чего
его предположительная вариация равна нулю; 2) лидер по Штакельбергу
(первого уровня), предполагающий, что его окружают ведомые; 3) лидер по
Штакельбергу второго уровня (или более высоких уровней), предполагаю-
щий, что его окружают лидеры первого уровня (или иных низших уровней).
Иерархия ментальных типов определяет ранг рефлексии игрока r как номер
в описанной последовательности ментальных типов. Отметим, что описанная
иерархия выстраивается только в представлениях игроков (в этом случае го-
ворят об игре с фантомными игроками), а фактически имеет место неиерар-
хическая игра с равноправными игроками, которая изучается в большинстве
исследований проблемы олигополии. Как исключение, иерархическая агрега-
тивная игра с управлением со стороны Центра исследовалась в [8] как задача
стимулирования при условии, что игроки (университеты) институционально
зависят от Центра (государства).
С учетом описанной стратификации лидеров в игре олигополии могут со-

существовать игроки различных ментальных типов, зависящих от характера
информированности каждого из них, причем игрок определенного менталь-
ного типа будет совершать предсказуемое действие в игре согласно его пред-
положительной вариации. Поэтому появляется возможность целенаправлен-
ного изменения действия некоторого игрока посредством формирования для
него определенного информационного поля, что приводит к известной кон-
цепции информационного управления. Идея информационного управления
[9–11] базируется на формировании целенаправленной последовательности
мнений в социальной группе в зависимости от мнений так называемых аген-
тов влияния. Формально говоря, перед информационным управлением стоит
задача целенаправленного индуцирования заданного органом управления об-
раза мышления одного или нескольких игроков.
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В контексте игры олигополии концепция информационного управления
конструируется следующим образом. Пусть группа, состоящая из n− 1 иг-
роков, которую обозначим символом j, стремится добиться выгодного для
себя действия не входящего в группу игрока i. Для этого группа совершает
действия, из которых игрок i заключает, что группа имеет некоторый ранг
рефлексии r. Поэтому для игрока i оптимальным является ранг рефлексии
r + 1, которому соответствуют определенные значения его предположитель-
ных вариаций, что, в свою очередь, предопределяет желательное для группы
действие этого игрока. Для конкретной реализации такого процесса управле-
ния необходимо найти сумму предположительных вариаций (СПВ) игрока i,
которые оптимальны с позиций группы, а также определить зависимости рав-
новесных действий всех игроков от параметров их ментального типа.
Далее в статье будут рассмотрены процедура вычисления оптимальной по

критерию окружения величины СПВ некоторого игрока, способ оценки соот-
ветствующего этой СПВ ментального типа игрока или его функции реакции,
а также алгоритм вычисления действий группы, индуцирующий требуемую
реакцию игрока.

2. Базовая модель игры олигополии

Теоретико-игровая модель описывает взаимодействия n игроков, представ-
ляющих собой фирмы на рынке олигополии. Традиционно считается [6], что
эти фирмы предлагают на рынок идентичный продукт с единой для всех
убывающей обратной функцией спроса и в случае объемной конкуренции
фирмы-игроки выбирают действия в виде объемов предложения. Игроки ра-
циональны, т.е. максимизируют индивидуальные, вогнутые по действиям,
функции полезности πi(Q,Qi) = P (Q)Qi − Ci(Qi), информированы о функ-
циях полезности окружения и выбирают действия одновременно, однократно
и независимо. Тогда базовая модель выбора действия игрока представляется
в следующем виде:

max
Qi�0

πi(Q,Qi) = max
Qi�0

[P (Q)Qi − Ci(Qi)] , i ∈ N = {1, . . . , n},(1)

Q =
∑
i∈N

Qi,(2)

где Qi, πi – действие и функция полезности i-го игрока; Q – агрегат действий;
N – множество игроков; n – количество игроков; P (Q) – обратная функция
спроса, P ′

Q < 0; Ci(Qi) – функция издержек i-го игрока, C ′
Qi
> 0.

Равновесие Нэша в игре Γ = 〈N, {Qi, i ∈ N}, {πi, i ∈ N}〉 при некотором из-
вестном векторе предположительных вариаций определяется путем решения
системы уравнений реакций следующего типа:

∂πi(Q
∗
i , ρij)

∂Qi
= 0, i, j ∈ N,(3)
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где ρij = Q′
jQi
– объемная предположительная вариация i-го игрока, т.е. пред-

полагаемое им изменение выпуска j-го игрока в ответ на единичный прирост
выпуска i-го игрока; Q∗

i – равновесное значение.
Оптимальная (в зарубежной литературе consistent – совместимая) пред-

положительная вариация вычисляется из уравнения (3) j-го игрока, т.е. со-
ответствует его наилучшему ответу. При этом система (3) для функции по-
лезности (1) имеет следующий вид:

P (Q) + (1 + Sr
i )QiP

′
Q − C ′

iQi
= 0, i ∈ N, Sr

i =
∑

j∈N\i
ρrij ,(4)

где Sr
i – сумма предположительных вариаций i-го игрока на r-м ранге ре-

флексии.
Рекуррентная формула СПВ на произвольном ранге рефлексии для

независящих от действий игроков предположительных вариаций, т.е. при
ρ′ijQi

= 0, имеет вид [6]:

Sr
i =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 1∑
j∈N\i

1

uj − Sr−1
j + 1

− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
−1

,(5)

где ui = −1 +
P ′
Qi

+ (1 + Sr−1
i )QiP

′′
QQi

− C ′′
iQiQi

|P ′
Q|

– коэффициент нелинейности,

выражающий влияние нелинейности функций спроса и издержек на унимо-
дальность функции полезности i-го игрока.
Поскольку из (4) следует, что вектор равновесия Нэша Q∗ = {Q∗

i , i ∈ N} в
игре олигополии n лиц зависит от вектора СПВ всех игроков Sr = {Sr

i , i ∈ N},
то существует и обратная зависимость. А именно, при известном векторе дей-
ствий Q∗ = {Q∗

i , i ∈ N} можно установить вектор Sr = {Sr
i , i ∈ N}, порож-

дающий эти действия игроков. На этой основе рассмотрим инструменты
управления (манипулирования) поведением игрока со стороны окружения.

3. Модель оптимального управления поведением игрока

Рассмотрим следующую модификацию базовой модели игры олигополии в
виде иерархической игры. Игрок i является объектом управления, а окруже-
ние этого игрока (т.е. остальные игроки) выступает субъектом управления
или Центром. Поэтому рассматривается иерархическая игра типа «Центр-
агент» (рис. 1). Окружение, которое для упрощения обозначим индексом j
(т.е. j = {N\i}), имеет общую цель – побудить игрока i выбирать действие Qi,
оптимальное по функциям полезности окружения. Поэтому сформулируем
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Окружение (Центр):
игроки j = {N \ i}

Управление. Цель:
–
Si = arg max πj (Q(Si),Qj (Si))

Игрок і (агент)

Рис. 1. Схема иерархической игры.

целевую функцию центра как вектор функций полезности игроков окруже-
ния, который, поскольку эти функции предполагаются идентичными, можно
представить как одну функцию следующим образом:

π(i) = πj, j ∈ {1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n},

и для упрощения записи обозначим целевую функцию центра как

π = π(i).

Опишем основные предположения, принятые при анализе иерархической
игры.
1) Предполагается идентичность функций полезности всех игроков окру-

жения, т.е. эти игроки имеют однотипные функции издержек с одинаковыми
значениями коэффициентов:

Cj(Qj) = Ck(Qk), πj(Qj) = πk(Qk)∀j, k = {N\i}.

2) Информированность игроков описывается следующими множествами
информированности Ii, Ij:
– множество информированности управляемого игрока включает в себя

множество игроков, действия и функции полезности всех игроков:

Ii = {N,Qk, πk, k ∈ N};

– множество информированности окружения охватывает множество игро-
ков, действия и функции полезности всех игроков, СПВ игроков окружения
и целевую функцию Центра:

Ij = {N,Qk, πk, Sj, π, j ∈ N\i, k ∈ N},
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где π = πj, j ∈ N\i – целевая функция окружения (Центра), идентичная
функциям полезности игроков окружения.
3) Предположительные вариации всех игроков вычисляются ими на осно-

ве множеств Ii, Ij , причем могут быть оптимальными (т.е. совместимыми с
функциями полезности игроков), или могут быть определены игроками ис-
ходя из действий других игроков. Если действия игроков не совместимы с
их функциями полезности, то игроки ориентируются на действия. В каждый
момент игры либо СПВ управляемого игрока, либо СПВ окружения имеет
постоянное значение:

Si = const ∨ Sj = const,

поскольку для изменения СПВ игроки оценивают действия других игроков
в предыдущий момент.
Управление поведением игрока i окружение осуществляет через его ре-

флексию в следующем порядке:
– окружение вычисляет оптимальное по своим функциям полезности це-

левое значение Si СПВ игрока i:

Si = argmax
Si

πj(Q(Si), Qj(Si)),

– окружение совершает действия Qj, которые приведут к выбору i-м иг-
роком СПВ, равной Si, вследствие чего управляемый игрок выбирает опти-
мальное для окружения действие Qi.
Второй этап описанного порядка управления поведением игрока объяс-

няет смысл предположения 3 в контексте двойственности подхода игроков к
оценке предположительных вариаций. Поскольку окружение для управления
совершает действия Qj, определенные не из максимума его функции полезно-
сти, а из условия побуждения игрока выбрать Si, то игрок, предсказав СПВ
по функциям полезности окружения, придет к противоречию. Следователь-
но, игрок при этом противоречии отдаст предпочтение способу оценки СПВ
по действиям окружения. Поэтому при оценке СПВ принимаются во внима-
ние две альтернативы: если действия игроков согласуются с их функциями
полезности, то другие игроки оценивают оптимальные СПВ; если же СПВ,
найденные по действиям игроков, не совпадают с СПВ по функциям полезно-
сти, то приоритет отдается первому способу оценки как более реалистичному.

4. Методы расчета оптимального управления

Управление поведением игрока i основано на зависимости функции полез-
ности каждого игрока от СПВ всех игроков, предопределенной системой (4).
Поэтому вначале выведем формулу максимума функции полезности окруже-
ния в зависимости от вектора СПВ игроков.
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Утв е ржд е ни е 1. Максимальное значение функции полезности окру-
жения вычисляется по формуле

π∗j (S
r) = P [Q∗(Sr)]Q∗

j (S
r)−

Q∗
j (S

r)∫
0

[
P (Q∗) + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]
dQj + Cj(0)(6)

где Sr = {Sr
k, k ∈ N} – вектор СПВ всех игроков.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1.
Выразим из уравнения (4), записанного для окружения, предельные из-

держки
C ′
jQj

= P (Q∗) + (1 + Sr
j )Q

∗
jP

′
Q,

проинтегрируем это выражение по Qj

Cj(Q
∗
j ) =

Q∗
j∫

0

C ′
jQj
dQj + Cj(0) =

Q∗
j∫

0

[
P (Q∗) + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]
dQj + Cj(0)

и подставим в функцию полезности окружения

π∗j =P (Q∗)Q∗
j −Cj(Q

∗
j ) =P (Q∗)Q∗

j −

Q∗
j∫

0

[
P (Q∗)+(1+Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]
dQj +Cj(0),

где Cj(0) – постоянные издержки. Заметим, что в этом выражении равно-
весное действие игрока Q∗

j , равновесная цена P (Q
∗) и равновесное агреги-

рованное действие Q∗ являются функцией от вектора СПВ всех игроков
Sr = {Sr

i , i ∈ N} . Таким образом, максимальная полезность окружения так-
же зависит от этого вектора, откуда следует (6). �
Выведем выражение для СПВ игрока i, оптимальной по критерию полез-

ности окружения:
Si = argmax

Si

π∗j (S
r).

Утв е ржд е ни е 2. Оптимальное по функции полезности окружения
значение СПВ Si управляемого игрока вычисляется из уравнения

2(1 + Sr
j )Q

∗
jQ

∗′
jSi
P ′
Q +

(
(1 + Sr

j )P
′′
QSi

+ P ′
Q

∂Sr
j

∂Si

)
Q∗2

j = 0(7)

при условии

2
∂Sr

j

∂Si
Q∗′

jSi
+ (1 + Sr

j )Q
∗′
jSi

< 0,(7a)

в случае слабого влияния изменения СПВ на сдвиг равновесия и относитель-
но малого значения второй производной СПВ окружения по СПВ игрока по
сравнению с первой производной.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2.
Базируясь на формуле Лейбница для производной интеграла, пределы ко-

торого есть функции параметра Si, запишем необходимое условие максимума
первого порядка функции (6):

(7б) π∗
′

jSi
= P ′

Si
Q∗

j + PQ∗′
jSi

−
{[
P + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]
Q∗′

jSi
+

+

Q∗
j∫

0

[
P (Q∗) + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]′
Si
dQj

}
= 0.

Преобразуем в этом уравнении интеграл:

I =

Q∗
j∫

0

[
P + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]′
Si
dQj =

=

Q∗
j∫

0

[
P ′
Si

+ (1 + Sr
j )(Q

∗′
jSi
P ′
Q +Q∗

jP
′′
QSi

) +Q∗
jP

′
Q

∂Sr
j

∂Si

]
dQj .

В подынтегральном выражении параметры Q∗
j , Q

∗, Q∗′
jSi
, P ′

Si
(Q∗), P ′

Q(Q
∗)

являются характеристиками равновесия всех игроков, поэтому не зависят
от действия игрока Qj; параметр Sr

j и, следовательно,
∂Sr

j

∂Si
слабо зависят от

действия Qj, что было доказано ранее [6]. Поэтому считаем, что не зависят
от Qj следующие переменные:

Q∗
j , Q

∗, P ′
Si
, P ′

Q,
∂Sr

j

∂Si
, Q∗′

jSi
, Sr

j .

В этом случае интеграл преобразуется к виду:

I = (P ′
Si

+ (1 + Sr
j )Q

∗′
jSi
P ′
Q)Q

∗
j +

(
(1 + Sr

j )P
′′
QSi

+ P ′
Q

∂Sr
j

∂Si

)
Q∗2

j .

При подстановке этого интеграла в (7а) получим выражение:

π∗
′

jSi
= P ′

Si
Q∗

j + PQ∗′
jSi

−
[
P + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q

]
Q∗′

jSi
−

− (P ′
Si

+ (1 + Sr
j )Q

∗′
jSi
P ′
Q)Q

∗
j −

(
(1 + Sr

j )P
′′
QSi

+ P ′
Q

∂Sr
j

∂Si

)
Q∗2

j =

= −2(1 + Sr
j )Q

∗
jQ

∗′
jSi
P ′
Q −

(
(1 + Sr

j )P
′′
QSi

+ P ′
Q

∂Sr
j

∂Si

)
Q∗2

j .
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Следовательно, уравнение (7б), из которого вычисляется оптимальная для
окружения СПВ игрока i, имеет вид (7).
Условие максимума второго порядка функции (6) имеет вид:

π∗
′′

jSiSi
=−

{
2
∂Sr

j

∂Si
Q∗

jQ
∗′
jSi
P ′
Q +

+ 2(1 + Sr
j )
[
Q∗

jQ
∗′′
jSiSi

P ′
Q +Q∗

j(Q
∗′′
jSiSi

P ′
Q +Q∗′

jSi
P ′′
QSi

)
]
+

+
∂Sr

j

∂Si
P ′′
QSi

Q∗2
j + (1 + Sr

j )(P
′′′
QSiSi

Q∗2
j + 2Q∗

jQ
∗′
jSi
P ′′
QSi

) +

+ P ′′
QSi

∂Sr
j

∂Si
Q∗2

j + P ′
Q

(
∂2Sr

j

∂S2
i

Q∗2
j + 2Q∗

jQ
∗′
jSi

∂Sr
j

∂Si

)}
< 0.

Преобразование этого условия приводит к виду:

∂Sr
j

∂Si
Q∗

j (2P
′′
QSi

Q∗
j + 4Q∗′

jSi
P ′
Q) +

+ (1 + Sr
j )
(
2(Q∗′

jSi
)2P ′

Q + 2Q∗
jQ

∗′′
jSiSi

P ′
Q + P ′′′

QSiSi
Q∗2

j + 4Q∗
jQ

∗′
jSi
P ′′
QSi

)
+

+P ′
Q

∂2Sr
j

∂S2
i

Q∗2
j > 0.

С учетом предположения о слабом влиянии изменения СПВ на сдвиг рав-
новесия имеем:

P ′′
QSi

= 0, P ′′′
QSiSi

= 0, Q∗′′
jSiSi

= 0.

С учетом предположения о малом значении второй производной СПВ
окружения по СПВ игрока по сравнению с первой производной имеем:∣∣∣∣∣∂2Sr

j

∂S2
i

∣∣∣∣∣�
∣∣∣∣∂Sr

j

∂Si

∣∣∣∣ ⇒ ∂2Sr
j

∂S2
i

≈ 0.

При этих предположениях условие примет вид:

4
∂Sr

j

∂Si
Q∗

jQ
∗′
jSi
P ′
Q + 2(1 + Sr

j )(Q
∗′
jSi

)2P ′
Q > 0.

Отсюда, учитывая, что P ′
Q < 0 в силу свойства обратной функции спро-

са и Q∗′
jSi

> 0 из свойства лидерства по Штакельбергу, получим достаточное
условие максимума для решения (7) в виде (7а). �
Определим методику вычисления производных Q∗′

jSi
, входящих в уравне-

ние (7).
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Утв е ржд е ни е 3. Производные Q∗′
jSi

являются корнями следующей си-
стемы линейных уравнений:∑

k∈N
ajkQ

∗′
kSi

= bj, j ∈ N,(8)

где bj = −
(
∂Sr

j

∂Si
Q∗

jP
′
Q + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′′
QSi

C ′′
jQjSi

)
,

ajk =

{
γjk + P ′

Q, при j �= k,

γjk + P ′
Q + (1 + Sr

j )P
′
Q, при j = k,

γjk = P ′
Qk

(Q∗) + (1 + Sr
j )
{
Q∗

jP
′′
QQk

+ P ′
QQ

′
jQjQk

}
− C ′′

jQjQk
.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3.
Полагая, что оптимальные действия всех игроков окружения, заданные

системой (4), зависят от Si, рассмотрим n неявно заданных функций:

Fj(Q
∗, Si) = P (Q∗) + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′
Q − C ′

jQj
= 0, j ∈ N.

В этом случае производные Q∗′
jSi

для неявно заданных функций, завися-
щих от нескольких независимых переменных, вычисляются из следующей
системы [12]: ∑

k∈N

∂Fj

∂Qk

∂Qk

∂Si
+
∂Fj

∂Si
= 0, j ∈ N,(8a)

где
∂Fj

∂Qk
= P ′

Q(Q
∗) + (1 + Sr

j )
{
Q∗

jP
′′
QQk

+ P ′
QQ

∗′
jQk

}
−C ′′

jQjQk
= γjk,

∂Fj

∂Si
= P ′

Q(Q
∗)Q∗′

Si
+
∂Sr

j

∂Si
Q∗

jP
′
Q +

+ (1 + Sr
j )
{
Q∗

jP
′′
QSi

+ P ′
QQ

∗′
jSi

}
− CjQjSi

, Q∗′
Si

=
∑
k∈N

Q∗′
Si
,

обозначение γjk введено для компонента, явно не зависящего от искомых
параметров Q∗′

jSi
, которые обозначим xj = Q∗′

jSi
. В этом случае система (8а)

имеет вид:

∑
k∈N

γjkxk + P ′
Q

∑
k∈N

xk + (1 + Sr
j )P

′
Qxj +

∂Sr
j

∂Si
Q∗

jP
′
Q +

+ (1 + Sr
j )Q

∗
jP

′′
QSi

− C ′′
jQjSi

= 0.
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Обозначив bj = −
(
∂Sr

j

∂Si
Q∗

jP
′
Q + (1 + Sr

j )Q
∗
jP

′′
QSi

− C ′′
jQjSi

)
,

ajk =

{
γjk + P ′

Q, при j �= k,
γjk + P ′

Q + (1 + Sr
j )P

′
Q, при j = k,

можно записать

следующую систему линейных алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных xk :

∑
k∈N ajkxk = bj, j ∈ N , что соответствует (9). �

Система (9) позволяет определить производные Q∗′
jSi

в виде функций от
СПВ Sr

j всех игроков, в том числе от искомой величины Si. Таким образом,
определен метод вычисления целевого значения СПВ управляемого игрока,
состоящий в решении уравнения (7) с учетом выражений производных Q∗′

jSi

через Si, подставленных из решения системы (8).

5. Механизм расчета оптимального управления

Рассмотрим способ, который может использовать окружение для побужде-
ния управляемого игрока к выбору целевого значения СПВ, равного Si. Для
наглядной иллюстрации будем интерпретировать рассуждения на примере

Рис. 2. Графическая иллюстрация возникновения лидера по Штакельбергу.

112



дуополии и начнем с описания классического принципа возникновения лиде-
ра поШтакельбергу в игре изначально равноправных участников (рис. 2), т.е.
из ситуации реакций Курно (равновесие и реакции Курно обозначены симво-
лом «K»). Как известно [13], в линейной модели дуополии Курно функции
оптимальных реакций игроков имеют вид

Q1 =
α1 −Q2

2
, Q2 =

α2 −Q1

2
,

где α1 =
a−Bi

b , a, b – максимальная цена и темп снижения цены в обратной
функции спроса, Bi – предельные издержки i-го игрока. Однако если бы
функции реакций не были известны игрокам, они могли бы восстановить эти
функции исходя из наблюдений за действиями друг друга. Если рассматри-
вать первого игрока как потенциального лидера, то он наблюдает в динамике
игры реакцию второго игрока: на действие M1 второй игрок совершает дей-
ствие Qt

2, а на ответное действие первого Qt
1 совершает действие Q

(t+1)
2 . На

основе этих наблюдений первый игрок (его функция реакции RK
1 ) определяет

функцию реакции второго игрока RK
2 , из которой вычисляет свою предполо-

жительную вариацию (в дуополии она равна СПВ), следующим образом:

S1 = Q′
2Q1

= −1

2
.

В результате функция реакции первого игрока трансформируется к виду

Q1 =
α1 −Q2

2 + S2
=
α1 −Q2

2− 1
2

,

после чего этот игрок становится лидером по Штакельбергу, реакция кото-
рого и соответствующее равновесие обозначено на рис. 2 символом «L». Дру-
гими словами, первый игрок, наблюдая реакцию второго игрока Q2 =

α2−Q1

2+0 ,
пересмотрел свою СПВ, т.е. СПВ второго игрока S2 = 0 побудила второго
игрока к установлению СПВ на уровне S1 = −1

2 .
Если распространить эту процедуру на многоуровневое лидерство, то мож-

но сформулировать следующую закономерность: для того чтобы некоторый
игрок изменил свою предположительную вариацию до некоторой заданной
величины, соответствующей лидеру по Штакельбергу определенного уровня,
он должен наблюдать такое действие другого игрока, которое соответствует
реакции лидера по Штакельбергу предшествующего уровня. Следовательно,
другой игрок должен создать так называемого фантомного агента, действую-
щего не по его истинной функции реакции, поэтому будем называть эту ре-
акцию фантомной и обозначать символом «f». Формально это означает, что
для побуждения i-го игрока установить СПВ, равную Si, окружение должно
совершить действие по следующей фантомной функции реакции:

Qf
j =

αj −Qi

2 + Sf
j
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при условии

Si = Qf ′
jQi

= − 1

2 + Sf
j

= Si.

Следовательно, СПВ окружения для этого действия вычисляется по фор-
муле:

Sf
j = − 1

Si

− 2.

В общем виде этот принцип доказан ранее [6] в виде формулы (5), на
основе которой можно сформулировать метод расчета фантомной реакции в
общем случае нелинейных функций издержек, когда функции реакции невоз-
можно выразить в явном виде. Обобщим представленные рассуждения в виде
следующего утверждения.

Утв е ржд е ни е 4. Фантомная функция реакции окружения, побуж-
дающая управляемого игрока установить целевое значение СПВ Si, соот-
ветствует СПВ окружения Sf

j , вычисленной из решения следующего урав-
нения:

Si =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 1∑
j∈N\i

1

uj − Sf
j + 1

− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
−1

.(9)

На основе этого принципа опишем процедуру процесса управления в рас-
смотренном выше примере дуополии, предположив, что целевое значение
СПВ управляемого (второго) игрока равно S2 = −3

4 , т.е. первый игрок стре-
мится перевести второго игрока на реакциию лидера по Штакельбергу тре-
тьего уровня (напомним, что в линейной дуополии лидерам первого, второго
и третьего уровней соответствуют СПВ −1

2 ,−
2
3 ,−

3
4 ). Исходное состояние рав-

новесия обозначим индексом «0», т.е. равновесные действия при этом будут
Q0

1, Q
0
2, СПВ игроков S0

1 , S
0
2 , функции реакции R0

1, R
0
2. Процесс управления

проиллюстрирован на рис. 3.
В момент t первый игрок вычисляет свое действие по фантомной функ-

ции реакции Rf
1 лидера второго уровня Q

f(t)
1 =

α1−Q0
2

2− 2
3

. Поэтому состояние иг-

ры в этот момент, обозначенное точкой Et, описывается вектором действий
(Q

f(t)
1 , Q0

2).
В момент t+ 1 второй игрок по этому действию вычисляет S2 = −3

4 и
переходит на целевую функцию реакции R2, заданную уравнением Qt+1

2 =

=
α2−Q

f(t)
1

2− 3
4

, по которой реагирует на действие Qf(t)
1 действием Qt+1

2 =
α2−Q

f(t)
1

2− 3
4

.

В этот момент состояние игры обозначено точкой Et+1.
В момент t+ 2 первый игрок совершает действие по своей истинной функ-

ции реакции Qt+2
1 =

α1−Qt+1
2

2+S0
2
, поскольку он максимизировал свою полезность
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Рис. 3. Графическая иллюстрация процесса информационного управления.

для исходного равновесия. Состояние игры при сочетании (Qt+2
1 , Qt+1

2 ) обо-
значено точкой Et+2.
В последующие моменты игры исходное равновесие восстанавливается со-

гласно процедуре, показанной выше на рис. 2. В результате описанной про-
цедуры первый игрок получает дополнительный выигрыш полезности в мо-
менты t+ 1 и t+ 2, поскольку второй игрок при этом совершает действия
согласно целевой величине СПВ S2.
Поскольку состояние игры возвращается в исходное равновесие за бес-

конечное число шагов, то оценить эффективность управления для Центра
можно по следующему условию:

∞∑
τ=t

π∗(τ)e−ρτ − π∗(0)
∞∑
τ=t

e−ρτ � 0,

где π∗(0) – максимум полезности Центра при исходном равновесии; π∗(τ) –
максимум полезности Центра в момент τ ; ρ – ставка дисконтирования.
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6. Заключение

В статье разработан способ информационного управления действиями иг-
рока в теоретико-игровой модели олигополии, которое осуществляется дру-
гими игроками путем выполнения управляющего действия, побуждающего
игрока сделать оптимальный для окружения ответный ход. Основаниями
управления являются, во-первых, зависимость действий игроков от их пред-
положений об ожидаемых действиях контрагентов и, во-вторых, априорная
неинформированность игроков относительно предположений друг друга, свя-
занная с дуальной природой предположительных вариаций игроков. Эти ва-
риации, с одной стороны, базируются на анализе функций полезности окру-
жения, а, с другой стороны, игрок не может игнорировать характер реаги-
рующих действий окружения. Поэтому в статье принята гипотеза о том, что
в случае противоречия между этими двумя подходами игроки оценивают
предположительные вариации по действиям друг друга, которые являются
более достоверной информацией. Благодаря этому окружение может, не из-
меняя своих предположительных вариаций, совершить действие как бы от
лица фантомного игрока, побуждающего управляемого игрока к выгодной
для окружения реакции, а последний воспринимает это действие как сигнал
об изменении истинной реакции окружения и совершает желательное для
него действие.
Основные результаты исследования можно обобщить следующим образом.

Сформулирована модель взаимодействий игроков в ситуации олигополии в
виде иерархической игры, в которой окружение рассматривается как Центр,
а некоторый игрок как объект управления. Выведено выражение максиму-
ма функции полезности окружения в зависимости от вектора СПВ всех иг-
роков, позволяющее найти значение СПВ управляемого игрока, оптимизи-
рующее функцию полезности окружения. Определена методика вычисления
целевого с позиций окружения значения СПВ управляемого игрока. Разрабо-
тана итерационная процедура, побуждающая управляемого игрока выбрать
функцию реакции, соответствующую целевому значению СПВ, в результате
которой окружение максимизирует свою полезность.
Поскольку задача оптимального управления сформулирована для игры

n лиц и для функций полезности общего вида, то в разработанных методи-
ках и процедурах невозможно получить решения в явном виде, позволяющие
проанализировать результаты игры. Поэтому дальнейший этап исследования
предусматривает приложение этих общих инструментов к конкретным видам
функций полезности и проведение численных экспериментов.
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тегий, максимизирующих вероятность прохождения теста. Стратегией яв-
ляется выполнение или невыполнение текущего тестового задания. По-
зиционная стратегия определяется как функция времени, прошедшего с
начала тестирования, и набранных за предыдущие задания баллов. Для
синтеза позиционной стратегии используется метод динамического про-
граммирования Беллмана. Для поиска оптимальной программной стра-
тегии предлагается алгоритм, основанный на методе ветвей и границ.
Приводятся результаты вычислений и производится их сравнение с ре-
зультатами решения аналогичной задачи, в которой тест не считается
пройденным, когда тестируемый не уложился в лимит времени.

Ключевые слова: модель тестирования, вероятностный критерий, синтез
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1. Введение

Современный уровень применения информационных технологий в обра-
зовании обосновывает актуальность развития в настоящее время, в частно-
сти, теории адаптивного тестирования (CAT-теории), основы которой были
заложены в конце прошлого столетия, например, в работах Дж. Раша [1].
Хороший обзор современных результатов в этой области предложен в [2].
Концепция рассматриваемой теории подразумевает использование информа-
ции о результатах обучения тестируемого и прохождения им контрольного
мероприятия в процессе формирования содержания теста и принятия реше-
ния о его завершении. Обработка этой информации и принятие решения ча-
сто происходит с применением современных методов машинного обучения
и искусственного интеллекта. Эти же технологии используются также при
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формировании индивидуальных траекторий обучения в системах дистанци-
онного обучения (СДО), например [3, 4]. К современным работам в этой обла-
сти можно отнести [5–7]. Подобные технологии используются обычно органи-
заторами тестирования и разработчиками программного обеспечения СДО.
Однако на проблему тестирования можно посмотреть и со стороны тестируе-
мого, которому необходимо выработать собственную стратегию прохождения,
как правило, ограниченного по времени теста. Время прохождения теста на-
прямую связано со временем ответа тестируемого на задания теста. Вероят-
ностным моделям времени ответа тестируемого или пользователя СДО на
задание посвящено значительное количество работ, например [8–10]. Задача
поиска оптимальной стратегии тестируемого по критерию максимизации ве-
роятности набора тестируемым определенного количества баллов, при одно-
временном выполнении ограничения на время выполнения теста, рассмотре-
на в [11]. Похожая задача в квантильной постановке, когда максимизируется
число набранных за тест баллов при выполнении вероятностного ограниче-
ния на время выполнения теста, рассмотрена в [12]. В последних двух работах
решаются задачи стохастического программирования, в которых тестируе-
мый априорно, перед прохождением теста, выбирает в качестве собственной
стратегии набор заданий, которые он будет решать в первую очередь. Другие
задания теста решаются тестируемым в случае, если у него остается время до
окончания теста после завершения работы с первой группой заданий. В рас-
смотренных постановках не принимается во внимание последовательность ре-
шения тестируемым заданий теста. Это может быть естественным в случае,
если тестируемый не получает в процессе прохождения теста информацию
о правильности решения очередного выполненного задания, а следователь-
но, и о текущем количестве набранных баллов. Однако очень часто, особен-
но при тестировании в СДО, например в [4], такая информация доступна
пользователю и может быть использована им в процессе прохождения теста.
Это делает актуальным рассмотрение динамических моделей тестирования с
корректировкой стратегии прохождения теста после каждого рассмотренного
тестируемым задания.
В данной работе рассматривается динамическая модель прохождения фик-

сированного (не изменяемого в процессе прохождения) теста по критерию
максимизации вероятности набора тестируемым не менее заданного числа
баллов в условиях наличия ограничения на время выполнения теста. Ре-
шаются задачи поиска программной и позиционной стратегий тестируемого.
Предлагаются алгоритмы решения рассмотренных задач, построенные с ис-
пользованием методов стохастического и динамического программирования.
Проводится сравнительный анализ с решениями, полученными в [11, 12], на
тех же исходных данных.
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2. Описание модели и задачи синтеза управлений

Введем в рассмотрение динамическую систему, описывающую прохожде-
ние тестирования студентом. На k-м шаге студенту предлагается выполнить
задание, за успешное решение которое начисляется bk баллов, k = 1, n. Для
успешного прохождения теста требуется набрать не менее ϕ баллов. Время
выполнения теста ограничено величиной T̄ . Время прохождения k-го задания
описывается случайной величиной τk. Правильность выполнения k-го зада-
ния описывается случайной величиной Xk, которая равна 1, если k-е задание
выполнено верно, и равна 0 в противном случае. Стратегия определяется на-
бором переменных u = (u1, . . . , un), в котором uk = 1, если студент пытается
решать k-е задание, в противном случае uk = 0. Введем переменные состоя-
ния динамической системы. Пусть время, затраченное на выполнение первых
k заданий, равно Tk, а балл, набранный за это время, равен Sk. Тогда дина-
мика системы описывается уравнениями

Tk = Tk−1 + τkuk,(1)

Sk = Sk−1 + bkXkI{Tk � T̄}uk,(2)

T0 = 0, S0 = 0, k = 1, n,(3)

где I{·} – индикатор события, стоящего в скобках, равный 1, если условие
выполнено, и равный 0 в противном случае. Таким образом, баллы bk на-
числяются, если студент затратил на выполнение первых k заданий не более
T̄ единиц времени. Будем считать, что все τk – дискретные случайные вели-
чины с конечным множеством реализаций Tk. В дальнейшем будем исполь-
зовать обозначение pk(t, x) = P{τk = t,Xk = x}. В настоящей работе пред-
полагается, что для всех k = 2, n сигма-алгебра, порожденная случайными
величинами Xk и τk, не зависит от сигма-алгебры, порожденной случайны-
ми величинами X1, . . . ,Xk−1, τ1, . . . , τk−1. Подобное предположение означает,
что ответ на текущие вопросы теста не влияет на дальнейшее прохождение
тестирования. Влияние знания о правильности решения предыдущих задач
на правильность решения будущих задач требует дополнительного статисти-
ческого анализа. Пусть S(u) – случайная сумма баллов, равная величине Sn,
при выбранном управлении u.
Поставим задачу поиска максимума функции вероятности

(4) P 1
ϕ,T̄ (u) = P{S(u) � ϕ} → max

u∈{0,1}n
.

Данная задача направлена на синтез программной стратегии выбора заданий,
решение которых позволит студенту максимизировать вероятность прохож-
дения теста.
Теперь будем считать, что управление выбирается в классе позиционных

стратегий. Это значит, что на каждом шаге при выборе своей стратегии сту-
дент принимает во внимание затраченное к текущему моменту время и общий
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балл, набранный за предыдущие задания. Через uk(Tk−1, Sk−1) обозначим
стратегию студента на k-м шаге как значение некоторой функции uk перемен-
ных состояния системы, равное 1, если студент пытается решать k-е задание,
и равное 0 в противном случае. Пусть u – вектор, составленный из функций
u1, . . . ,un и описывающий позиционную стратегию. Обозначим через S(u)
случайную сумму баллов Sn, определяемую уравнениями (1) и (2) при под-
становке в них uk = uk(Tk, Sk). Здесь используется жирный шрифт, чтобы
отличать позиционную стратегию u, являющуюся функцией, от программ-
ной стратегии u, описываемой набором переменных, а также чтобы отличить
сумму баллов S(u), получаемую в результате применения позиционной стра-
тегии, от суммы баллов Sn, полученных при программной стратегии.
Поставим задачу поиска максимума функции вероятности при применении

позиционной стратегии:

P 2
ϕ,T̄ (u) = P{S(u) � ϕ} → max

u∈U
,(5)

u∗ = (u∗
1, . . . ,u

∗
n) ∈ Argmax

u∈U
P 2
ϕ,T̄ (u),(6)

где U – множество допустимых функций, описывающих управление. Посколь-
ку случайное время на ответ для любой задачи является дискретной слу-
чайной величиной с конечным числом значений, а факт правильного ответа
на задачу моделируется распределением Бернулли, то количество состояний
(Tk, Sk) на k-м шаге является конечным. Однако для удобства оптимизации
управление на k-м шаге uk будем выбирать как функцию на более широком
множестве состояний Tk × Sk, где Tk и Sk – некоторые конечные множества,
содержащие в себе все возможные значения состояний Tk и Sk соответствен-
но. В связи с этим будем считать, что U является множеством всех функций
из

n⊗
k=1

Tk × Sk во множество {0, 1}n.

Зам е ч а ни е 1. В [11] решается задача максимизации вероятности полу-
чения требуемого балла и одновременного выполнения ограничения на время
тестирования с использованием программных стратегий, которая в обозначе-
ниях настоящей статьи записывается в виде

(7) P̃ 1
ϕ,T̄ (u) = P{S(u) � ϕ, T (u) � T̄} → max

u∈{0,1}n
,

где через T (u) обозначено случайное время прохождения теста при исполь-
зовании программной стратегии u. Таким образом, постановка (7) предпола-
гает, что тест не считается пройденным, когда тестируемый не уложился в
лимит времени, даже если в результате теста набран требуемый балл. В за-
даче (4) отсутствует требование уложиться в заданный лимит времени, но
за решение задач после момента времени T̄ баллы не начисляются. Вместе с
тем, достоинством постановки (7) является независимость оптимального вы-
бора задач от их порядка в тесте. В задачах (4) и (5) оптимальный набор
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решаемых задач зависит от их порядка. Полезно отметить, что оптималь-
ное значение критериальной функции в задаче (7) является нижней оценкой
оптимальных значений критериальных функций задач (4) и (5) при любом
порядке задач в тесте.

Зам е ч а ни е 2. Постановку (7) можно обобщить и на случай позицион-
ных стратегий. В результате получится задача

(8) P̃ 2
ϕ,T̄ (u) = P{S(u) � ϕ, T(u) � T̄} → max

u∈U
,

где через T(u) обозначено случайное время прохождения теста Tn, опреде-
ляемое уравнениями (1) при подстановке в них uk = uk(Tk, Sk). Ниже будет
показано, что постановка (5) оказывается полностью эквивалентной поста-
новке (8) в отличие от пары постановок (4) и (7).

3. Синтез позиционного управления

Для решения задачи синтеза позиционного управления (5) приме́ним ме-
тод динамического программирования Р. Беллмана. Определим функцию
Беллмана для k = 1, n по правилу:

(9) Bk(Tk−1, Sk−1) = max
uk ,...,un

P{S(u) � ϕ | Tk−1, Sk−1}.

При этом на последнем шаге функцию Беллмана определим равенством

(10) Bn+1(Tn, Sn) = I{Sn � ϕ}.

Отметим, что зависимости от Tn на последнем шаге нет. Она введена
для удобства записи соотношений динамического программирования. Как
нетрудно заметить,

max
u∈U

P 2
ϕ,T̄ (u) = B1(T0, S0).

Получим соотношения динамического программирования, используя фор-
мулу полной вероятности:

Bk(Tk−1, Sk−1) = max
uk=uk(Tk−1,Sk−1)

max
uk+1,...,un

∑
t∈Tk, x∈{0,1}

P{S(u) �(11)

� ϕ | Sk = Sk−1 + bkxI{Tk−1 + tuk � T̄}uk, Tk = Tk−1 + tuk}pk(t, x) =

= max
uk∈{0,1}

∑
t∈Tk , x∈{0,1}

Bk+1(Tk−1 + tuk, Sk−1 + bkxI{Tk−1 + tuk � T̄}uk)pk(t, x).

Управление u∗
k(Tk−1, Sk−1) определим из условия максимума полученной

функции Беллмана на k-м шаге.
Поскольку распределения случайных величин являются дискретными, все

получаемые функции в методе динамического программирования являются
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измеримыми, что обеспечивает корректность применения метода динамиче-
ского программирования.
Таким образом, для решения поставленной задачи можно предложить сле-

дующий алгоритм, реализующий метод динамического программирования.

Алг о ри тм 1 (синтез позиционного управления).
1. Установить k := n+ 1; вычислить для всех Sn ∈ Sn значение

Bn+1(Tn, Sn).
2. Если k > 1, установить k := k − 1, иначе перейти к шагу 4.
3. Для всех Tk−1 ∈ Tk−1, Sk−1 ∈ Sk−1 вычислить значение Bk(Tk−1, Sk−1)

и определить u∗
k(Tk−1, Sk−1).

4. Вычислить значение B1(0, 0) и определить управление на первом шаге
u∗
1(0, 0).

Заметим, что если на шаге 4 алгоритма 1 дополнительно вычис-
лить B1(t, s), то будет найдено решение задачи поиска максимума функцио-
нала P 2

ϕ−s,T̄−t
(u). Данные вычисления можно провести, если множество до-

стижимых состояний динамической системы при начальных условиях T0 = t,
S0 = s на каждом шаге k является подмножеством Tk × Sk. Таким образом,
можно получать решения поставленной задачи сразу для нескольких значе-
ний ϕ и T̄ .
Приведенный метод решения задачи позволяет доказать эквивалентность

задач (5) и (8).

Утв е ржд е ни е 1. Оптимальные значения целевых функционалов в за-
дачах (5) и (8) равны. При этом существуют стратегии, являющиеся оп-
тимальными в обеих задачах, а именно стратегии, удовлетворяющие усло-
вию u∗

k(Tk−1, Sk−1) = 0 при Sk−1 � ϕ или Tk−1 > T̄ .

Дока з а т е л ь с т в о. Для решения задачи (8) также применим метод ди-
намического программирования. Для этого нужно на последнем шаге опреде-
лить функцию Беллмана по правилу B̃n+1(Tn, Sn) = I{Tn � T̄ , Sn � ϕ}. Со-
отношения динамического программирования для решения задачи (8) будут
такими же, как и (11), с тем уточнением, что вместо функций Bk записыва-
ются функции B̃k.
Проанализируем получившиеся соотношения динамического программи-

рования. Заметим, что при Tk−1 > T̄ (лимит времени исчерпан) или Sk−1 � ϕ
(требуемый балл набран) при вычислении Bk(Tk−1, Sk−1) и B̃k(Tk−1, Sk−1)
можно положить u∗

k(Tk−1, Sk−1) = 0 (условие, сформулированное в утвержде-
нии 1).
Теперь докажем по индукции следующее утверждение: Bk(Tk−1, Sk−1) =

= B̃k(Tk−1, Sk−1) при Tk−1 � T̄ , при этом среди стратегий, на которых дости-
гается максимум, есть совпадающие стратегии, а если Sk−1 < ϕ, то максимум
достигается на одних и тех же стратегиях. При k = n утверждение выполне-
но по определению введенных функций Беллмана. Докажем, что утвержде-
ние выполнено для Bk(Tk−1, Sk−1) в предположении, что оно выполнено для
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Bk+1(Tk, Sk). Если Sk−1�ϕ и Tk−1� T̄ , то Bk(Tk−1, Sk−1)= B̃k(Tk−1, Sk−1)=1
(как отмечено выше, можно взять u∗

k(Tk−1, Sk−1) = 0). При вычислении
Bk(Tk−1, Sk−1), когда Sk−1 < ϕ и Tk−1 � T̄ , может возникнуть два случая:
1) если Tk>T̄ , тогда выполнено равенство Sk = Sk−1 и принимается во внима-
ние значение Bk(Tk, Sk−1) = B̃k(Tk, Sk−1) = 0; 2) если Tk � T̄ , тогда учитыва-
ется значение Bk(Tk, Sk−1) = B̃k(Tk, Sk−1) (равенство выполнено по предполо-
жению индукции). При этом в обоих случаях Bk(Tk−1, Sk−1) = B̃k(Tk−1, Sk−1)
и максимум в определениях функций Беллмана достигается на одних и тех
же стратегиях, что и доказывает утверждение 1.

Зам е ч а ни е 3. Среди оптимальных стратегий в задаче (5) могут
оказаться стратегии, удовлетворяющие условию u∗

k(Tk−1, Sk−1) = 1 при
Sk−1 � ϕ, не являющиеся оптимальными стратегиями в задаче (8). Действи-
тельно, решение дополнительных задач, когда требуемый балл уже набран,
уменьшает вероятность непревышения лимита времени, что ведет к уменьше-
нию значения целевого функционала в задаче (8) по сравнению со значением
функционала (5).

4. Синтез программного управления

Сначала опишем способ вычисления значения целевого функционала (4)
при фиксированном u ∈ {0, 1}n. Определим следующие функции:

Bu
n+1(Tn, Sn) = I{Sn � ϕ},(12)

Bu
k (Tk−1, Sk−1) =

=
∑

t∈Tk , x∈{0,1}
Bu

k+1(Tk−1+tuk, Sk−1+bkxI{Tk−1+tuk� T̄}uk)pk(t, x),

где k = 1, n. Получаемое с помощью данных формул значение Bu
1 (0, 0) рав-

но значению функционала вероятности P 1
ϕ,T̄

(u). Это следует из определения
функции Беллмана (9), поскольку соотношения (12) аналогичны уравнениям
Беллмана, но в них исключен поиск максимума, а стратегия управления на
k-м шаге считается равной uk.
Описанная процедура за счет использования динамических соотношений

значительно эффективней непосредственного вычисления вероятности путем
перебора всех возможных реализаций случайных величин Xk, τk.
Оптимальное программное управление может быть найдено путем пере-

бора всех возможных управлений u ∈ {0, 1}n. При этом можно исключить
управления, для которых

n∑
k=1

bkuk < ϕ, поскольку такие управления не обес-

печивают прохождение теста при любых реализациях случайных величин с
ненулевой вероятностью. Также можно исключить управления u такие, что
un = 0, потому что они не хуже, чем соответствующие управления, в которых
un = 1. Действительно, попытка решить последнее задание не может умень-
шить вероятность прохождения теста.
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Предложим процедуру для существенного уменьшения перебираемых про-
граммных управлений. Будем считать, что известны значения функции Белл-
мана Bk(Sk−1, Tk−1), которые могут вычислены с помощью алгоритма из
предыдущего раздела. Введем обозначения

Cu1,...,uk
k,k (Tk−1, Sk−1) =(13)

=
∑

t∈Tk , x∈{0,1}
Bk+1(Tk−1+tuk, Sk−1+bkxI{Tk−1+tuk� T̄}uk)pk(t, x),

Cu1,...,uk
l,k (Tl−1, Sl−1) =

=
∑

t∈Tl, x∈{0,1}
Cu1,...,uk
l+1,k (Tl−1+tul, Sl−1+blxI{Tl−1+tul� T̄}ul)pl(t, x),

l = k − 1, k − 2, . . . , 1, Ck(u1, . . . , uk) = Cu1,...,uk
1,k (T0, S0).

Величина Cu1,...,uk
l,k (Tk−1, Sk−1) описывает минимальные потери начиная с ша-

га k, если на первых k шагах применялись управления u1, . . . , uk. Вычисле-
ние этих величин соответствует соотношениям динамического программи-
рования при фиксированных управлениях на первых k шагах. Величины
Ck(u1, . . . , uk) могут быть использованы в качестве верхних оценок крите-
риальной функции.

Утв е ржд е ни е 2. Для величин, введенных формулой (13), справедливы
следующие утверждения:
1) Ck(u1, . . . , uk) � Bu

1 (0, 0) = P 1
ϕ,T̄

(u) = Cn(u1, . . . , un);
2) Ck(u1, . . . , uk) � Ck+1(u1, . . . , uk+1) для всех k = 1, n− 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Уравнения (13) представляют собой динамические
соотношения Беллмана, в которых на первых k шагах управления равны
u1, . . . , uk. Поэтому величина Ck(u1, . . . , uk) равна значению целевого функ-
ционала в задаче с позиционным управлением (5), когда на первых k ша-
гах компоненты вектора управления u фиксированы и равны u1, . . . , uk,
а на последующих шагах компоненты u выбираются оптимальным обра-
зом относительно достигнутого за k шагов состояния. Значит, для любо-
го программного управления u, в котором фиксированы u1, . . . , uk, спра-
ведливо неравенство Ck(u1, . . . , uk) � Bu

1 (0, 0). Кроме того, если в управле-
нии фиксированы u1, . . . , uk+1, то такое управление обеспечивает меньшее
значение функционала (5), чем управление с фиксированными u1, . . . , uk,
поэтому Ck(u1, . . . , uk) � Ck+1(u1, . . . , uk+1) для всех k = 1, n − 1. Равенство
Bu

1 (0, 0) = P 1
ϕ,T̄

(u) было обосновано выше. Утверждение 2 доказано.

Таким образом, если известна нижняя граница оптимального значения
критериальной функции ψ < max

u∈{0,1}n
P 1
ϕ,T̄

(u) и для некоторого k выполнено

Ck(u1, . . . , uk) � ψ, то в силу утверждения 2 P 1
ϕ,T̄

(u) < max
u∈{0,1}n

P 1
ϕ,T̄

(u), а зна-

чит, любая стратегия u с соответствующими первыми k компонентами не

125



является оптимальной. Поэтому для решения задачи поиска программной
стратегии можно предложить приведенный ниже алгоритм 2, основанный на
методе ветвей и границ. Данный алгоритм использует обход бинарного де-
рева, корень которого соответствует переменной u1, а ребра, выходящие из
него, соответствуют значениям 1 и 0 этой переменной, смежные вершины с
корнем соответствуют переменной u2, выходящие из них ребра – значениям
переменной u2 и т.д. Из вершин, соответствующих переменной un, выходят
два ребра, соответствующие значениям переменной un и соединяющие их с
листьями. Для обхода дерева применяется поиск в глубину. При этом поиск
в глубину может быть прекращен, если его дальнейшее осуществление не
приведет к нахождению оптимальной стратегии. Для описания момента пре-
кращения поиска в глубину вводится функция L(u1, . . . , uk), равная 0, если
дальнейший поиск в глубину не проводится, и равная 1 в противном случае.
Переменные ψ и u∗, модифицируемые при выполнении функции L(u1, . . . , uk),
являются глобальными.

Алг о ри тм 2 (синтез программного управления).
0. Определим функцию L(u1, . . . , uk) по следующему правилу:

0,а) задать ũ = (u1, . . . , uk, 1, . . . , 1); если
n∑

k=1

bkũk � ϕ или (k = n и un = 1),

то вычислить Ck(u1, . . . , uk), иначе вернуть L(u1, . . . , uk) = 0;
0,б) если Ck(u1, . . . , uk) � ψ, то вернуть L(u1, . . . , uk) = 0;
если k = n и Cn(u1, . . . , un) > ψ, то присвоить ψ := Cn(u1, . . . , un), u∗ :=

= (u1, . . . , un), вернуть L(u1, . . . , uk) = 0;
если k = n и Cn(u1, . . . , un) � ψ, то вернуть L(u1, . . . , uk) = 0;
иначе вернуть L(u1, . . . , uk) = 1.
1. Установить k := 1, ψ := 0, u∗ := (0, . . . , 0), u1 := 1.
2. Вычислить L(u1, . . . , uk).
3. Если L(u1, . . . , uk) = 1 , то установить k := k + 1, uk := 1 и перейти к

шагу 2;
если L(u1, . . . , uk) = 0 и uk = 1, то установить uk := 0 и перейти к шагу 2;
если L(u1, . . . , uk) = 0 и ul = 0 для всех l = 1, k, то прекратить выполнение

алгоритма;
иначе присвоить k := max{l | ul = 1, l < k}, uk := 0 и перейти к шагу 2.

В результате применения алгоритма 2 будет найдено оптимальное
управление u∗ и соответствующее оптимальное значение целевой функции
P 1
ϕ,T̄

(u∗) = ψ.
В предложенном алгоритме поиск в глубину начинается со значений пере-

менной uk = 1, поскольку в этом случае первой исследуемой стратегией будет
стратегия «решать все задачи», которой, как правило, соответствует большое
значение вероятности прохождения теста.

Зам е ч а ни е 4. С помощью предложенного алгоритма 2 можно решить и
задачу (7). Для этого нужно при определении величин Ck(u1, . . . , uk) задать
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Bn+1(Tn, Sn) = I{Tn � T̄ , Sn � ϕ}. Кроме того, на шаге 0,а) нужно исклю-
чить проверку (k = n и un = 1), так как в оптимальной стратегии может
быть un = 0.

5. Численные результаты

Две поставленные задачи были успешно решены для данных из статьи [11].
В рассматриваемом тесте имеется 10 заданий, за которые можно получить
баллы b1 = . . . = b5 = 1, b6 = b8 = 2, b7 = b10 = 3, b9 = 4. Тестируемому необ-
ходимо набрать ϕ = 11 баллов. Известны вероятности правильных ответов
на каждое из заданий. Каждой задаче сопоставляются три возможные реа-
лизации времени решения в случае правильного решения и три реализации
в случае неправильного решения, условные вероятности которых известны и
приведены в [11].
В табл. 1 приведены решения задач (4) и (5) в зависимости от параметра T̄ .

Рассматриваются значения T̄ , равные различным долям от максимально воз-
можного времени решения всех задач Tm = 3830 секунд. Указано время счета
при использовании алгоритмов 2 и 1 для поиска программной (прогр.) и пози-
ционной (поз.) стратегий соответственно. В последней колонке указано время
решения задачи (4) при переборе всех возможных программных стратегий за
исключением заведомо неоптимальных с использованием формул (12).

Таблица 1. Зависимость решений задач (4) и (5) от параметра T̄ при ϕ = 11

T̄
Оптимальная
программная
стратегия u∗

P 1
ϕ,T̄

(u∗)
max
u∈U

P 2
ϕ,T̄

(u)

Время счета
прогр./поз. (с)

Время счета
(перебор, с)

0,4Tm (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,1447 0,1689 0,83/0,08 1,69
0,5Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,3583 0,4220 0,45/0,07 1,78
0,6Tm (1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,5244 0,6130 0,53/0,07 1,93
0,7Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,6906 0,7242 0,28/0,07 2,17
0,8Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,7815 0,7876 0,11/0,08 2,34
0,9Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,8006 0,8007 0,15/0,07 2,64

Таблица 2. Зависимость решений задач (7) и (8) от параметра T̄ при ϕ = 11

T̄
Оптимальная
программная
стратегия u∗

P̃ 1
ϕ,T̄

(u∗)
max
u∈U

P̃ 2
ϕ,T̄

(u)

Время счета
прогр./поз. (с)

Время счета
(перебор, с)

0,4Tm (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,1447 0,1689 0,99/0,08 3,47
0,5Tm (1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,2460 0,4220 3,02/0,07 3,45
0,6Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,4963 0,6130 1,49/0,07 3,45
0,7Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,6059 0,7242 0,64/0,07 3,46
0,8Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,7216 0,7876 0,63/0,07 3,41
0,9Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,7965 0,8007 0,14/0,07 3,42

127



Аналогично в табл. 2 приведены решения задач (7) и (8). Указано время
счета при использовании модификаций алгоритмов 2 и 1. Все расчеты про-
водились на компьютере Acer Aspire A315-54K (Intel Core i5-6300U 2.4 GHz,
8Gb RAM).
Из приведенных таблиц видно преимущество использования позиционных

стратегий по сравнению с программными не только с точки зрения оптималь-
ного значения целевого функционала, но и с точки зрения скорости вычисле-
ний. Если сравнить постановку (4) с постановкой из [11], то можно отметить,
что, как правило, решение задачи (4) предполагает большее количество ре-
шаемых задач и большее значение целевого функционала. Это связано с тем,
что в задаче (4) не требуется уложиться в лимит времени.
Как отмечалось ранее, решение задач (4) и (5) зависит от порядка тесто-

вых заданий. Поэтому были проведены дополнительные вычисления страте-
гий прохождения того же теста, но с обратным порядком задач, т.е. первой
задачей теста считалась десятая задача рассмотренного выше теста, второй
задачей являлась девятая задача предыдущего теста и т.д. Баллы, присуж-
даемые за задания, и вероятности решения заданий остались такими же. Ре-
зультаты решения этой задачи приведены в табл. 3. Для удобства сравнения
таблиц компоненты оптимальных программных стратегий выведены в обрат-
ном порядке. Время счета в этой таблице не указано, поскольку оно незначи-
тельно отличается от времени счета, указанного в табл. 1. Сравнение полу-
ченных решений показывает, что значения критериальных функций незначи-
тельно изменились при изменении порядка задач, а программная стратегия
отличается для ограничений по времени 0,4Tm и 0,6Tm.

Таблица 3. Зависимость решений задач (4) и (5) от параметра T̄
при ϕ = 11 при обратном порядке заданий

T̄
Оптимальная программная
стратегия (u∗10, . . . , u∗1)

P 1
ϕ,T̄

(u∗) max
u∈U

P 2
ϕ,T̄

(u)

0,4Tm (1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,1639 0,1787
0,5Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,3526 0,3834
0,6Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) 0,5340 0,5718
0,7Tm (1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,6781 0,7003
0,8Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,7824 0,7847
0,9Tm (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 0,8007 0,8007

6. Заключение
В работе решены задачи поиска программной и позиционной стратегий

прохождения ограниченного по времени теста в условиях доступности тести-
руемому информации о количестве набранных за тест баллов после решения
каждого очередного задания. Продемонстрирована эффективность предло-
женных алгоритмов решения. Проведен сравнительный анализ полученных
результатов с результатами решения ранее рассматриваемой одним из ав-
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торов постановки задачи. Анализ показал, что доступность тестируемому в
процессе прохождения теста информации о количестве набранных баллов по-
сле решения каждого задания позволяет предложить стратегию прохождения
теста, существенно повышающую вероятность превышения суммарным коли-
чеством набранных за тест баллов требуемого уровня.
В дальнейшем могут быть рассмотрены различные модификации изучен-

ной модели. В частности, может быть учтена зависимость результатов реше-
ния задач теста от набранного балла, возникающая вследствие психологиче-
ских особенностей некоторых тестируемых. Требует изучения возможность
модификации уравнений Беллмана (11) в этом случае. Также представляют
интерес использование непрерывных случайных величин для описания вре-
мени ответов на вопросы теста и исследование точности решения задачи при
их дискретизации.
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