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АСИМПТОТИЧЕСКИ-ДИФФУЗИОННЫЙ АНАЛИЗ
ПРИОРИТЕТНОЙ RQ-СИСТЕМЫ M (2)|M (2)|1

Рассматривается система массового обслуживания с повторными вы-
зовами (RQ-система). Поступает в систему два входящих пуассоновских
потока. Первый поток заявок – приоритетный, второй – неприоритетный.
Время обслуживания имеет экспоненциальное распределение. Если заяв-
ки приоритетного потока обнаруживают прибор занятым заявкой того же
класса, то они переходят на орбиту (орбита для приоритетных заявок),
где осуществляют экспоненциально распределенную случайную задерж-
ку, после которой обращаются к прибору с повторной попыткой захвата.
Если заявки приоритетного потока обнаруживают прибор занятым об-
служиванием заявки альтернативного потока, то пришедшая заявка вы-
тесняет обслуживаемую и сама встает на прибор. Вытесненная заявка
переходит на орбиту для неприоритетных заявок. Если заявка неприори-
тетного потока обнаруживает прибор занятым, то она переходит на ор-
биту (орбита для неприоритетных заявок), где осуществляют случайную
задержку. Дисциплина обращения заявок с орбит аналогична дисциплине
обращения вновь прибывших в систему заявок. После успешного окон-
чания обслуживания заявки покидают систему. Найдены распределения
вероятностей числа заявок на неприоритетной и приоритетной орбитах.
Число заявок на приоритетной орбите получено методом асимптотически-
диффузионного анализа.

Ключевые слова: система массового обслуживания, RQ-система, орбита,
асимптотически-диффузионный анализ, диффузионный процесс, распре-
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1. Введение

Образование очередей в офисах банка, в больницах, в торговых центрах
и т.д. – это то, с чем современный человек сталкивается в повседневной жиз-
ни. Иногда, не желая стоять и ждать в очереди, люди уходят и повторяют
свою попытку обслужиться позже, когда нагрузка уменьшится. Такое яв-
ление и породило специальные системы в теории массового обслуживания,
называемые системами с повторными вызовами (RQ-системы). Эти системы
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характеризуются тем, что клиент (заявка), обнаружив прибор занятым, пе-
реходит на виртуальную орбиту, где находится некоторое случайное время,
после которого повторяет свою попытку обслужиться. Большая работа про-
делана рядом ученых, занимающихся вопросами исследования RQ-систем.
Обзор по данной тематике можно найти в [1–5].

Однако на практике традиционные модели RQ-систем трудно широко при-
менять в реальных условиях из-за их недостаточной гибкости. Почти каж-
дая сфера жизни подвержена влиянию приоритетного обслуживания одно-
го клиента над другим. В системах обслуживания, таких как авиалинии,
клиенты первого класса имеют приоритет перед эконом-классом. В телеком-
муникационной системе голосовые пакеты имеют более высокий приоритет,
чем другие пакеты данных, такие как электронная почта и т.д. В [6] про-
анализированы различные RQ-системы с приоритетными вызовами и многи-
ми другими параметрами системы, такими как потери клиентов, обратная
связь и т.д.

В последнее время мобильный трафик резко увеличился, что привело к
дефициту беспроводных спектров. Когнитивные радиосети являются пер-
спективными технологиями для решения проблемы нехватки спектра. В се-
тях когнитивного радио есть приоритетные и неприоритетные пользовате-
ли. Основные пользователи (приоритетные) предоставляют некоторые поло-
сы спектра вторичным пользователям (неприоритетным). Вторичные поль-
зователи могут когнитивно использовать эти полосы, когда они не исполь-
зуются основными, но когда основной пользователь прибыл для обслужи-
вания, текущий вторичный пользователь должен покинуть прибор и повто-
рить попытку занять канал позже. С математической точки зрения иссле-
дование RQ-систем с двумя типами клиентов существенно сложнее, чем с
одним типом клиентов. Ряд работ посвящено исследованию систем с двумя
потоками. В [7] исследована приоритетная система с нетерпеливыми заяв-
ками и неоднородным обслуживанием. В [8] авторы рассмотрели систему,
в которой приоритетная заявка, обнаружив прибор занятым, либо вытес-
няет заявку на приборе, либо с некоторой вероятностью встает в очередь.
В [8] авторами учитывается факт возможной поломки прибора. В [9–11] так-
же найдены показатели функционирования RQ-систем различных конфи-
гураций с двумя потоками (приоритетным и неприоритетным) и очередью
для приоритетных.

Стоит отметить, что в описанных выше работах приоритетные заявки, об-
наружив прибор занятым, встают в очередь. В данной работе предлагается
система с повторными вызовами, в которой приоритетные клиенты, также
как и неприоритетные, уходят на орбиту, т.е. надо рассмотреть систему с
двумя орбитами. В [12] авторами рассмотрена тандемная RQ-система с дву-
мя орбитами. Особенностью исследуемой в этой статье системы является тот
факт, что приоритетные заявки могут вытеснять обслуживаемые неприори-
тетные заявки.
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2. Математическая модель и постановка задачи

Рассмотрим систему с повторными вызовами (retrial queueing system, RQ-
система), рис. 1.

Поступает два простейших потока с параметрами λ1 и λ2. Первый по-
ток – поток приоритетных заявок, второй – неприоритетных. Когда в момент
прихода заявка обнаруживает прибор свободным, то она начинает обслужи-
ваться в течение времени, распределенного по экспоненциальному закону с
параметрами μ1 и μ2 соответственно для заявок приоритетного и неприори-
тетного потоков. После успешного окончания обслуживания заявка покидает
систему. Когда в момент прихода заявка приоритетного потока обнаруживает
прибор занятым, то:

— если на приборе обслуживалась приоритетная заявка, то пришедшая
переходит на орбиту, где осуществляет случайную задержку, имеющую экс-
поненциальное распределение с параметром σ1. После случайной задержки
она вновь обращается к прибору с повторной попыткой его захвата;

— если на приборе обслуживалась неприоритетная заявка, то пришедшая
заявка вытесняет обслуживаемую и сама начинает обслуживаться, а вытес-
ненная переходит на орбиту для неприоритетных заявок, где осуществляет
случайную задержку, экспоненциально распределенную с параметром σ2, по-
сле нее обращается к прибору с повторной попыткой его захвата. Если он
свободен, то начинает обслуживание, если занят, то мгновенно возвращается
обратно.

Дисциплина обращения к прибору приоритетных заявок с орбиты такая
же как и при обращении вновь прибывших в систему приоритетных заявок.

λ1

μ1

σ1

λ2

σ1

μ2

σ2 σ2

Орбита 2

Орбита 1

Рис. 1. Математическая модель RQ-системы M (2)|M (2)|1.
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Обозначим: i1(t) – число заявок на первой орбите, i2(t) – число заявок
на второй орбите. Состояние прибора определяется величиной k(t): k(t) = 0,
если прибор свободен для обслуживания; k(t) = 1, если прибор занят обслу-
живанием приоритетной заявки; k(t) = 2, если прибор занят обслуживанием
неприоритетной заявки.

Тогда вероятность того, что в момент времени t прибор находится в со-
стоянии k, на первой орбите количество заявок равно i1, на второй орбите
количество заявок равно i2, обозначим как

P{k(t) = k, i1(t) = i1, i2(t) = i2} = Pk(i1, i2, t).(2.1)

Для раcпределения (2.1), используя формулу полной вероятности, соста-
вим систему дифференциальных уравнений Колмогорова:

∂P0(i1, i2, t)

∂t
=− (λ1 + λ2 + i1σ1 + i2σ2)P0(i1, i2, t) +

+ μ1P1(i1, i2, t) + μ2P2(i1, i2, t),

∂P1(i1, i2, t)

∂t
=− (λ1 + λ2 + μ1)P1(i1, i2, t) + λ1P1(i1 − 1, i2, t) +

+ λ2P1(i1, i2 − 1, t) + λ1P0(i1, i2, t) +

+ (i1 + 1)σ1P0(i1 + 1, i2, t) + λ1P2(i1, i2 − 1, t) +

+ (i1 + 1)σ1P2(i1 + 1, i2 − 1, t),

∂P2(i1, i2, t)

∂t
=− (λ1 + λ2 + μ2 + i1σ1)P2(i1, i2, t) +

+ λ2P2(i1, i2 − 1, t) + λ2P0(i1, i2, t) +

+ (i2 + 1)σ2P0(i1, i2 + 1, t).

(2.2)

Чтобы найти характеристики данной системы массового обслуживания,
необходимо найти распределение вероятностей (2.1). В допредельном случае,
т.е. решив систему уравнений (2.2), это сделать затруднительно, так как си-
стема является нетривиальной. Поэтому предлагается построить диффузи-
онный процесс с помощью которого можно аппроксимировать распределение
вероятностей (2.1), тем самым решив задачу.

Опр е д е л е н и е 1. Частичной производяще-характеристической функ-
цией будем называть функцию вида

Hk(z, u, t) =

∞∑
i1=0

zi1
∞∑

i2=0

ejui2Pk(i1, i2, t).(2.3)
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Для дальнейших исследований перейдем от системы уравнений (2.2) к си-
стеме уравнений для функций (2.3). Получим:

∂H0(z, u, t)

∂t
=− (λ1 + λ2)H0(z, u, t) − σ1z

∂H0(z, u, t)

∂z
+

+ jσ2
∂H0(z, u, t)

∂u
+ μ1H1(z, u, t) + μ2H2(z, u, t),

∂H1(z, u, t)

∂t
=− (λ1 + λ2 + μ1)H1(z, u, t) + λ1zH1(z, u, t) +

+ λ2e
juH1(z, u, t) + λ1H0(z, u, t) + λ1e

juH2(z, u, t) +

+ σ1
∂H0(z, u, t)

∂z
+ σ1e

ju∂H2(z, u, t)

∂z
,

∂H2(z, u, t)

∂t
=− (λ1 + λ2 + μ2)H2(z, u, t) + λ2e

juH2(z, u, t) +

+ λ2H0(z, u, t)− σ1z
∂H2(z, u, t)

∂z
− jσ2e

−ju∂H0(z, u, t)

∂u
.

(2.4)

Просуммировав уравнения системы (2.4), положив z = 1 и обозначив
H0(1, u, t)+H1(1, u, t)+H2(1, u, t) = H(1, u, t), получим еще добавочное урав-
нение:

∂H(1, u, t)

∂t
= (eju − 1)×

×
(
λ2H1(1, u, t) + (λ1 + λ2)H2(1, u, t) +

+ jσ2e
−ju∂H0(1, u, t)

∂u
+ σ1

∂H2(1, u, t)

∂z

)
,

(2.5)

которое вместе с системой (2.4) будем решать методом асимптотически-диф-
фузионного анализа.

Диффузионный анализ будем проводить по неприоритетной компоненте
в предельном условии большой задержки заявок на второй орбите, т.е. при
σ2 −→ 0, в несколько этапов:

1) выполнив асимптотику перового порядка, получим коэффициент пе-
реноса некоторого диффузионного процесса, с помощью которого проведем
аппроксимацию распределения вероятностей числа заявок на орбите. Также
на этом этапе находим выражения для стационарного распределения веро-
ятностей состояний прибора и для частичной производящей функции числа
заявок на первой орбите;

2) выполнив асимптотику второго порядка, получим коэффициент диф-
фузии некоторого диффузионного процесса;

3) на третьем этапе построим диффузионный процесс и получим аппрокси-
мацию распределения вероятностей числа заявок на неприоритетной орбите.
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3. Асимптотически-диффузионный анализ
по неприоритетной компоненте

3.1. Асимптотика первого порядка

В системе (2.4) и уравнении (2.5), обозначив σ2 = ε, сделаем следующие
замены:

σ2t = τ, u = σ2ε = εw, Hk(z, u, t) = Fk(z, w, τ, ε).

Тогда (2.4) и (2.5) с учетом замен перепишутся в виде:

ε
∂F0(z, w, τ, ε)

∂τ
=− (λ1 + λ2)F0(z, w, τ, ε) − σ1z

∂F0(z, w, τ, ε)

∂z
+

+ j
∂F0(z, w, τ, ε)

∂w
+ μ1F1(z, w, τ, ε) + μ2F2(z, w, τ, ε),

ε
∂F1(z, w, τ, ε)

∂τ
=− (λ1 + λ2 + μ1)F1(z, w, τ, ε) + λ1zF1(z, w, τ, ε) +

+ λ2e
jεwF1(z, w, τ, ε) + λ1F0(z, w, τ, ε) +

+ λ1e
jεwF2(z, w, τ, ε) + σ1

∂F0(z, w, τ, ε)

∂z
+

+ σ1e
jεw ∂F2(z, w, τ, ε)

∂z
,

ε
∂F2(z, w, τ, ε)

∂τ
=− (λ1 + λ2 + μ2)F2(z, w, τ, ε) + λ2e

jεwF2(z, w, τ, ε) +

+ λ2F0(z, w, τ, ε) − σ1z
∂F2(z, w, τ, ε)

∂z
−

− je−jεw ∂F0(z, w, τ, ε)

∂w
.

(3.1)

ε
∂F (1, w, τ, ε)

∂τ
= (ejεw − 1)

(
λ2F1(1, w, τ, ε) + (λ1 + λ2)F2(1, w, τ, ε) +

+ je−jεw ∂F0(1, w, τ, ε)

∂w
+ σ1

∂F2(1, w, τ, ε)

∂z

)
,

(3.2)

где
F (1, w, τ, ε) = F0(1, w, τ, ε) + F1(1, w, τ, ε) + F2(1, w, τ, ε).

Сформулируем следующую теорему.

Те ор ем а 1. Обозначим решение системы уравнений (3.1):

lim
ε→0

Fk(z, w, τ, ε) = Fk(z, w, τ), k = 0, 2.

Тогда справедливо утверждение

Fk(z, w, τ) = Gk(z, x(τ))e
jwx(τ), k = 0, 2.(3.3)
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Для удобства записи аргумент τ будем опускать: x(τ) = x. Функции
Gk(z, x), k = 0, 2 – частичные производящие функции числа заявок на первой
орбите, которые имеют вид

G0(z, x) =
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1z)
λ1
σ1

−

− λ2 + x

σ1
z
−λ1+λ2+μ2+x

σ1

z∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1y)
λ1
σ1

dy,

G1(z) =

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1+σ1
σ1 λ1

μ1
,

G2(z, x) =
λ2 + x

σ1
z
−λ1+λ2+μ2+x

σ1

z∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1y)
λ1
σ1

dy,

(3.4)

величина x(τ) является решением дифференциального уравнения

x′(τ) =−x(τ)G0(1, x)+λ2G1(1)+(λ1+λ2)G2(1, x)+σ1
∂G2(z, x)

∂z

∣∣∣∣
z=1

.(3.5)

Дока з а т е л ь с т в о.
В системе (3.1) выполним предельный переход при ε→ 0, получим

−(λ1 + λ2)F0(z, w, τ) − σ1z
∂F0(z, w, τ)

∂z
+ j

∂F0(z, w, τ)

∂w
+

+ μ1F1(z, w, τ) + μ2F2(z, w, τ) = 0,

−(λ1 + μ1)F1(z, w, τ) + λ1zF1(z, w, τ) +(3.6)

+ λ1F0(z, w, τ) + λ1F2(z, w, τ) + σ1
∂F0(z, w, τ)

∂z
+ σ1

∂F2(z, w, τ)

∂z
= 0,

−(λ1 + μ2)F2(z, w, τ) + λ2F0(z, w, τ) − σ1z
∂F2(z, w, τ)

∂z
− j

∂F0(z, w, τ)

∂w
= 0.

Решение системы уравнений (3.6) будем искать в виде (3.3). Тогда (3.6) пе-
репишется как

−(λ1 + λ2 + x(τ))G0(z, x)− σ1z
∂G0(z, x)

∂z
+ μ1G1(z) + μ2G2(z, x) = 0,

−(λ1(1− z) + μ1)G1(z) + λ1G0(z, x) +

+ λ1G2(z, x) + σ1
∂G0(z, x)

∂z
+ σ1

∂G2(z, x)

∂z
= 0,

−(λ1 + μ2)G2(z, x) + (λ2 + x(τ))G0(z, x) − σ1z
∂G2(z, x)

∂z
= 0.

(3.7)
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Введем обозначение

G02(z, x) = G0(z, x) +G2(z, x).

Тогда продифференцировав G02(z, x) по z, получаем

∂G02(z, x)

∂z
=
∂G0(z, x)

∂z
+
∂G2(z, x)

∂z
.

Просуммируем первое и третье уравнение (3.7) и составим систему уже
из двух уравнений (суммы первого и третьего уравнений и второго уравне-
ния (3.7)). Учитывая введенные обозначения, получим

−λ1G02(z, x) + μ1G1(z)− σ1z
∂G02(z, x)

∂z
= 0,

−(λ1(1− z) + μ1)G1(z) + λ1G02(z, x) + σ1
∂G02(z, x)

∂z
= 0.

(3.8)

Домножив второе уравнение на z и просуммировав уравнения системы,
получаем

λ1G02(z, x) − μ1G1(z) + λ1zG1(z) = 0.(3.9)

В (3.9) выразим G1(z) через G02(z, x) и подставим в первое уравнение си-
стемы (3.8), получим однородное дифферeнциальное уравнение относительно
функции G02(z, x) = G02(z):

λ21z

μ1 − λ1z
G02(z)− σ1z

∂G02(z)

∂z
= 0,

решение которого имеет вид

G02(z) = (μ1 − λ1z)
−λ1

σ1C.(3.10)

Для функции G1(z) аналогично получаем дифференциальное уравнение

(λ1 + σ1)G1(z) +

(
σ1z − σ1μ1

λ1

)
∂G1(z)

∂z
= 0,

решение которого имеет вид

G1(z) = (μ1 − λ1z)
−λ1+σ1

σ1 C.(3.11)

Найдем константу C. В функциях Gk(z, x), k = 0, 2, положим z = 1 и обо-
значим G0(1, x) = R0(x), G1(1) = R1, G2(1, x) = R2(x). Величины R0(x), R1,
R2(x) удовлетворяют условию нормировки R0(x) +R1 +R2(x) = 1. Если в
уравнении (3.5) перейти к стационарному режиму и решение стационарного
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уравнения обозначить x = κ, то получаем стационарное распределение веро-
ятностей состояний прибора R0(κ), R1, R2(κ).

В уравнении (3.9) положим z = 1 и, добавляя условие нормировки, полу-
чим систему уравнений

λ1(R0(x) +R2(x)) − μ1R1 + λ1R1 = 0,

R0(x) +R1 +R2(x) = 1.

Откуда получаем

R1 =
λ1
μ1
, R0(x) +R2(x) =

μ1 − λ1
μ1

.

Тогда, полагая z = 1 в (3.10) и (3.11) и используя найденные Rk(x), полу-
чаем

G1(z) =

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1+σ1
σ1 λ1

μ1
, G02(z) =

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1
σ1 μ1 − λ1

μ1
.

Рассмотрим третье уравнение системы (3.7) и найденное G02(z) =
= G02(z, x) = G0(z, x) +G2(z, x):

−(λ1 + μ2)G2(z, x) + (λ2 + x(τ))G0(z, x)− σ1z
∂G2(z, x)

∂z
= 0,

G0(z, x) +G2(z, x) =

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1
σ1 μ1 − λ1

μ1
.

(3.12)

Выразив из второго уравнения G0(z, x) и подставив в первое уравнение
системы (3.12), получим неоднородное дифференциальное уравнение относи-
тельно функции G2(z, x):

(G2(z, x))
′
z +

λ1 + λ2 + μ2 + x

σ1z
G2(z, x) =

λ2 + x

σ1z

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1
σ1 μ1 − λ1

μ1
,

решение которого имеет вид

G2(z, x) =
λ2 + x

σ1
z
−λ1+λ2+μ2+x

σ1

z∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1y)
λ1
σ1

dy.

Подставив найденное выражение для функции G2(z, x) в систему (3.12), по-
лучим решение для функции G0(z, x):

G0(z, x) =
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1z)
λ1
σ1

−

− λ2 + x

σ1
z
−λ1+λ2+μ2+x

σ1

z∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1
(μ1 − λ1)

λ1
σ1

+1

μ1(μ1 − λ1y)
λ1
σ1

dy.
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Найденные выражения для функций Gk(z, x), k = 0, 1, 2 совпадают с (3.4).
Рассмотрим уравнение (3.2). Разложим экспоненту в ряд Тейлора

ejεw = 1 + jεw +O(ε2)

и разделим левую и правую части (3.2) на jεw. Далее выполним предельный
переход при ε → 0, получим

∂F (1, w, τ)

jw∂τ
= λ2F1(1, w, τ) + (λ1 + λ2)F2(1, w, τ) +

+ j
∂F0(1, w, τ)

∂w
+ σ1

∂F2(1, w, τ)

∂z
.

Выполним замены

Fk(1, w, τ) = Gk(1, x)e
jwx = Rk(x)e

jwx, k = 0, 1, 2,

F (1, w, τ) = G(1, x)ejwx = ejwx.

Тогда получим следующее дифференциальное уравнение для x(τ):

x′(τ) = −x(τ)G0(1, x) + λ2G1(1) + (λ1 + λ2)G2(1, x) + σ1
∂G2(z, x)

∂z

∣∣∣∣
z=1

,

которое совпадает с (3.5). Таким образом, теорема 1 доказана.

Обозначим:

∂Gk(z, x)

∂z

∣∣∣∣
z=1

=
∂Gk(1, x)

∂z
, k = 0, 1, 2,

∂G02(z)

∂z

∣∣∣∣
z=1

=
∂G02(1)

∂z
.

Обозначим правую часть уравнения (3.5) через a(x) и упростим ее, ис-
пользуя (3.4); получим

a(x) = x′(τ) =

= −x(τ)G0(1, x) + λ2G1(1) + (λ1 + λ2)G2(1, x) + σ1
∂G2(1, x)

∂z
=

= λ2 − μ2R2(x).

Величина a(x) имеет смысл коэффициента переноса некоторого диффузи-
онного процесса, с помощью которого получим аппроксимацию распределе-
ния вероятностей числа заявок на орбите.
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Сл ед с т в и е 1. Условие эргодичности рассматриваемой RQ-системы
имеет вид

λ1
μ1

+
λ2
μ2

< 1.

Дока з а т е л ь с т в о.
Достаточным условием эргодичности системы будет неравенство

lim
x→∞ a(x) < 0.

Таким образом, получаем

lim
x→∞ a(x) = lim

x→∞(λ2 − μ2R2(x)) = λ2 − μ2

(μ1 − λ1
μ1

)
< 0.

Откуда получаем условие

λ1
μ1

+
λ2
μ2

< 1.

Сл ед с т в и е 2. Производящая функция распределения вероятностей
числа заявок на приоритетной орбите имеет вид

G(z) =
λ1
μ1

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1+σ1
σ1

+
μ1 − λ1
μ1

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1
σ1

.

Таким образом, распределение вероятностей числа заявок на первой орби-
те имеет вид взвешенной суммы двух отрицательно-биномиальных распреде-
лений с весами λ1

μ1
и μ1−λ1

μ1
.

3.2. Асимптотика второго порядка

Рассмотрим характеристическую функцию случайного процесса i(t)−
−x(σ2t)

σ2
. Для этого в системе (2.4) и уравнении (2.5) сделаем замену:

Hk(z, u, t) = e
jux(σ2t)

σ2 H
(2)
k (z, u, t), k = 0, 1, 2.

Обозначая σ2 = ε2, в системе уравнений для H(2)
k (z, u, t), k = 0, 1, 2 выпол-

ним замены:

τ = ε2t, u = εw, H
(2)
k (z, u, t) = F

(2)
k (z, w, τ, ε),
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получаем систему для функций F (2)
k (z, w, τ, ε), k = 0, 1, 2 и добавочное урав-

нение:

ε2
∂F

(2)
0 (z, w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F

(2)
0 (z, w, τ, ε) =

= −(λ1 + λ2 + x)F
(2)
0 (z, w, τ, ε) − σ1z

∂F
(2)
0 (z, w, τ, ε)

∂z
+

+ jε
∂F

(2)
0 (z, w, τ, ε)

∂w
+ μ1F

(2)
1 (z, w, τ, ε) + μ2F

(2)
2 (z, w, τ, ε),

ε2
∂F

(2)
1 (z, w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F

(2)
1 (z, w, τ, ε) =

= −(λ1 + λ2 + μ1)F
(2)
1 (z, w, τ, ε) + λ1zF

(2)
1 (z, w, τ, ε) +

+ λ2e
jεwF

(2)
1 (z, w, τ, ε) + λ1F

(2)
0 (z, w, τ, ε) + λ1e

jεwF
(2)
2 (z, w, τ, ε) +

+ σ1
∂F

(2)
0 (z, w, τ, ε)

∂z
+ σ1e

jεw ∂F
(2)
2 (z, w, τ, ε)

∂z
,

ε2
∂F

(2)
2 (z, w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F

(2)
2 (z, w, τ, ε) =

= −(λ1 + λ2 + μ2)F
(2)
2 (z, w, τ, ε) + λ2e

jεwF
(2)
2 (z, w, τ, ε) +

+ λ2F
(2)
0 (z, w, τ, ε) − σ1z

∂F
(2)
2 (z, w, τ, ε)

∂z
−

− je−jεw ∂F
(2)
0 (z, w, τ, ε)

∂w
+ xe−jεwF

(2)
0 (z, w, τ, ε).

(3.13)

ε2
∂F (2)(1, w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F (2)(1, w, τ, ε) = (ejεw − 1)×

×
(

− xe−jεwF
(2)
0 (1, w, τ, ε) + λ2F

(2)
1 (1, w, τ, ε) +(3.14)

+ (λ1 + λ2)F
(2)
2 (1, w, τ, ε) + jεe−jεw ∂F

(2)
0 (1, w, τ, ε)

∂w
+ σ1

∂F
(2)
2 (1, w, τ, ε)

∂z

)
.

Обозначим: F (2)
k (z, w, τ) = lim

ε→0
F

(2)
k (z, w, τ, ε), k = 0, 1, 2. Сформулируем и

докажем следующую теорему.

Те ор ем а 2. Функции F (2)
k (z, w, τ), k = 0, 1, 2 имеют вид F (2)

k (z, w, τ) =
= Φ(w, τ)Gk(z, x), где функция Φ(w, τ) является характеристической функ-
цией процесса y(τ) = lim

σ2→0

√
σ2

(
i( τ

σ2
)− x(τ)

σ2

)
, и удовлетворяет дифференци-

альному уравнению

∂Φ(w, τ)

∂τ
= a′(x)w

∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2
b(x)Φ(w, τ),(3.15)
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где

a(x) = λ2 − μ2R2(x),(3.16)
b(x) = a(x) + 2((λ2 − a(x))R2(x)− μ2h2(x)).(3.17)

Здесь h2(x) = h2(1, x),

h2(1, x) =
1

σ1

1∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1 ×D(y, x)dy,(3.18)

D(z, x) = (λ2 + x)h02(z, x) + (λ2 − a(x))G2(z, x)− xG0(z, x),(3.19)

h02(z, x) =

(
μ1−λ1
μ1−zλ1

)λ1
σ1

⎛
⎝ 1

μ1
A(1, x)− 1

σ1

1∫
z

(
μ1−λ1
μ1−yλ1

)−λ1
σ1

B(y, x)dy

⎞
⎠,(3.20)

A(1, x) = a(x)
∂G02(1)

∂z
− (λ1 + λ2 + σ1)

∂G2(1, x)

∂z
+ x

∂G0(1, x)

∂z
−

− λ1R2(x) + (a(x)− λ2)R1 + (a(x)− λ2)
∂G1(1)

∂z
− σ1

∂2G2(1, x)

∂z2
,

(3.21)

B(z, x) = (a(x) − λ2)G1(z)− λ1G2(z, x)− σ1
∂G2(z, x)

∂z
−

− (z − 1)λ1 − μ1
(zλ1 − μ1)(z − 1)

(
a(x)G02(z)− (λ2 + zλ1)G2(z, x) +

+ xG0(z, x) + z(a(x)− λ2)G1(z)− zσ1
∂G2(z, x)

∂z

)
.

(3.22)

Дока з а т е л ь с т в о.
Решение системы уравнений (3.13) запишем в следующем виде:

Fk(z, w, τ, ε) = Φ(w, τ) (Gk(z, x) + jεwgk(z, x)) +O(ε2), k = 0, 1, 2.

Подставляя данные функции в систему уравнений (3.13), сделав несложные
преобразования и выполнив предельный переход при ε→ 0, получим систему
уравнений:

a(x)G0(z, x) = −(λ1 + λ2 + x)g0(z, x) + μ1g1(z, x) + μ2g2(z, x) −
− σ1z

∂g0(z, x)

∂z
+G0(z, x)

∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
,

a(x)G1(z) = −(λ1(1− z) + μ1)g1(z, x) + λ1g0(z, x) + λ1g2(z, x) +

+ λ2G1(z, x) + λ1G2(z, x) + σ1
∂g0(z, x)

∂z
+ σ1

∂g2(z, x)

∂z
+ σ1

∂G2(z, x)

∂z
,

a(x)G2(z, x) = −(λ1 + μ2)g2(z, x) + (λ2 + x)g0(z, x) + λ2G2(z, x)−
− xG0(z, x)− σ1z

∂g2(z, x)

∂z
−G0(z, x)

∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
.

(3.23)
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Функции gk(z, x), k = 0, 1, 2 будем искать в виде суммы общего решения
однородного и частного решения неоднородного дифференциального уравне-
ния:

gk(z, x) = CGk(z, x) + hk(z, x)− φk(z, x)
∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
, k = 0, 1, 2.

Подставляя gk(z, x) в (3.23), можно убедиться, что коэффициент перед кон-
стантой C равен нулю. Тогда, приравнивая коэффициенты при ∂Φ(w,τ)

wΦ(w,τ)∂w ,
получаем систему уравнений для нахождения функций φk(z, x). Если систе-
му уравнений для функций Gk(z, x) продифференцировать по переменной x,
то можно убедиться, что она совпадет с системой уравнений для нахождения
функций φk(z, x). Таким образом, делаем вывод, что

φk(z, x) =
∂Gk(z, x)

∂x
, k = 0, 1, 2.

Приравнивая оставшиеся слагаемые, можно записать систему уравнений для
нахождения функций hk(z, x), k = 0, 1, 2:

−(λ1 + λ2 + x)h0(z, x) + μ1h1(z, x) + μ2h2(z, x) − σ1z
∂h0(z, x)

∂z
=

= a(x)G0(z, x),

λ1h0(z, x) − (λ1(1− z) + μ1)h1(z, x) + λ1h2(z, x) + σ1
∂h0(z, x)

∂z
+

+ σ1
∂h2(z, x)

∂z
= (a(x) − λ2)G1(z)− σ1

∂G2(z, x)

∂z
− λ1G2(z, x),

(λ2 + x)h0(z, x) − (λ1 + μ2)h2(z, x)− σ1z
∂h2(z, x)

∂z
+

= (a(x)− λ2)G2(z, x) + xG0(z, x).

(3.24)

Просуммируем первое и третье уравнение системы (3.24) и добавим к по-
лучившемуся уравнению второе, получим систему:

−λ1(h0(z, x) + h2(z, x)) + μ1h1(z, x)− σ1z

(
∂h0(z, x)

∂z
+
∂h2(z, x)

∂z

)
=

= a(x)(G0(z, x) +G2(z, x)) − λ2G2(z, x) + xG0(z, x),

λ1(h0(z, x)+h2(z, x))− (λ1(1− z)+μ1)h1(z, x)+σ1

(
∂h0(z, x)

∂z
+
∂h2(z, x)

∂z

)
=

= (a(x)− λ2)G1(z)− σ1
∂G2(z, x)

∂z
− λ1G2(z, x).

Обозначим:

h02(z, x) = h0(z, x) + h2(z, x).
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Тогда система уравнений перепишется в виде:

−λ1h02(z, x) + μ1h1(z, x)− σ1z
∂h02(z, x)

∂z
=

= a(x)(G0(z, x) +G2(z, x)) − λ2G2(z, x) + xG0(z, x),

λ1h02(z, x)− (λ1(1− z) + μ1)h1(z, x) + σ1
∂h02(z, x)

∂z
=

= (a(x)− λ2)G1(z)− σ1
∂G2(z, x)

∂z
− λ1G2(z, x).

(3.25)

Домножим второе уравнение на z и просуммируем уравнения системы, полу-
чим:

λ1h02(z, x) − (μ1 − λ1z)h1(z, x) =

=
1

z − 1

(
a(x)(G0(z, x) +G2(z, x) + zG1(z))+

+xG0(z, x) − λ2zG1(z)− (λ1z + λ2)G2(z, x) − σ1z
∂G2(z, x)

∂z

)
.

(3.26)

Обозначим правую часть уравнения через A(z, x) и найдем предел при z → 1:

lim
z→1

(a(x)+x)G0(z, x)+z(a(x)−λ2)G1(z)− (λ1z+λ2−a(x))G2(z, x)−σ1z ∂G2(z,x)
∂z

z − 1
=

= lim
z→1

(
a(x)

∂G02(z)

∂z
− (λ1 + λ2 + σ1)

∂G2(z, x)

∂z
+ x

∂G0(z, x)

∂z
− λ1G2(z, x)+

+(a(x)− λ2)G1(z) + (a(x)− λ2)
∂G1(z)

∂z
− σ1z

∂2G2(z, x)

∂z2

)
=

= lim
z→1

A(z, x) = a(x)
∂G02(1)

∂z
− (λ1 + λ2 + σ1)

∂G2(1, x)

∂z
+ x

∂G0(1, x)

∂z
−

− λ1R2(x) + (a(x)− λ2)R1 + (a(x)− λ2)
∂G1(1)

∂z
− σ1

∂2G2(1, x)

∂z2
= A(1, x),

что совпадает с (3.21).
Тогда уравнение (3.26) можно записать в виде

λ1h02(z, x) − (μ1 − λ1z)h1(z, x) = A(1, x).

Далее выражаем функцию h1(z, x) и подставляем во второе уравнение систе-
мы (3.25), получаем неоднородное дифференциальное уравнение относитель-
но функции h02(z, x). Обозначим правую часть уравнения через B(z, x):

B(z, x) = (a(x)− λ2)G1(z)− λ1G2(z, x) − σ1
∂G2(z, x)

∂z
− (z − 1)λ1 − μ1

(zλ1 − μ1)(z − 1)
×

×
(
a(x)G02(z) − (λ2 + zλ1)G2(z, x) + xG0(z, x) +

+ z(a(x)− λ2)G1(z)− zσ1
∂G2(z, x)

∂z

)
.
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Тогда дифференциальное уравнение запишется в следующем виде:

λ1

(
1− λ1(1− z) + μ1

μ1 − λ1z

)
h02(z, x) + σ1

∂h02(z, x)

∂z
= B(z, x).

Его решение имеет вид

h02(z, x) =

(
μ1 − λ1
μ1 − zλ1

)λ1
σ1

⎛
⎝ 1

μ1
A(1, x) − 1

σ1

1∫
z

(
μ1 − λ1
μ1 − yλ1

)−λ1
σ1

B(y, x)dy

⎞
⎠ ,

что совпадает с (3.20).
Так как h0(z, x) = h02(z, x) − h2(z, x), то подставим это в третье уравнение

системы (3.24) и обозначим правую часть как

D(z, x) = (λ2 + x)h02(z, x) + (λ2 − a(x))G2(z, x) − xG0(z, x),

получим дифференциальное уравнение относительно h2(z, x):

(λ1 + λ2 + μ2 + x)h2(z, x) + σ1z
∂h2(z, x)

∂z
= D(z, x),

решение которого имеет вид

h2(z, x) = z
−λ1+λ2+μ2+x

σ1
1

σ1

z∫
0

y
λ1+λ2+μ2+x−σ1

σ1 D(y, x)dy.

Полагая здесь z = 1, получаем (3.18).
Рассмотрим уравнение (3.14). Подставим в него

Fk(z, w, τ, ε) = Φ(w, τ) (Gk(z, x) + jεwgk(z, x)) +O(ε2), k = 0, 1, 2,

сделав несложные преобразования и выполнив предельный переход при ε→ 0,
получим

− ∂Φ(w, τ)

w2Φ(w, τ)∂τ
+ a(x)g(1, x) = λ2g1(1, x) + (λ1 + λ2)g2(1, x) +

+G0(1, x)
∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
− xg0(1, x) + xG0(1, x) + σ1

∂g2(1, x)

∂z
+

1

2
a(x).

Функции gk(1, x) запишем в виде

gk(1, x) = C ×Gk(1, x) + hk(1, x) − φk(1, x)
∂Φ(w, τ)

wΦ(w, τ)∂w
, k = 0, 1, 2.
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С учетом условий
∑2

k=0 hk(z, x)
∣∣∣
z=1

= 0,
∑2

k=0 φk(z, x)
∣∣∣
z=1

= 0 получим
уравнение

∂Φ(w, τ)

∂τ
=

(
λ2φ1(1, x) + (λ1 + λ2)φ2(1, x)−

−G0(1, x) − xφ0(1, x) + σ1
∂φ2(1, x)

∂z

)
×

× w
∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2
Φ(w, τ)

(
a(x) + 2

(
λ2h1(1, x) + (λ1 + λ2)h2(1, x) −

− xh0(1, x) + xG0(1, x) + σ1
∂h2(1, x)

∂z

))
.

Преобразуем коэффициенты перед w ∂Φ(w,τ)
∂w и w2

2 Φ(w, τ), получаем

λ2φ1(1, x) + (λ1 + λ2)φ2(1, x) −G0(1, x) − xφ0(1, x) + σ1
∂φ2(1, x)

∂z
= a′(x),

a(x)+2

(
λ2h1(1, x)+ (λ1+λ2)h2(1, x)−xh0(1, x)+xG0(1, x)+σ1

∂h2(1, x)

∂z

)
=

= a(x) + 2((λ2 − a(x))R2(x)− μ2h2(1, x)) = b(x).

Тогда получаем уравнение

∂Φ(w, τ)

∂τ
= a′(x)w

∂Φ(w, τ)

∂w
− w2

2
b(x)Φ(w, τ).

Теорема доказана.

Функция b(x) имеет смысл коэффициента диффузии некоторого диффу-
зионного процесса, с помощью которого проведем аппроксимацию распреде-
ления вероятностей числа заявок на орбите.

3.3. Диффузионная аппроксимация распределения вероятностей числа
заявок на неприоритетной орбите

К уравнению (3.15) применим обратное преобразование Фурье. Получим
уравнение Фоккера–Планка для функции плотности распределения вероят-
ностей P (y, τ) = ∂P{y(τ)<y}

∂y :

∂P (y, τ)

∂τ
= −∂{ya

′(x)P (y, τ)}
∂y

+
1

2

∂2{b(x)P (y, τ)}
∂y2

.

Можно сделать вывод, что y(τ) = lim
σ2→0

√
σ2

(
i
(

τ
σ2

)
− x(τ)

σ2

)
является реше-

нием стохастического дифференциального уравнения

dy(τ) = a′(x)ydτ +
√
b(x)dW (τ),
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гдеW (τ) является винеровским случайным процессом, a′(x)y – коэффициент
переноса,

√
b(x) – коэффициент диффузии.

Рассмотрим диффузионный процесс z(τ) = x(τ) +
√
σ2y(τ). Заметим, что

z(τ) = lim
σ2→0

σ2i
(

τ
σ2

)
. Обозначим через V (z) стационарную плотность распре-

деления вероятностей процесса z(τ). Можно показать, что плотность V (z)
имеет вид

V (z) =
C

b(z)
× exp

⎛
⎝ 2

σ2

z∫
0

a(x)

b(x)
dx

⎞
⎠.

Более подробное описание процедуры построения диффузионной аппрок-
симации и нахождения вида плотности V (z) можно найти в [13, 15].

Для построения диффузионной аппроксимации распределения вероятно-
стей числа заявок на неприоритетной орбите будем пользоваться формулой:

P (i) =
V (iσ2)

∞∑
n=0

V (nσ2)

.(3.27)

Таким образом, в определении значения константы C нет необходимости.

4. Алгоритм построения диффузионной аппроксимации в пакете MathCAD

Полученные теоретические результаты были реализованы в пакете
MathCAD. Ниже приведен алгоритм численной реализации для нахождения
диффузионной аппроксимации числа заявок на неприоритетной орбите.

Алг о ри тм 1. 1) задаем параметры системы: λ1, λ2, μ1, μ2, σ1, σ2. За-
даем достаточно большое число N ;

2) по формулам (3.4) записываем функции Gk(z, x), k = 0, 1, 2 и Rk(x) =
= Gk(1, x), k = 0, 1, 2;

3) по формуле (3.16) записываем функцию a(x) и находим решение κ ста-
ционарного уравнения a(x) = 0, используя встроенную функцию пакета
MathCAD:

κ := root(a(x), x, 0, N);

4) находим значения R0(κ), R1, R2(κ), которые являются стационарными
вероятностями состояний прибора;

5) записываем функцию

G02(z) =

(
μ1 − λ1
μ1 − λ1z

)λ1
σ1 μ1 − λ1

μ1
;
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6) считаем производные по z от функций Gk(z, x), k = 0, 1, 2 и G02(z, x):

∂G02(z)

∂z
= G02(z)

λ1
σ1

λ1
μ1 − zλ1

;
∂G1(z)

∂z
=
λ1G1(z) + λ1

∂G02(z)
∂z

μ1 − zλ1
,

∂G0(z, x)

∂z
=

−(λ1 + λ2)G0(z, x) + μ1G1(z) + μ2G2(z, x) − xG0(z, x)

σ1z
,

∂G2(z, x)

∂z
=

(λ2 + x)G02(z)− (λ1 + λ2 + μ2 + x)G2(z, x)

σ1z
,

∂2G2(z, x)

∂z2
=

(λ2 + x)G02(z)− (λ1 + λ2 + μ2 + x+ σ1)
∂G2(z,x)

∂z

σ1z
;

7) записываем A(z, x) по формуле

A(z, x) =
1

z − 1

(
a(x) + x)G0(z, x) + z(a(x) − λ2)G1(z) −

− (λ1z + λ2 − a(x))G2(z, x) − σ1z
∂G2(z, x)

∂z

)
,

B(z, x) по формуле (3.22), для h02(z, x) – (3.20):

h02(z, x) := if

(
z = 1,

1

μ1
A(1, x), h02(z, x)

)
;

8) находим D(z, x) (3.19) и h2(1, x) (3.18);
9) записываем коэффициент диффузии b(x) (3.17);
10) строим P1(i) (3.27):

P1(i) =
1

b(σ2i)
exp

⎛
⎝ 2

σ2

σ2i∫
0

a(x)

b(x)
dx

⎞
⎠;

11) выполняем нормировку и получаем аппроксимацию дискретного рас-
пределения вероятностей числа заявок на неприоритетной орбите

P (i) := P1(i)

(
N∑
i=0

P1(i)

)−1

.

Прим ер 1. Зададим параметры системы:

λ1 = 0,3, λ2 = 0,9, μ1 = 1, μ2 = 2, σ1 = 1.

Получаем распределение вероятностей состояний прибора:

R0 = 0,25, R1 = 0,3, R2 = 0,45.
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Рис. 2. Графики коэффициента переноса и коэффициента диффузии.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0,11

0,1

0,09

0,08

0,07

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0

P(i)i

Рис. 3. Диффузионная аппроксимация P (i) при σ2 = 1, N = 100.

На рис. 2 представлена зависимость коэффициента переноса a(x) и диффу-
зии b(x) от числа заявок на неприоритетной орбите. Можно сделать вывод,
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Рис. 4. Диффузионная аппроксимация P (i) при σ2 = 0,1, N = 100.
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Рис. 5. Диффузионная аппроксимация P (i) при σ2 = 0,01, N = 1000.

что с увеличением числа заявок разброс относительно среднего увеличивает-
ся. На рис. 3–5 изображены графики диффузионной аппроксимации распре-
деления вероятностей числа заявок на неприоритетной орбите.
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Численные результаты показывают возможность осуществления предло-
женного подхода исследования к задачам такого класса. Также по графику
распределения можно сделать вывод, что при малом значении σ2 распределе-
ние близко к гауссовскому распределению вероятностей. Этот вывод можно
подтвердить, обратившись к [14], где исследуется система M (2)|B(2)(x)|1 ме-
тодом гауссовской аппроксимации.

5. Заключение

В работе исследована система массового обслуживания с повторными вы-
зовами и двумя входящими потоками заявок (приоритетный и неприоритет-
ный поток).

Для числа приоритетных заявок на орбите найдена производящая функ-
ция в виде взвешенной суммы производящих функций отрицательно-биноми-
альных распределений.

Для числа неприоритетных заявок на орбите получено распределение ве-
роятностей, которое называем диффузионной аппроксимацией.

Найденные распределения вероятностей позволяют определить все необхо-
димые вероятностно-временные характеристики системы для поступившего
числа заявок. Полученные теоретические результаты могут быть использова-
ны для решения ряда практических задач, в которых необходимо разделение
заявок по приоритетности: когнитивное радио, передача данных, где необхо-
димо разделение по объему передаваемых пакетов данных. Вызывает интерес
исследование задач более общего типа (с произвольной функцией распреде-
ления времени обслуживания).
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Предложен алгоритм управления по выходу линейными объектами
с произвольной относительной степенью в условиях параметрической
неопределенности и ограниченных возмущений. В отличие от классиче-
ских алгоритмов адаптивного управления предложенный алгоритм поз-
воляет гарантировать слежение выхода объекта за эталонным сигна-
лом с нахождением ошибки слежения в заданном разработчиком множе-
стве. Приведен пример, иллюстрирующий эффективность предложенного
метода.
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1. Введение

В статье рассматривается задача адаптивного слежения выходного сиг-
нала объекта за эталонным с гарантией заданного качества регулирования
в любой момент времени. Рассматриваются линейные системы в условиях
параметрической неопределенности и внешних возмущений.

Задача адаптивного управления с эталонной моделью, впервые сформули-
рованная в 50-х годах XX в., является одной из наиболее изученных. Несмот-
ря на ее внушительный возраст, она остается до сих пор актуальной. Возни-
кают новые проблемы, такие как повышение вычислительной эффективности
алгоритмов, улучшение качества настройки регуляторов, обобщение методов
на более широкие классы систем и т.д.

Первые решения задач адаптивного управления были сопряжены с рядом
допущений, например с доступностью измерения вектора состояния, с пред-
положением строгой положительной вещественности передаточной функции
системы или с воспроизводимостью задающего сигнала или внешних возму-
щений с помощью автономного генератора [1–4]. Подходы, использующие ап-
парат второго метода Ляпунова [5] и теории гиперустойчивости [6], требовали

1 Работа выполнена в ИПМаш РАН при поддержке госзадания № FFNF-2024-0008
(№ 124041100006-1 в ЕГИСУ НИОКТР).
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измерения старших производных ошибки слежения. Позже данная проблема
была решена с помощью метода расширенной ошибки [7], алгоритмов адап-
тации высоких порядков [8], методов компенсации возмущений [9, 10] и т.д.

Одна из ключевых проблем в вышеописанных методах состоит в невоз-
можности повлиять на качество переходных процессов [11]. Для частично-
го решения данной проблемы предлагались различные решения, например
схема с ускоренной сходимостью [12, 13], схема с использованием больших
коэффициентов в обратной связи [14], выполнение условия неисчезающего
возбуждения [15], негладкие законы управления [16] и т.д.

Таким образом, методы [7–10, 12–16] сопряжены с наложением существен-
ных ограничений и решают задачу не в полном объеме, достигая цели управ-
ления лишь в асимптотике. При этом полученные оценки характеристик пре-
дельного множества достаточно грубые.

В [17–21] предложен метод, гарантирующий нахождение выходного сигна-
ла в заданном множестве. В [22] на базе метода [17–21] предложен адаптивный
закон управления с нахождением выходного сигнала в заданном множестве.
Однако в [22] предполагается, что относительная степень объекта равна еди-
нице. В данной статье с использованием подходов [17–22] и модифицирован-
ного алгоритма адаптации [23] предлагается новое решение задачи адаптив-
ного управления с гарантией заданного качества регулирования минимально-
фазовыми объектами [7, 8, 12, 14–16] с произвольной относительной степенью.

Статья организована следующим образом. Во втором разделе формулиру-
ется задача адаптивного слежения с ограничениями на выходную перемен-
ную. В третьем разделе сначала синтезируется закон управления, предпо-
лагающий доступность измерению производных выходного сигнала объекта.
Затем полученное решение обобщается на случай недоступности измерению
данных производных. В четвертом разделе приведено численное моделиро-
вание, иллюстрирующее эффективность полученного решения.

2. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему

Q(p)y(t) = kR(p)u(t) + f(t),(1)

где t � 0, u(t)∈R – сигнал управления, y(t)∈R – регулируемый сигнал,
доступный измерению, f(t)∈R – ограниченное внешнее возмущение, Q(s)
и R(s) – нормализованные полиномы (т.е. полиномы со старшими коэффи-
циентами, равными 1) с неизвестными вещественными коэффициентами и
со степенями, равными n и m соответственно, ρ = n−m � 1, полином R(s)
гурвицев, p = d/dt – оператор дифференцирования, коэффициент k > 0 неиз-
вестен, начальные условия y(i)(0), i = 2, n неизвестны, но известно множество
начальных условий y(0). Всюду в статье s – комплексная переменная.
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Зададим эталонную модель:

T (p)ym(t) = kmg(t),(2)

где g(t)∈R – ограниченное и (ρ− 1) раз дифференцируемое задающее воз-
действие, ym(t)∈R – выход эталонной модели, T (s) – известный нормализо-
ванный гурвицев полином с вещественными коэффициентами и степени ρ,
km > 0.

Цель работы состоит в синтезе закона управления, обеспечивающего при-
надлежность ошибки слежения e(t) = y(t)− ym(t) следующему множеству:

E =
{
(t, e)∈R2 | t � 0, g(t) < e(t) < g(t)

}
,(3)

где функции g(t) < 0, g(t) > 0, g(t)− g(t) > δ, δ > 0 ограничены и имеют
ограниченные первые производные для любых t � 0, а также e(0)∈ E . Огра-
ниченность производных g(t) и g(t) необходима для применения метода [19].

3. Основной результат

3.1. Синтез идеального закона управления

Введем вспомогательное управляющее воздействие v и сначала предполо-
жим, что его производные доступны измерению. Рассмотрим закон управ-
ления

u(t) =
T (p)

p
v(t).(4)

Представим полиномы Q(s) и R(s) в виде Q(s) = Qm(s) + ΔQ(s) и R(s) =
= Rm(s) + ΔR(s), где нормализованные гурвицевы полиномы Qm(s) и Rm(s)
имеют степени n и m соответственно, и Qm(s)/Rm(s) = T (s). Неизвестные
полиномы ΔQ(s) и ΔR(s) имеют степени n− 1 и m− 1 соответственно. Пре-
образуем (1), учитывая (4), к виду

Qm(p)y(t) =
kRm(p)T (p)

p
v(t) +

kΔR(p)T (p)

p
v(t)−ΔQ(p)y(t) + f(t).(5)

Разделив (5) на Qm(p), kRm(p)T (p) и p, запишем результат в виде

y(t) =
k

p

[
v(t) +

ΔR(p)

Rm(p)
v(t)− pΔQ(p)

kQm(p)
y(t) +

p

kQm(p)
f(t) + ε1(t)

]
,(6)

где ε1(t) – экспоненциально затухающая функция, зависящая от начальных
условий (1). Выразим ym(t) из (2) в виде

ym(t) =
k

p

[
km
k
gr(t) + ε2(t)

]
,(7)
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где gr(t) = p
T (p)g(t), ε2(t) – экспоненциально затухающая функция, зависящая

от начальных условий (2). Учитывая структуру (6) и (7), перепишем e(t)
в виде

e(t) =
k

p

[
v(t)− c01y(t)− c�02ζy(t)− c�03ζv(t)−

km
k
gr(t)+

p

kQm(p)
f(t)+ ε(t)

]
,(8)

где ε(t) = ε1(t)− ε2(t), сигналы ζy(t), ζv(t) и gr(t) сформированы с помощью
следующих фильтров:

ζ̇y(t) = Fyζy(t) + byy(t), ζy(0) = 0,

ζ̇v(t) = Fvζv(t) + bvv(t), ζv(0) = 0,(9)

ζ̇g(t) = Fgζg(t) + bgg(t), ζg(0) = 0, gr(t) = L2ζg(t).

Здесь b�i =
[
0 . . . 0 1

]
– вектор-столбец с единицей на последней пози-

ции и нулями на остальных, i∈{y, v, g, η}, Lj =
[
0 . . . 0 1 0 . . . 0

]
– век-

тор-строка с единицей на j-й позиции и нулями на остальных. Здесь и далее
матрицы bi и Lj будут иметь ту же структуру, а их размерность будет понятна
из контекста. Матрицы Fy, Fv и Fg фильтров (9) заданы в форме Фробениу-
са c характеристическими полиномами Qm(s), Rm(s) и T (s) соответственно.
Коэффициент c01 получен из следующего выражения:

pΔQ(p)

kQm(p)
= c01 +

ΔQ̃(p)

kQm(p)
,

где ΔQ̃(s) – неизвестный полином степени n − 1. Векторы c02 и c03 состоят
из коэффициентов многочленов ΔQ̃(s)/k и ΔR(s)/k соответственно. Введем
вектор постоянных неизвестных параметров c�0 =

[
c01 c�02 c�03 km/k

]
и век-

тор регрессии ω�(t) =
[
y(t) ζ�y (t) ζ�v (t) gr(t)

]
. Перепишем (8) как

ė(t) = k
(
v(t)− c�0 ω(t) + f̄(t) + ε(t)

)
,(10)

где f̄(t) = p
kQm(p)f(t) – сигнал, ограниченный в силу гурвицевости Qm(s).

Применим метод [19] для задания вспомогательного управляющего воздей-
ствия v(t), гарантирующего нахождение ошибки e(t) во множестве (3). Для
этого введем в рассмотрение вспомогательный сигнал ε(t), вычисляемый из
формулы

e(t) = Φ(ε(t), t),(11)

где функция Φ(ε(t), t) удовлетворяет условиям:
а) g(t) < Φ(ε(t), t) < g(t) для любых t � 0 и ε∈R;
б) функция Φ(ε(t), t) непрерывно-дифференцируемая по ε(t) и t, причем

для любых e∈ E и t � 0 выполнено
∂Φ

∂ε
(ε(t), t) �= 0;

в) функция ∂Φ
∂t (ε(t), t) ограничена для любых ε∈R и t � 0.
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Приведем пример преобразования (11) в виде

Φ(ε(t), t) =
g(t) exp (ε(t)) + g(t)

exp (ε(t)) + 1
.(12)

Другие примеры подобных функций (11) можно найти в [19].
Принимая во внимание (11), рассмотрим полную производную по времени

от e(t) в виде

ė(t) =
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)ε̇(t) +

∂Φ

∂t
(ε(t), t).

Учитывая (10) и свойство (б), выразим ε̇(t) следующим образом:

ε̇(t) =

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
k(v(t) − c�0 ω(t) + f̄(t) + ε(t))− ∂Φ

∂t
(ε(t), t)

)
.(13)

Теперь выберем вспомогательное управляющее воздействие и алгоритм адап-
тации в виде

v(t) = −sign
{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
αε(t) + c�(t)ω(t),(14)

ċ(t) = −
(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε(t)ω(t)− γc(t),(15)

где α > 0 и γ > 0, c(t) – вектор настраиваемых параметров. Преобразование
Φ(ε(t), t) выбирается заранее, а знак ∂Φ

∂ε (ε(t), t) неизменен в силу свойства (б),
поэтому значение функции sign{·} в (14) известно. Подставляя (14) в (13),
получим следующее выражение:

ε̇(t) =

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
−sign

{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
kαε(t) +

+ k(c(t) − c0)
�ω(t) + Ξ(t)

)
,

(16)

где Ξ(t) = k(f̄(t) + ε(t))− ∂Φ
∂t (ε(t), t) – ограниченная функция. Сформулиру-

ем теорему, доказательство которой приведено в Приложении.

Те ор ем а 1. Пусть функции g(t) и g(t) удовлетворяют наложенным
требованиям (см. абзац после (3)) и выполнены свойства (а)–(в) преобразо-
вания (11). Тогда для любых α > 0 и γ > 0 в замкнутой системе (1), (2),
(9), (15), (16) будет достигнута цель управления (3).

Зам е ч а ни е 1. В [22] рассмотрена задача с относительной степенью объ-
екта, равной 1, и известным коэффициентом k. В отличие от представленно-
го в [22] алгоритма предложенная в настоящей работе процедура позволяет
исключить слагаемое, содержащее e(t), из динамики ε(t) и выбрать упрощен-
ный закон управления, а также преодолеть проблему неизвестного k.
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3.2. Синтез реализуемого закона управления

Закон управления (4) содержит производные вспомогательного управляю-
щего воздействия v вплоть до (ρ− 1) порядка. Введем в рассмотрение оцен-
ку ṽ вспомогательного управляющего воздействия (14). Тогда новый закон
управления будет выглядеть как

u(t) =
T (p)

p
ṽ(t),(17)

ξ̇(t) = G0ξ(t) +D0(ṽ(t)− v(t)), ṽ(t) = ξ1(t) = L1ξ(t).(18)

Здесь ξ(t)∈Rρ – вектор оценок сигнала v и его производных,

G0 =

[
0 Iρ−1

0 0

]
D�

0 =

[
−d1
μ

− d2
μ2

. . . − dρ
μρ

]
,

числа di, i = 1, ρ выбираются так, чтобы матрица G = G0 +DL1 была гур-
вицевой, D� =

[
d1 d2 . . . dρ

]
, a μ > 0 – достаточно малое число. Введем в

рассмотрение следующий вектор:

η(t) = Γ−1(ξ(t)− θ(t)), Γ = diag
{
μρ−1, μρ−2, . . . , μ, 1

}
,(19)

где θ�(t) =
[
v(t) v̇(t) . . . v(ρ−1)(t)

]
. Принимая во внимание (19), запишем:

Δv(t) = ṽ(t)− v(t) = μρ−1η1(t) = μρ−1L1η(t), ṽ(t) = v(t)+μρ−1L1η(t).(20)

С учетом (17) и (20) выразим ε̇ как

ε̇(t) =

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
−sign

{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
kαε(t) +

+ k(c(t) − c0)
�ω(t) + μρ−1kL1η(t) + Ξ(t)

)
.

(21)

Учитывая (18) и (19), получим

μη̇(t) = Gη(t) − μbηv
(ρ)(t).(22)

Сформулируем основной результат статьи.
Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия теоремы (1). Тогда существует

такое число μ0, что при μ � μ0 в замкнутой системе (1), (2), (9), (15), (21),
(22) будет достигнута цель управления (3).

Зам е ч а ни е 2. Уравнение (22) представляет собой сингулярно возму-
щенную динамическую систему. Из анализа таких систем известно [24], что
при определенных условиях на правую часть системы и при достаточно ма-
лых μ система обладает той же областью диссипативности и той же обла-
стью притяжения, что и система при μ = 0, что эквивалентно использованию
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идеального закона управления. Как было показано в теореме (1), такая си-
стема достигает цели (3), поэтому для доказательства теоремы достаточно
будет воспользоваться одним из результатов теории сингулярно возмущен-
ных систем.

Теорема 2 показывает существование достаточно малого параметра μ0,
в то время как поиск фактического значения является неразрешенной проб-
лемой. Поиск некоторых количественных характеристик, в структуру кото-
рых входят наблюдатели высокого порядка, не всегда возможен и зачастую
остается в качественном виде [25, 26]. В [27, 28] отмечается, что итератив-
ный поиск величины μ0, при котором достигается устойчивость замкнутой
системы, может осуществляться на этапе моделирования.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Перепишем (21) и (22) в виде

ε̇(t) =

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
−sign

{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
kαε(t) +

+ k(c(t) − c0)
�ω(t) + μρ−1

2 kL1η(t) + Ξ(t)

)
,

μ1η̇(t) = Gη(t) − μ2bηv
(ρ)(t),

(23)

где μ1 = μ2 = μ. Воспользуемся леммой из [29].

Лемма. Если система описывается уравнением ẋ= f(x, μ1, μ2), x∈Rm0 ,
где f(x, μ1, μ2) – непрерывная функция, липшицева по x и при μ2 = 0 имеет
ограниченную замкнутую область диссипативности D = {x | F (x) < C},
где F (x) – положительно определенная в Rm0 (в смысле [30]) непрерывная
кусочно-гладкая функция, то существует μ0 > 0 такое, что при μ2 � μ0 ис-
ходная система имеет ту же область диссипативности D, если для неко-
торых C1 > 0 и μ̄1 > 0 при μ2 = 0 выполнено соотношение

sup
|μ1|�μ̄1

{〈
∂F

∂x
(x), f(x, μ1, 0)

〉∣∣∣∣
F (x)=C

}
� −C1.

При подстановке μ2 = 0 в (23) имеем полученную в предыдущем подраз-
деле замкнутую систему с идеальным законом управления. В теореме 1 по-
казано стремление решений замкнутой системы в ограниченное множество,
а дополнительное уравнение μ1η̇(t) = Gη(t) не нарушает данное условие в
силу гурвицевости G. Значит, при достаточно малом μ система сохранит об-
ласть диссипативности. Теорема доказана.

4. Моделирование

Прим ер 1. Рассмотрим объект управления (1) со следующими линейны-
ми дифференциальными операторами:

Q(p) = p4 + 6p3 − 3p2 − p+ 2 и kR(p) = p+ 1.
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Рис. 1. Выход эталонной модели (сплошная кривая), выход объекта (1) при
использовании адаптивного робастного алгоритма высокого порядка (точеч-
ная кривая), выход объекта (1) при использовании предложенного алгоритма
(пунктирная кривая).
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Рис. 2. Ограничения g(t) и g(t) (пунктирные кривые), ошибка регулирова-
ния при использовании адаптивного робастного алгоритма высокого порядка
(сплошная кривая), ошибка регулирования при использовании предложенного
алгоритма (точечная кривая).

Начальные условия p3y(0) = p2y(0) = py(0) = y(0) = 1. Внешнее возмущение
f(t) = 2 sin(1,5t) + d(t), где d(t) = sat{d̂(t)}, sat{·} – функция насыщения,
d̂(t) – белый шум, моделируемый в Matlab Simulink с помощью блока “Band-
Limited White Noise” с параметром “Noise power”, равным 1, и “Sample time”,
равным 0,1. Эталонная модель (2), на которую подается задающее воздей-
ствие g(t) = 2,5 sin(0,8t), имеет следующие параметры:

T (p) = p3 + 3p2 + 3p+ 1 и km = 1.
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Согласно (4) зададим закон управления в виде u(t) = T (p)
p v(t). В качестве

функции Φ(ε(t), t) возьмем (12). Ограничения для ошибки слежения за-
дадим функциями g(t) = 2 exp(−4t) + 0,1 и g(t) = −g(t). Выберем Qm(p) =

= p4 + 4p3 + 6p2 + 4p + 1, Rm(p) = p+ 1 и зададим в фильтрах (9): Fv = −1,

Fg =

[
0 I2
−1 −3 −3

]
и Fy =

[
0 I3
−1 −4 −6 −4

]
. Выберем в (14), (15) и (18) па-

раметры α = 5, γ = 1 и μ = 10−3. Сравним предложенный алгоритм управ-
ления с классическим адаптивным алгоритмом адаптации высокого поряд-
ка [31] с параметрами σc = 5, γc = 100 и μc = 200.

На рис. 1 и 2 видно, что классический алгоритм не справляется с постав-
ленной задачей. Во-первых, отсутствует возможность задать качество регу-
лирования во время переходных процессов. Во-вторых, предельное множе-
ство не определяется заранее и оказывается больше, чем заданное с помощью
предложенного алгоритма.

5. Заключение

В статье предложен новый алгоритм адаптивного слежения за выходом
эталонной модели с гарантией заданного качества регулирования на всем про-
межутке функционирования системы. Метод объединяет в себе идею адап-
тивного управления [23] и подход [19], использованный для синтеза нелиней-
ного закона управления в условиях ограничений. Произведено сравнение по-
лученного результата с классическим законом адаптивного управления высо-
кого порядка [31] путем моделирования. Предложенный алгоритм позволил
обеспечить нахождение ошибки слежения в заранее заданном множестве в
любой момент времени, в то время как методы [23, 31] не позволяют кон-
тролировать значения ошибки слежения в переходном режиме. Кроме того,
оценки величины предельного целевого множества, полученные в [23, 31], за-
висят от значений неизвестных параметров и имеют завышенные значения,
в связи с чем не могут использоваться для задания точности регулирова-
ния в установившемся режиме. Предложенный подход решает обе указанные
проблемы, а качество регулирования полностью определяется выбором огра-
ничивающих функций.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
В силу свойства (б) преобразования (11) функция ∂Φ

∂ε (ε(t), t) является зна-
коопределенной. Сначала предположим, что ∂Φ

∂ε (ε(t), t) > 0. Выберем функ-
цию Ляпунова вида

V1 = 0,5ε2(t) + 0,5k(c(t) − c0)
�(c(t) − c0) + χ

∞∫
t

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε2(s) ds,
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где χ > 0. Учитывая (15) и (16), найдем V̇1 в виде

V̇1 = −αk
(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε2(t) +

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε(t)(ψ(t) + kε(t))−

− γk(c(t)− c0)
�c(t) − χ

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε2(t),

(Π.1)

где ψ(t) = kf̄(t)− ∂Φ
∂t (ε(t), t). Воспользуемся следующими соотношениями:

ε(t)ψ(t) � 0,5(ν−1ε2(t) + νψ2(t)),

ε(t)ε(t) � 0,5(ν−1ε2(t) + νε2(t)),

−(c(t)− c0)
�c(t) = −0,5((c(t) − c0)

�(c(t)− c0) + c�(t)c(t) − c�0 c0).

(Π.2)

С учетом (Π.2) перепишем (Π.1) как

V̇1 � −
(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
αk − 0,5ν−1(1 + k)

)
ε2(t) +

+ 0,5

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

νψ2(t) + 0,5γkc�0 c0 −

− 0,5γk
(
(c(t)− c0)

�(c(t) − c0) + c�(t)c(t)
) −

−
(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

(χ− 0,5kν)ε2(t).

(Π.3)

Заметим, из свойств (а) и (б) функции (11) следует, что она всюду дифферен-
цируема, строго монотонна и ограничена, а значит, supt�0

{
∂Φ
∂ε (ε(t), t)

}
< ∞.

Кроме того, supt�0{ψ(t)} < ∞ согласно свойству (в). Тогда из (Π.3) следует,
что V̇1 < 0 достигается при выполнении следующих условий:

ν > 0,5α−1(k−1 + 1), χ > 0,5kν,
(Π.4)

|ε(t)| >
√

0,5

αk − 0,5ν−1(1 + k)

(
ν

k
sup
t�0

{ψ(t)}2 + sup
t�0

{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
γkc�0 c0

)
.

Очевидно, что всегда найдутся ν и χ такие, что условия (Π.4) выполнены.
Следовательно, V̇1 < 0.

Теперь рассмотрим случай ∂Φ
∂ε (ε(t), t) < 0. Выберем функцию Ляпунова

вида

V2 = 0,5ε2(t) + 0,5k(c(t) − c0)
�(c(t) − c0).

Найдем V̇2 в виде

V̇2 =

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

kαε2(t) +

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ε(t)(ψ(t) + kε(t))−

− γk(c(t) − c0)
�c(t).

(Π.5)

35



Применяя соотношения (Π.2) при ν = 1, перепишем (Π.5) как

V̇2 �
(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1(
αk + 0,5k + 0,5

)
ε2(t) +

+ 0,5

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

ψ2(t) + 0,5γkc�0 c0 −

− 0,5γk
(
(c(t)− c0)

�(c(t) − c0) + c�(t)c(t)
)
+

+ 0,5

(
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

)−1

kε2(t).

(Π.6)

Так как ∂Φ
∂ε (ε(t), t) < 0, то все слагаемые, кроме 0,5γkc�0 c0, отрицательны. Ра-

нее показано, что supt�0

{
∂Φ
∂ε (ε(t), t)

}
<∞. Тогда из (Π.6) следует, что V̇2 < 0

достигается при выполнении условия

|ε(t)| >
√

− inf
t�0

{
∂Φ

∂ε
(ε(t), t)

}
0,5γkc�0 c0

αk + 0,5k + 0,5
.(Π.7)

Неравенства (Π.4) и (Π.7) определяют множества, в которые стремятся
траектории (16) в каждом из рассмотренных случаев. Тогда по теореме 3.1
из [19] траектории (10) будут принадлежать некоторому подмножеству E ,
а это означает выполнение цели (3). Теорема доказана.
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СИНТЕЗ САМОПРОВЕРЯЕМЫХ ДИСКРЕТНЫХ УСТРОЙСТВ
НА ОСНОВЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ КОДОВ

С КОНТРОЛЕМ ВЫЧИСЛЕНИЙ ПО НЕСКОЛЬКИМ
ДИАГНОСТИЧЕСКИМ ПРИЗНАКАМ

Предложено при синтезе самопроверяемых дискретных устройств с
контролем вычислений по нескольким диагностическим признакам ис-
пользовать полиномиальные коды. Разработан алгоритм быстрого полу-
чения функций, описывающих проверочные символы полиномиальных
кодов в виде логических выражений. Показано, что кодеры полиномиаль-
ных кодов могут быть отнесены к устройствам трех видов: 1) на выходах
которых реализуются исключительно самодвойственные булевы функ-
ции, 2) на выходах которых реализуются исключительно «близкие» к
самодвойственным (самоквазидвойственные) булевы функции и 3) на вы-
ходах которых реализуются и самодвойственные, и самоквазидвойствен-
ные булевы функции. Разработана классификация полиномиальных ко-
дов, учитывающая эту особенность. Описана структура организации кон-
троля вычислений на выходах самодвойственных дискретных устройств
по нескольким диагностическим признакам. Предложен алгоритм син-
теза полностью самопроверяемого дискретного устройства с контролем
вычислений по нескольким диагностическим признакам, отличающийся
от известных тем, что учитывает характер возникающих на выходах дис-
кретных устройств ошибок и предварительное покрытие их с помощью
тестеров самодвойственных и/или самоквазидвойственных сигналов. Ре-
зультаты могут быть использованы при разработке автоматизированных
средств проектирования дискретных устройств для широкого круга при-
ложений.

Ключевые слова: самопроверяемые дискретные устройства, контроль
вычислений по нескольким диагностическим признакам, контроль са-
модвойственности сигналов, контроль самоквазидвойственности сигна-
лов, полиномиальные коды.
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1. Введение

Рост сложности разрабатываемых и внедряемых технических систем, обес-
печивающих протекание ответственных технологических процессов, повыше-
ние их производительности, наделение развитым функционалом, в том числе
искусственным интеллектом, требуют особого внимания к надежности и без-
опасности работы. В этой связи важнейшим аспектом является наделение
устройств возможностью идентификации неисправностей в процессе выпол-
нения ими своих функций.

При разработке дискретных систем и устройств управления их струк-
туры наделяют различными свойствами, позволяющими с легкостью обес-
печивать обнаружение возникающих неисправностей. Существуют методы
контролепригодного проектирования устройств [1], а также разработки для
них самопроверяемых структур [2]. Это для любых систем критическо-
го применения, в том числе для таких, входные данные в которых ме-
няются редко (к ним можно отнести системы управления в атомной про-
мышленности, установки электрической централизации стрелок и сигна-
лов на железнодорожном транспорте, комплексы противовоздушной оборо-
ны и т.д.). В таких системах не должно возникать «скрытых» неисправно-
стей и накопления ошибок, поскольку так или иначе это с течением вре-
мени приведет к нарушению свойства готовности реализации алгоритма
управления [3, 4].

Для своевременного обнаружения неисправностей в дискретных устрой-
ствах требуется их самопроверяемая реализация. Это делается различными
методами с внесением избыточности в их структуры по определенным алго-
ритмам, подразумевающим, например, кодирование состояний и использова-
ние самопроверяемых схем встроенного контроля (СВК) [5].

Одним из действенных подходов к реализации самопроверяемых СВК яв-
ляется использование так называемого инвертирования данных, когда все
входные и выходные сигналы представляются не в виде постоянных значений
0 и 1, а в виде последовательностей 0101. . . 01 и 1010. . . 10 [6]. Такой подход к
реализации самопроверяемых дискретных устройств связан с использовани-
ем не только аппаратной избыточности, но и временнoй. Он подразумевает
организацию контроля вычислений по определенному диагностическому при-
знаку, учитывающему постоянную смену входных сигналов и подачу наборов
значений аргументов парами – рабочего и контрольного наборов. Особенно-
стями, которые можно учесть при организации диагностического обеспечения
в таком режиме функционирования, обладают самодвойственные и «близ-
кие» к ним булевы функции [7]. Вопросам реализации самодвойственных
дискретных устройств посвящено некоторое (небольшое) количество науч-
ных работ, например [6, 8–11]. Также известны три монографии, освещаю-
щие базовые сведения из теории синтеза самодвойственных дискретных
устройств [12–14].
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Для контроля вычислений по признаку самодвойственности требуется са-
модвойственная реализация дискретных устройств, подразумевающая такую
организацию их структур, которая позволяет описать все их выходы са-
модвойственными булевыми функциями. Далеко не все дискретные устрой-
ства являются самодвойственными. Можно привести здесь несколько при-
меров: полный сумматор, мажоритарный элемент, кодеры некоторых раз-
делимых блоковых кодов и др. [6]. Однако учитывая то, что число са-
модвойственных функций от t переменных равно 22

t−1, существует воз-
можность построения Cm

22t−1
комбинационных устройств с m � 22

t−1 вы-
ходами. Например, при t = 4 и m = 4 можно построить 174 792 640 раз-
личных самодвойственных комбинационных дискретных устройств. Кро-
ме того, любую структуру комбинационного дискретного устройства мож-
но преобразовать в самодвойственную с использованием только одной пе-
ременной на основании известного разложения Шеннона по одной пере-
менной [15]. Для самодвойственной реализации устройств с памятью до-
статочно комбинационные части сделать самодвойственными [6]. Особенно-
сти построения самодвойственных дискретных устройств хорошо изучены,
например, в [9].

В настоящей статье сфокусируем внимание читателя на вопросах орга-
низации контроля вычислений на выходах самодвойственных дискретных
устройств, применяя не только диагностический признак самодвойственности
сигналов, но и ряд дополнительных признаков. Такой подход к построению
самопроверяемого устройства, как показывают многочисленные эксперимен-
ты, позволяет повышать показатели контролепригодности в части наблюдае-
мости ошибок при использовании аппаратной избыточности меньшей, чем
при известном методе дублирования [16]. Это достигается за счет использо-
вания свойств некоторых помехозащищенных кодов, обладающих самодвой-
ственными и «близкими» к ним функциями, описывающими их провероч-
ные символы [17]. В качестве таких кодов в статье рассматривается широкий
класс полиномиальных, или алгебраических, кодов [18].

2. Полиномиальные коды и их особенности

2.1. Принципы построения полиномиальных кодов

Полиномиальные коды строятся на основании деления двоичных полино-
мов, соответствующих информационным сообщениям, с остатком. При де-
лении с остатком различных полиномов степени q на порождающий поли-
ном G(y) получают 2q остатков от деления. Каждый проверочный символ по-
линомиального кода, таким образом, описывается логическим выражением,
в которое входит только операция суммирования по модулю M = 2(XOR) со
значениями определенных информационных символов. Далее, для простоты
изложения, назовем функции, описывающие проверочные символы кодовых
слов полиномиальных кодов, контрольными функциями.
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Рис. 1. Пример получения остатка от деления полиномов.

При формировании кодовых слов полиномиальных кодов каждому раз-
ряду кодового вектора присваивается переменная y со степенью j , которая
соответствует расположению разряда: младшему разряду присваивается зна-
чение j = 0, следующему – j = 1 и т.д. Алгебраическая запись кодового векто-
ра получается путем умножения величины yj на значение соответствующего
разряда. Например, кодовое слово <1011> можно представить в виде поли-
нома следующим образом: 1× y3 + 0× y2 + 1× y1 + 1× y0. Удалив нулевые
слагаемые, имеем полином вида: y3 + y + 1.

Для образования кодового слова V (y) полиномиального кода определяют
остаточный полином R(y), получаемый при делении полинома M(y), умно-
женного на величину yn−m, на порождающий полином [18]: yn−mM(y) =
= G(y)Q(y)+R(y), где Q(y) – частное, а R(y) – остаток от деления yn−mM(y)
на G(y). В этом случае найденный при делении остаток R(y) будет представ-
лять контрольный вектор, занимающий k младших разрядов кодового слова
длиной n. Старшие же m разрядов будут соответствовать информационному
вектору.

Закодируем информационный вектор <1011> полиномиальным кодом с
порождающим полиномом y2 + 1. Степень порождающего полинома равна
двум (она всегда должна быть меньше или равна степени информационного
полинома). При выполнении операции умножения полином yn−mM(y) будет
иметь следующий вид: y2(y3 + y + 1) = y5 + y3 + y2.

Разделим его на порождающий полином y2 + 1 (рис. 1).
Полином, соответствующий кодовому слову, получается в виде суммы по-

линомов yn−mM(y) и R(y): y5+y3+y2+1. Таким образом, зашифрованное со-
общение примет такой вид: <101101> (вместо исходной комбинации <1011>).
По сути, информационный вектор был дополнен контрольным <01>.

Так как порождающему полиному можно сопоставить двоичное число, бу-
дем для сокращения записи использовать десятичный эквивалент N этого
двоичного числа для указания порождающего полинома. Некоторые свойства
обнаружения ошибок в СВК на основе полиномиальных кодов с различны-
ми значениями N изучены в [19, 20]. Следует отметить, что порождающий
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полином G(y) выбирается исходя из условия обнаружения максимального ко-
личества ошибок. Например, нет смысла в выборе в качестве порождающего
полинома y0, так как при делении любого полинома с произвольной степе-
нью остаток всегда будет равным нулю (имеется еще ряд полиномов даже
с высшей степенью, при делении на которые формируется нулевой остаток,
например y2 или y3 ). Такие полиномы не позволяют обнаруживать ошиб-
ки в кодовом векторе. Далее исключим из рассмотрения порождающие по-
линомы, не имеющие свободного члена y0(числа N, соответствующие таким
полиномам, являются четными). Далее будем рассматривать полиномиаль-
ные коды, порождающим полиномам которых соответствуют нечетные чис-
ла N . Только для таких полиномов возможно получение полного множества
контрольных векторов с k разрядами и, соответственно, для них более про-
сто обеспечить полную самопроверяемость кодеров и тестеров данных кодов
в СВК [20].

2.2. Способ получения логических выражений,
описывающих контрольные функции для полиномиальных кодов

Значения проверочных символов для полиномиальных кодов получают,
как правило, с использованием сдвиговых регистров [18], что обуславлива-
ется спецификой их применения. Однако существуют некоторые приложе-
ния полиномиальных кодов, для которых требуется использование кодеров
полиномиальных кодов, являющихся комбинационными схемами. Одним из
таких приложений является синтез СВК для дискретных устройств. При по-
строении кодера требуется знать формульную запись, описывающую каждый
проверочный символ полиномиального кода, поскольку данное устройство
должно быть универсальным и в один такт генерировать по поступающему
информационному вектору контрольный вектор.

Чтобы получить формулы, описывающие проверочные символы полино-
миального кода, можно использовать тривиальный способ. Он подразумевает
для полного множества информационных векторов с числом разрядов m рас-
чет значений проверочных символов и формирование контрольных векторов,
а затем для каждого проверочного символа получение логических выраже-
ний. Далее по таким функциям легко синтезируется кодер рассматриваемого
полиномиального кода, являющийся комбинационной схемой.

Для получения логических выражений, описывающих контрольные функ-
ции, необходимо определить значения всех проверочных символов при под-
становке в качестве аргументов булевых векторов, соответствующих инфор-
мационным векторам кода, из полного множества 2m. Здесь m – число аргу-
ментов. Однако уже при m � 6 это становится достаточно трудоемким. Со-
кратить число информационных векторов при рассмотрении до величины m
можно с использованием следующей теоремы.

Те ор ем а 1. Для получения функций, описывающих проверочные симво-
лы полиномиальных кодов, необходимо и достаточно определить значения
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проверочных символов при подстановке аргументов из информационных век-
торов с весом r = 1.

Доказательство теоремы приводится в Приложении.
Из теоремы 1 следует алгоритм определения логических выражений, опи-

сывающих контрольные функции полиномиального кода.

Алг о ри тм 1. Правила формирования контрольных функций для поли-
номиальных кодов:

1. Задаются порождающий полином N и количество m разрядов инфор-
мационного вектора.

2. Определяется число разрядов в контрольных векторах k = �log2N	.
3. Формируется множество Q информационных векторов с весом r = 1 с

мощностью |Q| = m. Информационные векторы ранжируются по старшин-
ству значащего разряда, и образуется их список.

4. Полагается i = 1.
5. Рассматривается i -ый информационный вектор, для которого путем де-

ления определяются значения разрядов контрольного вектора.
6. Составляются формулы для контрольных функций: если значение про-

верочного символа равно 1, то в формулу включается i -ый информационный
разряд, иначе разряд не включается.

7. Разряды в формулах записываются через знак операции XOR.
8. Полагается i := i+ 1.
9. i+ 1 > m? Если «да», то переходят к п. 10, если «нет», то переходят к

п. 5.
10. Формулы получены.

Пользуясь алгоритмом 1, получим формулы, описывающие контрольные
функции рассматриваемого выше полиномиального кода с N = 13 и m = 6.
В табл. 1 приведены все информационные векторы с весом r = 1 для рас-
сматриваемого случая.

По табл. 1 нетрудно для каждой функции gj получить формульную за-
пись. Для этого можно поступить следующим образом.

Таблица 1. Таблица кодовых слов полиномиального кода с порождающим
полиномом, соответствующим числу N = 13 при m = 3, для информаци-
онных векторов с весом r = 1
m y6 y5 y4 y3 y2 y1 g3 g2 g1

6 1 0 0 0 0 0 1 0 1
5 0 1 0 0 0 0 1 1 1
4 0 0 1 0 0 0 1 1 0
3 0 0 0 1 0 0 0 1 1
2 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
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Алг о ри тм 2. Правила формирования контрольных функций для поли-
номиальных кодов по таблице кодовых слов для информационных векторов
с весом r = 1:

1. Определяются m кодовых слов для информационных векторов с весом
r = 1.

2. Полагается j = 1.
3. Рассматривается j -ый столбец, соответствующий j -ой контрольной

функции.
4. Записывается формула, в которую включаются те информационные

символы fi, для которых в j -ом столбце записана 1.
5. Полагается j := j + 1.
6. j+1>k? Если «да», то переходят к п. 7, если «нет», то переходят к п. 3.
7. Формулы получены.

Получаем следующую систему булевых функций:⎧⎨
⎩
g1 = y3 ⊕ y5 ⊕ y6;
g2 = y1 ⊕ y3 ⊕ y4 ⊕ y5;
g3 = y2 ⊕ y4 ⊕ y5 ⊕ y6.

Использование алгоритмов 1 и 2 позволяет получить формульные запи-
си для любого полиномиального кода с линейной трудоемкостью. Их можно
использовать при синтезе кодеров полиномиальных кодов для применения в
составе тестеров в СВК.

3. Классификация полиномиальных кодов
по виду контрольных функций

3.1. Особые свойства полиномиальных кодов

Контрольные функции полиномиальных кодов являются линейными. Хо-
рошо известны следующие особенности линейных булевых функций [17].

Те ор ем а 2. Линейная булева функция будет самодвойственной только
в том случае, если имеет нечетное количество аргументов, от которых
она зависит существенно.

Те ор ем а 3. Линейная булева функция будет самоквазидвойственной
только в том случае, если имеет четное количество аргументов, от ко-
торых она зависит существенно.

Здесь следует напомнить читателю несколько известных определений [7].

Опр е д е л е н и е 1. Функция принадлежит классу самодвойственных бу-
левых функций, если при инвертировании всех ее аргументов она принима-
ет противоположные значения:

SD =
{
f(x1, x2, . . . , xt)|f(x1, x2, . . . , xt) = f(x1, x2, . . . , xt)

}
.
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Рис. 2. Классификация кодеров полиномиальных кодов.

Опр е д е л е н и е 2. Функция принадлежит классу самоквазидвойствен-
ных1 булевых функций, если при инвертировании всех ее аргументов она
принимает такие же значения:

SQD =
{
f(x1, x2, . . . , xt)|f(x1, x2, . . . , xt) = f(x1, x2, . . . , xt)

}
.

Теоремы 2 и 3 позволяют говорить о том, что полиномиальные коды с
различными порождающими полиномами N и с различным количеством m
информационных символов могут принадлежать к трем классам: I – коды,
кодеры которых описываются исключительно самодвойственными булевыми
функциями, II – коды, кодеры которых описываются исключительно само-
квазидвойственными булевыми функциями, III – коды, кодеры которых опи-
сываются самодвойственными и самоквазидвойственными булевыми функ-
циями.
Опр е д е л е н и е 3. Дискретные устройства, выходы которых описы-

ваются исключительно самодвойственными функциями, называются са-
модвойственными устройствами, или SD-устройствами.

Опр е д е л е н и е 4. Дискретные устройства, выходы которых описыва-
ются исключительно самоквазидвойственными функциями, называются
самоквазидвойственными устройствами, или SQD-устройствами.

Опр е д е л е н и е 5. Дискретные устройства, часть выходов которых
описывается самодвойственными булевыми функциями, а часть – самоква-
зидвойственными, называются самодвойственно-самоквазидвойственными
устройствами, или SD/SQD-устройствами.

Таким образом, кодеры полиномиальных кодов могут оказаться устрой-
ствами только трех видов (рис. 2).

Необходимо отметить следующие важные особенности, присущие кодерам
полиномиальных кодов [17].
Те ор ем а 4. В схемной реализации линейной булевой функции от нечет-

ного числа аргументов, от которых она зависит существенно, при контро-
1 Автор [7] использовал для обозначения самоквазидвойственных функций не вполне

удачный термин «самоантидвойственные» функции.
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ле вычислений по признаку самодвойственности не тестируются неисправ-
ности логических элементов, которые связаны путями с четным числом
входов.

Те ор ем а 5. В схемной реализации линейной булевой функции от четно-
го числа аргументов, от которых она зависит существенно, при контроле
вычислений по признаку самоквазидвойственности не тестируются неис-
правности логических элементов, которые связаны путями с четным чис-
лом входов.

Теоремы 4 и 5 говорят о том, что невозможно синтезировать полностью са-
мопроверяемую СВК по признаку самодвойственности и/или самоквазидвой-
ственности контрольных функций, поскольку невозможно обеспечить покры-
тие всех неисправностей кодеров полиномиальных кодов при контроле толь-
ко таких признаков. В самом деле, ошибки, вызываемые неисправностями
сумматоров по модулю два в линейных схемах, всегда транслируются на их
выходы, а при контроле вычислений по признаку самодвойственности или
самоквазидвойственности проверяется парафазность пространственного сиг-
нала, а не параллельно поступающего на входы тестера. Поэтому ошибка при
соблюдении условий теорем 4 и 5 проявляется при подаче на входы устройства
на обоих наборах значений аргументов и не фиксируется тестером самодвой-
ственного или самоквазидвойственного сигнала. Требуется дополнительный
контроль по еще одному диагностическому признаку. В качестве такого при-
знака может выступать контроль принадлежности кодовых слов выбранному
полиномиальному коду. Это действительно так, потому что на каждом наборе
значений аргументов при наличии ошибки будет либо вычислено правильное
значение каждого разряда контрольного вектора, либо произойдет его иска-
жение хотя бы в одном разряде. Тестер полиномиального кода зафиксирует
это событие. Таким образом, полиномиальные коды можно эффективно ис-
пользовать в структуре организации контроля вычислений по нескольким
диагностическим признакам, о которой речь пойдет далее.

3.2. Классы полиномиальных кодов по виду кодера

Использование свойств линейных функций, а также способа простого по-
лучения логических выражений для функций, описывающих проверочные
символы полиномиальных кодов, позволило сформировать классификацию
кодов по виду их кодеров, используемых в составах тестеров в СВК [21]. Ее
фрагмент приведен в табл. 2.

В табл. 2 в первой графе записаны числа N, соответствующие порож-
дающим полиномам. В таблице приведены все порождающие полиномы
для построения полиномиальных кодов с числом проверочных символов
k = 1, . . . , 6.

Для практического использования удобной формой представления различ-
ных классов полиномиальных кодов является матричная форма, где отмеча-
ется принадлежность кодера конкретного кода с заданным порождающим
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Таблица 2. Детализированная классификация кодов по видам кодеров
N SD- SQD- SD/SQD-

k = 1

3 m≡ 1(mod2) m≡ 0(mod2) –
k = 2

5 m≡ 2(mod4) m≡ 0(mod4) m≡ 1(mod2)
7 m≡ 2(mod3) m≡ 0(mod3) m≡ 1(mod3)

k = 3

9 m≡ 3(mod6) m≡ 0(mod6) m≡ α(mod8), α ∈ {0, 1, . . . , 5}\{0, 3}
11 m≡ 2(mod7) m≡ 0(mod7) m≡ α(mod7), α ∈ {0, 1, . . . , 6}\{0, 2}
13 m≡ 6(mod7) m≡ 0(mod7) m≡ α(mod7), α ∈ {0, 1, . . . , 6}\{0, 6}
15 – m≡ 0(mod4) m≡ α(mod7), α ∈ {1, 2, 3}

k = 4

17 m≡ 4(mod8) m≡ 0(mod8) m≡ α(mod8), α ∈ {0, 1, . . . , 7}\{0, 4}
19 m≡ 3(mod15) m≡ 0(mod15) m≡ α(mod15), α ∈ {0, 1, . . . , 14}\{0, 3}
21 – m≡ 0(mod6) m≡ α(mod6), α ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
23 m≡ 2(mod14) m≡ 0(mod14) m≡ α(mod14), α ∈ {0, 1, . . . , 13}\{0, 2}
25 m≡ 8(mod15) m≡ 0(mod15) m≡ α(mod15), α ∈ {0, 1, . . . , 14}\{0, 8}
27 m≡ 4(mod12) m≡ 0(mod12) m≡ α(mod12), α ∈ {0, 1, . . . , 11}\{0, 4}
29 m≡ 6(mod14) m≡ 0(mod14) m≡ α(mod14), α ∈ {0, 1, . . . , 13}\{0, 6}
31 m≡ 4(mod5) m≡ 0(mod5) m≡ α(mod5), α ∈ {1, 2, 3}

k = 5

33 m≡ 5(mod10) m≡ 0(mod10) m≡ α(mod10), α ∈ {0, 1, . . . , 9}\{0, 5}
35 m≡ 2(mod42) m≡ α(mod42),

α ∈ {0, 20, 31}
m≡ α(mod42),

α ∈ {0, 1, . . . , 41}\{0, 2, 20, 31}
37 m≡ α(mod62),

α ∈ {40, 56}
m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 38}

m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 1, . . . , 61}\{0, 38, 40, 56}

39 m≡ 1(mod28) m≡ 0(mod28) m≡ α(mod28), α ∈ {0, 1, . . . , 27}\{0, 1}
41 m≡ α(mod62),

α ∈ {18, 60}
m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 39, 62}

m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 1, . . . , 61}\{0, 18, 39, 60, 62}

43 m≡ 11(mod30) m≡ 0(mod30) m≡ α(mod30), α ∈ {0, 1, . . . , 29}\{0, 11}
45 – m≡ 0(mod12) m≡ α(mod12), α ∈ {1, 2, . . . , 11}
47 m≡ 2(mod31) m≡ 0(mod31) m≡ α(mod31), α ∈ {0, 1, . . . , 30}\{0, 2}
49 – m≡ 0(mod21) m≡ α(mod21), α ∈ {1, 2, . . . , 20}
51 m≡ 5(mod8) m≡ 0(mod8) m≡ α(mod8), α ∈ {0, 1, . . . , 7}\{0, 5}
53 m≡ 1(mod30) m≡ 0(mod30) m≡ α(mod30), α ∈ {0, 1, . . . , 29}\{0, 1}
55 m≡ α(mod62),

α ∈ {34, 42}
m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 10}

m≡ α(mod62),
α ∈ {0, 1, . . . , 62}\{0, 10, 34, 42}

57 m≡ 17(mod28) m≡ 0(mod28) m≡ α(mod28), α ∈ {0, 1, . . . , 27}\{0, 17}
59 m≡ 18(mod31) m≡ 0(mod31) m≡ α(mod31), α ∈ {0, 1, . . . , 30}\{0, 18}
61 m≡ 22(mod31) m≡ 0(mod31) m≡ α(mod31), α ∈ {0, 1, . . . , 30}\{0, 22}
63 – m≡ 0(mod6) m≡ α(mod6), α ∈ {1, 2, . . . , 5}
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Таблица 3. Матрица полиномиальных кодов с числом проверочных символов k =
= 1, . . . , 4

m

N

k=1 k = 2 k = 3 k = 4

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

полиномом тому или иному классу при заданном значении числа информа-
ционных символов. Такая матрица для кодов с числом проверочных симво-
лов k � 4 представлена в табл. 3. В ней клетки на пересечении конкретных
строки и столбца окрашены в три различных цвета: темно-серый цвет ис-
пользован для указания на принадлежность кодера полиномиального кода
классу SD-устройств, светло-серый цвет говорит о принадлежности кодера
полиномиального кода классу SQD-устройств, белый цвет говорит о том, что
кодер является SD/SQD-устройством.
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4. Использование полиномиальных кодов при синтезе
самопроверяемых дискретных устройств с контролем

вычислений по нескольким диагностическим признакам

4.1. Структура организации схемы встроенного контроля

Рассмотрим особенности использования полиномиальных кодов при син-
тезе самопроверяемых дискретных устройств с контролем вычислений по
нескольким диагностическим признакам. Подход к организации СВК сра-
зу же по нескольким диагностическим признакам использовался ранее в [22]
при организации контроля вычислений устройств с применением принципа
логической коррекции сигналов и свойств равновесных кодов вида «r из 2r»,
где r – вес кодового слова. Также он исследовался в [16] при контроле вы-
числений по нескольким диагностическим признакам с применением хорошо
известных кодов Хэмминга. Структура организации контроля вычислений по
нескольким диагностическим признакам изображена на рис. 3.
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Рис. 3. Структура организации СВК для самодвойственных дискретных устройств
по нескольким диагностическим признакам.
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В этой структуре исходным дискретным устройством (объектом диагно-
стирования) является блок F (X), вычисляющий значения булевых функций
f1(X), f2(X), . . . , fm−1(X), fm(X) при подаче на входы наборов значений ар-
гументов <X> = <xtxt−1 . . . x2x1>. Объект диагностирования является SD-
устройством. Для контроля вычислений на выходах блока F (X) использу-
ется специализированная СВК по нескольким диагностическим признакам.
СВК организуется на основе полиномиальных кодов. Выходы объекта ди-
агностирования отождествляются с информационным вектором с m разря-
дами. Блок G(F ) по значениям функций f1(X), f2(X), . . . , fm−1(X), fm(X)
формирует значения проверочных символов g1(X), g2(X), . . . , gk−1(X), gk(X)
кодовых слов для заданного полиномиального кода, генерируя тем самым
конкретный контрольный вектор. С другой стороны, блок G(X) формиру-
ет значения проверочных символов g′1(X), g′2(X), . . . , g′k−1(X), g′k(X) кодовых
слов этого же полиномиального кода при подаче на входы наборов значе-
ний аргументов <X> = <xtxt−1 . . . x2x1>. Это позволяет сформировать под-
схему контроля вычислений по признаку принадлежности формируемых в
СВК кодовых слов выбранному полиномиальному коду. Так, одноименные
выходы блоков G(F ) и G(X) подключены ко входам самопроверяемого ком-
паратора kTRC1, сравнивающего k пар сигналов на входах и формирую-
щего единственную пару контрольных сигналов z01(X) и z11(X). Самопро-
веряемый компаратор реализуется в парафазной логике и является схемой
сжатия парафазных сигналов, синтезируемой на основе k − 1 элементарных
модулей сжатия парафазных сигналов TRC (two-rail checker) [23]. Поэтому
сигналы от одного из блоков G(F ) или G(X) предварительно инвертиру-
ются (в структуре рис. 3 инвертированы сигналы от блока G(X)). Вообще
при синтезе блока G(X) можно сразу же получать инвертированные сигна-
лы g1(X), g2(X), . . . , gk−1(X), gk(X), тогда инверторы на входах компаратора
не потребуются. Ошибки в вычислениях на выходах блоков G(F ) и G(X),
а также в структуре самого компаратора приводят к нарушению парафаз-
ности сигнала на выходах z01(X) и z11(X), что косвенно свидетельствует о
наличии неисправностей в структуре всей системы. Структура организации
контроля вычислений именно таким образом – с дополнением информацион-
ных символов контрольными – довольно хорошо изучена [24].

Так как выходы блока G(F ) описываются самодвойственными и/или са-
моквазидвойственными функциями, то для контроля вычислений исполь-
зуется и подсхема контроля самодвойственности/самоквазидвойственности
сигналов g1(X), g2(X), . . . , gk−1(X), gk(X). Для контроля самодвойственности
сигналов устанавливается блок k*SDC1, осуществляющий контроль k* са-
модвойственных сигналов и формирующий одну пару парафазных выходов.
Аналогично для контроля самоквазидвойственности сигналов устанавлива-
ется блок (k − k*)SQDC1, осуществляющий контроль k − k* самоквазидвой-
ственных сигналов и формирующий одну пару парафазных выходов. Данные
блоки строятся на основе схем сжатия самодвойственных и самоквазидвой-
ственных сигналов [11] и тестеров самодвойственных и самоквазидвойствен-
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ных сигналов [25]. Выходы обоих блоков k*SDC1 и (k − k*)SQDC1 подключе-
ны ко входам элементарного модуля сжатия парафазных сигналов TRC . Его
выходы являются контрольными выходами z02(X) и z12(X)подсхемы контро-
ля вычислений по признакам самодвойственности/самоквазидвойственности.
Выходы подсхем контроля вычислений по различным диагностическим при-
знакам подключаются ко входам одного модуля TRC . Его выходы z0(X)
и z1(X) являются контрольными выходами СВК.

Принципы работы и настройки устройств контроля самодвойственных и
самоквазидвойственных сигналов описаны авторами настоящей статьи в [25].
Для работы всей структуры используется временнaя избыточность и режим
инвертирования данных [6]. Он подразумевает представление сигналов в ви-
де импульсных последовательностей: логический ноль кодируется последо-
вательностью 0101. . . 01, а логическая единица – 1010. . . 10. Это позволяет
реализовать работу устройств при подаче на входы наборов значений аргу-
ментов парами: первый набор является рабочим, а второй – контрольным.
При этом в паре наборы значений аргументов оказываются ортогональными
по всем переменным (инверсными по всем переменным). Данная особенность
подхода к организации контроля вычислений требует наличия генератора
прямоугольных импульсов G , формирующего сигнал a со скважностью 2.
Для формирования последовательностей сигналов, соответствующих вход-
ным переменным, используют каскад двухвходовых элементов сложения по
модулю 2, на первые входы которых подают сигналы от конкретных входов,
а на вторые – сигнал a. Этот же сигнал может подаваться на входы блоков
F (X) и G(X) при реализации их из несамодвойственных структур с исполь-
зованием разложения Шеннона по одной переменной. Сигнал a требуется и
для работы тестеров самодвойственности/самоквазидвойственности.

В [16] показано, что структура контроля вычислений по нескольким диа-
гностическим признакам обладает улучшенными показателями контролепри-
годности в части наблюдаемости ошибок на выходах объектов диагностиро-
вания за счет используемого режима работы и возможности разностороннего
контроля вычислений.

Отметим следующую важную особенность структуры контроля вычисле-
ний по нескольким диагностическим признакам.

Те ор ем а 6. В структуре СВК с контролем вычислений по нескольким
диагностическим признакам обнаруживаются любые одиночные ошибки на
выходах подсхемы контроля вычислений по признаку самодвойственности
и/или самоквазидвойственности формируемых сигналов.

Доказательство теоремы приводится в Приложении.
Теорема 6 позволяет на практике упростить задачу построения СВК с

покрытием любых ошибок на выходах объекта диагностирования за счет ис-
ключения из рассмотрения тех неисправностей объекта диагностирования,
которые приводят к возникновению одиночных ошибок на их выходах.
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4.2. Алгоритм выбора порождающего полинома

Общий алгоритм построения самопроверяемой СВК по нескольким диа-
гностическим признакам с использованием полиномиальных кодов содержит
следующие шаги.

Алг о ри тм 3. Правила синтеза схемы встроенного контроля по несколь-
ким диагностическим признакам с использованием полиномиальных кодов:

1. Рассматривается структура комбинационного объекта диагностирова-
ния с m выходами и t входами.

2. Из полного множества Ω неисправностей из выбранной модели, напри-
мер одиночных константных неисправностей выходов логических элементов,
выделяется подмножество Ω′ ⊂Ω только тех, которые возникают на выходах
логических элементов, связанных путями с двумя и более выходами объекта
диагностирования.

3. Если Ω′ = ∅ то контроль вычислений организуют с помощью полиноми-
ального кода с порождающим полиномом N = 3, синтезируя СВК по несколь-
ким диагностическим признакам. Если Ω′ = ∅, то переходят к рассмотрению
возможностей покрытия ошибок с помощью полиномиальных кодов с порож-
дающими полиномами N = 3 + 2i, i ∈ N. При этом рассматриваются толь-
ко такие полиномы, для которых число k = �log2N	 < m. Другими словами,
максимальное значение числа равно N = 2m−1 − 1, а список содержит числа
N = 3 + 2i, i = {1, . . . , 2m−2 − 2}.

4. Моделируется работа самодвойственного устройства при подаче на его
входы всех пар (Aj

i , B
j
2n−1−i), где A

j
i и B

j
2n−1−i – значения j -ой функции, фор-

мируемой на j -ом выходе объекта диагностирования при поступлении вход-
ной комбинации, соответствующей десятичному эквиваленту i и 2n − 1− i,
наборов значений аргументов и действии одиночных константных неисправ-
ностей из множества Ω′, а также фиксируются вызываемые ими ошибки на
выходах.

5. Образуется список порождающих полиномов N = 3 + 2i, i = {1, 2, . . . ,
2m−2 − 2}, в котором они упорядочиваются по мере возрастания чисел N .
Такое упорядочение необходимо для рассмотрения в первую очередь порож-
дающих полиномов, позволяющих строить коды с наименьшим числом про-
верочных символов.

6. Выбирается первый член из образованного списка. Он удаляется из
списка.

7. На полном множестве наборов значений аргументов определяются зна-
чения функций, задающих проверочные символы кодовых слов полиноми-
ального кода с выбранным порождающим полиномом N .

8. Проверяется покрытие ошибок с помощью контроля вычислений по
признаку самодвойственности и/или самоквазидвойственности вычисляемых
контрольных функций. Из полного множества Ψ ошибок, формируемых на
выходах схем, исключаются однократные ошибки, а также все ошибки с
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кратностями d � 2, покрываемые при контроле вычислений по признаку са-
модвойственности и/или самоквазидвойственности. Образуется множество
Ψ′ ⊂Ψ необнаруживаемых по данному признаку ошибок.

9. Если Ψ′ = ∅, то контроль вычислений организуют с помощью поли-
номиального кода с порождающим полиномом, соответствующим числу N .
Если Ψ′ = ∅, то осуществляют проверку покрытия ошибок из множества Ψ′

с помощью выбранного полиномиального кода.
10. Если ошибки покрываются все, то синтезируют СВК по выбранному

полиномиальному коду, если нет, то выбирают следующий порождающий по-
лином из образованного списка, если он не пустой, и переходят к выполнению
п. 4 настоящего алгоритма. Если список пустой, то оказывается невозможным
синтез полностью самопроверяемой структуры на основе контроля вычисле-
ний по нескольким диагностическим признакам.

Рассмотрим пример организации контроля вычислений с использованием
представленного алгоритма для самодвойственного дискретного устройства,
описываемого следующей системой булевых функций:

f1 = x1x2︸︷︷︸
1

∨x1x4︸︷︷︸
2

∨x2x4︸︷︷︸
3

;

f2 = x3x4︸︷︷︸
4

∨x1x4︸︷︷︸
5

∨x1x3︸︷︷︸
6

;

f3 = x1x2x3︸ ︷︷ ︸
7

∨x2x3x4︸ ︷︷ ︸
8

∨x2x3x4︸ ︷︷ ︸
9

∨x1x2x3︸ ︷︷ ︸
10

;

f4 = x2x3x4︸ ︷︷ ︸
8

∨x2x3x4︸ ︷︷ ︸
9

∨x2x3x4︸ ︷︷ ︸
11

∨x1x3x4︸ ︷︷ ︸
12

∨x1x2x3x4︸ ︷︷ ︸
13

;

f5 = x1x4︸︷︷︸
2

∨x1x3︸︷︷︸
14

∨x1x2︸︷︷︸
15

∨x2x3x4︸ ︷︷ ︸
16

;

f6 = x1x3x4︸ ︷︷ ︸
17

∨x1x3x4︸ ︷︷ ︸
18

∨x1x2x3︸ ︷︷ ︸
19

∨x1x3x4︸ ︷︷ ︸
20

∨x1x2x3x4︸ ︷︷ ︸
21

.

На первом шаге алгоритма рассмотрим конкретную реализацию устрой-
ства по приведенным выше формулам в виде двухуровневой структуры с
учетом того, что инверсии аргументов будем переносить на входы элементов
первого каскада схемы. При этом пронумеруем все неповторяющиеся конъ-
юнкции в выражениях. Саму схему здесь приводить не будем ввиду ее гро-
моздкости. Она содержит 21 многовходовой логический элемент И на первом
каскаде и 6 многовходовых элементов ИЛИ на втором каскаде.

На втором и третьем шагах определим подмножество одиночных констант-
ных неисправностей логических элементов, вызывающих кратные ошибки на
выходах устройства, а также возможности покрытия ошибок с помощью по-
линомиального кода с порождающим полиномом N = 3. Кратные ошибки на
выходах устройства могут вызывать только неисправности элементов, реали-
зующих конъюнкции с номерами 2 (могут одновременно искажаться значе-
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ния функций f1 и f5), 8 (могут одновременно искажаться значения функций
f3 и f4) и 9 (могут одновременно искажаться значения функций f3 и f4).
Полиномиальный код с порождающим полиномом N = 3 не подходит для
контроля вычислений в рассматриваемом случае.

На четвертом шаге моделируем работу устройства в условиях действия
одиночных константных неисправностей и запоминаем полученные результа-
ты, храня их в табличной форме.

Образуем список порождающих полиномов N = 3 + 2i, i = {1, . . . , 14}.
Выбираем полином, соответствующий номеру N = 5. Удаляем его из спис-

ка. Проверяем возможности покрытия ошибок на выходах устройства.
Расчеты показали, что полиномиальным кодом с выбранным порождаю-

щим полиномом покрываются все кратные ошибки, вызываемые неисправно-
стями элементов, реализующих конъюнкции с номерами 2, 8 и 9, кроме пяти
двукратных ошибок, вызываемых неисправностью вида константа 1 элемен-
та, реализующего конъюнкцию с номером 2 (эти пять неисправностей не об-
наруживаются ни при контроле самодвойственности функций (см. матрицу
в табл. 3), описывающих проверочные символы кодовых слов, ни при кон-
троле по принадлежности контрольного вектора данному полиномиальному
коду). Мощность множества |Ψ′| �= 5. А это значит, что требуется выбрать
следующий полином из сокращенного списка. Этот полином соответствует
числу N = 7.

Выполняем те же действия, что и ранее. Здесь уже, судя по матрице в
табл. 3, осуществляется контроль вычислений по признаку принадлежности
функций, описывающих проверочные символы кодовых слов, классу самок-
вазидвойственных, а также контроль принадлежности контрольного вектора
кодовым словам выбранного полиномиального кода. Расчеты показали, что
все кратные ошибки покрываются с помощью контроля вычислений только
по одному из диагностических признаков. Далее синтезируем СВК по двум
диагностическим признакам с использованием выбранного полиномиального
кода.

Следует отметить, что контроль вычислений по признакам самодвойствен-
ности и самоквазидвойственности не приводит к существенному усложнению
СВК относительно СВК с контролем вычислений по полиномиальному коду,
так как структуры схем сжатия самодвойственных/самоквазидвойственных
сигналов, а также тестеры данных сигналов довольно просты [11, 25]. Поэто-
му удается синтезировать менее избыточные структуры, чем, например, при
дублировании, при этом получая улучшенные показатели контролепригодно-
сти в части наблюдаемости ошибок на выходах СВК.

В качестве достоинств алгоритма 3 следует выделить то, что за счет вы-
бора порождающего полинома от малых значений N = 3 до N = 2m−2 − 2
можно добиться полного покрытия ошибок с помощью кодов с малыми зна-
чениями k , что влияет и на показатели эффективности реализации СВК.
Недостатком же является необходимость моделирования неисправностей и
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фиксации ошибок на выходах объектов диагностирования, что ограничивает
возможности применения метода при достаточно большом числе входов. При
этом применимость метода для организации СВК для тех или иных дискрет-
ных устройств также определяется и сложностью вычисляемых на их выхо-
дах булевых функций [26]. Трудоемкость алгоритма построения самопрове-
ряемого устройства может быть асимптотически оценена величиной 2O(t), т.е.
задача решается за экспоненциальное время с линейной экспонентой. Тем не
менее всегда можно использовать методы декомпозиции при синтезе СВК.
Кроме того, учет структур объектов диагностирования является одним из
действенных методов синтеза СВК, когда не используются стандартные ме-
тоды, основанные на внесении модульной избыточности.

Также следует отметить, что полиномиальные коды обнаруживают боль-
шое количество ошибок при высоких степенях полиномов M(y) и G(y), что
широко используется при контроле вычислений и передаче данных. Одна-
ко в рассматриваемом приложении полиномиальных кодов степень полино-
ма M(y) определяется числом выходов объекта диагностирования, а вот сте-
пени образующих полиномов подбираются с учетом покрытия ошибок, вызы-
ваемых неисправностями в структурах объектов диагностирования. По сути,
чем раньше будет найдено число N по алгоритму 3, тем меньше будет сте-
пень у остатка R(y) и тем меньшую структурную избыточность будет иметь
конечное самопроверяемое дискретное устройство.

5. Заключение

Предложенный в статье метод синтеза полностью самопроверяемых дис-
кретных устройств позволяет наделять их не только повышенными показа-
телями контролепригодности относительно широко известных методов, но и
обеспечивать обнаружение некоторого подмножества ошибок в вычислени-
ях при условии отсутствия изменения входных воздействий. Это связано с
представлением сигналов в дискретных устройствах в виде двоичных после-
довательностей.

Разработанный алгоритм синтеза СВК на основе свойств полиномиальных
кодов подразумевает последовательный перебор порождающих полиномов от
самого малого, соответствующего числу N = 3, к соответствующему числу
N = 2m−2 − 2. При малых значениях m < 6 количество порождающих поли-
номов, удовлетворяющих этому условию, будет небольшим, что снизит потен-
циальные возможности построения полностью самопроверяемого устройства.
Поэтому наиболее эффективным рассматриваемый подход должен оказаться
для устройств с относительно большим числом выходов m � 6. С ростом зна-
чения N до предельного числа количество проверяющих символов в кодовых
словах меняется от величины k = 1 к величине k = m− 1, что обеспечивает
и увеличение мощности множества покрываемых полиномиальными кодами
ошибок. Поэтому алгоритм будет эффективным при построении самопрове-
ряемых устройств практически для любых структур объектов диагностиро-
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вания с m � 6. Тем не менее для каждого конкретного дискретного устрой-
ства потребуется сравнение показателей их самопроверяемой реализации с
показателями самопроверяемых реализаций, получаемых по иным методам,
например по методу дублирования.

Возможные направления дальнейших исследований могут быть связаны с
постановкой разнообразных экспериментов с тестовыми дискретными устрой-
ствами и оценкой показателей эффективности их самопроверяемых реализа-
ций, разработкой иных алгоритмов выбора порождающих полиномов с уче-
том особенностей структур объектов диагностирования, учетом особенностей
иных линейных кодов при синтезе СВК на основе нескольких диагности-
ческих признаков, а также с изучением особенностей построения подобных
устройств на различной, в том числе программируемой, элементной базе.

Использование при построении самопроверяемых дискретных устройств
контроля вычислений по нескольким диагностическим признакам представ-
ляется авторам перспективным и до конца не исследованным подходом к
реализации составляющих высоконадежных систем управления.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Необходимость. Каждая контрольная функция описывается выражением

вида gj = fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . .⊕ fiq , j ∈ {1, k}, i1, i2, . . . , iq ∈ {1, . . . ,m}. Для получе-
ния выражений, описывающих каждую контрольную функцию, необходимо
установить, какие из информационных символов являются значимыми. При
рассмотрении всех информационных векторов с весом r = 1 последовательно
определяются значения проверочных символов при подстановке единствен-
ного значимого информационного символа. Если значение функции gj = 0,
то соответствующий информационный символ не влияет на конкретную кон-
трольную функцию, иначе, при gj = 1, он включается в логическое выраже-
ние, описывающее контрольную функцию.
Достаточность. При подстановке информационного вектора с весом

r = 1 значение функции gj будет определяться только значением значаще-
го информационного символа, следовательно, он будет входить в формулу
описания соответствующей контрольной функции. При рассмотрении всех
информационных векторов с весом r = 1 будут определены все суммируемые
в каждой функции gj аргументы. Это позволяет определить формулы, опи-
сывающие проверочные символы полиномиальных кодов.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6.
Все функции кодера полиномиального кода являются линейными: gj =

= fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . . ⊕ fiq , j ∈ {1, k}, i1, i2, . . . , iq ∈ {1, . . . ,m}. Рассмотрим одну
из них. Положим, происходит одиночная ошибка на выходе fq ∈ {1, . . . ,m}.
Тогда значение функции fp искажается, т.е. становится равным fp = 0 или
fp = 1. Выражение для контрольной функции выглядело так: gj = fi1 ⊕ fi2⊕
⊕ . . .⊕ fp ⊕ . . .⊕ fiq . При искажении оно получило вид: gj = fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . .⊕
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⊕(fp = 0)⊕ . . .⊕ fiq = fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . .⊕ fiq или же gj = fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . .⊕
⊕(fp = 1)⊕ . . .⊕ fiq = fi1 ⊕ fi2 ⊕ . . .⊕ fiq . В первом случае имеем изменение
четности числа аргументов исходной функции и зависимости ее от всех
переменных, кроме fp. Во втором случае четность числа аргументов так-
же меняется, но при этом еще реализуется инверсия функции сложения
по модулю 2, сохраняющая все признаки принадлежности к классам са-
модвойственных и/или самоквазидвойственных функций. Другими словами,
функция поменяла свой вид с самоквазидвойственной/самодвойственной на
самодвойственную/самоквазидвойственную. Раз вид функции поменялся, то
рассматриваемая ошибка обнаружится в подсхеме контроля вычислений по
выбранному признаку, так как он изменится при одиночной ошибке.
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РЕГРЕССИОННЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ ИГРОВОГО ЧАТ-БОТА
С ИСКУССТВЕННЫМ ИНТЕЛЛЕКТОМ

ДЛЯ ОБУЧЕНИЯ ПРОГРАММИРОВАНИЮ
НА ОСНОВЕ ГОЛОВОЛОМОК ТИПА WORDLE

Программирование является одним из важнейших навыков XXI в. Од-
нако для многих учащихся обучение программированию является доволь-
но сложным процессом. В таких случаях важно поддерживать интерес и
вовлеченность студентов в процесс обучения. Считается, что цифровые
игры могут решить эту проблему. Одним из видов игр, которые хорошо
подходят для сферы компьютерных наук, являются головоломки, кото-
рые направлены в том числе и на развитие когнитивных способностей.
Целью статьи является разработка моделей, алгоритма работы и струк-
туры игрового чат-бота с искусственным интеллектом для обучения про-
граммированию с помощью заданий-головоломок по типу словесной игры
Wordle. Wordle выбрана по причине ее всемирной популярности и адап-
тирована в виде игрового чат-бота для использования в процессе обу-
чения программированию. Искусственный интеллект в чат-боте необхо-
дим для контроля целесообразности и подходящего времени его исполь-
зования, а также адаптивного формирования уровня сложности заданий-
головоломок. На основе собранных в результате использования неинтел-
лектуального игрового чат-бота данных были построены регрессионные
модели влияния показателей студентов на уровень интереса и сложности
предлагаемых игровым чат-ботом заданий-головоломок. Разработанные
модели легли в основу алгоритма работы и структуры игрового чат-бота с
искусственным интеллектом. При использовании интеллектуального иг-
рового чат-бота есть возможность дообучать модели и корректировать
полученные ранее значения коэффициентов.

Ключевые слова: игровой чат-бот, обучение программированию, искус-
ственный интеллект.

DOI: 10.31857/S0005231025050049, EDN: AXPHOK

1. Введение

Для многих студентов обучение программированию является довольно
сложным процессом. Это связано с тем, что решение задач программиро-
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вания требует не только наличия знаний в области языков программирова-
ния, но и соответствующих уровней когнитивных способностей (логического,
критического, вычислительного мышлений). Невысокие уровни таких спо-
собностей зачастую создают трудности в обучении и приводят к снижению
вовлеченности и мотивации учащихся.

Использование обучающих компьютерных игр является одним из мето-
дов поддержания интереса учащихся к обучению в различных дисциплинах
и сферах [1], в том числе в программировании [2]. Когнитивные способно-
сти и функции (рабочая память, скорость обработки, исполнительные функ-
ции и т.п.) могут значительно улучшиться при использовании игр [3], при-
чем конкретный эффект зависит от видов используемых игр [4]. Так, для
обучения компьютерным наукам хорошо подходят логические игры и игры-
головоломки [5].

Традиционно для обучения программированию на начальном этапе хоро-
шо подходят головоломки Парсонса (Parsons programming puzzles) [6], кото-
рые представляют собой фрагменты кода, перемешанные в случайном поряд-
ке, и которые обучаемый должен расположить в правильной последователь-
ности для получения работающей программы. Они эффективны для освоения
базовых синтаксических конструкций и логики программирования, но их воз-
можности ограничены и они недостаточно ориентированы на развитие более
сложных когнитивных навыков.

В то же время словесные головоломки, которые широко используются в
обучении иностранным языкам и медицине, практически не применяются в
обучении программированию, несмотря на их огромный потенциал для раз-
вития когнитивных способностей [7]: словарного запаса, рабочей памяти, ко-
гнитивной обработки, стратегий извлечения информации из рабочей памяти,
способностей к рассуждениям и мышлению [8].

Эффективное программирование напрямую зависит от знания синтаксиса
языка программирования, словарного запаса, относящегося к специфической
терминологии, синтаксических правил [9]. Даже незначительное отклонение
от синтаксиса может привести к ошибкам компиляции или выполнения, тре-
бующим значительных временных затрат на отладку. Более того, нечеткое
и неточное использование терминологии в коде значительно затрудняет его
понимание как самим автором, так и другими разработчиками, увеличивая
стоимость и время, затрачиваемые на поддержку и модернизацию программ-
ного обеспечения [10]. Это особенно критично в крупных проектах, где код
пишется и поддерживается множеством людей и неясная лексика может при-
вести к несовместимости кода, потере времени и даже к возникновению оши-
бок, ведущих к сбою всей системы. Учитывая потенциал словесных голо-
воломок, следует развивать направление их использования в обучении про-
граммированию и компьютерных науках. Причем необходим поиск вариантов
воплощения словесных головоломок, которые были бы интересными и увле-
кательными для студентов разного уровня, развивая при этом их навыки.
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Одним из подходов к созданию образовательных игр является адапта-
ция известных компьютерных игр (например, адаптация Super Mario в [11]).
В последние годы достаточно популярной словесной игрой является Wordle
(https://www.nytimes.com/games/wordle/index.html). Wordle – это словесная
игра-головоломка, в которой игроки за несколько попыток должны угадать
слово. Появляются научные работы, исследующие стратегии, процесс реше-
ния головоломок, сложности слов, поведения игроков в этой игре [12–14].
Поэтому принцип игры Wordle можно адаптировать для создания игры-
головоломки по распознаванию программного кода для использования в про-
цессе обучения программированию. Учитывая рост популярности чат-ботов в
различных сферах, в том числе в сфере образования [15], а также текстовый
формат игры Wordle, адаптацию можно реализовать в виде чат-бота.

В игровой чат-бот с заданиями-головоломками можно заложить модели,
которые сделают его интеллектуальным, например в части формирования
заданий с соответствующим уровнем сложности и интереса. Это позволит
повысить эффективность его использования, в частности за счет того, что
интерес влияет на вовлеченность и мотивацию, а сложность заданий может
влиять на интерес. В литературе подобных игровых интеллектуальных чат-
ботов найдено не было.

Целью статьи является разработка моделей, алгоритма работы и структу-
ры игрового чат-бота с искусственным интеллектом для обучения програм-
мированию с помощью заданий-головоломок по типу Wordle. Для достиже-
ния поставленной цели нужно собрать данные использования первой версии
неинтеллектуального игрового чат-бота, на основе которых можно постро-
ить регрессионные модели. Эти модели лягут в основу алгоритма работы и
структуры новой версии игрового чат-бота.

2. Обзор литературы

2.1. Использование образовательных игр

Несмотря на то, что в некоторых исследованиях не было замечано поло-
жительного эффекта от использования образовательных игр, большинство
ученых считают игры очень эффективным и недорогим методом обучения,
повышающим интерес к дисциплине, вовлеченность студентов, показатели
успеваемости и оценки знаний после использования игр [16, 17]. Игры мо-
гут влиять на различные аспекты, включая аффективные и мотивационные
элементы, изменения поведения, усвоение знаний, а также развитие когни-
тивных и социальных навыков [18].

Существуют компьютерные игры для обучения информатике и про-
граммированию, причем их количество в последние годы постоянно рас-
тет [5, 19–21]. Есть игры для разных ступеней образования, хотя преобладают
игры для обучения программированию новичков и школьников. Среди суще-
ствующих игр отдельное направление отводится головоломкам и логическим
играм, поскольку они хорошо подходят для обучения компьютерным наукам
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и позволяют развивать мыслительные навыки и логическое мышление [22].
Это проявляется в улучшении таких показателей, как скорость обработки
информации, объем рабочей памяти, а также в когнитивном контроле, аргу-
ментации и решении проблем.

Словесные головоломки являются довольно популярным типом игр, при-
меняющихся в образовательной практике, особенно в обучении иностранным
языкам и медицине. Их интеграция с учебными курсами, в сочетании с други-
ми инструментами обучения, способствует снижению когнитивной нагрузки
на учащихся, стимулирует мотивацию, повышение академической успевае-
мости [23], эффективно развивает когнитивные способности [7, 24] и общие
знания [25].

В последние годы одной из самых популярных словесных головоломок яв-
ляется игра Wordle. Эта игра предназначена для развлечения, однако можно
отметить появление достаточно большого количества научных работ, иссле-
дующих эту игру, процесс решения, варианты перебора и поиска решения и
т.п. [12–14]. Поэтому можно рассмотреть направление адаптации этой игры
применительно к учебному процессу, в частности для применения при обуче-
нии программированию.

2.2. Чат-боты с искусственным интеллектом

Реализовать игры-головоломки можно в различных формах, в том чис-
ле в чат-боте. Такой формат может хорошо подойти для некоторых тексто-
вых/словесных головоломок. Базовые чат-боты используют подход, основан-
ный на правилах [26]. В отличие от них, чат-боты с искусственным интеллек-
том (ИИ) используют модели машинного обучения.

Чат-боты с ИИ являются одним из типов приложений диалогового ИИ.
Согласно прогнозам (https://www.marketsandmarkets.com), ожидается сово-
купный годовой темп роста размера мирового рынка диалогового ИИ, рав-
ный 21,8%, а рынок к 2026 г. увеличится до 18,4 млрд долларов США.
При этом диалоговый ИИ может стать основной технологией практически во
всех рыночных вертикалях (https://www.emarketer.com/content/tech-catches-
up-conversational-ai-ambitions).

В целом преимуществами чат-ботов с ИИ является обеспечение удобного
интерфейса на естественном языке, что дает возможность улучшить качество
работы пользователей [27]. Использование чат-ботов с ИИ может снизить
стресс и помочь пользователям избежать информационной перегрузки [28],
позволит получить пользователям уникальный и более персонализированный
опыт. Такие чат-боты влияют на эмоции пользователей в отличие от исполь-
зования обычных корпоративных систем [29].

Диалоговые системы искусственного интеллекта могут проявлять инди-
видуальность и обладать антропоморфными характеристиками [30], лучше
соответствуют пользовательскому и организационному контексту, способны
постоянно развиваться за счет обучения на содержании запросов и способах
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взаимодействия пользователей с ними. Поэтому постоянное использование
систем с ИИ имеет важное значение для их дальнейшего совершенствования,
поскольку в их основе, как правило, лежат технологии машинного обучения.
Так как постоянное совершенствование чат-бота с ИИ зависит от его исполь-
зования, важно учитывать поведение пользователей и задействовать модели
использования [31].

В настоящее время развитие чат-ботов с ИИ сосредоточено на развитии
методов обучения алгоритмов и подходов, связанных с настройкой, антропо-
морфизмом [32], персонализацией [33], совершенствованием алгоритмов для
получения более точных результатов [34] и расширении функциональных воз-
можностей, включая, например, анализ настроений [35]. Есть предложения
по созданию нового человеко-машинного интеллекта [36].

В качестве примеров можно привести чат-боты с ИИ, которые находят
применение на рабочем месте [37], в бизнес-процессах [38], в организации
эффективных взаимодействий с пользователями и клиентами [39], в обуче-
нии [40]. Такие чат-боты более эффективны за счет автоматического выяв-
ления потребностей пользователей [41, 42] и формирования поведения, ори-
ентированного на пользователя [43]. Например, в обучении чат-боты с ИИ
способны повысить интерес пользователей к изучению математики [44] и чте-
нию [45].

2.3. Постановка задачи

В целом игровых образовательных чат-ботов в литературе описано до-
статочно мало, игровых образовательных чат-ботов с ИИ еще меньше. Для
примера можно привести [46].

Каждый описанный чат-бот имеет свою логическую/сценарную или
AI/ML модель поведения. С учетом оригинальности задачи такие модели
не подойдут для построения интеллектуального игрового чат-бота с голово-
ломками по типу Wordle и их необходимо разработать. Для этого используем
неинтеллектуальный игровой чат-бот и проведем с ним эксперимент. Собран-
ные в результате эксперимента данные используем для создания моделей ма-
шинного обучения для управления поведением интеллектуального игрового
чат-бота. Модели будут управлять уровнем сложности заданий и оценивать
целесообразность использования чат-бота на данной стадии изучения языка
программирования через прогнозирование интереса к заданию. Модели мо-
гут дообучаться на основе новых данных, полученных при использовании ин-
теллектуального игрового чат-бота. На основе полученных моделей создадим
алгоритм работы и структуру игрового чат-бота с ИИ для обучения програм-
мированию с помощью заданий-головоломок по типу Wordle.

3. Игровой образовательный чат-бот с головоломками по типу игры Wordle

Создан неинтеллектуальный игровой чат-бот «Распознай команду
Python» для мессенджера Telegram с текстовыми заданиями-головоломками
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Рис. 1. Работа игрового чат-бота «Распознай команду Python».

по типу игры Wordle [47], который предназначен для обучения текстовому
языку программирования, в частности Python (рис. 1), и имеет следующую
игровую механику.

1. Цель каждого задания – распознать строчку некоторой программы за
несколько шагов-попыток. Изначально взятая строчка программы предъяв-
ляется в виде последовательности символов �, количество которых равно
длине строчки (с пробелами).

2. Упрощения при формировании задания осуществляются в отношении
названий переменных, значений чисел, строк, списков, словарей и других
структур. Так переменные изменяются и задействуются в порядке a, b, c, . . . ,
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числа – в порядке 1, 2, 3, . . . , символы и строки – в порядке «a», «b», «c», . . . ,
математические операции – в порядке «+», «–», «*», списки, кортежи, слова-
ри и т.д. упрощаются до одного элемента.

3. Введенный на каждом шаге текст проверяется на соответствие длине
искомой строчки программы, синтаксическим правилам языка и правилам
PEP8 (в случае Python), а также осуществляется проверка наличия уже от-
крытых и известных символов. В случае наличия нарушений студенту со-
общается о несоответствии и некорректности ввода, а в случае отсутствия –
выдается строка с открытыми символами, за которой после символа # следу-
ет подсказка. Подсказка выдается в виде набора символов, отсортированных
в порядке возрастания кода ASCII.

4. Открытые символы и подсказка после каждой попытки формируются
на основе результата посимвольного сравнения введенного текста с искомой
строчкой программы по тем же правилам, что и в игре Wordle: в случае
совпадения символов, т.е. находящихся на правильных местах, вместо � по-
являются эти символы, а в случае наличия символов в других позициях, т.е.
стоящих не на своих местах, эти символы появляются в подсказке.

5. Максимальное число корректных попыток, которое дается на выполне-
ние задания, равно 20.

6. Используется три уровня заданий разной сложности и разным начис-
лением очков, возможность изменения и перехода между уровням. При вы-
полнении минимум трех заданий на текущем уровне можно перейти на сле-
дующий уровень. С более высокого уровня всегда можно перейти на нижний
уровень. При выполнении задания 1-го уровня за 5 и менее шагов начисляет-
ся 10 баллов, 2-го уровня – 20 баллов, 3-го уровня – 30 баллов. Если задание
выполнено за большее число шагов, то число полученных баллов уменьша-
ется.

7. Число символов в задании зависит от уровня: чем выше уровень, тем
больше символов в искомой строчке программы. Часто используемые функ-
ции, команды, методы выдаются на 1-ом и 2-ом уровнях, редко используе-
мые – на 3-ем уровне.

8. Ведется рейтинг и после выполнения задания выводится число набран-
ных баллов за текущее задание, общее число баллов и текущая позиция сту-
дента в рейтинге.

Геймплей «Распознай команду Python» следующий.
1. Каждый день в 09.00 бот присылает задание. Длительность выполнения

задания в течение 24 ч никак не ограничена.
2. Бот отслеживает выполнение задания, введенные попытки и при их

отсутствии два раза в день присылает напоминание о необходимости выпол-
нения задания.

3. Ввод текста осуществляется в строке ввода Telegram, какие-либо клави-
атуры, помимо стандартной для ввода текста на смартфоне, не используются.
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4. Имеется функционал ответа на вопросы студентов.
5. Действия студента фиксируются, осуществляется сбор статистики ра-

боты с чат-ботом: определение числа шагов, совершенных при выполнении
каждого задания, набранные баллы, изменение уровня.

6. Используется три уровня заданий разной сложности и с разным начис-
лением очков, возможностью изменения и перехода между уровнями. При
выполнении минимум трех заданий на текущем уровне можно перейти на
следующий уровень. С более высокого уровня всегда можно перейти на ниж-
ний уровень. При выполнении задания 1-го уровня за 5 и менее шагов на-
числяется 10 баллов, 2-го уровня – 20 баллов, 3-го уровня – 30 баллов. Если
задание выполнено за большее число шагов, то число полученных баллов
уменьшается.

7. Взаимодействие с игровым чат-ботом направлено на поддержку разви-
тия hard skills (запоминания и вспоминания команд, функций, методов языка
программирования), а также когнитивных навыков (рабочей памяти, внима-
ния и логического мышления) [48].

4. Разработка моделей

4.1. Проведенный эксперимент

В проведенном эксперименте приняли участие 60 студентов первого курса
ИТ-направления университета, изучавшие язык программирования Python в
рамках двухсеместрового учебного курса. Большая часть студентов на мо-
мент начала обучения в университете не имела опыта программирования.
Сам эксперимент проходил во втором семестре.

В эксперименте использовался неинтеллектуальный игровой чат-бот «Рас-
познай команду Python» и две анкеты. Оценивание показателей в анкетах
осуществлялось по пятибалльной шкале Лайкерта.

Этапы проведения эксперимента.
1. Заполнение первой анкеты и указание самооценки уровня написания

программ на Python и сложности учебного курса.
2. Использование чат-бота в течение 10 дней вне аудитории и решение по

одной головоломки в день. Автоматический сбор данных о ходе и результатах
решения заданий для каждого студента.

3. Заполнение второй анкеты и указание интереса и сложности заданий,
задействования рабочей памяти, внимания и логического мышления при ре-
шении заданий.

4.2. Разработанные модели

Для построения моделей были использованы три источника данных: пер-
вая анкета, вторая анкета и статистика работы студентов с игровым чат-
ботом.
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Рис. 2. Гипотеза о влиянии показателей на воспринимаемую сложность заданий.

Из первой анкеты получены показатели:
– Самооценка навыка написания программного кода на языке Python

(SAWP);
– Оценка сложности учебного курса по изучению Python (ACD).
Из второй анкеты получены показатели:
– Самооценка задействования рабочей памяти в решении заданий

(SAWM);
– Самооценка задействования логического мышления в решении заданий

(SALT);
– Самооценка вспоминания функций Python при решении заданий (SARF);
– Воспринимаемая сложность заданий (PDT);
– Интерес к заданиям PIT.
Из данных статистики работы студентов получены показатели:
– Итоговый уровень заданий в игровом чат-боте (FLT);
– Количество шагов/попыток, затраченных на решение отдельного зада-

ния (NS);
– Среднее количество шагов, затраченных на решение заданий (ANS);
– Итоговое количество баллов за выполнение заданий (SRT).
Можно предположить, что на воспринимаемую сложность заданий PDT

влияют SAWM, SALT, SARF, FLT (рис. 2). Объяснить такое влияние можно
следующим образом. Если студент находился на 2/3-м уровнях, то он стал-
кивался с более сложными заданиями, по сравнению с теми, кто находился
на 1/2-м уровнях и не был на 3-м. Поэтому такие студенты, очевидно, оце-
нят задания более сложными, т.е. FLT влияет на PDT. Однако необходимо
учитывать, что если студент не сможет решить задание, находясь на уровне,
он, скорее всего, будет переходить на более низкий уровень. Ключевую роль
в решении различных задач играет рабочая память и логическое мышле-
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Рис. 3. Гипотеза о влиянии показателей на интерес к заданиям.

ние. Для успешного выполнения заданий требуется вспоминание функций
и команд Python и применение логических рассуждений на каждом шаге
(попытке) при появлении открытых символов. Рабочая память будет обес-
печивать процесс решения заданий, поэтому SAWM будет влиять на PDT.
Следует отметить, что простые задачи, в отличие от сложных, не оказывают
значительной нагрузки на рабочую память. Помимо рабочей памяти, уровень
логического мышления студента и количество функций и команд Python, за-
помненных студентом в процессе обучения, будут влиять на воспринимаемую
сложность заданий. При низком уровне логического мышления и количества
запомненных функций студент может испытывать трудности при решении
даже задач средней сложности, а сами задания будут восприниматься как
сложные. Отсюда и влияние SARF и SALT на PDT [49].

Можно предположить, что на интерес к заданиям PIT влияют ANS, SAWP,
PDT, ACD, SRT (рис. 3). Объяснить такое влияние можно следующим обра-
зом. Большое количество попыток, затраченных при решении задания, мо-
жет указывать как на высокую сложность задания, так и на использование
перебора. Оба этих варианта негативно сказываются на интересе к выпол-
няемым заданиям. Поэтому ANS влияет на PIT. Для успешного написания
кода студенты должны знать и помнить функции языка Python. Студенты,
которые высоко оценивают свои навыки программирования, как правило,
знают достаточное количество функций и обладают развитым логическим
и алгоритмическим мышлением. Поэтому для них решение задач будет более
интересным, чем для студентов, которые не уверены в своих способностях
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к программированию, не знакомы с достаточным количеством функций и
не обладают развитым логическим и алгоритмическим мышлением. Поэтому
SAWP влияет на PIT. Если студенты тратят много времени на решение слож-
ных задач, особенно если у них низкий уровень рабочей памяти и логического
мышления, это может вызвать некоторый дискомфорт и снизит уровень инте-
реса. Поэтому PDT оказывает влияние на PIT. Использование инструментов
геймификации и цифровых игр способно снизить когнитивную нагрузку в
сложных учебных курсах. Поэтому ACD влияет на PIT. Чем больше баллов
набрал студент в результате работы с игровым чат-ботом, тем больше он был
вовлечен и тем интереснее ему было работать с чат-ботом. Таким образом,
SRT влияет на PIT [49].

Был проведен регрессионный анализ и построены модели влияния показа-
телей на интерес и воспринимаемую сложность игрового чат-бота. Для оцен-
ки важности и вклада каждого параметра в значение зависимой переменной
использовалась стандартизация с математическим ожиданием, равным 0, и
стандартным отклонением, равным 1. Зависимые переменные не стандарти-
зировались.

Для оценки воспринимаемой сложности заданий игрового чат-бота полу-
чена линейная регрессия с уровнем значимости p < 0,01 вида:

PDT = aSAWM · SAWM+ aSARF · SARF +

+ aSALT · SALT + aFLT · FLT + aPDT
0 ,

(1)

где весовые коэффициенты принимают следующие значения:

aSAWM = 0,63∗∗∗, aSARF = −0,52∗∗, aSALT = −0,41∗∗, aFLT = 0,23∗,

aPDT
0 = 3,07∗∗∗ (∗∗∗−p < 0,001,∗∗ −p < 0,01,∗ −p < 0,1).

Коэффициент детерминации модели составил 0,82 (скорректированный –
0,74).

Для оценки интереса к заданиям игрового чат-бота получена линейная
регрессия с уровнем значимости p < 0,001 вида:

PIT = aANS · ANS + aSAWP · SAWP+ aPDT · PDT+

+ aACD · ACD+ aSRT · SRT+ aPIT0 ,
(2)

где весовые коэффициенты принимают следующие значения:

aANS = −0,68∗∗, aSAWP = 0,64∗∗, aPDT = −0,47∗,

aACD = 0,44∗, aSRT = 0,27∗, aPIT0 = 3,73∗∗∗.

Коэффициент детерминации модели составил 0,86 (скорректированный –
0,78).

В модели (1) показатели SAWM, SALT, SARF на небольшом промежутке
времени мало меняются. Показатель FLT характеризует итоговый уровень
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Рис. 4. Тепловая карта частоты встречаемости комбинаций воспринимаемой
сложности заданий и числа шагов на решение заданий.

заданий в чат-боте. При разных значениях FLT наблюдаются разные значе-
ния числа шагов на решение заданий. Так, при FLT = 2 среднее значение
ANS = 5,4, а при FLT = 3 среднее значение ANS = 5,0.

В модели (2) показатели SAWP, ACD на небольшом промежутке времени
мало меняются. Показатель SRT характеризует итоговое количество набран-
ных баллов за выполнение заданий в чат-боте. Данный показатель коррели-
руется c ANS, а коэффициент корреляции Пирсона равен −0,43. Показатель
PDT, используемый в модели (2), является результатом модели (1).

Построим тепловую карту, которая покажет частоту встречаемости раз-
личных комбинаций воспринимаемой сложности заданий и числа шагов, ис-
пользованных для решения заданий. На тепловую карту нанесем частоты,
выраженные в процентах от общего числа решенных студентами заданий
(рис. 4).

Тепловая карта показала, что наибольшие частоты комбинаций значений
PDT и числа шагов на решение заданий наблюдаются у студентов, которые
решали задания за 6 и менее шагов и у которых PDT является средней или
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высокой. Увеличение числа шагов наблюдается у студентов, для которых
воспринимаемая сложность заданий игрового чат-бота была средней.

Поэтому можно предложить в алгоритме управления выдачей заданий ис-
пользовать модели (1) и (2) на основе учета значения ANS.

4.3. Ограничения разработанных моделей

Несмотря на статистическую значимость полученных результатов, необхо-
димо учитывать ряд ограничений, связанных с разработанными моделями.

– Ограниченная выборка студентов. Эксперимент проводился на ограни-
ченной выборке студентов (60 человек), которая может не отражать много-
образие образовательных контекстов и разных групп учащихся. Студенты
с разным уровнем подготовки, мотивации и предыдущего опыта взаимодей-
ствия с чат-ботами, программирования на Python, с использованием тради-
ционных головоломок могут демонстрировать разную реакцию на задания,
что ограничивает обобщаемость результатов.

– Ограниченный набор факторов. Модели не учитывают демографические
факторы студентов, влияние внешних факторов. Эти факторы могут влиять
на восприятие сложности и интерес к задачам, но они не были включены
в анализ. Кроме того, не использовались временные параметры выполнения
заданий в чат-боте, например длительности или частота ввода попыток.

– Субъективность оценок. Восприятие трудности и интереса к заданиям
субъективны и могут варьироваться у разных учащихся. Модели основаны
на самооценках участников, которые могут вносить искажения, связанные с
индивидуальными предпочтениями.

– Линейные зависимости. Предположение о линейной зависимости меж-
ду параметрами и воспринимаемой сложностью и интересом к заданиям мо-
жет быть чрезмерным упрощением. Реальные отношения могут быть более
сложными и нелинейными, что требует дальнейших исследований и более
сложных моделей.

– Долгосрочные последствия. В эксперименте не учитываются долгосроч-
ные эффекты от использования игрового чат-бота, такие как влияние на успе-
ваемость, мотивацию и устойчивость интереса к процессу обучения с течени-
ем времени. Это ограничивает возможности делать выводы о долгосрочных
последствиях внедрения таких технологий в образовательный процесс.

5. Структура чат-бота с искусственным интеллектом

Эффективность использования игрового образовательного чат-бота в обу-
чении программированию зависит от ряда факторов, связанных с характе-
ристиками студентов. К таким факторам относятся:

– Уровень владения навыками программирования: студенты с базовыми
знаниями и опытом работы с языком программирования (в данном случае
Python) получат больше пользы от использования чат-бота.
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Рис. 5. Структура игрового чат-бота с искусственным интеллектом.

– Стратегии и траектории решения задач: способность студентов эффек-
тивно анализировать задачи, планировать шаги решения и использовать
адекватные алгоритмы напрямую связана с их успехом в решении заданий.

Восприятие сложности заданий является ключевым фактором, влияющим
на интерес к чат-боту. На восприятие сложности оказывают влияние:

– Когнитивные способности: объем рабочей памяти и уровень логическо-
го мышления играют важную роль в способности студентов справляться с
заданиями.

– Объективная сложность заданий: сложность задач должна быть адек-
ватна уровню подготовки студентов.

– Траектория решения: количество шагов, необходимых для решения за-
дачи, может повлиять на восприятие ее сложности.

– Знание функций и команд языка программирования.
Исходя из этого, можно сделать вывод, что использование игрового чат-

бота новичками в программировании сопряжено с определенным риском.
И необходим некоторый «пороговый» уровень подготовки студентов, вклю-
чающий:

– Знание основных функций и команд Python.
– Наличие навыков чтения и написания программного кода.
Студенты с низким уровнем рабочей памяти, логического мышления или

недостаточным знанием команд Python могут столкнуться с повышенной
сложностью заданий, что негативно скажется на их интересе к чат-боту. По-
этому при внедрении игрового чат-бота в образовательный процесс важно
учитывать индивидуальные особенности студентов и обеспечить «пороговый»
уровень подготовки для его эффективного использования.

Можно предложить структуру игрового чат-бота с моделями по управ-
лению заданиями-головоломками по типу Wordle для обучения программи-
рованию. Здесь по результатам опроса и передачи данных в чат-бот может
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быть проведена оценка уровня сложности и интереса заданий, показывающая
целесообразность использования чат-бота в текущий момент времени. Соот-
ветственно чат-бот в зависимости от полученных значений будет следить за
целесообразностью использования, а в случае целесообразности в зависимо-
сти от используемой стратегии и выполнения заданий будет подбирать голо-
воломки соответствующего уровня (рис. 5).

В виде псевдокода представим алгоритм работы интеллектуального игро-
вого чат-бота.

Алг о ри тм 1. Работа интеллектуального чат-бота
Данные: Модели (1) и (2), результаты опроса и выполнения заданий
Результат: Рекомендация по использованию чат-бота, задание-голово-

ломка

1. if Первое задание-головоломка не было сформировано then
2. Задание пороговых уровней PDTl и PITl;
3. Определение значений SAWM , SARF , SALT , SAWP , ACD по ре-

зультатам тестирования и опроса;
4. Использование моделей (1) и (2) и определение начальных значений

PDT0 и PIT0;
5. if PDT0 > PDTl или PIT0 < PITl then
6. return Рекомендация о нежелательном и преждевременном

использовании игрового чат-бота в данный момент времени;
7. else
8. return Первое задание-головоломка;
9. end

10. end
11. Контроль процесса решения задания-головоломки;
12. if Задание-головоломка решено или израсходованы все попытки then
13. Определение NS;
14. Определение ANS;
15. Определение PDT , PIT на основе моделей (1) и (2);
16. Определение параметров следующего задания-головоломки с уче-

том PDT и PIT ;
17. return Новое задание-головоломка;
18. end
19. Контроль длительности выполнения всего задания.

6. Заключение

Головоломки по типу Wordle можно использовать на этапе обучения про-
граммированию. В целом они являются достаточно интересным образова-
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тельным инструментом для студентов. Однако их следует использовать, ко-
гда уровень компетенций студентов не является низким. В этом случае реше-
ние головоломок будет увлекательным и полезным. Также этот тип головоло-
мок может быть не очень интересен студентам с низким уровнем оперативной
памяти и логического мышления.

Поэтому внедрение в игровой чат-бот моделей машинного обучения, учи-
тывающих показатели студента и ход выполнения задания, позволит чат-боту
предсказывать воспринимаемую сложность заданий и интерес к ним. За счет
этого можно адаптировать поведение чат-бота к уровню студента, чтобы сде-
лать сложность заданий оптимальной, а интерес – максимальным.

Разработанные модели машинного обучения легли в основу алгоритма ра-
боты и структуры игрового чат-бота с искусственным интеллектом. На основе
разработанной структуры была реализована новая версия игрового чат-бота.
Апробация полученного чат-бота показала большой интерес к его использо-
ванию среди студентов, обучающихся программированию.

Некоторые параметры моделей (FLT, ANS, SRT, PDT) чат-бот может
определять по результатам выполнения задания и использования модели 1.
Однако для некоторых параметров (SAWM, SARF, SALT, SAWP, ACD) необ-
ходимо делать опросы хотя бы на начальном этапе подключения и запуска
чат-бота и, желательно, корректировать их по мере использования чат-бота
путем более частых опросов. В связи с этим представляет интерес замена
субъективных показателей на объективные и поиск моделей, не содержащих
субъективных показателей или в которых эти показатели выражены через
параметры выполнения задания. Это будет основным направлением даль-
нейшей работы.

В дальнейшем планируется расширить выборку и учесть в моделях дру-
гие показатели, в частности демографические данные студентов и их опыт
работы с чат-ботами, программирования на Python и решения традиционных
головоломок. Планируем рассмотреть нелинейные модели влияния показате-
лей на воспринимаемую сложность и интерес к заданиям.
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АКСИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ

Рассматривается двухкритериальная трехиндексная аксиальная зада-
ча о назначениях, которая уже в однокритериальном случае является
одной из классических NP-трудных задач. В рамках данной постанов-
ки ставится задача комбинирования допустимых решений, представляю-
щая собой задачу о назначениях на множестве решений, которые содер-
жат только компоненты выбранных допустимых решений. Предлагается
полиномиальный алгоритм нахождения Парето-оптимальных решений в
задаче комбинирования двух допустимых решений. На его основе стро-
ится эвристический подход оценки области Парето многокритериальной
аксиальной задачи о назначениях.
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решений, полиномиальная разрешимость, NP-трудность.

DOI: 10.31857/S0005231025050056, EDN: AXKFNW

1. Введение

Существует широкий класс прикладных задач, формализуемых в виде
многоиндексных аксиальных задач о назначениях, в качестве примера можно
выделить задачи распределения ресурсов, планирования, трекинга объектов,
роботизированной логистики [1–5] и др. В общем случае класс многоиндекс-
ных аксиальных задач о назначениях является NP-трудным уже в трехин-
дексном случае [6]. Известны частные полиномиально разрешимые подклассы
[1, 7] и подклассы, для которых существуют полиномиальные приближенные
алгоритмы [1, 8, 9]. Аксиальная трехиндексная задача о назначениях исследу-
ется в [10–16], где обсуждаются вопросы построения приближенных подходов
и реализации точных алгоритмов. Многокритериальные постановки многоин-
дексных задач о назначениях обсуждаются в [17–20].
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В данной работе рассматривается вопрос построения области Парето двух-
критериальной трехиндексной аксиальной задачи о назначениях. Сформу-
лирована задача комбинирования допустимых решений, представляющая
собой многокритериальную задачу о назначениях на множестве решений,
получаемых комбинированием компонент заданных допустимых решений.
Предложен полиномиальный алгоритм построения подмножества Парето-
оптимальных решений на множестве комбинаций двух допустимых реше-
ний. Данный алгоритм применен при построении эвристического алгоритма
аппроксимации области Парето двухкритериальной трехиндексной задачи о
назначениях. Проведен вычислительный эксперимент, иллюстрирующий дан-
ный подход. Работа является продолжением серии статьей [21–24], в которых
обсуждаются вопросы комбинирования решений аксиальной задачи о назна-
чениях.

Далее статья построена следующим образом. В разделе 2 приводится по-
становка двухкритериальной трехиндексной аксиальной задачи о назначени-
ях и соответствующей задачи комбинирования допустимых решений. В разде-
ле 3 описывается алгоритм нахождения подмножества Парето-оптимальных
решений задачи комбинирования. В разделе 4 приводятся результаты вычис-
лительных экспериментов.

2. Постановка задачи

Пусть I, J,K – непересекающиеся множества индексов, I ∩ J = ∅, I ∩K = ∅,
J ∩K = ∅ и |I| = |J | = |K| = n; cijk, dijk, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K – трехиндексные
матрицы стоимостей; xijk, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K – трехиндексная матрица неиз-
вестных. Тогда двухкритериальная трехиндексная аксиальная задача о на-
значениях ставится как следующая задача целочисленного линейного про-
граммирования: ∑

i∈I

∑
j∈J

xijk = 1, k ∈ K,(1)

∑
i∈I

∑
k∈K

xijk = 1, j ∈ J,(2)

∑
j∈J

∑
k∈K

xijk = 1, i ∈ I,(3)

xijk ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K,(4) ∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

cijkxijk → min,(5)

∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

dijkxijk → min .(6)
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Для удобства двухкритериальную задачу (1)–(6) обозначим через Z2. Обо-
значим:

C(x) =
∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

cijkxijk,

D(x) =
∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

dijkxijk.

Тогда x∗ называется Парето-оптимальным решением задачи Z2, если x∗

удовлетворяет системе ограничений (1)–(4); не существует x′, удовлетворяю-
щего системе ограничений (1)–(4), такого, что при этом C(x∗) > C(x′) и
D(x∗) � D(x′) или C(x∗) � C(x′) и D(x∗) > D(x′).

Как известно, (однокритериальная) аксиальная задача о назначениях
(1)–(5) является NP-трудной [6]. Отсюда несложно увидеть, что задача по-
строения Парето-оптимального решения двухкритерильной аксиальной зада-
чи о назначениях Z2 также является NP-трудной. Для доказательства необхо-
димо в соответствующей задаче Z2 определить cijk = dijk, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K.

Утв е ржд е ни е 1. Задача построения Парето-оптимального решения
задачи Z2 является NP-трудной.

Таким образом, актуальным является вопрос построения эффективных
эвристических подходов при оценке Парето-области задачи Z2. Предлагае-
мый в данной работе эвристический подход основан на идее комбинирования
допустимых решений задачи Z2. Под комбинированием здесь понимается ре-
шение задачи на множестве решений, которые содержат только компоненты
заданных допустимых решений.

Приведем постановку задачи комбинирования. Пусть задано множество
W ⊂ I × J ×K, которое определяет подмножество разрешенных назначений.
Введем вспомогательное ограничение

xijk = 0, (i, j, k) /∈W.(7)

Двухкритериальную задачу (1)–(4), (7), (5), (6) для заданного множе-
стваW будем обозначать через Z2(W ). Очевидно задача (1)–(6) соответствует
задаче Z2(I × J ×K).

Тогда x∗ называется Парето-оптимальным решением задачи Z2(W ), если
x∗ удовлетворяет системе ограничений (1)–(4), (7); не существует x′, удовлет-
воряющего системе ограничений (1)–(4), (7), такого, что при этом C(x∗) >
> C(x′) и D(x∗) � D(x′) или C(x∗) � C(x′) и D(x∗) > D(x′).

Проблема проверки совместности системы ограничений задачи Z2(W ),
т.е. системы (1)–(4), (7), для произвольного множества W является NP-пол-
ной [1]. При решении задачи комбинирования будем рассматривать такие
множества W , которые соответствуют назначениям заданного подмножества
допустимых решений.
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Пусть xijk, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K – допустимое решение системы ограничений
(1)–(4). Тогда через W (x) обозначим следующее множество разрешенных на-
значений:

W (x) = {(i, j, k)|xijk = 1, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K}.

Рассмотрим x1ijk, x
2
ijk, . . . , x

r
ijk, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K – произвольные r допу-

стимых решений системы ограничений (1)–(4). Тогда

W (x1, x2, . . . , xr) =W (x1) ∪W (x2) ∪ . . . ∪W (xr).

Таким образом, далее будем рассматривать задачу Z2(W (x1, x2, . . . , xr)).

3. Построение подмножества Парето-оптимальных решений

Пусть r = 2 и x1, x2 – заданные допустимые решения системы ограниче-
ний (1)–(4). Тогда рассмотрим задачу Z2(W (x1, x2)) и вопрос построения ее
Парето-оптимальных решений.

Алг о ри тм 1. Построение подмножества Парето-оптимальных решений
задачи Z2(W (x1, x2)).

Шаг 1. Построить граф G = (V,A), где
V = {I ∪ J ∪K}, A = {(i, j), (i, k), (j, k)|(i, j, k) ∈W (x1, x2)}.

Шаг 2. Найти компоненты связности Vl, l = 1, q графа G и построить под-
графы Gl = (Vl, Al), l = 1, q, порожденные соответствующими компонентами
связанности.

Шаг 3. Построить следующие множества:

D1
l =

{
(i, j, k)|(i, j, k) ∈W (x1), (i, j), (i, k), (j, k) ∈ Al

}
, l = 1, q,

D2
l =

{
(i, j, k)|(i, j, k) ∈W (x2), (i, j), (i, k), (j, k) ∈ Al

}
, l = 1, q.

Шаг 4. Пусть

Pl =

⎧⎪⎨
⎪⎩p
∣∣∣∣∣ ∑
(i,j,k)∈Dp

l

cijk = min
p′∈{1,2}

∑
(i,j,k)∈Dp′

l

cijk, p ∈ {1, 2}

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

pl = argmin
p∈Pl

∑
(i,j,k)∈Dp

l

dijk, l = 1, q.

Шаг 5. Построим Парето-оптимальное решение x∗0 по следующему алго-
ритму. Пусть x∗0ijk := 0, i ∈ I , j ∈ J , k ∈ K. Далее для каждого l = 1, q выпол-
нить x∗0ijk := 1, (i, j, k) ∈ Dpl

l .
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Шаг 6. Построим следующее множество индексов компонент связности:

L =

⎧⎪⎨
⎪⎩l
∣∣∣∣∣ ∑
(i,j,k)∈Dpl

l

cijk >
∑

(i,j,k)∈Dpl
l

cijk и

∑
(i,j,k)∈Dpl

l

dijk <
∑

(i,j,k)∈Dpl
l

dijk, l ∈ {1, . . . , q}

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

здесь для удобства обозначим p = 3− p при p ∈ {1, 2}.
Шаг 7. Упорядочим это множество в порядке невозрастания величины

tg(l), где

tg(l) =

∑
(i,j,k)∈Dpl

l

dijk −
∑

(i,j,k)∈Dpl
l

dijk

∑
(i,j,k)∈Dpl

l

cijk −
∑

(i,j,k)∈Dpl
l

cijk
,

т.е. пусть L = {l1, . . . , l|L|} и tg(ls) � tg(ls+1), s = 1, |L| − 1.

Шаг 8. Построим |L| Парето-оптимальных решений x∗s, s = 1, |L| следую-
щим способом.
Пусть x∗sijk := 0, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K, далее для каждого t = 1, |q| выполнить:

если t ∈ {l1, . . . , ls}, то x∗sijk := 1, (i, j, k) ∈ Dpt
t ,

иначе x∗sijk := 1, (i, j, k) ∈ Dpt
t .

Приведем численный пример, иллюстрирующий работу алгоритма 1.

Прим ер 1. Пример работы алгоритма 1.

Пусть n = 6, матрицы cijk, dijk заданы следующим образом:

cijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (3, 3, 4),
(5, 5, 5), (5, 5, 6), (6, 6, 5)},

1, (i, j, k) ∈ {(4, 4, 3)},
2, (i, j, k) ∈ {(6, 6, 6)},
3, (i, j, k) ∈ {(2, 2, 2)},
10 иначе.

dijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 3), (3, 3, 4),
(5, 5, 5), (5, 5, 6), (6, 6, 6)},

1, (i, j, k) ∈ {(2, 2, 1), (4, 4, 4)},
4, (i, j, k) ∈ {(6, 6, 5)},
10 иначе.
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Рис. 1. Граф G шага 1.

Рассмотрим два допустимых решения x1, x2:

x1ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 5), (6, 6, 6)},
0 иначе.

x2ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 3), (5, 5, 6), (6, 6, 5)},
0 иначе.

Опишем работу алгоритма 1 на данном численном примере.
Граф G, полученный на шаге 1, представлен на рис. 1.
На шаге 2 строятся компоненты связности графа G. Как видим, граф G

имеет три компоненты связности одинаковой структуры. Соответственно
множества, получаемые на шаге 3, имеют следующий вид:

D1
1 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2)}, D1

2 = {(3, 3, 3), (4, 4, 4)}, D1
3 = {(5, 5, 5), (6, 6, 6)},

D2
1 = {(1, 1, 2), (2, 2, 1)}, D2

2 = {(3, 3, 4), (4, 4, 3)}, D2
3 = {(5, 5, 6), (6, 6, 5)}.

На шаге 4 получим:

P1 = {2}, p1 = 2,

P2 = {1}, p2 = 1,

P3 = {2}, p3 = 2.

На шаге 5 первое полученное Парето-оптимальное решение x∗0 будет по-
строено следующим способом:

x∗0ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 6), (6, 6, 5)},
0 иначе.

Значения критериев, достигаемые этим решением, равны C(x∗0) = 0,
D(x∗0) = 6.
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Рис. 2. Найденные решения на плоскости CD.

На шаге 6 множество L будет содержать все три компоненты связности и
будет упорядочено на шаге 7 следующим образом: l1 = 3, l2 = 2, l3 = 1. Сле-
дующие три Парето-оптимальные решения, построенные на шаге 8, имеют
вид:

x∗1ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 5), (6, 6, 6)},
0 иначе.

x∗2ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 3), (5, 5, 5), (6, 6, 6)},
0 иначе.

x∗3ijk =

{
1, (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 4), (4, 4, 3), (5, 5, 5), (6, 6, 6)},
0 иначе.

И соответствующие им значения критериев:

C(x∗1) = 2, D(x∗1) = 2,

C(x∗2) = 3, D(x∗2) = 1,

C(x∗3) = 6, D(x∗3) = 0.

Полученные решения отображены на плоскости CD, согласно значению их
критерия (см. рис. 2). Здесь x1, x2 – исходные решения, x∗0, x∗1, x∗2, x∗3 – най-
денные алгоритмом 1 Парето-оптимальные решения задачи комбинирования,
x′1, x′2 – возможные решения задачи комбинирования. Как можно увидеть на
данном примере, кроме найденных алгоритмом решений, существует еще од-
но Парето-оптимальное решение x1.

Далее докажем корректность алгоритма 1.
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Рассмотрим многокритериальную задачу. Пусть X ⊆Rn – множество до-
пустимых решений задачи,

−−−→
f(x)∈Rm – целевая функция задачи, fi(x)→ min,

i = 1,m.

Утв е ржд е ни е 2. Пусть множество X ⊆Rn конечно. Если x ∈ X не
является Парето-оптимальным решением, то существует Парето-опти-
мальное решение y ∈ X, доминирующее над x, т.е. fi(y) � fi(x), i = 1,m, и
существует j ∈ {1, . . . ,m} такой,что fj(y) < fj(x).

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть выполняются условия утверждения и x ∈ X
не является Парето-оптимальным решением. Тогда построим алгоритм на-
хождения такого решения y.

Шаг 1. Найти решение x′, доминирующее над решением x. Если бы та-
кого решения не нашлось, то решение x было бы Парето-оптимальным, что
привело бы к противоречию.

Шаг 2. x := x′, если x Парето-оптимальное, вернуть x, иначе перейти на
шаг 1.

Из определения Парето-оптимальности следует, что количество шагов 2
алгоритма не превысит мощности множества решений. Так как множество
конечно, то алгоритм найдет Парето-оптимальное решение за конечное число
шагов. Утверждение доказано.

Утв е ржд е ни е 3. Любое допустимое решение x, удовлетворяющее си-
стеме ограничений задачи Z2(W (x1, x2)), может быть построено путем
выбора троек только из первого или только из второго решения для каж-
дой компоненты связности независимо.

Дока з а т е л ь с т в о. Данное утверждение было показано в доказатель-
стве теоремы 1 из [21].

Тогда введем:

pl(x) =

{
1, если xijk = 1, для всех (i, j, k) ∈ D1

l ,

2, если xijk = 1, для всех (i, j, k) ∈ D2
l .

Утв е ржд е ни е 4. Для любого Парето-оптимального решения x′ задачи
Z2(W (x1, x2)) выполняется:∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

cijk =
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

cijk и
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
′)

l

dijk =
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

dijk, l /∈L.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем от противного. Предполо-
жим, что существует Парето-оптимальное решение x′, для которого найдется
l /∈ L, такое что∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

cijk �=
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

cijk или
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
′)

l

dijk �=
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

dijk.
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Рассмотрим два случая:
1.

∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

cijk �= ∑
(i,j,k)∈Dpl(x

∗0)
l

cijk. Согласно шагу 5 алгоритма 1 выпол-

няется ∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

cijk >
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

cijk.

Тогда
а) если

∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

dijk <
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

dijk, то l∈L, получаем противоречие,

б) иначе выполняется
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
′)

l

dijk �
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

dijk, тогда в реше-

нии x′ тройки, соответствующие компоненте связности l, можно заменить
следующим образом:

x′ijk := 0, (i, j, k) ∈ D
pl(x

′)
l ,

x′ijk := 1, (i, j, k) ∈ D
pl(x

∗0)
l ,

уменьшив при этом значение обоих критериев, следовательно, x′ – не Парето-
оптимальное решение, получаем противоречие.

2.
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
′)

l

cijk =
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

cijk,
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
′)

l

dijk �= ∑
(i,j,k)∈Dpl(x

∗0)
l

dijk.

Согласно шагу 5 алгоритма 1 выполняется∑
(i,j,k)∈Dpl(x

′)
l

dijk >
∑

(i,j,k)∈Dpl(x
∗0)

l

dijk,

тогда в решении x′ тройки, соответствующие компоненте связности l, можно
заменить следующим образом:

x′ijk := 0, (i, j, k) ∈ D
pl(x

′)
l ,

x′ijk := 1, (i, j, k) ∈ D
pl(x

∗0)
l ,

уменьшив при этом значение обоих критериев, следовательно, x′ – не Парето-
оптимальное решение, получаем противоречие. Утверждение доказано.

Обозначим прямую, соединяющую точки x∗t, x∗t+1 на плоскости CD,
как Pt, t = 1, |L|. Запишем уравнение прямой Pt:

D −D(x∗t)
D(x∗t−1)−D(x∗t)

=
C − C(x∗t)

C(x∗t−1)− C(x∗t)
.

Для удобства приведем уравнение к виду

D = D(x∗t) +
D(x∗t)−D(x∗t−1)

C(x∗t−1)− C(x∗t)
(C(x∗t)− C) = D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C).
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Уравнение прямой также можно записать в виде

D = D(x∗t−1) + tg(lt)(C(x∗t−1)− C).

Будем говорить, что допустимое решение x задачи Z2(W (x1, x2)) лежит
не ниже прямой Pt, если

D(x) � D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C(x)).

Несложно увидеть, что если решение x лежит не ниже прямой Pt, то ре-
шение x не будет доминировать ни над одним из решений x∗t−1, x∗t.
Утв е ржд е ни е 5. Если для некоторого e ∈ {1, . . . , |L|} решение x ле-

жит не ниже прямой Pe и C(x) � C(x∗e), то оно лежит не ниже любой
прямой Pt, t = e, |L|.
Дока з а т е л ь с т в о. Так как x лежит не ниже прямой Pe, то

D(x) � D(x∗e) + tg(le)(C(x∗e)− C(x)).

По построению tg(lt) � tg(lt+1) � 0, t = 1, |L| − 1. Из условия утверждения
(C(x∗e)− C(x)) � 0. Отсюда

tg(le)(C(x∗e)− C(x)) � tg(le+1)(C(x∗e)− C(x))

и, следовательно,

D(x) � D(x∗e) + tg(le+1)(C(x∗e)− C(x)),

т.е. решение x лежит не ниже прямой Pe+1. Отсюда по индукции получили,
что x лежит не ниже прямой Pt, t � e. Утверждение доказано.

Те ор ем а 1. Не существует Парето-оптимального решения x′ задачи
Z2(W (x1, x2)), доминирующего над каким-либо из решений, построенных ал-
горитмом 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство от противного. Предположим, что
существует Парето-оптимальное решение x′, доминирующее хотя бы над од-
ним из решений x∗0, . . . , x∗|L|, построенных алгоритмом. Из утверждения 4
следует, что такое решение может отличаться от x∗0 только в тройках ком-
понент l ∈ L.

Построим |L|+ 1 решение x′′s, s = 0, |L| следующим способом:
Шаг 1. Пусть x′′sijk := 0, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K.
Шаг 2. Далее для каждого t = 1, q выполнить:
– если t ∈ {l1, . . . , ls} и pt(x′) �= pt(x

∗0), то x′′sijk := 1, (i, j, k) ∈ Dpt
t ,

– иначе x′′sijk := 1, (i, j, k) ∈ Dpt
t .

По построению x′′0 = x∗0, отсюда решение x′′0 лежит не ниже прямой P1.
Покажем, что если решение x′′s лежит не ниже прямых Pt, t = 1, |L|, то и

решение x′′s+1 лежит не ниже прямых Pt, t = 1, |L|.
Для каждой из прямых Pt, t = 1, r + 1 возможны два случая:
1. pls+1(x

′) = pls+1(x
∗0), тогда решение x′′s+1 совпадает с решением x′′s,

а значит, оно не ниже прямой Pt,
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2. pls+1(x
′) �= pls+1(x

∗0), тогда из условия, что решение x′′s лежит не ниже
прямой Pt, следует, что

D(x′′s) � D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C(x′′s)).(8)

Из построения:

D(x′′s+1) = D(x′′s) + tg(ls+1)(C(x′′s)− C(x′′s+1)).

Применим неравенство (8):

D(x′′s+1) � D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C(x′′s)) + tg(ls+1)(C(x′′s)− C(x′′s+1)).

Отсюда:

D(x′′s+1) � D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C(x′′s+1)) +

+ (tg(lt)− tg(ls+1))(C(x′′s+1)− C(x′′s)).

По построению C(x′′s+1)− C(x′′s) � 0 и tg(lt)− tg(ls+1) � 0 при s+ 1 � t. То-
гда:

D(x′′s+1) � D(x∗t) + tg(lt)(C(x∗t)− C(x′′s+1)),

т.е. решение x′′s+1 не ниже прямой Pt.
Отсюда: если решение x′′s лежит не ниже прямых Pt, t = 1, |L|, то и ре-

шение x′′s+1 лежит не ниже прямых Pt, t = 1, s + 1.
По построению C(x′′s+1) � C(x∗s+1). Тогда по утверждению 5 решение

x′′s+1 лежит не ниже прямых Pt, t = s+ 1, |L| (здесь e = s+ 1). Следователь-
но, если решение x′′s лежит не ниже прямых Pt, t = 1, |L|, то решение x′′s+1

не ниже прямых Pt, t = 1, |L|. Отсюда по индукции получаем, что x′′|L| не
ниже прямых Pt, t = 1, |L|.

По построению x′′|L| = x′, т.е. x′ лежит не ниже прямых Pt, t = 1, |L|, а сле-
довательно, решение x′ не доминирует ни над одним из решений x∗0, . . . , x∗|L|,
построенных алгоритмом 1. Получаем противоречие, предположение невер-
но. Теорема доказана.

Те ор ем а 2. Решения x∗0, . . . , x∗|L|, найденные алгоритмом 1, являются
Парето-оптимальными решениями задачи Z2(W (x1, x2)).

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем от противного. Предполо-
жим, что это не так, тогда существует решение x∗q′ , q′ ∈ {0, . . . , L}, не яв-
ляющееся Парето-оптимальным решением задачи Z2(W (x1, x2)). Тогда со-
гласно утверждению 2 существует Парето-оптимальное решение x′ задачи
Z2(W (x1, x2)), доминирующее над x∗q′ :

C(x′) < C(x∗q
′
) и D(x′) < D(x∗q

′
).

Но согласно теореме 1 такого решения x′ не существует. Получаем проти-
воречие. Предположение неверно. Теорема доказана.

Утв е ржд е ни е 6. Алгоритм 1 не гарантирует нахождение всего мно-
жества Парето-оптимальных решений задачи Z2(W (x1, x2)).
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Дока з а т е л ь с т в о. Построим численный пример. Пусть n = 4 и

x1ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4)},
0 иначе,

x2ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 3)},
0 иначе.

Пусть

cijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
0, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (2, 2, 1), (4, 4, 3)},
1, если (i, j, k) = (1, 1, 2),

2, если (i, j, k) = (3, 3, 4),

5 иначе,

dijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
0, если (i, j, k) ∈ {(2, 2, 2), (4, 4, 4), (1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 3)},
1, если (i, j, k) = (1, 1, 1),

2, если (i, j, k) = (3, 3, 3),

5 иначе.

Тогда существует четыре допустимых решения задачи комбинирования:

x∗1ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4)},
0 иначе,

здесь C(x∗1) = 0, D(x∗1) = 3;

x∗2ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 3)},
0 иначе,

здесь C(x∗2) = 3, D(x∗2) = 0;

x∗3ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 3, 3), (4, 4, 4)},
0 иначе,

здесь C(x∗3) = 1, D(x∗3) = 2;

x∗4ijk =

{
1, если (i, j, k) ∈ {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 4), (4, 4, 3)},
0 иначе,

здесь C(x∗4) = 2, D(x∗4) = 1.
Каждое из построенных четырех решений является Парето-оптимальным

решением задачи Z2(W (x1, x2)). При этом q = 2, |L| = 2 и, следовательно,
алгоритм 1 найдет только три решения. Утверждение доказано.

Таким образом, предложенный алгоритм 1 гарантирует построение
Парето-оптимальных решений задачи Z2(W (x1, x2)), однако не гарантирует
построение всей области Парето.

Те ор ем а 3. Алгоритм 1 требует O(n2) вычислительных операций.
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Дока з а т е л ь с т в о.
Пусть входными данными алгоритма 1 являются допустимые решения

x1, x2, представленные в виде коллекции троек (i, j, k) и стоимостей cijk,
для которых соответствующие переменные принимают значение 1. Соглас-
но (1)–(4) для каждого из допустимых решений количество таких троек
составляет n. Тогда на шаге 1 алгоритма строится граф G = (V,A), где
|V | = O(n), |A| = O(n). На шаге 2 граф G разбивается на компоненты связ-
ности. Это осуществляется при помощи обхода графа в ширину, который
требует O(|V |+ |A|) = O(n) вычислительных операций. На шаге 3 для вход-
ных троек алгоритма определяются соответствующие компоненты связности,
этот шаг требует O(n) вычислительных операций. На шаге 4 для каждой ком-
поненты связности определяется, из какого решения будут взяты тройки в
первое найденное Парето-оптимальное решение, данный шаг требует O(n)
вычислительных операций. На шаге 5 строится первое Парето-оптимальное
решение; так как можно представить решение в виде коллекции из n троек
(i, j, k), то этот шаг требует O(n) вычислительных операций. На шаге 6 из
всех компонент связности выбираются только те, которые соответствуют кри-
терию, что требует O(n) вычислительных операций. На шаге 7 подмножество
компонент связности упорядочивается, что требует O(n log(n)) вычислитель-
ных операций. И, наконец, на шаге 8 строится O(n) решений, каждое из кото-
рых строится за O(n) вычислительных операций. Таким образом, алгоритм 1
требует O(n2) вычислительных операций. Теорема доказана.

4. Вычислительный эксперимент

Предложенный алгоритм 1 гарантирует построение подмножества области
Парето задачи Z2(W (x1, x2)). Далее применим данный алгоритм при построе-
нии эвристических методов аппроксимации Парето области исходной зада-
чи Z2. Эффективность работы эвристического алгоритма будем оценивать
вычислительным экспериментом.

Эксперимент 1. Построим матрицы cijk, dijk следующим способом: для
каждого индекса i ∈ I ∪ J ∪K сгенерируем случайную точку p на плоско-
сти XY так, чтобы px, py были целочисленными и равномерно распределен-
ными на отрезке [0,232 − 1], тогда cijk = dist(i, j) + dist(j, k) + dist(i, k), где
dist(a, b) – Манхэттенское расстояние между точками a и b. Аналогичным
образом определим dijk.

Определим процедуру локальной оптимизации для допустимого реше-
ния x задачи Z2:

Шаг 1. Равновероятно выберем случайное число a ∈ [0, 1].
Шаг 2. Построим трехиндексную матрицу стоимостей eijk = acijk +

+(1− a)dijk.
Шаг 3. Применим процедуру локальной оптимизации, предложенную в

[15] к решению x исходной задачи, но с критерием
∑

i∈I
∑

j∈J
∑

k∈K eijkxijk →
→ min.
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Построим n случайных допустимых решений x1, . . . , xn задачи Z2, к каж-
дому из которых будем применять предложенную процедуру локальной оп-
тимизации до тех пор, пока решение не перестанет меняться. Полученные
решения обозначим как x′1, . . . , x

′
n. Из полученных решений выберем недоми-

нируемые. Обозначим построенную из этих решений аппроксимацию Парето-
кривой как R.

Применим алгоритм 1 к парам решений, полученным после локальной
оптимизации, для решения следующих задач:

Z2(W (x′1, x
′
2)), . . . , Z2(W (x′n−1, x

′
n)).

Из всех полученных решений выберем недоминируемые. Обозначим постро-
енную из этих решений аппроксимацию Парето-кривой как Q.

Будем сравнивать количество точек, которые не доминируются соответ-
ствующей аппроксимацией и не совпадают по значению критерия с какой-
либо точкой этой аппроксимации. Введем обозначение количества точек, ко-
торые не доминируются аппроксимацией A, следующим образом: B(A) =
=
∣∣{x|x – допустимое решение задачи Z2, �x′ ∈A такого, что C(x′) � C(x)

и D(x′) � D(x)}∣∣. B(R), B(Q) считались для каждого теста путем проверки
(полным перебором) всего множества допустимых решений на соответствие
условию несуществования доминирующего или равного по значению крите-
риев решения в соответствующей аппроксимации. Тесты проводились на раз-
мерностях n = 6, 7, 8, для каждой размерности было проведено 50 тестов.

В табл. 1 приведены результаты первого вычислительного эксперимента.
Согласно им применение алгоритма 1 позволило в среднем уменьшить коли-
чество недоминируемых точек на 6,57%.

Таблица 1

Размерность задачи B(R)−B(Q)
B(R) 100%

6 2,14%

7 8,03%

8 9,54%

Эксперимент 2. Построим матрицы cijk, dijk следующим способом: для
каждого индекса i ∈ I ∪ J ∪K сгенерируем случайную точку p на плоско-
сти XY так, чтобы px, py были целочисленными и равномерно распределен-
ными на отрезке [0,232 − 1], тогда cijk = dist(i, j) + dist(j, k) + dist(i, k), dijk =
= max(dist(i, j), dist(j, k), dist(i, k)), где dist(a, b) – Манхэттенское расстояние
между точками a и b.

Построим n3 случайных решений x1, . . . , xn3 задачи Z2, к каждому из ко-
торых применим один шаг предложенной выше процедуры локальной опти-
мизации. Полученные решения обозначим как x′1, x′2, . . . , x′n3 . Из полученных
решений выберем недоминируемые. Обозначим построенную из этих решений
аппроксимацию Парето-кривой как R.

94



Применим алгоритм 1 к парам решений, полученным после локальной
оптимизации, для решения следующих задач:

Z2(W (x′1, x
′
2)), . . . , Z2(W (x′n3−1, x

′
n3)).

Из всех полученных решений выберем недоминируемые. Обозначим постро-
енную из этих решений аппроксимацию Парето-кривой как Q.

Будем сравнивать количество точек, которые не доминируются соответ-
ствующей аппроксимацией и не совпадают по значению критерия с какой-
либо точкой этой аппроксимации.

Тесты проводились на размерностях n = 6, 7, 8, было проведено 50 тестов.

Таблица 2

Размерность задачи B(R)−B(Q)
B(R) 100%

6 11,44%

7 18,08%

8 11,71%

В табл. 2 приведены результаты второго вычислительного эксперимента.
Согласно им применение алгоритма 1 позволило в среднем уменьшить коли-
чество недоминируемых точек на 13,74%.

5. Заключение

В работе предложен алгоритм построения Парето-оптимальных реше-
ний задачи комбинирования двух допустимых решений двухкритериальной
трехиндексной задачи о назначениях. Доказана корректность построенного
алгоритма и получена квадратичная оценка его сложности. Данный алго-
ритм может быть применен в качестве дополнительного шага в эвристических
подходах оценки области Парето двухкритериальной трехиндексной задачи
о назначениях. Приведены результаты вычислительных экспериментов, де-
монстрирующие повышение качества приближенных решений, полученных в
результате постобработки предложенным алгоритмом оптимального комби-
нирования.
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВА АЛГОРИТМА
СОЕДИНЕНИЯ ЦИКЛОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

КОММИВОЯЖЕРА НА МИНИМУМ

Задача коммивояжера является одной из наиболее изученных в комби-
наторной оптимизации, однако исследование новых подходов и улучше-
ние существующих методов остается актуальной задачей. В данной ра-
боте проведен анализ качества алгоритма соединения циклов для задачи
коммивояжера на минимум. Представлены результаты вычислительного
эксперимента на пяти семействах задач, проанализированы точность и
временная сложность алгоритма. Для симметричных экземпляров зада-
чи построена регрессионная модель, описывающая зависимость оценки
относительной погрешности от числа вершин. Показано, что полиноми-
альная модель наилучшим образом аппроксимирует полученные данные
и удовлетворяет основным статистическим предпосылкам. Полученные
результаты позволяют оценить характер роста ошибки и обосновать при-
менимость алгоритма к экземплярам задачи коммивояжера большой раз-
мерности.

Ключевые слова: задача коммивояжера, эвристический алгоритм, асимп-
тотическая точность алгоритма, статистическое исследование.
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1. Введение

Задача коммивояжера является классической задачей комбинаторной оп-
тимизации и при этом остается одной из наиболее важных и актуальных в
области прикладной математики и информатики. Ее значимость проявляет-
ся во множестве практических сфер, таких как логистика, транспорт, произ-
водство, планирование маршрутов и др. Задача коммивояжера на минимум
состоит в поиске гамильтонова цикла с минимальной суммой весов ребер в
полном графе.

В последние десятилетия широко исследовались различные методы реше-
ния задачи коммивояжера, включая точные алгоритмы, аппроксимационные
и эвристические методы [1, 2]. Однако с появлением новых вычислительных
технологий и постоянным увеличением объема данных возникает необходи-
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мость в разработке более эффективных и масштабируемых алгоритмов для
решения этой проблемы.

Задача коммивояжера является NP-трудной [3]. Поэтому для ее реше-
ния актуальной является разработка полиномиальных приближенных алго-
ритмов.

В данной работе представлено эмпирическое исследование и статистиче-
ский анализ точности и временной сложности эвристического алгоритма для
решения задачи коммивояжера – алгоритма соединения циклов. В разде-
ле 2 приведены характеристики оценок точности и времени работы популяр-
ных эффективных алгоритмов для решения задачи коммивояжера на мини-
мум. В разделе 3 дается краткое описание исследуемого алгоритма. В разде-
ле 4 описана генерация задач и проведение вычислительного эксперимента.
Результаты вычислительного эксперимента на случайных входных данных
представлены в разделе 5: приведены данные по точности и времени реше-
ния задач. В разделе 6 приводится статистический анализ точности алгорит-
ма соединения циклов. В разделе 7 сформулированы основные выводы по
результатам экспериментов.

2. Обзор состояния проблемы

Эвристические и приближенные алгоритмы, такие как алгоритм ближай-
шего соседа, жадный алгоритм, ближайшая вставка и другие, широко ис-
пользуются в практике благодаря их простоте и эффективности. Они часто

Таблица 1. Верхняя граница оценки точности и время работы алгоритмов
Алгоритм Верхняя граница Время работы

Ближайший сосед [5]
0, 5 [log2N + 1]

O(N2)
Ближайший сосед с двойным концом [6]
Жадный [5] O(N2) logN

Ближайшее сложение [6]

2− 2/N

O(N2)
Ближайшая вставка [6, 7]
Самая дешевая вставка [6, 7] O(N2) logN

Самая дальняя вставка [6, 7]

O(N2)

Произвольная вставка [7]
Вставка ближайшего сегмента
Двойное минимальное пространственное
дерево [8]
Двойное минимальное пространственное
дерево модифицированное
Кристофидес [9] 3/2− 1/N O(N3)

Кривая Мура [10]
logN O(N logN)

Кривая Серпинского [11]
2-Opt [12] ≈2 O(N2)
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демонстрируют хорошие результаты для небольших наборов данных, но мо-
гут не обеспечивать оптимальное решение для задач большой размерности.

В табл. 1 представлены априорные оценки точности и времени некото-
рых эвристических алгоритмов [4] для задачи коммивояжера на минимум.
Верхние границы для алгоритмов рассчитаны как отношение f(s)/f(sO), где
f(s) – полученная длина тура, а f(sO) – оптимальная длина тура.

Приведенные алгоритмы для решения задачи коммивояжера имеют раз-
личные преимущества и недостатки в зависимости от характеристик входных
данных и требуемой точности результата.

В последующих разделах будет представлен анализ точности и временной
сложности алгоритма соединения циклов.

3. Алгоритм соединения циклов для решения задачи коммивояжера

Авторами статьи [13] был исследован эвристический алгоритм для реше-
ния задачи коммивояжера – алгоритм соединения циклов (Cycles Merging
Algorithm – CMA). Приведем краткое описание алгоритма.

Первый шаг алгоритма состоит в нахождении в заданном графе 2-регу-
лярного суграфа экстремального веса, т.е. покрытия этого графа циклами.
Данную конструкцию принято называть 2-фактором минимального веса. За-
дача поиска 2-фактора минимального веса может быть сведена к задаче о
назначении, для которой известны точные полиномиальные алгоритмы.

На втором шаге проверяется условие единственности цикла полученного
решения. Если 2-фактор представлен единственным циклом, то этот цикл яв-
ляется решением задачи. Если 2-фактор представлен несколькими циклами,
то перебираются попарно различные циклы r и t, в каждом цикле выбранной
пары перебираются по одному ребру.

Пусть выбраны er{r⊕t} = [v1, v2] и et{r⊕t} = [u1, u2], для них находятся две
пары сопряженных ребер (f = [v1, u1], g = [v2, u2]) и (f = [v1, u2], g = [v2, u1]),
используемых для соединения циклов (рис. 1). Выполняется поиск набора

r

v1 u1

v2 u2

t
r

v1 u1

v2 u2

t r

v1 u1

v2 u2

t

Исходные циклы r, t∈C: Вариант соединения 1: Вариант соединения 2:
er{r⊕t} = {v1, v2}, fr⊕t = {v1, v2}, fr⊕t = {v1, v2},
et{r⊕t} = {u1, u2} gr⊕t = {u1, u2} gr⊕t = {u1, u2}

Рис. 1. Варианты соединения циклов.
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r, t, er{r⊕t}, e
t
{r⊕t}, f, g из перечисленных элементов такой, что соединенный

цикл имеет минимальный вес.
Затем найденная пара циклов заменяется объединенным циклом с мини-

мальной стоимостью. Алгоритм завершает работу, когда текущий 2-фактор
содержит один цикл.

Для описанного алгоритма сформулирована и доказана теорема о вычис-
лительной сложности алгоритма.

Те ор ем а 1. Вычислительная сложность алгоритма соединения циклов
не превосходит величины O(|V |3).

Более подробное описание алгоритма соединения циклов и доказательство
теоремы о вычислительной сложности приведены в [13].

Для метрической задачи коммивояжера на максимум для данного алго-
ритма ранее была установлена теоретическая граница точности [13], что поз-
воляет строго оценивать его качество в этом классе задач. Однако для задачи
коммивояжера на минимум такие теоретические границы отсутствуют, поэто-
му представляет интерес проведение эмпирического исследования точности
алгоритма.

4. Описание тестовых задач

Для оценки качества алгоритма соединения циклов для задачи комми-
вояжера на минимум вычислительный эксперимент проводился на наборах
задач из библиотеки TSPLIB [14], а также на случайно сгенерированных эк-
земплярах с различными характеристиками матрицы стоимостей.

Оценка эффективности алгоритма проводилась на следующих семействах
задачи коммивояжера:

1. Асимметричные экземпляры задачи коммивояжера из TSPLIB. TSPLIB
содержит реальные и искусственно сгенерированные задачи, широко исполь-
зуемые в тестировании эвристических и точных алгоритмов. Асимметрич-
ность стоимости переездов между вершинами делает решение более слож-
ным, так как нарушается свойство симметрии, присущее многим классиче-
ским методам.

2. Евклидовы экземпляры задачи коммивояжера из TSPLIB (n � 3000).
Этот тип данных моделирует геометрические версии задачи, где вершины
соответствуют точкам на плоскости, а стоимости переходов между ними опре-
деляются евклидовым расстоянием. Такие задачи широко встречаются в ло-
гистике, навигации и сетевом планировании.

3. Асимметричные матрицы стоимости W = [w(i, j)], где w(i, j) – случай-
ные числа из {0, 1, 2, . . . , 105}. Равномерное распределение значений в фик-
сированном интервале моделирует случайные системы с независимыми ве-
сами переходов. Это позволяет протестировать алгоритм в условиях полной
неопределенности структуры стоимости.
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4. Асимметричные матрицы стоимости, где w(i, j) – случайные числа из
{0, 1, 2, . . . , i× j}. В данном семействе диапазон возможных стоимостей уве-
личивается по мере роста индексов вершин, что моделирует задачи, где связь
между вершинами становится дороже или сложнее по мере увеличения их но-
меров. Такой вид матрицы позволяет проанализировать поведение алгоритма
на задачах с неравномерной сложностью связей.

5. Симметричные матрицы стоимости W , где w(i, j) – случайные числа
из {0, 1, 2, . . . , 105} для i < j. В отличие от асимметричных случаев, симмет-
ричная структура ограничивает множество возможных решений, но при этом
приводит к увеличению числа коротких циклов в исходном покрытии. Это
затрудняет процесс объединения циклов в один маршрут и может негативно
влиять на точность эвристического алгоритма.

6. Симметричные матрицы, где w(i, j) – случайные числа из
{0, 1, 2, . . . , i× j} для i < j. Аналогично асимметричному случаю, но с
учетом симметрии весов. Такой тип задачи моделирует случаи, где уда-
ленные вершины связаны с более высокой стоимостью переходов. Однако
наличие множества коротких циклов на ранних этапах решения делает
задачу вычислительно сложной и может ухудшать точность приближенного
решения.

7. Экземпляры задачи на наклонной плоскости, где вес дуги определяется
как

w(i, j) =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 −max(0, yi − yj) + 2max(0, yj − yi),

причем координаты вершин генерировались независимо и равномерно на ин-
тервале {0, 1, 2, . . . , 105}. Эта модель имитирует ситуацию, когда перемещение
по вертикали сопряжено с дополнительными затратами, например при пере-
движении по горным дорогам. Разница в стоимости движения вверх и вниз
делает задачу асимметричной и усложняет ее решение.

Для семейств 3–6 количество вершин n варьировалось от 100 до 3000 с
шагом 100. Все результаты являются средними по 100 испытаниям каждое.

В эксперименте используются экземпляры, созданные как случайным, так
и детерминированным образом. Количество и разнообразие используемых се-
мейств позволяет проверить надежность тестируемого алгоритма.

5. Результаты вычислительного эксперимента
для задачи коммивояжера на минимум

Для первого и второго семейства экземпляров задачи (асимметричные и
евклидовы задачи из TSPLIB) результаты приведены в [15]. Анализ точности
и вычислительной эффективности алгоритма соединения циклов для осталь-
ных семейств рассматриваются в рамках данной работы.
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5.1. Анализ оценки относительной погрешности

На рис. 2 приведены оценки относительной погрешности, полученные в
ходе вычислительного эксперимента для различных семейств задач комми-
вояжера. Элементы матрицы стоимостей этих задач были сгенерированы слу-
чайным образом в соответствии с правилами генерации, описанными в раз-
деле 4.

Анализ результатов показывает различия в поведении оценки относитель-
ной погрешности в зависимости от семейства рассматриваемых экземпляров.

Для асимметричных экземпляров задачи коммивояжера с равномерно рас-
пределенными элементами матрицы весов из множества {0, 1, 2, . . . , 105} (се-
мейство 3) относительная погрешность уменьшается с ростом числа вершин.
При n = 100 ее среднее значение составляет 9,15%, а при n = 3000 снижает-
ся до 1,97%. Аналогичная тенденция наблюдается и для семейства 4, однако
величина погрешности в среднем остается ниже, уменьшаясь с 5,12% при
n = 100 до 1,06% при n = 3000.

Для симметричных экземпляров задачи коммивояжера, представленных
семействами 5 и 6, наблюдается иное поведение. Относительная погрешность
в обоих случаях возрастает с увеличением числа вершин. Так, для семейства 5
она увеличивается с 103% при n = 100 до 541% при n = 3000. Аналогичный
рост характерен и для семейства 6, с увеличением погрешности с 65 до 175%
при тех же значениях n.

Для экземпляров наклонных плоскостей (семейство 7) оценка относитель-
ной погрешности остается относительно стабильной на всем интервале значе-
ний n, колеблясь в пределах 36,6–37,7%. Данный результат свидетельствует
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(3) Асимметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., 10 }
5

(4) Асимметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., × }i j

(5) Симметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., 10 }
5

(6) Симметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., × }i j

(7) Экземпляры наклонных плоскостей

Число вершин

Рис. 2. Оценка относительной погрешности алгоритма соединения циклов
для различных семейств задачи коммивояжера.
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о меньшей зависимости точности алгоритма от размерности задачи в данном
семействе экземпляров.

Таким образом, анализ показывает, что:

• для асимметричных экземпляров задачи коммивояжера оценка относи-
тельной погрешности уменьшается с увеличением числа вершин;

• для симметричных экземпляров задачи коммивояжера наблюдается об-
ратная тенденция – погрешность увеличивается с ростом размерности
задачи;

• семейство наклонных плоскостей демонстрирует стабильные значения
относительной погрешности, незначительно изменяющиеся с увеличе-
нием числа вершин.

5.2. Анализ времени решения

На рис. 3 представлено среднее время работы алгоритма соединения цик-
лов при решении одной задачи для различных семейств экземпляров задачи
коммивояжера.

Анализ временных характеристик показывает различное поведение роста
времени решения в зависимости от семейства рассматриваемых экземпляров.

Для асимметричных экземпляров задачи коммивояжера с равномерно рас-
пределенными элементами матрицы весов из множества {0, 1, 2, . . . , 105} (се-
мейство 3) время решения увеличивается от 0,105 с при n = 100 до 259,88 с
при n = 3000. Для семейства 4 (W = [w(i, j)], где w(i, j) – равномерно рас-
пределенные случайные числа из {0, 1, 2, . . . , i× j}) время решения растет
быстрее, начиная с 0,14 с при n = 100 и достигая 3057,04 с при n = 3000. Это
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(3) Асимметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., 10 }
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(4) Асимметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., × }i j
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(6) Симметричные экземпляры {0, 1, 2, ..., × }i j
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Рис. 3. Время решения одного экземпляра задачи коммивояжера алгоритмом
соединения циклов для различных семейств задач.
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свидетельствует о значительном влиянии структуры матрицы стоимостей на
вычислительную сложность алгоритма.

Для симметричных экземпляров задачи коммивояжера наблюдается более
быстрый рост времени решения. В частности, для семейства 5 (W = [w(i, j)],
где w(i, j) – равномерно распределенные случайные числа из {0, 1, 2, . . . , 105})
оно возрастает с 0,114 с при n = 100 до 5760,3 с при n = 3000. Для семейства 6
(W = [w(i, j)], где w(i, j) – равномерно распределенные случайные числа из
{0, 1, 2, . . . , i × j}) этот рост еще более выражен: от 0,27 с до 16 669,63 с на
том же интервале значений n. Таким образом, специфика структуры весов
оказывает влияние не только на точность, но и на вычислительную сложность
алгоритма.

Для экземпляров наклонных плоскостей (семейство 7) также наблюдается
значительный рост времени решения. При n = 100 среднее время составляет
0,279 с, а при n = 3000 оно достигает 16 694,93 с, что аналогично показате-
лям для шестого семейства задач и существенно превышает данные по всем
остальным семействам задач. Это указывает на сложность обработки таких
экземпляров алгоритмом соединения циклов.

В целом анализ временных характеристик показывает, что:
• асимметричные экземпляры задачи коммивояжера решаются быстрее,
чем симметричные, однако структура матрицы стоимостей существенно
влияет на рост времени решения;

• для симметричных экземпляров наблюдается ускоренный рост времени
работы алгоритма, особенно для семейства 6;

• экземпляры наклонных плоскостей демонстрируют наибольшие значе-
ния времени решения, что может быть связано с особенностями геомет-
рической структуры задач.

Сложность симметричной неевклидовой задачи коммивояжера для алго-
ритмов построения тура, начинающихся с решения задачи о назначении, обу-
словлена низкой точностью нижней границы, полученной на основе этого
метода. В частности, для подавляющего большинства симметричных экзем-
пляров задача о назначении приводит к цикловому покрытию, содержащему
большое количество коротких циклов (табл. 2). Это значительно затрудняет
процесс их объединения в единый маршрут, увеличивая как вычислительные
затраты, так и итоговую относительную погрешность.

Как видно из таблицы, для асимметричных экземпляров отношение числа
начальных циклов к числу вершин существенно уменьшается с увеличением
размерности задачи, снижаясь с 0,0382 (100 вершин) до 0,0070 (1000 вершин).
Это указывает на тенденцию к формированию более длинных циклов, что
способствует более эффективному соединению маршрутов на последующих
этапах работы алгоритма.

В отличие от этого для симметричных экземпляров данное отношение
остается практически неизменным, колеблясь в диапазоне 0,4768–0,4920. Это
свидетельствует о том, что при формировании 2-фактора для данного се-
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Таблица 2. Отношение числа начальных циклов к числу вершин задачи

Число вершин Асимметричные экземпляры Симметричные экземпляры
100 0,0382 0,4920
200 0,0225 0,4768
300 0,0162 0,4771
400 0,0139 0,4892
500 0,0118 0,4848
600 0,0101 0,4867
700 0,0086 0,4896
800 0,0076 0,4902
900 0,0071 0,4890
1000 0,0070 0,4878

мейства задач образуется множество коротких подциклов, что затрудняет их
объединение в итоговый маршрут.

Рост времени решения для симметричных экземпляров объясняется тем,
что процесс соединения большого количества коротких циклов требует значи-
тельно большего количества итераций, что приводит к усложнению структу-
ры алгоритма и росту его вычислительной сложности. Как показано на рис. 3,
время работы алгоритма соединения циклов для симметричных экземпляров
существенно превышает аналогичные значения для асимметричных задач.

Таким образом, для повышения точности и сокращения времени реше-
ния симметричной неевклидовой задачи коммивояжера требуется дальней-
шее изучение специализированных эвристик и приближенных алгоритмов,
адаптированных для работы с данным семейством задач.

6. Статистический анализ точности алгоритма соединения циклов
для симметричной задачи коммивояжера

В рамках исследования точности алгоритма соединения циклов для сим-
метричной задачи коммивояжера на минимум был проведен статистиче-
ский анализ эмпирических данных, полученных для экземпляров задачи с
матрицей весов, элементы которой генерируются равномерно из множества
{0, 1, 2, . . . , i×j} (пятое семейство экземпляров задач из раздела 4). Посколь-
ку для симметричной задачи коммивояжера на минимум отсутствуют тео-
ретические границы точности алгоритма, для прогноза зависимости относи-
тельной погрешности от числа вершин были использованы методы регресси-
онного анализа.

Рассматривались три возможные регрессионные модели: степенная, поли-
номиальная второго порядка и логарифмическая. Эти модели были выбраны
на основе наблюдений о характере роста относительной погрешности с уве-
личением числа вершин.
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6.1. Выбор модели регрессии

Исследовательский анализ является необходимым этапом для проверки
допущений [16], связанных с регрессионными моделями, и выбора наиболее
подходящей модели для аппроксимации данных. В рамках этого этапа анали-
за были проведены визуальные проверки и вычислены статистические харак-
теристики для каждой модели, что позволило сравнить их эффективность и
точность.

Визуальные методы, такие как точечная диаграмма рассеяния и матри-
ца точечной диаграммы, использовались для анализа взаимосвязи между
числом вершин и относительной погрешностью. Также были использованы
гистограммы и тесты на нормальность распределения остатков. Статисти-
ческие тесты, такие как коэффициент детерминации R2, скорректирован-
ный R2, а также тесты Дарбина–Уотсона и Бреуша–Пагана, позволили оце-
нить соответствие модели статистическим предпосылкам.

6.1.1. Степенная регрессия
Степенная модель имеет вид

(1) y = axb.

После логарифмирования уравнение принимает линейный вид:

(2) log y = log a+ b× log x.

Для этой модели были получены следующие результаты:
• Коэффициент детерминации R2 = 0,9676, скорректированный R2 =

= 0,9665, что свидетельствует о высоком качестве аппроксимации дан-
ных.

• Значимость коэффициентов модели подтверждается p-значениями, ко-
торые меньше 2× 10−16.

• Тест Дарбина–Уотсона показал отсутствие значимой автокорреляции
остатков (DW = 1,9527, p = 0,3711).

• Тест Бреуша–Пагана выявил наличие гетероскедастичности (p =
= 1,24× 10−6), что указывает на нестабильность дисперсии остатков.

• Глобальный тест на соответствие предпосылкам линейной регрессии по-
казал нарушение предпосылок (p = 2,81× 10−7).

Таким образом, хотя степенная модель имеет высокий коэффициент детер-
минации и предоставляет хорошую аппроксимацию, выявленные проблемы с
гетероскедастичностью и нарушением линейных предпосылок указывают на
ее ограниченность.

6.1.2. Полиномиальная регрессия
Полиномиальная модель второго порядка имеет вид

(3) log y = a+ b× log x+ c× log2 x.
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Статистические характеристики этой модели:
• R2 = 0,9999, скорректированный R2 = 0,9999, что подтверждает почти
идеальное соответствие данных модели.

• Все коэффициенты модели статистически значимы (p < 0,001).
• Тест Дарбина–Уотсона показал отсутствие автокорреляции (DW =

= 2,2082, p = 0,5771).
• Тест Бреуша–Пагана не выявил гетероскедастичности (p = 0,1035).
• Глобальный тест показал небольшие отклонения от предпосылок (p =

= 0,002).
Полиномиальная модель второго порядка показала значительно лучшее

соответствие данным по сравнению со степенной моделью, устранив пробле-
мы гетероскедастичности. Однако тест на глобальное соответствие предпо-
сылкам линейности указывает на возможные отклонения, которые тем не
менее не имеют значительного влияния на точность модели.

6.1.3. Логарифмическая регрессия
Логарифмическая модель описывается уравнением

(4) y = a+ b× lnx.

Статистические результаты:
• R2 немного ниже, чем у полиномиальной модели, но остается высоким.
• Остатки соответствуют требованиям нормальности и гомоскедастич-
ности.

• Глобальный тест подтверждает удовлетворительное соответствие пред-
посылкам.

Логарифмическая модель, как и полиномиальная модель, показала хоро-
шее соответствие данным и предпосылкам регрессии с легко интерпретируе-
мыми коэффициентами.

6.1.4. Выбор модели
На рис. 4 представлены графики эмпирических и модельных значений для

различных регрессионных моделей.
Анализ показал, что степенная модель имеет высокий коэффициент де-

терминации, но нарушает предпосылки регрессии. Полиномиальная модель
второго порядка значительно улучшает качество аппроксимации, устраняя
гетероскедастичность. Добавление третьего порядка улучшает качество пред-
сказаний, но может привести к избыточному усложнению. Логарифмическая
модель хорошо описывает замедляющийся рост, но имеет ограничения при
экстраполяции.

С учетом результатов тестов и интерпретации данных наиболее подходя-
щими являются полиномиальная модель второго порядка и логарифмиче-
ская регрессия. Полиномиальная модель обеспечила наилучшее соответствие
данным, устранив основные проблемы степенной регрессии. Логарифмиче-
ская модель хорошо описывает замедляющийся рост, но при экстраполяции
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Рис. 4. Сравнение моделей регрессии для симметричных экземпляров
из множества {0, 1, 2, . . . , 105}.

на значения, выходящие за пределы обучающего набора, она может давать
смещение, так как логарифмическая зависимость предполагает бесконечный
рост при больших x, что не всегда соответствует реальным данным.

В дальнейшем анализе будет использована полиномиальная модель вто-
рого порядка, как наиболее точная и удовлетворяющая ключевым статисти-
ческим требованиям (табл. 3).

Таблица 3. Глобальная проверка предпосылок полиномиальной регрессии

Тест Значение p-значение
Глобальная статистика 16,843 0,0021 (нарушены)
Асимметрия 3,189 0,0742 (допустимо)
Эксцесс 2,321 0,1277 (допустимо)
Функция связи 9,898 0,0017 (нарушены)
Гетероскедастичность 1,436 0,2308 (допустимо)

Полиномиальная модель в логарифмической шкале демонстрирует хоро-
шее соответствие данным, однако небольшие отклонения от линейности могут
указывать на ее ограничения при экстраполяции. В целом результаты под-
тверждают ее применимость, но при прогнозировании для больших значений
необходимо учитывать возможное смещение.

6.2. Оценка и интерпретация модели

Построенная полиномиальная регрессионная модель описывает зависи-
мость средней относительной погрешности от числа вершин. Включение
квадратичного члена позволило учесть нелинейный характер роста погреш-
ности. Коэффициент b1 = 0,4465 при log n указывает на ускоряющийся рост
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Рис. 5. Эмпирические и модельные значения логарифмически
преобразованных данных для полиномиальной регрессии для
симметричных экземпляров из множества {0, 1, 2, . . . , 105}.

ошибки при увеличении размерности задачи, а положительное значение b2 =
= 0,0035 при (log n)2 подтверждает небольшое ускорение роста при малых
значениях n. Однако данный эффект сглаживается при больших размерно-
стях задачи, что свидетельствует о тенденции к стабилизации погрешности.

Ключевые статистические показатели модели:
• R2 = 0,9999 (практически полное объяснение дисперсии).
• F -статистика: 129 100 (p < 2× 10−16), что подтверждает значимость мо-
дели и высокую степень соответствия данным.

• Доверительные интервалы показывают, что все коэффициенты модели
статистически значимы (p < 0,01).

На рис. 5 представлено графическое сравнение эмпирических данных и
предсказанных значений модели.

Анализ глобального теста предпосылок регрессии показал нарушение
функции связи (p = 0,0017). Однако отсутствие гетероскедастичности и авто-
корреляции остатков позволяет считать полиномиальную модель подходящей
для описания зависимости, несмотря на небольшие отклонения от предполо-
жений линейности.

6.3. Прогнозирование для задач большой размерности

На основании построенной полиномиальной модели выполнена экстрапо-
ляция для прогнозирования относительной погрешности для задач размером
до 10 000 вершин (рис. 6). Результаты показывают, что при больших n тенден-
ция к росту ошибки сохраняется, однако эффект ускорения, обусловленный
квадратичным членом, становится менее выраженным. Это подтверждает,
что относительная погрешность стремится к стабилизации, а ее увеличение
замедляется.
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Рис. 6. Прогнозирование оценки относительной погрешности для
задач большой размерности для симметричных экземпляров из
множества {0, 1, 2, . . . , 105}.

Статистический анализ демонстрирует, что предложенная полиномиаль-
ная модель хорошо описывает зависимость относительной погрешности от
размерности задачи и позволяет выполнять предсказания для больших n.
Хотя модель сохраняет высокую точность аппроксимации, возможные от-
клонения при экстраполяции указывают на необходимость дальнейшего ис-
следования поведения ошибки для задач экстремально больших размеров.
Тем не менее полученные результаты подтверждают, что алгоритм соеди-
нения циклов демонстрирует устойчивый характер изменения погрешности
и может быть применим к решению симметричной задачи коммивояжера в
случае большой размерности.

7. Заключение

В статье приведены результаты эмпирического исследования точности и
временной сложности алгоритма соединения циклов, а также статистическо-
го анализа точности для одного из рассматриваемых семейств симметричной
задачи коммивояжера на минимум.

Эмпирический анализ выполнен на семи семействах задач, из которых
в статье представлены результаты для пяти семейств случайно сгенериро-
ванных экземпляров. Исследование показало, что качество решения и вы-
числительная сложность алгоритма зависят от структуры матрицы стоимо-
стей. Для асимметричных экземпляров оценка относительной погрешности
снижается до 1–2% при 3000 вершинах, тогда как для симметричных экзем-
пляров и экземпляров наклонных плоскостей наблюдается постепенный рост
относительной погрешности. Время решения для всех семейств увеличивает-
ся полиномиально, при этом для симметричных экземпляров и экземпляров
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наклонных плоскостей оно оказывается значительно выше, чем для асиммет-
ричных.

Проведенный анализ показывает, что относительная погрешность алго-
ритма соединения циклов для симметричной задачи коммивояжера демон-
стрирует полиномиальный рост с увеличением размерности задачи. Это под-
тверждается статистической обработкой экспериментальных данных, где по-
линомиальная регрессионная модель обеспечивает наилучшее соответствие
эмпирическим наблюдениям.

Несмотря на рост погрешности, предложенный алгоритм сохраняет прием-
лемую точность и полиномиальное время работы, что делает его перспектив-
ным инструментом для решения экземпляров задачи коммивояжера большой
размерности. Для дальнейшего повышения качества решений целесообразно
исследовать гибридные подходы, сочетающие соединение циклов с дополни-
тельными эвристиками и локальными улучшениями.
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1. Введение

Длина среднего кратчайшего пути является одной из самых важных ха-
рактеристик графов реального мира (или сетей). Первые попытки вычисле-
ния этой характеристики были предприняты в 1969 г. американскими соци-
альными психологами Стэнли Милгрэмом и Джеффри Трэверсом для графа
знакомых [1]. Они обнаружили, что каждый человек опосредованно знаком
с любым другим человеком через цепочку из шести знакомств. Эта теория
в последствии была названа теорией шести рукопожатий. Далее эта теория
была доказана Дунканом Уоттсом и Стивеном Строгацем в статье [2]. Ока-
залось, что многие графы, получающиеся в реальных прикладных задачах,
имеют похожее свойство: имеют небольшую длину среднего кратчайшего рас-
стояния.

Другой характеристикой графов в прикладных задачах является нали-
чие большого среднего кластерного коэффициента или кластерного коэффи-
циента Уоттса и Строгаца [2]. Графы с такими характеристиками (неболь-
шой длиной среднего кратчайшего расстояния и большим средним кластер-
ным коэффициентом) называются сетями малого мира. Кроме длины сред-
него кратчайшего расстояния и среднего кластерного коэффициента, в тео-
рии социальных сетей также выделяют ряд других важных характеристик,
которые называются центральностями (например, центральность напряже-
ния, близости, посредничества, радиальная центральность и пр.). Для того
чтобы понять, какими внутренними характеристиками обладает граф, полу-
ченный в приложениях, анализируются распределения этих центральностей
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(см., например, [3–7]), однако наличие зависимостей между центральностями
является мало изученным вопросом. В данной статье доказываются теоре-
мы о зависимости между длиной среднего кратчайшего пути и радиальной
центральностью, центральностью по близости, центральностью напряжения,
а также было получено соотношение между длиной среднего кратчайшего
пути и средним кластерным коэффициентом для геодезических графов.

2. Основные определения

Все последующие определения даются для простого связного неориенти-
рованного графа G. Введем необходимые обозначения. Обозначим:
• V (G) – множество вершин графа, E(G) – множество ребер графа, A =

= {aij} – матрица смежности графа G,
• N(v) – индуцированный подграф в графе G на вершинах, смежных с вер-
шиной v,

• N ′(v) – индуцированный подграф в графе G на вершинах V
(
N(v)

)⋃{v},
• f̄(x1, . . . , xk) для любой функции f : V × V × . . . × V → R – ограничение
этой функции на подграф N ′(v) (например L̄(x, y) – среднее кратчайшее
расстояние между вершинами x и y в подграфе N ′(v)),

• di = deg(vi),
• dist(s, t) – длина кратчайшего расстояния между s и t,
• n = |V (G)|, m = |E(G)|,
• X(i) = X(vi) для любого X – функции или множества, соответствующего
вершине vi.
Дадим определения центральностей.
1. Диаметр графа diam(G) = maxs,t∈V (G) dist(s, t).
2. Длина среднего кратчайшего пути в графе
L(G) = 1

n(n−1)

∑
s,t∈V (G), s 	=t

dist(s, t).

3. Локальный кластерный коэффициент
ci = c(i) = число ребер в подграфе N(i)

максимально возможное число ребер в подграфе N(i) =
2|E(N(i))|
di(di−1) .

4. Средний кластерный коэффициент графа

CWS(G) =
1
n

∑
i∈V (G)

ci =
1
n

∑
i∈V (G)

2|E(N(i))|
di(di−1) = 1

n

∑
i∈V (G)

∑

j,k∈V (G)

aijajkaki

di(di−1) .

5. Центральность по близости Clo(v) = n−1
∑

t∈V (G)

dist(v,t)
.

6. Радиальная центральность Rad(v) =

∑

t∈V (G),t �=v

(diam(G)+1−dist(v,t))

n−1 .

7. Центральность напряжения Str(i) =
∑

s,t∈V (G), s 	=t	=i

σst(i), где σst(i) – чис-

ло кратчайших путей из s в t через вершину i.
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Заметим, что все центральности неотрицательные, а также некоторые из
них меньше либо равны 1, а именно: ci, CWS,Clo(v).

Далее потребуется
Опр е д е л е н и е 1. Граф называется геодезическим, если между любыми

двумя вершинами существует единственный кратчайший путь.
Это определение эквивалентно условию, когда в графе могут быть только
циклы нечетной длины.

3. Основные результаты

В общем случае индуцированный подграф G′⊂G не обязан быть связным.
В таком случае можно определить длину среднего кратчайшего расстояния
между вершинами подграфа G′ по отношению к расстоянию dist в объем-
лющем графе G. Назовем L

(
N(i)

)
локальной длиной среднего кратчайшего

расстояния для вершины i.
Начнем с доказательства некоторых несложных соотношений: докажем

лемму о связи между локальной длиной среднего кратчайшего расстояния и
локальным кластерным коэффициентом этой вершины.
Лемма 1.

L
(
N(i)

)
= 2− ci.

Дока з а т е л ь с т в о.

L(N(i)) =
1

di(di − 1)

∑
s,t∈N(i),s 	=t

dist(s, t) =

=
1

di(di − 1)

∑
(s,t)∈E(N(i))

dist(s, t) +
∑

s,t∈N(i),(s,t)/∈E(N(i))

dist(s, t) =

=
1

di(di − 1)

⎛
⎝2|E(N(i))| +

∑
(s,i),(i,t)∈E(G),(s,t)/∈E(G)

dist(s, t)

⎞
⎠ =

=
1

di(di − 1)

(
2|E(N(i))| + 2(di(di − 1)− 2|E(N(i))|)

)
= 2− ci.

Отметим, что кратчайшее расстояние для вершин из N(i) считается по всему
графу G.

Усреднением по всем вершинами получаем тривиальное следствие о связи
между средним кластерным коэффициентом и средней локальной длиной
среднего кратчайшего расстояния.
Сл ед с т в и е 1.

CWS(G) = 2− 1

n

∑
i∈V (G)

L
(
N(i)

)
.
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Докажем лемму о связи длины среднего кратчайшего расстояния в под-
графе N ′(i) с длиной среднего кратчайшего расстояния в N(i).

Лемма 2.

L
(
N ′(i)

)
=

(di − 1)L
(
N(i)

)
+ 2

di + 1
.

Дока з а т е л ь с т в о. Распишем определение

L
(
N ′(i)

)
=

1

(di + 1)di

∑
s,t∈V (N ′(i)), s 	=t

dist(s, t) =
di − 1

di + 1
L
(
N(i)

)
+

2

di + 1
.

Докажем теорему о связи длины среднего кратчайшего расстояния в инду-
цированном подграфе с длиной среднего кратчайшего расстояния в объемлю-
щем графе, если индуцированный подграф получен из объемлющего графа
удалением одной вершины.

Те ор ем а 1. Пусть граф G получен из простого связного графа G′ уда-
лением одной вершины и |V (G)| = n. Тогда

L(G′) � n

n+ 1
L(G),

где длина среднего кратчайшего расстояния L(G) определена в объемлющем
графе G′, если G не связный.

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим удаленную вершину через v. По неравен-
ству треугольника имеем ∀s, t ∈ V (G) : dist(s, v) + dist(v, t) � dist(s, t), где ра-
венство достигается, когда не существует пути из s в t в графе G. Следова-
тельно, ∑

s,t∈V (G),s 	=t

(
dist(s, v) + dist(v, t)

)
�

∑
s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t),

2(n − 1)

n(n− 1)

∑
t∈V (G)

dist(v, t) � 1

n(n− 1)

∑
s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t),

2

n

∑
t∈V (G)

dist(v, t) � L(G).

Тогда,

L(G′) =
1

(n+ 1)n

∑
s,t∈V (G′),s 	=t

dist(s, t) =

=
1

(n+ 1)n

⎛
⎝2

∑
t∈V (G)

dist(v, t) +
∑

s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t)

⎞
⎠ =

=
1

n+ 1

2

n

∑
t∈V (G)

dist(v, t) +
n− 1

n+ 1
L(G) � n

n+ 1
L(G).

117



Заметим, что если G состоит из n изолированных вершин, то неравенство
становится равенством.

Получаем следствия.

Сл ед с т в и е 2. Пусть граф G получен из графа G′ ⊂H удалением одной
вершины и |V (G)| = n, граф H связный и простой. Тогда

L(G′) � n

n+ 1
L(G),

где длины средних кратчайших расстояний L(G) и L(G′) определены
в объемлющем графе H, если соответствующие графы не связные.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство аналогичное, как в предыдущей
теореме, и равенство также достигается в случае, когда G состоит из изо-
лированных вершин.

Сл ед с т в и е 3.

L
(
N ′(i)

)
� di
di + 1

L
(
N(i)

)
.

Теперь докажем теорему о связи длины среднего кратчайшего расстояния
в индуцированном подграфе с длиной среднего кратчайшего расстояния в
объемлющем графе.

Те ор ем а 2. Рассмотрим индуцированный подграф G′ ⊂G. Пусть
|V (G)| = n, |V (G′)| = n+ k. Тогда

L(G′) � n

n+ k
L(G),

где длина среднего кратчайшего расстояния L(G) определена в объемлющем
графе G′, если G не связный.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим процесс получения графа G′ из гра-
фа G последовательным добавлением k вершин и соответствующих ребер.
Сначала будем последовательно добавлять вершины, смежные с вершинами
графа G. Добавляя по одной вершине, получим последовательность графов
G1, G2, . . . , Gp, где |V (Gi)| = n + i. Далее будем последовательно добавлять
вершины, смежные с вершинами графа Gp, и получим последовательность
Gp+1, Gp+2, . . . . В конечном итоге получим граф G′. По предыдущему след-
ствию имеем

L(G′) � n+ k − 1

n+ k
L(Gk−1) �

n+ k − 1

n+ k

n− k − 2

n− k − 1
L(Gk−2) =

=
n− k − 2

n+ k
L(Gk−2) � · · · � n

n+ k
L(G).
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Докажем лемму о связи средней центральности по близости и среднего
кратчайшего расстояния в графе.

Лемма 3.
L(G) � n∑

v∈V (G)

Clo(v)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Воспользуемся неравенством о среднем гармониче-
ском и арифметическом:

1

n

∑
v∈V (G)

Clo(v) =
1

n

∑
v∈V (G)

n− 1∑
t∈V (G)

dist(v, t)
� n(n− 1)∑

v,t∈V (G)

dist(v, t)
=

1

L(G)
.

Заметим, что равенство выполнено, когда все средние кратчайшие расстоя-
ния от каждой вершины до всех других равны.

Докажем лемму о связи длины среднего кратчайшего расстояния в графе
со средней радиальной центральностью.
Лемма 4.

L(G) = diam(G) + 1− 1

n

∑
v∈V (G)

Rad(v).

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство следует напрямую из определения:

1

n

∑
v∈V (G)

Rad(v) =
1

n

∑
v∈V (G)

(n− 1)(diam(G) + 1)− ∑
t∈V (G), t	=v

dist(v, t)

n− 1
=

= diam(G) + 1− L(G).

Докажем теорему о связи между длиной среднего кратчайшего расстояния
в графе и средней центральностью напряжения для геодезических графов.

Те ор ем а 3. Если G – геодезический граф, то

L(G) = 1 +
1

n(n− 1)

∑
i∈V (G)

Str(i).

Дока з а т е л ь с т в о. Определим функцию

χst(i) =

{
1, если i �= s �= t – вершина кратчайшего пути между s и t,
0, в остальном.

Следовательно, для центральности напряжения Str(i) =
∑

s,t∈V (G)

χst(i).

Если в графе G между любыми двумя вершинами существует единствен-
ный кратчайший путь, то dist(s, t) =

∑
i∈V (G)

χst(i) + 1 (в противном случае
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dist(s, t) �
∑

i∈V (G)

χst(i) + 1). Следовательно, для любого i

∑
s,t∈V (G)

dist(s, t) = 2|E|+
∑

s,t∈V (G), dist(s,t)�2

dist(s, t) =

= 2|E| +
∑

s,t∈V (G), dist(s,t)�2

⎛
⎝ ∑

i∈V (G)

χst(i) + 1

⎞
⎠ =

= 2|E| +
∑

i∈V (G)

Str(i) + n(n− 1)− 2|E| =
∑

i∈V (G)

Str(i) + n(n− 1).

Получаем

Сл ед с т в и е 4. Для любого просто связного графа G

L(G) � 1 +
1

n(n− 1)

∑
i∈V (G)

Str(i).

Для получения соотношения между длиной среднего кратчайшего рас-
стояния и средним кластерным коэффициентом сначала докажем теорему о
связи среднего кластерного коэффициента с центральностью напряжения.

Те ор ем а 4. Для простого связного графа G без висячих вершин

CWS(G) �
1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Заметим, что ∀j, k ∈ N(i) : (j, k) /∈ E(N(i)) кратчай-
шее расстояние между j и k – это j → i→ k. Тогда

Str(i) � 2

(
di(di − 1)

2
− |E(N(i))|

)
,

1

di(di − 1)
Str(i) � 1− ci.

Усреднением по i получаем:

CWS(G) �
1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
.

Заметим, что равенство достигается, если diam(G) = 2.

Сл ед с т в и е 5. Для любого простого связного графа G

CWS(G) �
1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
− число висячих вершин

n
.
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Дока з а т е л ь с т в о. Для каждой висячей вершины положим Str(i)
di(di−1) = 0,

тогда в правой части неравенства 1
di(di−1)Str(i) � 1 − ci будет 1, а в левой 0.

Если добавим в левую часть 1 для каждой висячей вершины, то получим
верное равенство.

Теперь докажем теорему о связи между длиной среднего кратчайшего рас-
стояния и средним кластерным коэффициентом.
Те ор ем а 5. Если G – геодезический граф и ∀i, j ∈ V (G) выполнено, если

di � dj , то Str(i) � Str(j), тогда

1− CWS(G) �
1

n

∑
i∈V (G)

(
L(G)− 1

)
(n− 1)

di(di − 1)
+
число висячих вершин

n
.

Дока з а т е л ь с т в о. Перенумеруем вершины так, что ∀i � j : di � dj . То-
гда для i � j выполнено Str(i) � Str(j) и di(di − 1) � dj(dj − 1). По теореме 3
и следствию 5, если в графе нет висячих вершин, получаем

1− CWS(G) �
1

n

∑
i∈V (G)

Str(i)
di(di − 1)

неравенство Чебышева
�

неравенство Чебышева
�

⎛
⎝ 1

n

∑
i∈V (G)

Str(i)

⎞
⎠
⎛
⎝ 1

n

∑
i∈V (G)

1

di(di − 1)

⎞
⎠ =

=
1

n

∑
i∈V (G)

(
L(G) − 1

)
(n− 1)

di(di − 1)
.

В случае висячих вершин справа добавится слагаемое число висячих вершин
n . От-

метим,что если существуют две вершины i, j ∈ V (G) такие, что di < dj и
Str(i) < Str(j), то неравенство в этой теореме будет строгое.

Прим ер 1. Рассмотрим граф звезды с |V (G)| = n+ 1 вершиной. Это гео-
дезический граф. Центральная вершина имеет степень n, локальный кла-
стерный коэффициент ci = 0 и центральность стресса Str(i) = n(n− 1). Все
остальные вершины висячие (di = 1, ci = 0, Str(i) = 0), поэтому для этого
графа выполнено условие теоремы 5.

L(G) =
n(2n − 1) + n

(n+ 1)n
=

2n

n+ 1
, CWS = 0.

1−CWS(G) = 1 =
n−1
n+1 n

n(n− 1)
+

n

n+ 1
=

=
1

n+ 1

∑
i∈V (G)

(
L(G)− 1

)
n

di(di − 1)
+

число висячих вершин
n+ 1

.

Следовательно, для этого графа выполнено равенство.
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