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ОБОБЩЕННОЕ H2-УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ
СИСТЕМОЙ С МАРКОВСКИМИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ

НА КОНЕЧНОМ ГОРИЗОНТЕ1

Для линейной непрерывной нестационарной системы с марковскими пе-
реключениями вводится понятие обобщенной H2-нормы как максималь-
ное значение максимального по времени математического ожидания квад-
рата евклидовой нормы целевого выхода при условии, что сумма квад-
рата энергии внешнего возмущения и квадратичной формы начального
состояния системы равна единице. Обобщенная H2-норма характеризу-
ется как в терминах системы матричных дифференциальных уравнений
Риккати, так и в терминах линейных матричных неравенств. Показано,
что задача синтеза управлений в классе линейных нестационарных об-
ратных связей по состоянию, при которых обобщенная H2-норма замкну-
той системы не превосходит заданной положительной величины, сводит-
ся к решению задачи полуопределенного программирования. Эффектив-
ность предложенного подхода продемонстрирована результатами числен-
ных экспериментов.
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1. Введение

В современных задачах управления широкое распространение получили
системы со случайной структурой, в частности, системы с марковскими пере-
ключениями [1–6]. Такие системы имеют конечное число различных режимов
функционирования, в каждом из которых динамика описывается своей систе-
мой дифференциальных уравнений. Между режимами в случайные моменты
времени происходят скачкообразные переходы, определяемые эволюцией од-
нородной марковской цепи (марковские переключения). Простейшие задачи,
приводящие к системам со случайной структурой, это задачи управления с
нарушениями и отказами [2], задачи синхронизации в сетях переменной то-
пологии [3, 4], задачи многоагентного управления [5, 6] и др.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования РФ (проект FSWR-2023-0034) и научно-образовательного математического центра
«Математика технологий будущего».
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Задача устойчивости систем со случайной структурой впервые была рас-
смотрена Кацем И.Я. и Красовским Н.Н. [7]. Позднее в работах [8–10] рас-
сматривались различные постановки задач управления подобными система-
ми, в частности, была решена задача линейно-квадратичного управления.
В [1, 11–14] решались задачи H∞- и H2-управления системами с марковски-
ми переключениями. H∞- и H2-нормы позволяют оценить качество переход-
ных процессов в среднем. Однако часто необходимо гарантировать, что мак-
симальное значение переходного процесса (целевого выхода) не превзойдет
некоторой величины, т.е. требуется оценить максимальное значение целево-
го выхода системы. Один из возможных подходов к решению такой задачи
основан на использовании обобщенной H2-нормы.

Понятие обобщенной H2-нормы, отвечающее максимальному уклонению
при внешнем возмущении ограниченной энергии и нулевых начальных усло-
виях, для систем непрерывного времени было введено в [15]. Обобщенная
H2-норма характеризует коэффициент усиления системы, на вход которой
поступает сигнал с ограниченной L2-нормой, а выходной сигнал измеряет-
ся L∞-нормой, которая есть максимальное по времени значение евклидовой
нормы целевого выхода. Для линейной непрерывной нестационарной систе-
мы в [16, 17] было введено понятие максимального уклонения как естествен-
ное расширение обобщенной H2-нормы на системы с ненулевым начальным
состоянием и показан алгоритм вычисления. Кроме этого, в [16, 17] было
показано, что задачи многокритериального управления, когда в качестве це-
левых функционалов выступают обобщенные H2-нормы, могут быть эффек-
тивно решены с использованием аппарата линейных матричных неравенств.

В [18] для линейных систем непрерывного времени с марковскими пе-
реключениями на бесконечном горизонте вычислена оценка обобщенной
H2-нормы, в [19] для данных систем построено субоптимальное обобщен-
ное H2-управление. Другое определение обобщенной H2-нормы, отличное от
классического, используется в [20], где построены оценки на первый абсо-
лютный момент компонент выхода системы при возмущениях ограниченной
энергии. В [21] рассмотрена задача обобщенной H2-фильтрации для полу-
марковских систем. Задачи обобщенной H2-фильтрации и управления для
дискретных систем с марковскими переключениями рассмотрены в [22–24].
Во всех указанных работах рассматриваются системы, которые в каждом ре-
жиме функционирования описываются стационарными системами.

В данной работе понятие обобщенной H2-нормы для линейных непрерыв-
ных систем с марковскими переключениями рассматривается на конечном
горизонте, а системы в каждом режиме функционирования предполагаются
в общем случае нестационарными. Для вычисления данной характеристики
предложено несколько алгоритмов, а также показано как можно достаточ-
но просто вычислить верхнюю оценку, что позволяет синтезировать субоп-
тимальное обобщенное H2-управление в случае доступного для регулятора
состояния марковской цепи.
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Статья организована следующим образом. В разделе 2 дается понятие
обобщенной H2-нормы для линейных непрерывных систем с марковскими
переключениями на конечном горизонте, приводятся алгоритмы ее вычисле-
ния. Раздел 3 содержит решение задачи синтеза субоптимального обобщен-
ного H2-управления в случаях доступного и недоступного для регулятора
состояния марковской цепи. В разделе 4 решается задача многокритериаль-
ного управления. Численные эксперименты, демонстрирующие полученные
результаты, описаны в разделе 5.

2. Обобщенная H2-норма

Пусть (Ω,F , (Ft)t∈[ts,tf ],P) – вероятностное пространство с фильтрацией
(Ft)t∈[ts,tf ]. Обозначим через LΩ

2 ([ts, tf ],R
nv
2 ) пространство Ft-согласованных

процессов v = {v(t) ∈ R
nv
2 , t ∈ [ts, tf ]} таких, что

E‖v‖22 = E

tf∫
ts

v
(t)v(t)dt < ∞,

где E(·) — оператор математического ожидания.
Рассмотрим на конечном фиксированном временном промежутке [ts, tf ]

непрерывную линейную систему со случайной структурой, меняющейся в со-
ответствии с эволюцией стационарной марковской цепи

ẋ = Aθ(t)(t)x+Bθ(t)(t)v, x(ts) = x0,

z = Cθ(t)(t)x,
(1)

здесь x ∈ R
nx
2 – состояние объекта, v ∈ LΩ

2 ([ts, tf ],R
nv
2 ) – внешнее возмущение,

z ∈ R
nz
2 – целевой выход, θ(t) – однородная цепь Маркова с непрерывным вре-

менем, которая определяется начальным распределением πj = P{θ(ts) = j}
и матрицей вероятностей переходов P (τ) = (pij(τ)), i, j ∈ S = {1, . . . , S}, где
pij(τ) – вероятность того, что система, находящаяся в некоторый момент
времени t в состоянии i, за время τ перейдет из него в состояние j, т.е.
pij(τ) = P{θ(t+ τ) = j|θ(t) = i}. Будем полагать, что

P{θ(t+ τ) = j|θ(t) = i} =

{
λijτ + o(τ), i �= j,

1 + λijτ + o(τ), i = j,

где λij – элементы стационарной матрицы интенсивности Λ, обладающие сле-
дующими свойствами:

S∑
j=1

λij = 0, λij � 0, λii < 0.
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Отметим, что однородную марковскую цепь с непрерывным временем мож-
но задать с использованием матрицы интенсивности, связанной с матрицей
вероятностей переходов соотношением P (τ) = eΛτ [1].

Пусть целевой выход системы представлен в виде

z = column(z1, z2, . . . , zM ), zm = Cm,θ(t)(t)x, m = 1, . . . ,M.

Определим обобщенную ∞-норму целевого выхода соотношением

‖z‖2g∞ = sup
t∈[ts,tf ]

max
m=1,...,M

E
{|zm(t)|22

}
, |zm(t)|22 = z
m(t)zm(t).(2)

Система (1) порождает линейный оператор, отображающий начальные усло-
вия и внешнее возмущение в целевой выход S : (x0, v) 
→ z. Определим обоб-
щенную H2-норму системы (1) как норму оператора S следующим образом:

‖S‖2g2 = sup
(x0,v)�=0

‖z‖2g∞
E‖v‖22 + x
0 Rx0

,(3)

где R = R
 � 0 – заданная весовая матрица, отражающая относительную
важность учета неопределенностей начальных условий и внешних возмуще-
ний.

Те ор ем а 1. Обобщенная H2-норма линейной системы с марковскими
переключениями (1) на конечном горизонте [ts, tf ] может быть вычисле-
на как

‖S‖g2 = sup
T∈[ts,tf ]

γ(T ),

где γ(T ) есть решение следующей задачи полуопределенного программирова-
ния относительно неизвестных матриц Ql(t) = Q


l (t) � 0

infγ2⎡⎣Q̇l(t) +A�
l (t)Ql(t) +Ql(t)Al(t) +

S∑
j=1

λljQj(t) Ql(t)Bl(t)

B�
l (t)Ql(t) −I

⎤⎦� 0, t∈ [ts, T ],

S∑
l=1

πlQl(ts)−R � 0,

[
Ql(T ) C�

m,l(T )

Cm,l(T ) γ2I

]
� 0, m = 1, . . . ,M, l ∈ S.

(4)

Пусть
t∗ = arg sup

T∈[ts,tf ]
γ(T ),

а при решении неравенств (4) на отрезке [ts, t∗] получены матричные функ-
ции Qθ(t)(t), тогда наихудшие внешнее возмущение v∗(t) и вектор начальных
условий x∗0 имеют вид

x∗0 = emax

(
R−1

S∑
l=1

πlQl(ts)

)
, v∗(t)=

{
B


θ(t)(t)Qθ(t)(t)x(t), t ∈ [ts, t
∗],

0, t ∈ (t∗, tf ],
(5)
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где x(t) – решение задачи Коши для системы

ẋ =
(
Aθ(t) +Bθ(t)B



θ(t)(t)Qθ(t)(t)

)
x(t), x(ts) = x∗0.(6)

Зам е ч а ни е 1. Отметим, что в случае детерминированных внешних воз-
мущений v ∈ L2([ts, tf ],R

nv
2 ) для обобщенной H2-нормы справедлива оценка

sup
(x0,v)�=0

‖z‖2g∞
‖v‖2L2

+ x
0 Rx0
� ‖S‖g2,(7)

так как происходит сужение области, по которой вычисляется точная верх-
няя грань. Таким образом, вычисляя значение обобщенной H2-нормы при
стохастических возмущениях (3), получим верхнюю оценку на случай детер-
минированных возмущений (7).

Для вычисления обобщенной H2-нормы с помощью матричных нера-
венств (4) выполним дискретизацию. Введем сетку, например, равномерную
с шагом h:

t0 = ts, tk = tk−1 + h, k = 1, . . . ,K; h =
T − ts
K

,(8)

и запишем дискретный аналог неравенств (4):⎡⎢⎣Ql,k+1 −Ql,k + h
(
A


l,kQl,k +Ql,kAl,k +
S∑

j=1
λljQj,k

)
hQl,kBl,k

hB

l,kQl,k −hI

⎤⎥⎦ � 0,

S∑
l=1

πlQl,0 −R � 0,

[
Ql,K C


m,l,K

Cm,l,K γ2I

]
� 0, m = 1, . . . ,M, l ∈ S,

(9)

где Al,k =Al(tk), Bl,k =Bl(tk), Cm,l,k =Cm,l(tk), Ql,k =Ql(tk), k= 0, . . . ,K−1.

Сл ед с т в и е 1. Обобщенная H2-норма линейной системы с марковскими
переключениями (1) на конечном горизонте [ts, tf ] может быть вычислена
как

‖S‖g2 = sup
T∈[ts,tf ]

γ(T ),

где γ(T ) есть решение следующей задачи полуопределенного программиро-
вания

infγ2[
−Ẏl(t) +Al(t)Yl(t) + Yl(t)A

�
l (t) +Bl(t)B

�
l (t) + λllYl(t) Vl(t)

V �
l (t) −Wl(t)

]
� 0,[

Yl(T ) Yl(T )C
�
m,l(T )

Cm,l(T )Yl(T ) γ2I

]
�0, m=1, . . . ,M, l ∈S, t∈ [ts, T ],

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0,

(10)
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где

Vl(t) =
[√

λl1Yl(t) . . .
√
λl,l−1Yl(t)

√
λl,l+1Yl(t) . . .

√
λl,SYl(t)

]
,

Wl(t) = diag(Y1(t), . . . , Yl−1(t), Yl+1(t), . . . , YS(t)),

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
=

⎡⎢⎢⎢⎣
R

√
π1I . . .

√
πSI√

π1I Y1(ts) . . . 0
...

...
. . .

...√
πSI 0 . . . YS(ts)

⎤⎥⎥⎥⎦ .

(11)

Для вычисления обобщенной H2-нормы системы (1) с помощью след-
ствия 1 необходимо решить задачу (10) для каждого момента времени
T ∈ [ts, tf ], что является вычислительно трудоемким процессом. Сформули-
руем теорему, с помощью которой можно достаточно легко вычислить верх-
нюю оценку обобщенной H2-нормы системы (1), что в дальнейшем также
позволит синтезировать субоптимальное обобщенное H2-управление в случае
доступного для регулятора состояния марковской цепи.

Те ор ем а 2. Обобщенная H2-норма линейной системы с марковскими
переключениями (1) на конечном горизонте [ts, tf ] удовлетворяет неравен-
ству

‖S‖g2 � γ,

где γ есть решение следующей задачи полуопределенного программирования
относительно неизвестных матриц Yl = Y 


l � 0, l ∈ S:

infγ2[
−Ẏl(t)+Al(t)Yl(t)+Yl(t)A



l (t)+Bl(t)B



l (t)+λllYl(t) Vl(t)

V 

l (t) −Wl(t)

]
� 0,

[
Yl(t) Yl(t)C



m,l(t)

Cm,l(t)Yl(t) γ2I

]
� 0, m = 1, . . . ,M, l∈S, ∈ [ts, tf ],

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0,

(12)

где Vl(t) и Wl(t) определены ранее формулой (11).

3. Синтез законов управления

Рассмотрим линейный управляемый объект со случайной структурой, ди-
намика которого описывается уравнениями

ẋ = Aθ(t)(t)x+Bθ(t)(t)v +Bu
θ(t)(t)u, x(ts) = x0,

z = Cθ(t)(t)x+Dθ(t)(t)u,
(13)

где x ∈ R
nx
2 – состояние объекта, v(t) ∈ R

nv
2 – стохастическое внешнее воз-

мущение, z ∈ R
nz
2 – целевой выход, u ∈ R

nu
2 – управление, θ(t) – однородная

90



цепь Маркова с непрерывным временем, которая определяется начальным
распределением πj = P{θ(ts) = j} и матрицей вероятностей переходов P (τ) =
= (pij(τ)), i, j ∈ S.

3.1. Обратная связь с учетом состояния марковской цепи

Поставим задачу синтеза управления в виде линейной обратной связи по
состоянию системы с учетом состояния марковской цепи

u(t) = Θθ(t)(t)x(t), θ(t) ∈ S,(14)

минимизирующего обобщенную H2-норму системы (13), замкнутой регулято-
ром (14):

ẋ = (Aθ(t)(t) +Bu
θ(t)(t)Θθ(t)(t))x+Bθ(t)(t)v, x(ts) = x0,

z = (Cθ(t)(t) +Dθ(t)(t)Θθ(t)(t))x.
(15)

Подставим матрицы замкнутой системы (15) в неравенства (10), в резуль-
тате чего приходим к следующему утверждению.

Те ор ем а 3. Матрицы Θ(t) = (Θ1(t), . . . ,ΘS(t)) законов управле-
ния (14), минимизирующих обобщенную H2-норму системы (13), находятся
при решении следующей задачи:

‖S‖g2 = inf
Θ(t),t∈[ts ,tf ]

sup
T∈[ts,tf ]

γΘ(T ),(16)

где γΘ(T ) есть решение следующей задачи полуопределенного программиро-
вания

infγ2[
−Ẏl+AlYl+YlA



l +Bu

l ΘlYl+YlΘ


l B

u

l +BlB



l + λllYl ∗

V 

l −Wl

]
� 0,

[
Yl(T ) ∗

Cm,l(T )Yl(T ) +Dm,l(T )ΘlYl(T ) γ2I

]
� 0,

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0, t∈ [ts, T ], m= 1, . . . ,M, l,∈],S.

(17)

Для краткости в первом неравенстве у матричных функций опущен аргу-
мент t, а через ∗ обозначен симметричный элемент.

Задача (16) не может быть решена с использованием имеющегося аппа-
рата, так как необходимо организовать поиск инфинума по всевозможным
параметрам регулятора Θ(t). Эта проблема исчезает в условиях теоремы 2,
с помощью которой параметры обратной связи могут быть вычислены внутри
задачи полуопределенного программирования (12). В этом случае представ-
ляется оправданным искать регулятор, минимизирующий оценку нормы, так
называемый субоптимальный обобщенный H2-регулятор.
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Те ор ем а 4. Матрицы Θl(t) законов управления (14), минимизирующих
оценку обобщенной H2-нормы системы (13), имеют вид Θl(t) = Zl(t)Y

−1
l (t),

где Yl = Y 

l � 0 и Zl находятся при решении следующей задачи полуопреде-

ленного программирования

infγ2[
−Ẏl+AlYl+YlA



l +Bu

l Zl+Z

l B

u

l +BlB



l +λllYl ∗

V 

l −Wl

]
� 0,

[
Yl(t) ∗

Cm,l(t)Yl(t) +Dm,l(t)Zl(t) γ2I

]
� 0,

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0, t∈ [ts, tf ], m= 1, . . . ,M, l∈S.

(18)

3.2. Обратная связь не зависит от состояния марковской цепи

Далее рассмотрим задачу синтеза регулятора, параметры которого не за-
висят от состояния марковского процесса, т.е. управление имеет вид

u(t) = Θ(t)x(t).(19)

В этом случае система (13), замкнутая регулятором (19), имеет вид:

ẋ =
(
Aθ(t)(t) +Bu

θ(t)(t)Θ(t)
)
x+Bθ(t)(t)v, x(ts) = x0,

z =
(
Cθ(t)(t) +Dθ(t)(t)Θ(t)

)
x.

(20)

Те ор ем а 5. Обобщенная H2-норма системы (20) удовлетворяет нера-
венству ‖S‖g2 � γ для некоторого положительного γ, если существует
ρ > 0 такое, что выполняются линейные матричные неравенства для мат-
риц P (t) = P
(t), Z(t), Yl(t) = Y 


l � 0, l ∈ S:

⎡⎢⎣−Ẏl+AlYl+YlA


l +Bu

l Z+Z
Bu

l +BlB



l +λllYl ∗ ∗

V 

l −Wl ∗

ρZ
Bu

l + Yl − P 0 −2ρP

⎤⎥⎦� 0,

⎡⎢⎣ Yl(t) ∗ ∗
Cm,l(t)Yl(t) +Dm,l(t)Z(t) γ2I ∗

P − Yl ρZ
(t)D

m,l(t) 2ρP

⎤⎥⎦ � 0,

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0, t ∈ [ts, tf ], m = 1, . . . ,M, l ∈ S,

(21)

при этом Θ(t) = Z(t)P−1(t).
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4. Многокритериальное управление

Рассмотрим линейный управляемый объект со случайной структурой, ди-
намика которого описывается уравнениями

ẋ = Aθ(t)(t)x+Bθ(t)(t)v +Bu
θ(t)(t)u, x(ts) = x0,

z(k) = C
(k)
θ(t)(t)x+D

(k)
θ(t)(t)u, k = 1, . . . , N,

(22)

где x ∈ R
nx
2 – состояние объекта, v(t) ∈ R

nv
2 – стохастическое внешнее возму-

щение, z(k) ∈ R
nzk
2 – целевые выходы, u ∈ R

nu
2 – управление, θ(t) – однород-

ная цепь Маркова с непрерывным временем, которая определяется началь-
ным распределением πj = P{θ(ts) = j} и матрицей вероятностей переходов
P (τ) = (pij(τ)), i, j ∈ S.

Каждый векторный целевой выход z(k), k = 1, . . . , N , представлен в виде
набора векторов

z(k) = column
(
z
(k)
1 , z

(k)
2 , . . . , z

(k)
Mk

)
,

z(k)m = C
(k)
m,θ(t)(t)x+D

(k)
m,θ(t)(t)u, m = 1, . . . ,Mk.

Предположим, что влияние внешнего возмущения на k-й целевой выход
характеризуется функционалом

J2
k = sup

(x0,v)�=0

‖z(k)‖2g∞
E‖v‖22 + x
0 Rx0

,(23)

т.е. представляет собой обобщенную H2-норму, следовательно, можно по-
ставить и решить задачу многокритериального управления: min{J1, . . . , JN}.
Следуя [16], определим вспомогательный функционал Jα, тогда согласно тео-
реме 4.1 [16] оптимальные по Парето решения поставленной многокритери-
альной задачи могут быть найдены как решение задачи

min
u

Jα, Jα = max
k=1,...,N

Jk
αk

,

α ∈ A :=

{
α = (α1, . . . , αN ) : αk > 0,

N∑
k=1

αk = 1

}
,

(24)

где функционал Jα представляет собой свертку Гермейера, кроме этого, яв-
ляется обобщенной H2-нормой следующей системы:

ẋ =
(
Aθ(t)(t) +Bu

θ(t)(t)Θα,θ(t)(t)
)
x+Bθ(t)(t)v, x(ts) = x0,

ζ =
(Cθ(t)(t) +Dθ(t)(t)Θα,θ(t)(t)

)
x,

(25)

где

ζ = column
(
α−1
1 z

(1)
1 , . . . , α−1

1 z
(1)
M1

, α−1
2 z

(2)
1 , . . . , α−1

2 z
(2)
M2

, . . . , α−1
N z

(N)
1 , . . . , α−1

N z
(N)
MN

)
,

Cθ(t) = column
(
α−1
1 C

(1)
θ(t), . . . , α

−1
N C

(N)
θ(t)

)
, Dθ(t) = column

(
α−1
1 D

(1)
θ(t), . . . , α

−1
N D

(N)
θ(t)

)
.
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Назовем регулятор вида u(t) = Θα,θ(t)(t)x(t), α ∈ A, многокритериальным
оптимальным обобщенным H2-регулятором, если он обеспечивает минималь-
но возможные значения обобщенной H2-нормы системы (25). С учетом тео-
ремы 4 приходим к следующему утверждению.

Те ор ем а 6. Матрицы параметров субоптимальных по Парето регу-
ляторов Θα,l(t) относительно критериев Jk, k = 1, . . . , N , имеют вид
Θα,l(t) = Zl(t)Y

−1
l (t), где Yl = Y 


l � 0 и Zl находятся при решении следую-
щей задачи полуопределенного программирования

infγ2[
−Ẏl +AlYl + YlA



l +Bu

l Zl + Z

l Bu


l +BlB


l + λllYl ∗

V 

l −Wl

]
� 0,

[
Yl(t) ∗

C
(k)
m,l(t)Yl(t) +D

(k)
m,l(t)Zl(t) α2

kγ
2I

]
� 0,

m = 1, . . . ,M,

k = 1, . . . , N,

L(Y1(ts), . . . , YS(ts)
)
� 0, t ∈ [ts, tf ], l ∈ S.

(26)

5. Численное моделирование

В качестве иллюстрации полученных результатов рассмотрим линейную
непрерывную систему с марковскими переключениями между двумя состоя-
ниями

ẋ = Aθ(t)(t)x+Bθ(t)(t)v +Bu
θ(t)(t)u, x(ts) = x0,

z(k) = C
(k)
θ(t)(t)x+D

(k)
θ(t)(t)u, k = 1, 2,

(27)

матрицы которой имеют вид

A1 =

[
1,2 −2,0
0,1 1,1

]
, A2 =

[
0,2 0,0
2,0 0,3

]
, B1 = Bu

1 =

[
0
1

]
, B2 = Bu

2 =

[
1
0

]
,

C
(1)
1 =C

(1)
2 =

[
1 0
0 1

]
, D

(1)
1 =D

(1)
2 = 0, C

(2)
1 =C

(2)
2 = 0, D

(2)
1 =D

(2)
2 =

[
1
1

]
.

Система рассматривается на временном промежутке [0, 2], параметры мар-
ковской цепи и весовая матрица имеют вид

π =

[
0,3
0,7

]
, Λ =

[−10 10
5 −5

]
, R =

[
1 0
0 1

]
.

Введем два функционала J1 и J2, являющихся обобщенными H2-нормами
системы относительно целевых выходов z(1) и z(2) соответственно:

J2
1 = sup

(x0,v)�=0

‖z(1)‖2g∞
E‖v‖22 + x
0 Rx0

, J2
2 = sup

(x0,v)�=0

‖z(2)‖2g∞
E‖v‖22 + x
0 Rx0

.(28)
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Рис. 1. Множество Парето на плоскости критериев (J1, J2).

Рис. 2. Пример реализации марковского процесса.

Проведем дискретизацию на отрезке [0, 2] с шагом h = 0,001 и вычислим
обобщенную H2-норму системы (27), когда управление отсутствует. Так как
целевой выход z(2) = 0, обобщенная H2-норма системы совпадет с критери-
ем J1. При решении неравенств (10) получено значение ‖S‖g2 = 5,7882.

С использованием теоремы 4 синтезированы регуляторы Θα,l(t) =
= [Θ1

α,l,Θ
2
α,l], l = 1, 2, и с помощью следствия 1 вычислены соответствую-

щие им значения критериев J1 и J2. На рис. 1,а сплошной линией изобра-
жена оптимальная по Парето кривая на плоскости критериев (J1, J2). Точка
A(1,5509, 2,2492) соответствует значению сверточного параметра α = 0,4. На
рис. 1,б и 1,в приведены графики оптимальных по Парето коэффициентов
обратной связи Θα,l(t) в зависимости от времени: сплошная кривая соответ-
ствует коэффициенту Θ1

α,l(t), а штриховая – коэффициенту Θ2
α,l(t).
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Рис. 3. Коэффициенты матрицы обратной связи Θ(t) и управление u(t).

На рис. 2 представлен пример реализации марковского процесса: графи-
ки изменения состояния марковской цепи (рис. 2,а), наихудших возмущений
(рис. 2,б ), компонент вектора состояния системы x1 (сплошная кривая) и x2
(пунктирная кривая), управления (рис. 2,в и 2,г).

Отметим, что коэффициенты обратной связи можно считать слабо меняю-
щимися на выбранном промежутке времени, поэтому представляет интерес
сравнить значения функционалов при субоптимальном регуляторе и стацио-
нарном регуляторе, отвечающем средним значениям Θ1(t)≡ [0,2402; −1,2928]
и Θ2(t)≡ [−1,2366; −0,6797], которым на рис. 1,а соответствует точка
A(1,5959; 2,3158). Как следует из приведенных данных, потери в качестве
управления можно считать допустимыми, и они компенсируются сравнитель-
но простым в реализации стационарным регулятором.

5.1. Управление, не зависящее от состояния марковской цепи

Далее рассмотрим задачу синтеза регулятора, параметры которого не
зависят от состояния марковского процесса (19). Для решения неравенств
(21) выберем параметр ρ = 0,2, остальные параметры моделирования оста-
вим прежними. На рис. 1,а верхняя оценка Парето оптимального фронта
изображена пунктирной кривой, точка B(2,3697; 3,4030) соответствует значе-
нию критериев при α = 0,4. На рис. 3,а при выбранном α приведены графики
оптимальных по Парето коэффициентов обратной связи Θα(t) в зависимости
от времени (сплошная кривая соответствует коэффициенту Θ1

α(t), а штрихо-
вая – коэффициенту Θ2

α(t)). На рис. 3,б представлен график управления для
одной из реализаций марковского процесса.

Также как и в предыдущем случае рассмотрим, что произойдет с функ-
ционалами, если заменить нестационарный регулятор на стационарный, от-
вечающий средним значениям Θ(t)≡ [−0,5538; −1,2106], которым на рис. 1,а
соответствует точка B(2,4413; 3,9778). Видно, что получающиеся значения
функционалов хуже, но стационарный регулятор проще в реализации, поэто-
му такой подход можно считать оправданным.

6. Заключение

Для линейных систем со случайной структурой на конечном горизонте вве-
дено понятие обобщенной H2-нормы, приведены алгоритмы ее вычисления,

96



основанные как на решении системы матричных дифференциальных урав-
нений Риккати, так и на решении систем линейных матричных неравенств.
Построено субоптимальное обобщенное H2-управление в виде нестационар-
ной линейной обратной связи по состоянию системы как зависящей, так и
независящей от состояния марковской цепи. Также показано, что могут быть
решены задачи многокритериального управления в случае, если критерии
представляют собой обобщенные H2-нормы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Прежде чем переходить к доказательствам сформулированных теорем,
для удобства введем обозначения

X = (X1,X2, . . . ,XS), Xl(t) = X

l (t) � 0, l ∈ S,(Π.1)

Rl(X) = Ẋl(t) +A

l (t)Xl(t) +Xl(t)Al(t) +

+Xl(t)Bl(t)B


l (t)Xl(t) +

S∑
j=1

λljXj(t),
(Π.2)

и докажем вспомогательное утверждение.
Лемма 1. Пусть X = (X1,X2, . . . ,XS) – решение уравнений

Rl(X) +Ml = 0, Xl(tf ) = X0
l , l ∈ S, t ∈ [ts, tf ],(Π.3)

Y = (Y1, Y2, . . . , YS) – решение уравнений

Rl(Y) +Nl = 0, Xl(tf ) = Y 0
l , l ∈ S, t ∈ [ts, tf ],(Π.4)

где 0 � Ml(t) � Nl(t), 0 � X0
l � Y 0

l , l ∈ S, t ∈ [ts, tf ], тогда

Xl(t) � Yl(t), l ∈ S, t ∈ [ts, tf ].(Π.5)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Рассмотрим систему уравнений Ляпунова

Ṗl + (Al +BlB


l Xl)


Pl + Pl(Al +BlB


l Xl) +

S∑
j=1

λljPj +

+ (Xl − Yl)BlB


l (Xl − Yl) +Nl −Ml = 0

(Π.6)

на временном промежутке [ts, tf ] с граничными условиями Pl(tf ) = Y 0
l −X0

l ,
l ∈ S. Данное уравнение имеет единственное решение Pl(t), l ∈ S, причем
Pl(t) � 0, так как (Xl − Yl)BlB



l (Xl − Yl) +Nl −Ml � 0 и Pl(tf ) � 0 [1, 25].

Заметим, что Pl(t) = Yl(t)−Xl(t) является решением уравнения (Π.6), отку-
да получаем (Π.5).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Запишем функционал (3) в следующем
виде:

‖S‖g2 = sup
T∈[ts, tf ]

max
m=1,...,M

γm(T ), γ2m(T ) = sup
(x0,v)�=0

E|zm(T )|22
E‖v‖22 + x
0 Rx0

.
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В силу линейности оператора S последнее равенство может быть записано
как

sup
(x0,v)�=0

E

{
|zm(T )|22 − γ2

(‖v‖22 + x
0 Rx0
)}

= 0,(Π.7)

здесь и далее для краткости опущен аргумент и индекс γm(T ). Введем в
рассмотрение функцию Беллмана в момент времени t

V (t, xt, l) = sup
v

E

⎧⎨⎩z
m(T )zm(T )−γ2
T∫
t

v
(τ)v(τ)dτ
∣∣∣x(t) = xt, θ(t) = l

⎫⎬⎭ ,(Π.8)

тогда соотношение (Π.7) запишется в виде

sup
x0 �=0

E

{
V (ts, x0, θ0)− γ2x
0 Rx0

}
= 0, θ0 = θ(ts).(Π.9)

Вычислим V (ts, x0, θ0), используя стохастическое уравнение Беллмана [26]:

max
v

{LvV (t, x(t), l) − γ2v
(t)v(t)
}
= 0,

V (T, x(T ), l) = x
(T )C

m,l(T )Cm,l(T )x(T ),

(Π.10)

где инфинитезимальный оператор Lv имеет вид

Lvg(t, x, l) =
∂g(t, x, l)

∂t
+
(
Al(t)x+Bl(t)v

)
∇xg(t, x, l)+
S∑

j=1

λljg(t, x, j).(Π.11)

Будем искать решение в виде квадратичной формы V (t, x(t), l) =
= x
(t)Xl(t)x(t), Xl(t) = X


l (t) � 0. Для краткости в дальнейшем будем опус-
кать аргументы функций x(t) и v(t). Подставляя вид инфинитезимального
оператора (Π.11) в уравнение (Π.10), получим

max
v

{
x
Ẋl(t)x+ 2(Al(t)x+Bl(t)v)


Xl(t)x+

+

S∑
j=1

λljx

Xj(t)x− γ2v
v

}
= 0.

(Π.12)

Поскольку выражение, стоящее в фигурных скобках, является выпуклым
вверх функционалом по переменной v, то решение задачи существует. Для
его отыскания найдем стационарную точку v∗:

v∗ = γ−2B

l (t)Xl(t)x.(Π.13)
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Опустим аргументы у матричных функций и, подставляя найденное выра-
жение (Π.13) в соотношение (Π.12) и упрощая, получим

x


⎛⎝Ẋl +A

l Xl +XlAl + γ−2XlBlB



l Xl +

S∑
j=1

λljXj

⎞⎠x = 0.(Π.14)

С учетом того, что равенство (Π.14) должно выполняться при любом значе-
нии x, получаем дифференциальное матричное уравнение

Ẋl +A

l Xl +XlAl + γ−2XlBlB



l Xl +

S∑
j=1

λljXj = 0(Π.15)

с граничными условиями Xl(T ) = C

m,l(T )Cm,l(T ). Тогда в начальный момент

времени имеем V (ts, x0, θ0) = x
0 Xθ0(ts)x0, и вычисление (Π.9) сводится к

sup
x0 �=0

x
0

(
S∑
l=1

πlXl(ts)− γ2R

)
x0.(Π.16)

Выражение представляет собой квадратичную форму по переменной x0 и
достигает своего наибольшего значения в точке

x∗0 = emax

(
R−1

S∑
l=1

πlXl(ts)

)
,(Π.17)

если справедливо условие

S∑
l=1

πlXl(ts)− γ2R � 0,(Π.18)

при этом значение γ находится как

γ = λ1/2
max

(
R−1

S∑
l=1

πlXl(ts)
)
.(Π.19)

Записав условие (Π.19) с помощью линейного матричного неравенства при
минимальном γ, после замены Xl(t) = γ2Ql(t) получим следующую задачу
оптимизации на отрезке [ts, T ] для вычисления γm(T ):

inf γ2

Rl(Q) = 0,

S∑
l=1

πlQl(ts)−R� 0, Ql(T ) = γ−2C

m,l(T )Cm,l(T ), l ∈S.

(Π.20)
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Далее покажем, что значение γm(T ) может быть найдено в результате
решения следующей задачи полуопределенного программирования на отрез-
ке [ts, T ]:

inf γ2

Rl(Q)� 0,

S∑
l=1

πlQl(ts)−R� 0, Ql(T )� γ−2C

m,l(T )Cm,l(T ), l ∈S.

(Π.21)

Пусть γ1 является решением задачи (Π.20), а γ2 и Q = (Q1, Q2, . . . , QS) полу-
чены в результате решения (Π.21). Решение задачи (Π.20) является решением
задачи (Π.21), если соответствующие неравенства выполняются как равен-
ства, поэтому γ2 � γ1.

Предположим, что γ2 < γ1. Пусть X = (X1,X2, . . . ,XS) – решение урав-
нений Rl(X) = 0, l ∈ S, на отрезке [ts, T ] с граничными условиями Xl(T ) =
= γ−2

2 C

m,l(T )Cm,l(T ). Тогда по лемме 1 получаем

Xl(t) � Ql(t), l ∈ S, t ∈ [ts, T ].(Π.22)

Так как πl � 0, l ∈ S, то в начальный момент времени справедливы следую-
щие соотношения:

S∑
l=1

πlXl(ts) �
S∑
l=1

πlQl(ts) � R,(Π.23)

откуда следует, что X является решением (Π.20) при γ2 < γ1, что противоре-
чит условию γ21 = inf γ2, а значит предположение γ2 < γ1 неверно, и γ1 = γ2.

Заметим, что при фиксированном m из решения задачи (Π.21) нахо-
дится γm(T ). Для того, чтобы найти max

m=1,...,M
γm(T ) необходимо в неравен-

ства (Π.21) добавить перебор по всем возможным значениям m, т.е. ре-
шить (Π.21) при m = 1, . . . ,M . Применяя лемму о дополнении Шура к нера-
венствам (Π.21), приходим к условиям (4). Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. В неравенствах (Π.21) сделаем заме-
ну переменных Yl(t) = Q−1

l (t), l ∈ S, и умножим первое и третье неравенства
на Yl(t) слева и справа, после чего, используя лемму о дополнении Шура,
приходим к выражениям (10). Следствие 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Пусть обобщенная H2-норма систе-
мы (1) равна ‖S‖g2 и достигается в момент времени t∗, т.е.

‖S‖g2 = sup
T∈[ts,tf ]

γ(T ), t∗ = arg sup
T∈[ts,tf ]

γ(T ),

где γ(T ) есть решение задачи (10). Таким образом, при T = t∗ в задаче (10)
получаем inf γ2 = γ2(t∗) = ‖S‖2g2.
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Пусть в результате решения задачи (12) получено значение γ̂ и мат-
рицы Ŷl(t), t ∈ [ts, tf ]. Предположим, что γ̂ < ‖S‖g2, тогда задача (10) при
T = t∗, Yl(t) = Ŷl(t), t ∈ [ts, t

∗], имеет решение γ̂2 < ‖S‖2g2, что противоречит
условию inf γ2 = ‖S‖2g2, а значит предположение γ̂ < ‖S‖g2 неверно, и ‖S‖g2 �
� γ̂. Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Подставим матрицы замкнутой систе-
мы (15) в неравенства (12) и сделаем замены Θl(t)Yl(t) = Zl(t), после чего
неравенства становятся линейными. В результате данных преобразований по-
лучим неравенства (18). Теорема 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Воспользуемся подходом, изложенным
в [27]. Умножая первое и второе неравенства (21) слева и справа соответ-
ственно на [

I 0 ρ−1(Yl − P )P−1

0 I 0

]
,

[
I 0 ρ−1(Yl − P )P−1

0 I 0

]

,

получим следующие неравенства:[
−Ẏl +

(
Al +Bu

l Θ
)
Yl + Yl

(
Al +Bu

l Θ
)


+BlB


l + λllYl Vl

V 

l −Wl

]
� 0,

[
Yl Yl(t)

(
Cm,l +Dm,lΘ

)
(
Cm,l +Dm,lΘ

)
Yl γ2I

]
� 0,

(Π.24)

которые вместе с третьим неравенством (21) являются условиями вычисле-
ния оценки обобщенной H2-нормы системы (20) с использованием теоремы 2.
Теорема 5 доказана.
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