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ПСЕВДООПТИМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ
СО СВОБОДНЫМ ПРАВЫМ КОНЦОМ И ЗАДАННЫМ ВРЕМЕНЕМ

ОКОНЧАНИЯ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА

Задача оптимального управления конечным состоянием системы в
некотором смысле составляет ядро любой другой задачи оптимизации.
Постановка подобных задач включает описание самого динамического
объекта, ограничений, накладываемых на управления и состояния объ-
екта, и функционал качества, в общем виде функционал Больца. Необхо-
димые условия оптимальности в задаче синтеза соответствующих управ-
лений записываются в виде канонической системы Эйлера–Лагранжа с
заданием соответствующих краевых условий. Синтез соответствующих
управлений сталкивается с проблемой необходимости поиска решений
краевых задач, реализуемой, как правило, численными методами. В рабо-
те предлагается альтернативный подобным методам путь решения двух-
точечных краевых задач, основанный на предположении справедливо-
сти обратного принципа оптимальности Р. Беллмана, заключающийся в
сохранении функциональной связи между компонентами двухточечной
краевой задачи во всем интервале управления. Полученные теоретиче-
ские результаты подтверждены моделированием системы управления с
синтезированным управлением.

Ключевые слова: оптимальное управление, гамильтониан системы, кано-
ническая система Эйлера–Лагранжа, краевые условия канонической си-
стемы.
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1. Введение

Системы управления, описываемые обыкновенными дифференциальными
уравнениями, достаточно полно отражают многие реальные процессы и по-
этому являются наиболее распространенными объектами, к которым приме-
няются математические методы построения управлений. Задачей конструи-
рования оптимальной динамической системы управления с полной информа-
цией по отношению к множеству целей, функционалу качества, множеству
допустимых управлений, множеству состояний и начальному состоянию объ-
екта в момент начала управления является отыскание управления, принад-
лежащего допустимому множеству управлений, минимизирующего заданный
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функционал качества на решениях уравнения объекта [1–5]. Решение постав-
ленной задачи осуществляется с использованием вариационных методов [4–7].
Синтез оптимальной системы управления осуществляется с использова-

нием необходимых и достаточных условий минимума функционала качества
[2–5]. Следует отметить, что существование оптимального управления не яв-
ляется необходимым: во множестве допустимых управлений может вообще
не оказаться управлений, переводящих объект из начального состояния в за-
данное множество целей.
Необходимые условия существования оптимального управления описыва-

ются двухточечной краевой задачей и условием выбора самого управления
в виде некоторой функции, зависящей от поведения гамильтониана на опти-
мальной траектории. Основная проблема нахождения оптимального управ-
ления связана с поиском решения двухточечной краевой задачи. Подобные
краевые задачи для систем дифференциальных уравнений редко решаются
аналитически и требуют применения численных методов, которые разделя-
ются на два типа – итерационные и неитерационные. Для линейных задач
решение можно получить без использования итераций, при решении нели-
нейных задач без итерационных методов не обойтись [8–12]. К подобным
методам относятся: метод Эйлера, метод линейной интерполяции, метод ко-
нечных разностей, метод стрельбы [10]. Суть метода стрельбы заключается
в сведении краевой задачи к многократному решению задачи Коши. Неко-
торым развитием метода стрельбы является метод дифференциальной про-
гонки, в котором решаются вспомогательные задачи Коши не для исходного
дифференциального уравнения, а для других уравнений меньшего порядка.
В целом проблема решения двухточечных задач актуальна, а методы ее

решения предлагаются и сегодня, часть их основана на использовании ней-
ронных сетей [13–19].
Одним из методов решения краевых задач является метод последователь-

ных приближений. Этот метод, который до сих пор не получил широкого
распространения, сводит исходную задачу к некоторой последовательности
линейно-квадратичных задач. В [15] приведен метод синтеза оптимального
управления с обратной связью одним классом нелинейных систем по квадра-
тичному критерию. Данный метод базируется на специальном методе после-
довательных приближений, сходимость которого позволяет доказать суще-
ствование оптимального управления и получить процедуру его построения.
В работе рассмотрено аналитическое и численное исследование данного ме-
тода и его реализация в системе MathCloud.
Для решения вариационных задач с конца 20-го в. интенсивно развиваются

два неклассических метода. Первый метод основан на методе дифференци-
ального преобразования (Differential Transform Method, DTM), который ищет
аналитическое решение в виде определенного функционального ряда [18–20].
Второй метод основан на нейронной сети, основанной на математических мо-
делях естественных наук (Physics-Informed Neural Network, PINN), где ис-
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кусственный интеллект в форме нейронной сети используется для решения
дифференциального уравнения [19, 20].
Первый метод, DTM, характеризуется своей гибкостью как в форме диф-

ференциального уравнения, так и в граничных условиях. Одной из его силь-
ных сторон является его масштабируемость для обработки приближенных
решений различных порядков, и иногда он даже позволяет предсказывать
точное решение на основе формы найденных коэффициентов исходного урав-
нения. Недостатком этого метода является сложность автоматизации процес-
са решения заданной задачи.
Второй метод (PINN) использует нейронные сети для решения соответ-

ствующего дифференциального уравнения. Одним из преимуществ этого ме-
тода является его относительно простая реализация и гибкость. После обуче-
ния модели дифференциального уравнения она может предоставлять реше-
ния для различных сеток без повторного расчета задачи каждый раз.
В настоящей работе предлагается альтернативный численным методам

путь решения двухточечных краевых задач, основанный на предположении
справедливости обратного принципа оптимальности Р. Беллмана [21], заклю-
чающийся в сохранении функциональной связи между компонентами двух-
точечной краевой задачи во всем интервале управления.

2. Терминальная задача оптимального управления

2.1. Постановка задачи

В статье рассматривается объект, который описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением

d

dt
x(t) = f(t, x(t)) + g(t)u(t), x(t0) = x0,

f, g : T × Ωs → R
n, (t, x) → f(t, x), g(t).

(2.1)

Здесь T – интервал управления [t0, tf ]; u ∈ {u(t) ∈ R
r ⊂ U, t ∈ [t0, tf ]} – управ-

ление, подлежащее нахождению, матрицы f(t, x), g(t) действительны и непре-
рывны; U – компактное множество допустимых управлений; Ωs – множе-
ство траекторий x(·) : [t0, tf ] → R

n, которые удовлетворяют начальному усло-
вию x(t0) = x0 и дифференциальному включению {dx(t)/dt} ∈ co{[f(t, x(t))+
+ g(t)u(t)] : u ∈ U}.
Предполагается, что при всех (t, x) пара {f(t, x(t)), g(t)} является управ-

ляемой. Кроме того, функции f(t, x(t)), g(t) будем предполагать достаточно
гладкими, чтобы через любые (t0, x0) ∈ T ×X0 проходило одно и только одно
решение (2.1) x(t, t0, x0) ∈ Ωs.
Множество целей в данной задаче задается в виде S ∈ R

n × [t0, tf ]. Эле-
ментами множества целей являются пары (t, x), состоящие из состояния X и
точки t, где t ∈ [t0, tf ].
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Рассматривая задачу синтеза закона управления, введем функционал
Больца

J(x(·), u(·)) = K(x(tf )) +

tf∫
t0

{L(t, x(t), u(t))}dt.(2.2)

Пусть L(t, x(t), u(t)) – непрерывная действительная функция, заданная на
R
n × R

r × [t0, tf ], и K(x(tf )) – действительная функция на R
n × tf .

Предп о л ожени е 1. О свойствах функции f(t, x) и лагранжиана
L(t, x, u) [2–4].
1. Функции f(t, x), L(t, x, u) и K(x(tf )) являются непрерывными и удовле-

творяют ограничениям

‖f(t, x)‖ � (1 + ‖x‖)Rf , |L(t, x, u)| � (1 + ‖x‖)RL, K(x(t)) � (1 + ‖x‖)RK
для всех (t, x, u) ∈ [t0, tf ]×R

n×U (здесь Rf , RL, RK – положительные числа).
2. Будем считать, что функции f(t, x(t)) и L(t, x, u) отвечают условию

Липшица по переменной x:

‖f(t, x+ y)− f(t, x)‖+ |L(t, x+ y, u)− L(t, x, u)| � λup‖y‖
для всех (t, x) ∈ [t0, tf ]× R

n, y ∈ R
n.

3. Функции f(t, x(t)), L(t, x(t), u(t)) и их частные производные по t, x, u,
т.е.

fi(t, x(t)),
∂fi(t, x(t))

∂t
,

∂fi(t, x(t))

∂x
, i = 1, . . . , n,

L(t, x(t), u(t)),
∂L(t, x(t), u(t))

∂t
,

∂L(t, x(t), u(t))

∂x
,

∂L(t, x(t), u(t))

∂u
,

непрерывны на R
n × R

r × [t0, tf ].
Отметим, что для ряда задач не требуется существования непрерывных част-
ных производных L(t, x(t), u(t)) по u.
4. Функция конечной стоимости K(x(tf )), заданная на Rn× tf , — действи-

тельная функция такая, что

K(x(t)),
∂K(x(t))

∂x
,

∂2K(x(t))

∂x2

непрерывны на R
n × [t0, tf ].

Дополнительные предположения о свойствах вектора f(t, x(t)) будут сде-
ланы ниже (раздел 4).
Пусть элемент ξ = (x(t), u(t), t0, tf ), для которого выполнены все указан-

ные условия и ограничения задачи, является допустимым управляемым про-
цессом. Допустимыми элементами ξ = (x(t), u(t), t0, tf ) в поставленной зада-
че будем считать функции класса x(·) ∈ C1([t0, tf ],R

n), u(·) ∈ C([t0, tf ],R
r).
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Уточнение вида ограничений, накладываемых на управление, производится
ниже.
Задача управления заключается в построении оптимальной стратегии, т.е.

в нахождении допустимого управляемого процесса ξ0 = (x0(t), u0(t), tf ), ми-
нимизирующего функционал вида (2.2) на объекте (2.1), где цель управления
задана в виде S ∈ R

n × [t0, tf ].

2.2. Необходимые условия оптимальности

Запишем гамильтониан системы H(t, x(t), u(t), λ(t)):

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = L(t, x(t), u(t)) + λT(t)[f(t, x) + g(t)u(t)].(2.3)

Здесь λ(t) множитель Лагранжа.
Необходимые условия оптимальности имеют вид [1, 2, 7]

d

dt
x(t) =

{
∂H(t, x(t), u(t), λ(t))

∂λ

}T

, x(t0) = x0,(2.4)

d

dt
λ(t) = −

{
∂H(t, x(t), u(t), λ(t))

∂x

}T

, λ(tf ) =

{
∂K(x(tf ))

∂x

}T

.(2.5)

Известно [1–4], что оптимальное управление u(t), синтез которого выполняет-
ся с использованием гамильтониана (2.3), приводит к необходимости решения
двухточечной краевой задачи (2.4), (2.5). Однако при этом следует отметить,
что гамильтониан не содержит какой-либо информации о функциональной
связи процессов x(t) и λ(t).
В рассматриваемой задаче с учетом сделанных выше предположений,

должно выполняться необходимое условие

H0(t, x(t), u(t), λ(t)) = min
u(t)

H(t, x(t), u(t), λ(t)), t ∈ [t0, tf ],(2.6)

где λ(t) – решение системы (2.5). В случае, когда множество допустимых
управлений U совпадает со всем пространством R

n, т.е. U = R
n, условие (2.6)

может соблюдаться лишь в стационарной точке, т.е.

∂H(t, x(t), u(t), λ(t))

∂u
=
∂L(t, x(t), u(t))

∂u
+ g�(t)λ(t) = 0, t ∈ [t0, tf ].(2.7)

Однако если U – замкнутое множество и U �= R
n, то соотношение (2.7) в об-

щем случае не выполняется и для синтеза оптимального управления следует
применять принцип Понтрягина [2–4].
Предположим, что существует оптимальное управление, удовлетворяющее

необходимым условиям (2.6) или (2.7), которое запишем в виде

u(t) = −ϕ(x(t))λ(t),(2.8)
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где матричная функция ϕ(x(t)) ∈ R
r×n такая, что

g(t)ϕ(x(t)) � Φ ∈ R
n×n.(2.9)

Здесь Φ – параметрически заданная матрица, поэлементно определяющая
множество возможных значений параметров матрицы ϕ(x(t)) при известной
матрице g(t); это означает, что ограничения, накладываемые на управление
u(t)⊂ U , конкретизируются в виде условия (2.9). Вопрос о связи установлен-
ных ограничений на параметры регулятора будет рассмотрен в четвертом
разделе статьи при конкретизации вида функций L(t, x(t), u(t)) и K(x(tf ))
критерия качества (2.2).
Таким образом, синтез оптимального допустимого процесса ξ = {x(t), u(t),

t0, tf} заменяется на поиск матрицы ϕ(x(t)), при которой управление
u(t) = −ϕ(x(t))λ(t) ⊂ U обеспечивает выполнение условия (2.9) и минимизи-
рует функционал (2.2).
Перепишем условия (2.4), (2.5) с учетом (2.8):

d

dt
x(t) = f(t, x(t))− g(t)ϕ(x(t))λ(t), x(t0) = x0,(2.10)

d

dt
λ(t) = −

{
∂f(t, x(t))

∂x

}T

λ(t)−
{
∂L(t, x(t), u(t))

∂x

}T

,

λ(tf ) =

{
∂K(x(tf ))

∂x

}T

.

(2.11)

Таким образом, успешное решение задачи синтеза оптимального управления
в виде u(t) = −ϕ(x(t))λ(t) зависит от возможности успешного решения двух-
точечной краевой задачи (2.10), (2.11).

3. Псевдооптимальное решение задачи синтеза

Следует отметить, что представленные выше этапы построения оптималь-
ного управления основаны на использовании свойств гамильтониана (2.3),
однако гамильтониан, как уже отмечалось выше, не содержит информации
относительно краевых условий системы управления. Только условие K(x(tf ))

в функционале (2.2), т.е. λ(tf ) = {∂K(x(tf ))/∂x}T в краевом условии уравне-
ния (2.11), может связать переменные x(t) и λ(t) в момент tf . Кроме этого,
следует заметить, что так как система (2.1) описывается нелинейным диффе-
ренциальным уравнением, то ограничение (2.9), накладываемое на оптималь-
ное управление, в общем случае может не содержать управляющих воздей-
ствий, при которых достигается цель управления при заданных начальных
условиях x0 ∈ X0 и, более того, доставляющих равномерную асимптотиче-
скую устойчивость системе [1–4].
Для обоснования предлагаемого метода решения задачи построения псев-

дооптимального управления используем обратный принцип оптимальности
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Беллмана [4, 21], который предполагает, что оптимальное управление обла-
дает тем свойством, что для любого начального состояния и используемого
начального управления, на величину критерия на конечном интервале ока-
зывает управление на этом интервале и значение фазового вектора в кон-
це интервала. Для рассматриваемой в данной работе проблемы уточним это
определение.

Опр е д е л е н и е 1 [обратный принцип оптимальности]. Для оптимально-
сти допустимого процесса ξ0 = (x0(t), u0(t), t0, tf ) в задаче (2.1), (2.2) необ-
ходимо, чтобы при любом из подынтервалов [t0, τ ]⊂ [t0, tf ], τ � tf допусти-
мый процесс, начинающийся в момент t0, был оптимален относительно
управления на этом интервале и значения фазового вектора в конце ин-
тервала x(τ), определяющего значения функции вспомогательной перемен-
ной λ(τ), т.е. ξ0 = (x0(t), u0(t), t0, τ).
Основываясь на этом определении, сделаем следующее

Предп о л ожени е 2. Отмечая, что условие, связывающее переменные
x(t) и λ(t) в момент tf , определяется как λ(tf ) = {∂K(x(tf ))/∂x}T, будем
считать, опираясь на обратный принцип оптимальности, что справедливо со-
отношение λ̃(τ) = {∂K(x̃(τ))/∂x̃}T для всех τ ∈ [t0, tf ].
Выполнение предположения 2 означает, что для всех t ∈ [t0, tf ] перемен-
ная λ̃(t) является функцией состояния x̃(t).

Опр е д е л е н и е 2. Управление ũ(t) = −ϕ(x̃(t))λ̃(t), синтез которого ос-
нован на принятии сделанного предположения 2, назовем псевдооптималь-
ным управлением.
Перепишем уравнения (2.10), (2.11) с допустимым управлением ũ(t) =

= −ϕ(x̃(t))λ̃(t) в виде
d

dt
x̃(t) = f(t, x̃(t))− g(t)ϕ(x̃(t))λ̃(t), x̃(t0) = x0,(3.1)

d

dt
λ̃(t) = −

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

λ̃(t)−
{
∂L(t, x̃(t), u(t))

∂x̃

}T

,

λ̃(tf ) = λ(tf ) =

{
∂K(x(tf ))

∂x

}T

.

(3.2)

При выполнении сделанного предположения 2 первые полные производные
основного и вспомогательного уравнений связаны соотношением

d

dt
λ̃(t) =

{
∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
d

dt
x̃(t), t ∈ [t0, tf ].(3.3)

Подставляя dx(t)/dt и dλ(t)/dt, определенные в (3.1) и (3.2), будем иметь

−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

λ̃(t)−
{
∂L(t, x̃(t), u(t))

∂x̃

}T

=

=

{
∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
f(t, x̃(t))−

{
∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
g(t)ϕ(x̃(t))λ̃(t).
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Откуда, приведя подобные члены и учитывая (2.9), получим

λ̃(t) =

[
−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

+

{
∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
Φ

]−1

×

×
[{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
f(t, x̃(t)) +

{
∂L(t, x̃(t), u(t))

∂x̃

}T
]
.

(3.4)

Очевидно, что выражение
{
∂2K(x̃(t))/∂x̃2

}
Φ− {∂f(t, x̃(t))/∂x̃}T должно

быть положительно определeнным. Это условие, как будет показано в разде-
ле 4, можно обеспечить выбором соответствующих элементов функции тер-
минального штрафа функционала (2.2). Таким образом, матрица[{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
Φ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1

положительно определенная, что будет учитываться при анализе устойчиво-
сти системы с синтезированным управлением.
Псевдооптимальное управление вида (2.8) будет определяться следующим

выражением

ũ(t) = −ϕ(x̃(t))
[{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
Φ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1

×

×
[{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
f(t, x̃(t)) +

{
∂L(t, x̃(t), u(t))

∂x̃

}T
]
.

(3.5)

Для установления требований равномерной асимптотической устойчивости,
которым должна отвечать система (3.1) с управлением (3.5), введем функцию
Ляпунова

VL(t) = x̃T(t)x̃(t).(3.6)

Полная производная функции Ляпунова (3.6) имеет вид

d

dt
VL(t) = fT(t, x̃(t))x̃(t)−λ̃T(t)ΦTx̃(t)+ x̃T(t)f(t, x̃(t))− x̃T(t)Φλ̃(t)� 0,(3.7)

где λ̃(t) определяется уравнением (3.4). Таким образом, система (3.1) равно-
мерно асимптотически устойчива, если выполняется условие

fT(t, x̃(t))x̃(t) + x̃T(t)f(t, x̃(t)) � λ̃T(t)ΦTx̃(t) + x̃T(t)Φλ̃(t).(3.8)

Можно заметить, что выполнение условия (3.8) зависит от матрицы Φ, огра-
ничивающей возможности управления.
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Обобщая полученный выше результат, формулируем теорему 1.

Те ор ем а 1. Псевдооптимальное решение задачи управления нелиней-
ным динамическим объектом (2.1) с функционалом (2.2) существует, если
и только если{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
Φ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

> 0, ∀(t, x̃) ∈ [t0, tf ]× Ωx.(3.9)

В этом случае траектория x̃0(t) системы (2.1), исходящая из x̃(t0) = x(t0)
и соответствующая псевдооптимальному управлению ũ0(t), является ре-
шением уравнения

d

dt
x̃(t) = f(t, x̃(t))−g(t)ϕ(x̃(t))

[{
∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
Φ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1

×

×
[{

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
f(t, x̃(t)) +

{
∂L(t, x̃(t), u(t))

∂x̃

}T
]
.

(3.10)

Выполнение условия (3.9) с учетом наложенных на параметры управляюще-
го воздействия ограничений (2.9) позволяет определить область начальных
условий системы (3.10), при которых псевдооптимальное управление (3.5)
обеспечит нелинейной системе равномерную асимптотическую устойчи-
вость: {

∂2K(x̃(t))

∂x̃2

}
t=t0

Φ−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

t=t0

	 0.(3.11)

4. Задача с квадратичным функционалом качества

Задача управления динамическими системами по квадратичному крите-
рию является классической задачей современной теории управления. Для ли-
нейных систем эта задача полностью решена, и ее решение полно и подробно
описано во многих книгах (см. например [1–3])). Для нелинейных систем одно
из первых ее рассмотрений приведено в книге [4]. Здесь описана схема после-
довательных приближений, которая в некоторых случаях дает оптимальное
управление в виде закона с обратной связью. Особенностью метода является
то, что оператор системы меняется от итерации к итерации. Это затрудня-
ет аналитическое исследование задачи и чрезвычайно усложняет вычисли-
тельную процедуру. Поэтому данный метод не нашел широкого применения.
В [6–8] были рассмотрены различные аспекты задачи (от построения опти-
мального управления до доказательства существования ее решения). В [17]
описана модифицированная схема последовательных приближений для зада-
чи оптимального управления нелинейной системой по квадратичному функ-
ционалу качества. Данная схема дает решение задачи во многих важных слу-
чаях. Вместе с тем вопрос о сходимости метода на произвольном конечном го-
ризонте пока остается открытым и является темой дальнейших исследований.
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В данной статье рассматривается задача управления объектом вида (2.1)

d

dt
x(t) = f(t, x(t)) + g(t)u(t), x(t0) = xs,

f, g : T ×Ωx → R
n, (t, x) → f(t, x), g(t),

(4.1)

с функционалом

J(x(·), u(·)) = 1

2
xT(tf )Fx(tf ) +

1

2

tf∫
t0

{
xT(t)CTQCx(t) + uT(t)Ru(t)

}
dt.(4.2)

Матрицы F,Q,R положительно определенные.
Задача управления заключается в построении оптимальной стратегии, т.е.

в нахождении допустимого управляемого процесса ξ0 = (x0(t), u0(t), t0, tf ),
минимизирующего функционал вида (4.2) на объекте (4.1), где цель управ-
ления задана в виде S ∈ R

n × [t0, tf ].
Предположим, что существует оптимальное управление, удовлетворяющее

необходимым условиям (2.6) или (2.7), которое запишем в виде

u(t) = −ϕ(x(t))λ(t),(4.3)

где матричная функция ϕ(x(t)) ∈ R
r×n, с учетом (2.10), такая, что

g(t)R−1gT(t) = g(t)ϕ(x(t)) � Φ ∈ R
n×n.(4.4)

Здесь Φ – параметрически заданная матрица, позлементно определяющая
множество возможных значений параметров матрицы ϕ(x(t)) при известной
матрице g(t), что означает, что ограничения, накладываемые на управление
u(t)⊂ U , конкретизируются в виде условия (4.4).

Предп о л ожени е 3. Назначением матриц штрафа F,Q,R функциона-
ла качества (4.2) можно при определении оптимального управления обеспе-
чить выполнение условия (4.4).

Двухточечная краевая задача в данной подзадаче с учетом (4.4) имеет вид

d

dt
x(t) = f(t, x(t))− Φλ(t), x(t0) = x0,(4.5)

d

dt
λ(t) = −

{
∂f(t, x(t))

∂x̃

}T

λ(t)− CTQCx(t), λ(tf ) = Fx(tf ).(4.6)

Таким образом, успешное решение задачи синтеза оптимального управления
в виде u(t) = −ϕ(x(t))λ(t) зависит от возможности успешного решения двух-
точечной краевой задачи (4.5), (4.6).
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При выполнении сделанного выше предположения 2 в рассматриваемой
задаче с квадратичным функционалом качества функции λ̃(t) и x̃(t) связа-
ны линейно соотношением λ̃(t) = Fx̃(t). Таким образом, полные производные
основного и вспомогательного уравнений имеют вид

d

dt
λ̃(t) = F

d

dt
x̃(t), t ∈ [t0, tf ].(4.7)

Подставляя dx̃(t)/dt и dλ̃(t)/dt, определенные в (4.6), будем иметь

−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

λ̃(t) + FΦλ̃(t) = Ff(t, x̃(t)) + CTQCx̃(t).

Откуда, приведя подобные члены, получим

λ̃(t) =

[
FΦ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1 [

Ff(t, x̃(t)) + CTQCx̃(t)
]
.(4.8)

Здесь принимаем, что

FΦ−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

> 0, ∀(t, x̃) ∈ [t0, tf ]× Ωx.(4.9)

Как можно заметить, выполнение условия (4.9) при заданных ограничени-
ях (4.4) зависит от назначения матрицы F в функционале (4.2).
Управление (4.5) с учетом (4.8) принимает вид

ũ(t) = −ϕ(x(t))
[
FΦ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1 [

Ff(t, x̃(t)) + CTQCx̃(t)
]
.(4.10)

Запишем исходную систему (4.1) с управлением (4.10) (учитывая (4.3)
и (4.4)):

d

dt
x̃(t) = f(t, x̃(t))−Φ

[
FΦ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1[

Ff(t, x̃(t))+CTQCx̃(t)
]
,

x̃(t0) = x0.

(4.11)

Для проверки устойчивости системы (4.11) предварительно введем некоторые
обозначения: пусть

S(x̃(t)) =

[
FΦ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1

> 0.(4.12)

Перепишем (4.11) с учетом сделанного обозначения:

d

dt
x̃(t) = [I − ΦS(x̃(t))F ]f(t, x̃(t))− ΦS(x̃(t))CTQCx̃(t), x̃(t0) = x0.(4.13)
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Введем функцию Ляпунова [22] в виде

VLx̃(t) = x̃T(t)x̃(t).(4.14)

Полная производная функции Ляпунова определяется выражением

d

dt
VLx̃(t) = fT(t, x̃(t))[I − ΦS(x̃(t))F ]Tx̃(t)−

− CTQCx̃(t)ST(x̃(t))ΦTx̃(t) + x̃T(t)[I − ΦS(x̃(t))F ]f(t, x̃(t))−
− x̃T(t)ΦS(x̃(t))CTQCx̃(t) � 0.

(4.15)

Назначая соответствующим образом матрицы Q и F в функционале (4.2)
можно обеспечить выполнение неравенства (4.15), при котором система ди-
намическая (4.11) обладает свойством равномерной асимптотической устой-
чивости.
Обобщая полученный выше результат, формулируем теорему 2.

Те ор ем а 2. Псевдооптимальное решение задачи управления нелиней-
ным динамическим объектом (4.1) с функционалом (4.2) существует, если
и только если

FΦ−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T

> 0, ∀(t, x̃) ∈ [t0, tf ]×Ωx.(4.16)

В этом случае траектория x̃0(t) системы (4.1), исходящая из x̃(t0) = x(t0)
и соответствующая псевдооптимальному управлению ũ0(t), является ре-
шением уравнения

d

dt
x̃(t) = f(t, x̃(t))−

− Φ

[
FΦ−

{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
]−1 [

Ff(t, x̃(t)) + CTQCx̃(t)
]
.

(4.17)

Выполнение условия (4.9) позволяет определить область начальных условий
системы (4.11), при которых псевдооптимальное управление (4.10) обеспе-
чит нелинейной системе равномерную асимптотическую устойчивость:{

FΦ−
{
∂f(t, x̃(t))

∂x̃

}T
}
t=t0

	 0.(4.18)

Результат, представленный выше, распространим на некоторый класс нели-
нейных систем, представленных с применением метода SDC-параметризации
(State Dependent Coefficient, [23, 24]). Для этого сделаем ряд предположений.
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Предп о л ожени е 4. Вектор-функция f = f(t, x̃(t)) – непрерывная
дифференцируемая по x ∈ Ωx, т.е. f(·) ∈ C1(Ωx).

Предп о л ожени е 5. Без потери общности положим, что условие x̃ =
= 0⊂ Ωx есть точка равновесия системы так, что f(t, 0) = 0.

Предп о л ожени е 6. Положим [23], что

|f(t, x̃(t))|
|x̃| → 0 при |x| → 0.(4.19)

Учитывая предположения, сделанные относительно свойства f(t, x̃(t)), пе-
рейдем от описания исходной системы (4.1) к ее SDC-представлению [23].
Записав f(t, x̃(t)) в виде

f(t, x̃(t)) = [A(t) +A(x̃(t))]x(t) = A(t, x̃)x̃(t),(4.20)

будем иметь

d

dt
x̃(t) = A(t, x̃)x̃(t) + g(t)u(t), x̃(t0) = x0,

y(t) = Cx̃(t),

A(t, x̃)x̃(t), g(t) : T × Ωx → R
n, (t, x) → f(t, x), g(t).

(4.21)

Предп о л ожени е 7. Положим, что пара {A(t, x̃), g(t)} является управ-
ляемой, пара {A(t, x̃), C} – наблюдаемой.
Управляемый объект (4.17) с учетом (4.11) принимает вид

d

dt
x(t) = A(t, x̃)x(t)−

− Φ

[
FΦ−

{
∂A(t, x̃)x̃(t)

∂x̃

}T
]−1 [

FA(t, x̃) + CTQC
]
x̃(t),

y(t) = Cx̃(t), x(t0) = x0.

(4.22)

Очевидно, что решение этого уравнения существует, если и только если вы-
полняется условие, аналогичное условию (4.9),

FΦ−
{
∂A(t, x̃)x̃(t)

∂x̃

}T

> 0, ∀(t, x̃) ∈ [t0, tf ]× Ωx.(4.23)

Для проверки устойчивости системы (4.22) предварительно введем некоторые
обозначения: пусть

S(x̃(t)) =

[
FΦ−

{
∂A(t, x̃)x̃(t)

∂x̃

}T
]−1

> 0,(4.24)
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т.е. управляемая система (4.22) с учетом сделанных обозначений принимает
вид (4.13).
С учетом (4.23) и принимая во внимание (4.15), запишем полную произ-

водную функции Ляпунова

d

dt
VL(t, x̃) = x̃T(t)AT(t, x̃) [I − ΦS(x̃(t))F ]T x̃(t)−

− x̃T(t)CTQCx̃(t)ST(x̃(t))ΦTx̃(t) +

+ x̃T(t) [I −ΦS(x̃(t))F ]A(t, x̃)x̃(t)− x̃T(t)ΦS(x̃(t))CTQCx̃(t) � 0.

(4.25)

Таким образом, асимптотическая устойчивость управляемой системы (4.22)
должна обеспечиваться выполнением условия

AT(t, x̃) [I − ΦS(x̃(t))F ]T + [I − ΦS(x̃(t))F ]A(t, x̃) �

� CTQCST(x̃(t))ΦT +ΦS(x̃(t))CTQC.
(4.26)

Выполнение условий (4.4) и (4.26) при заданной матрице Φ можно обеспе-
чить соответствующим назначением матриц штрафов F,Q,R функционала
качества (4.2).

5. Пример

Для иллюстрации полученных теоретических результатов рассмотрим
пример [25] синтеза псевдооптимального управления для системы вида (4.1)

d

dt
x1(t) = x2(t)+

[
x51(t)−x31(t)−x1(t)+x1(t)x42(t)

]
+x1(t)u1(t),

d

dt
x2(t) =−x1(t)−x2(t)+

[
x52(t)−x32(t)−x2(t)+x2(t)x41(t)

]
+x2(t)u2(t).

(5.1)

Здесь в соответствии с разделом 4 статьи

A =

(
0 1
−1 −1

)
,

(
f1(x(t))

f2(x(t))

)
=

(
x51(t)− x31(t)− x1(t) + x1(t)x

4
2(t)

x52(t)− x32(t)− x2(t) + x2(t)x
4
1(t)

)
,

g(x(t))u(t) =

(
g1(x(t))u1(t)

g2(x(t))u2(t)

)
=

(
x1(t)u1(t)

x2(t)u2(t)

)
=

(
x1(t) 0

0 x2(t)

)(
u1(t)

u2(t)

)
.

Задан квадратичный функционал качества вида (4.2) с параметрами

F =

(
1 0
0 1

)
, Q =

(
10 0
0 10

)
, R =

(
1 0
0 1

)
.

Интервал управления [t0, tf ] = [0, 2].
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Значения ,x x1 2

x
x

1
2

,

0,5

0,0

–0,5

–1,0

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Время [с]

x x1 2, (0) = 0,7
, (0) = –0,7x x1 2

, (0) ≈ 0,73x x1 2

, (0) ≈ –0,73x x1 2

Результаты моделирования.

Ограничения, накладываемые на управления при заданной матрице F и

Φ =

(
0,5 0
0 0,5

)
,(5.2)

определяются следующим образом:

g(x(t))R−1gT(x(t)) =

(
x21(t) 0

0 x22(t)

)
� Φ.(5.3)

Синтезированное псевдооптимальное управление, согласно (4.10), имеет вид

ũ(t) = −ϕ(x(t))
[
FΦ−

{
∂f(t, x(t))

∂x

}T
]−1 [

Ff(t, x(t)) + CTQCx(t)
]
,(5.4)

где матрица ϕ(x(t)) удовлетворяет условию (5.2), а C =

(
1 0
0 1

)
.

Для проверки устойчивости системы с синтезированным управлением (5.4)
запишем систему (5.1) с учетом (5.4):

d

dt
x(t) = [Ax(t) + f(t, x(t))]−

− Φ

[
FΦ−

{
∂f(t, x(t))

∂x

}T
]−1

[F (Ax(t) + f(t, x(t))) +Qx(t)] ,

x(0) =

(
0,5
0,5

)
.

(5.5)

Численное моделирование системы (5.5) с начальными условиями x1(0) = 0,5,
x2(0) = 0,5, представленное на рисунке, показывает, что траектории x1(t) и
x2(t) стремятся к нулю при t → tf , что подтверждает равномерную асимпто-
тическую устойчивость системы при заданных параметрах. Это согласуется
с выводами теоремы 2 ((4.16)) и условием (4.18).
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6. Заключение

Каноническая система Эйлера–Лагранжа с заданием соответствующих
краевых условий является основой необходимых условий оптимальности в за-
даче синтеза оптимальных управлений динамическим объектом, сам же син-
тез этих управлений проводится на основе анализа поведения гамильтониана
на оптимальной траектории. Однако гамильтониан не содержит какой-либо
информации о соотношении процессов, входящих в каноническую систему.
Успех синтеза оптимального управления в целом зависит от возможности
решения канонической системы с заданными краевыми условиями. Следу-
ет отметить, что функциональная связь между процессами двухточечной
краевой задачи имеется только в частной производной по x первого сла-
гаемого функционала качества Больца. В настоящей работе предложен аль-
тернативный численным методам путь решения двухточечных краевых за-
дач, основанный на предположении справедливости обратного принципа оп-
тимальности Р. Беллмана, заключающийся в сохранении функциональной
связи между компонентами двухточечной краевой задачи во всем интервале
управления.
В результате исследований задачи синтеза управления для нелинейной ди-

намической системы, описываемой обыкновенным дифференциальным урав-
нением и функционалом Больца, получено аналитическое выражение для
псевдооптимального управления, сформулирована теорема о необходимых
условиях оптимальности этого управления. Для задачи с квадратичным
функционалом качества, SDC-представлением нелинейного динамического
объекта и соответствующим псевдооптимальным управлением доказана тео-
рема об асимптотической устойчивости системы управления. Получены усло-
вия, которым должны отвечать матрицы штрафов функционала качества,
при которых обеспечивается требуемое качество переходных процессов управ-
ляемой нелинейной системы при выполнении установленных ограничений на
управление.
Полученные теоретические результаты подтверждены моделированием си-

стемы управления с синтезированным управлением.
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СИНТЕЗ ГИБРИДНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ
НА ОСНОВЕ КВАЗИЛИНЕЙНОГО ПОДХОДА1

Разработан метод синтеза гибридных нелинейных систем управления
объектами с дифференцируемыми нелинейностями и измеряемым векто-
ром состояния на основе непрерывных квазилинейных моделей, с при-
менением квазилинейной дискретизации. Гибридная система синтезиру-
ется с повышенным периодом дискретизации управления и нулевой ста-
тической ошибкой по задающему воздействию. Решение задачи синтеза
существует, если нелинейный объект удовлетворяет условиям критериев
управляемости по состоянию, критерия управляемости выхода и некото-
рым другим условиям. Устойчивость гибридной системы доказывается с
применением «технического» подхода, предложенного М.А. Айзерманом
и Е.С. Пятницким, а также метода функций Ляпунова. Эффективность
предложенного метода синтеза гибридных систем управления иллюстри-
руется численным примером. Предложенный метод может применяться
для создания гибридных систем управления нелинейными объектами раз-
личного назначения.

Ключевые слова: дифференцируемая нелинейность, квазилинейная мо-
дель, критерий управляемости по состоянию, критерий управляемости
выхода, квазилинейная дискретизация, гибридная система, устойчивость,
статическая ошибка.

DOI: 10.31857/S0005231025100027

1. Введение

В последнее время значительное внимание уделяется разработке мето-
дов синтеза гибридных нелинейных систем управления, которые характе-
ризуются наличием непрерывной и дискретной нелинейной динамики, что
обуславливает необходимость применения дифференциальных и разностных
уравнений [1–3]. В действительности такие системы представляют совокуп-
ность непрерывных (аппаратных) и цифровых (программируемых) элемен-
тов [4]. В известных публикациях к гибридным относят весьма разнообразные
системы.

1 Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда, (грант № 24-
19-00063), «Теоретические основы и методы группового управления безэкипажными под-
водными аппаратами», https://rscf.ru/project/24-19-00063/, выполняемый в Южном феде-
ральном университете.
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Гибридные системы первого класса включают либо один нелинейный объ-
ект, работающий в переключаемых режимах, либо несколько объектов, кото-
рые должны включаться в той или иной последовательности. В этом случае
разностные уравнения описывают цифровую часть, которая обеспечивает пе-
реключение элементов непрерывной части [1, 5–8]. Для создания гибридных
нелинейных систем оптимального управления, в [1] используется необходи-
мый принцип гибридности (Hybrid Necessary Principle), который позволя-
ет учесть ограничения, обусловленные стратегией переключения. В [5] эта
же цель достигается применением уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана
и спектрального метода Галеркина.
Гибридность системы управления, рассматриваемой в [6], обусловлена пе-

реключениями нескольких непрерывных подсистем, а создаваемой в [7] си-
стемы – переключениями режимов ее работы. В [8] рассматривается квад-
рокоптер с переключаемой в полете морфологией. Его гибридная система
управления включает нелинейный ПИД-регулятор и дискретный регулятор,
которые обеспечивают устойчивость системы управления при всех возмож-
ных конфигурациях квадрокоптера.
Второй класс гибридных систем, представляется более определенным

[2, 3]. Здесь непрерывный объект управления снабжается дискретным (циф-
ровым) регулятором. Основная проблема – обеспечение стабильного функ-
ционирования гибридной системы при относительно большом периоде работы
цифрового контроллера. Эта необходимость возникает при создании систем
управления инерционными объектами, такими как хлебопекарные печи, ин-
кубаторы, теплицы и т.п., а также объектами, функционирующими в жестких
температурных условиях, когда затруднено охлаждение контроллера. Из-за
большого периода оказываются невыполненными условия теоремы Котельни-
кова, что исключает возможность сохранения устойчивости системы, которая
имеет место в классических случаях при достаточно малом периоде дискрети-
зации. Поэтому для создания гибридных систем управления данного класса
привлекаются различные методы [2, 3, 9–12]. В [2] для этой цели применяется
прогнозирующее управление на основе квадратичного и целочисленного про-
граммирования. Эффективность подхода иллюстрируется примером синтеза
гибридной системы управления объектом, включающим три сферических ре-
зервуара.
Метод гибридного терминального управления с использованием иденти-

фицированной модели объекта управления разработан в [3]. Здесь для иден-
тификации нелинейных объектов предложено использовать искусственную
двухслойную нейронную сеть. Для синтеза гибридных систем управления
нелинейными объектами с запаздыванием и параметрической неопределен-
ностью в [9–11] применяются критерий гиперустойчивости, условие L-дисси-
пативности и фильтр-корректор. Дискретное управление здесь является ре-
зультатом дискретизации непрерывного. В [12] рассматривается задача от-
слеживания заданной траектории квадрокоптером в условиях неопределен-
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ности. В системе слежения применяется гибридный автопилот, реализующий
прогнозирующее и нечеткое управление.
В данной работе разработан новый метод синтеза гибридных нелинейных

систем управления односвязными объектами c дифференцируемыми нели-
нейностями и измеряемым вектором состояния. При этом используются ква-
зилинейные модели нелинейных объектов, а также метод квазилинейной дис-
кретизации [13–17]. Предполагается, что объект удовлетворяет критериям
управляемости по состоянию, управляемости выхода и некоторым допол-
нительным условиям. Синтезируются гибридные системы второго класса с
увеличенным периодом дискретизации, что позволяет существенно снизить
требования к быстродействию вычислительных средств. Основным ограни-
чением разработанного метода является дифференцируемость нелинейностей
объекта управления. Если вектор состояния не измеряется, то может исполь-
зоваться наблюдатель состояния.

2. Постановка задачи

Рассматриваются односвязные аффинные по управлению нелинейные объ-
екты, уравнения которых в отклонениях имеют вид

ẋ = ϕ(x, u, f), y = ξ(x, u),(1)

где x = [∼x1, . . . , ∼xn]
T ∈ Rn – вектор переменных состояния; u, f, y ∈ R –

скалярные управление, возмущение и выходная управляемая переменная;
ϕ(x, u, f) – нелинейная n-вектор-функция, ξ(x, u) – скалярная нелинейная
функция. Эти функции являются ограниченными, дифференцируемыми по
всем аргументам; причем ϕ(0, 0, 0) = 0, ξ(0, 0) = 0. Вектор состояния x и вы-
ходная величина у или отклонение ε = g − y измеряются. Здесь 0 ∈ Rn – нуле-
вой вектор, g = g(t) ∈ R и f = f(t) ∈ R – ограниченные по модулю задающее
воздействие и возмущение, являющиеся произвольными функциями времени,
причем f(t) не измеряется.
Так как нелинейности ϕ(x, u, f) и ξ(x, u) в (1) являются дифференцируе-

мыми, то методом, представленным в [15, 16], можно получить квазилиней-
ную модель (КЛМ) вида

ẋ = A(x)x+ b(x)u+ h(x)f, y = cT(x)x+ d(x)u,(2)

где A(x) ∈ Rn×n и b(x), h(x), c(x) ∈ Rn – функциональные матрица и векторы,
все элементы которых, а также d(x) ∈ R – известные ограниченные диффе-
ренцируемые нелинейные функции или числа. Подчеркнем, что КЛМ опи-
сывают соответствующие объекты с дифференцируемыми нелинейностями с
той же точностью, что и уравнения (1), т.е. свойства уравнений (2) полностью
соответствуют свойствам уравнений (1). Различные методы построения КЛМ
известны достаточно давно. Например, уравнение ẋ = D(x)x использовалось
Н.Н. Красовским и др. для построения функций Ляпунова нелинейных си-
стем еще в середине прошлого века, см. [18].
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Предполагается, что КЛМ (2) удовлетворяет критерию управляемости по
состоянию:

detUs(x) = det[b(x) A(x)b(x) . . . An−1(x)b(x)] �= 0, ∀x ∈ ΩUs,(3)

а также критерию управляемости выхода:

γоб(x) �= 0, ∀x ∈ ΩUo,(4)

где γоб(x) – показатель управляемости выхода объекта (1), определяемый
выражением

γоб(x) = d(x) detA(x)− cT(x)adjA(x) b(x).(5)

В (3)–(5) ΩUs = {x ∈ Rn : detUs(x) �= 0}; ΩUo = {x ∈ Rn : γоб(x) �= 0};
adjA(x) – присоединенная к A(x) матрица [19]; ΩUu = ΩUo ∩ ΩUs – множе-
ство векторов x ∈ Rn, при которых выполняются условия (3), (4); кроме
этого, и ΩUs, и ΩUo включают вектор x = 0.
Целью данной работы является разработка метода синтеза гибридных си-

стем второго класса для управления нелинейными объектами типа (1). Пе-
риоды дискретизации этих систем должны быть существенно большими тех
периодов, которые имеют дискретные системы управления, созданные с при-
менением традиционных методов. Для решения этой задачи используется
кусочно-постоянное управление, получаемое методом квазилинейной дискре-
тизации нелинейных объектов [17].

3. Метод квазилинейной дискретизации

В этом методе подвергаются дискретизации не уравнения нелинейных объ-
ектов, а их квазилинейные модели, с применением метода трапеций. Возмож-
ность этого обусловлена ограниченностью правых частей уравнений КЛМ (2)
при ограниченных x, u, g и f .
Пусть T – некоторый период дискретизации решений x = x(t) ∈ ΩUu

дифференциального уравнения (2). Каждому моменту времени t = kT ,
k = 0, 1, 2, . . . соответствует дискретное значение xk = x(kT ) этого решения.
Точное значение xk+1 = x(kT + T ) можно определить выражением

xk+1 = xk +

kT+T∫
kT

F (t)dt,(6)

где F (t) = A(x)x+ b(x)u+ h(x)f(t )|x=x(t) – правая часть первого уравнения
(2). Примем, что управление u = uk является ограниченным и кусочно-по-
стоянным. В настоящее время точные методы вычисления интегралов (6)
неизвестны, поэтому на основе модифицированного метода трапеций подын-
тегральное выражение в (6) заменяется следующим:

F̄ = 0,5[Akxk +Akxk+1 + 2bkuk + 2hkfk] + Δk,
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где Δk =0,5[(Ak+1−Ak)xk+1+ bk+1uk+1− bkuk+hk+1fk+1−hkfk]. Здесь для
краткости записи введены обозначения: Ak = A(xk), bk = b(xk), hk = h(xk).
Заменяя в (6) F (t) на F̄ при Δk = 0 и интегрируя, получим разностное урав-
нение

[E − 0,5TA(xk)]xk+1 = [E + 0,5TA(xk)]xk +

+ Tb(xk)uk + Th(xk)fk, xk ∈ ΩUu.
(7)

Отметим, что модификация метода трапеций состоит в добавлении и вычи-
тании суммы Akxk+1 + bkuk + hkfk при выводе выражения F̄ (kT ) из F (t).
Уравнение (7) может быть разрешено относительно xk+1, если матрица

[E − 0,5TA(xk)] имеет обратную, т.е. если выполняется следующее условие
на выбор периода T :

det[E − 0,5TA(x)] �= 0, x ∈ ΩUu.(8)

Чтобы найти T , ищутся корни ηi вспомогательного уравнения
det[E − 0,5ηA(x)] = 0. Пусть это уравнение при x ∈ ΩUu имеет 0 < m(x) ≤ n
[20, с. 37] вещественных, положительных корней, причем из них m1(x) не
зависят от x, а m2(x) = m(x)−m1(x) зависят от x. Тогда

0 < T < min{ηmin,1, ηmin,2},(9)

где ηmin,1 = min{ηi, i = 1, m1(x), x ∈ ΩUu}; ηmin,2 = inf{η > 0 : ηi = ηi(x),

i = 1, m2(x), x ∈ ΩUu}.
Если жеm(x)≡ 0, т.е. уравнение det[E − 0,5ηA(x)] = 0 не имеет веществен-

ных, положительных корней ηi, то из условия на матрицу [E − 0,5TA(xk)]
ограничений на T не следует.
В этом случае значение T в (8) принимается произвольным, исходя из

конструктивных ограничений, причем в дальнейшем значение T может быть
уточнено.
Если период T выбран согласно (8), то из (7) и второго уравнения (2)

следуют выражения:

xk+1 = Ad(xk)xk + bd(xk)uk + hd(xk)fk,

yk = cT(xk)xk + d(xk)uk, xk ∈ ΩUu,
(10)

где

Ad(xk) = [E − 0,5TA(xk)]
−1[E + 0,5TA(xk)],(11)

bd(xk) = [E − 0,5TA(xk)]
−1Tb(xk),

hd(xk) = [E − 0,5TA(xk)]
−1Th(xk).

(12)

Соотношения (6)–(12) представляют метод квазилинейной дискретиза-
ции, а выражения (10)–(12) являются дискретной квазилинейной моделью
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(ДКЛМ) объекта (1) [17]. В отличие от точной КЛМ (2) эта модель является
приближенной. Однако, как будет показано ниже, если некоторое управле-
ние uk обеспечивает устойчивость положения равновесия ДКЛМ (10), то это
же управление, при некоторых условиях, обеспечивает устойчивость и по-
ложения равновесия системы управления объектом (1). В этом смысле ква-
зилинейная дискретизация аналогична классической линеаризации в непре-
рывном случае, при которой управление, построенное по уравнениям первого
приближения, стабилизирует в малом положение равновесия нелинейной си-
стемы.
Применение ДКЛМ (10)–(12) позволяет придать гибридным системам зна-

чительно бóльший период дискретизации по сравнению с традиционными
подходами, тем самым существенно снижая требования по быстродействию
к контроллерам систем управления.

4. Стабилизирующее управление

Построение этого управления осуществляется алгебраическим полиноми-
ально-матричным (АПМ) методом [21, 22]. Будем считать, что период T
выбран таким, что выполнено условие (8) и получена ДКЛМ (10)–(12), кото-
рая удовлетворяет критерию управляемости по состоянию2 нелинейных дис-
кретных объектов:

detUd(xk) = det[bd(xk) Ad(xk)bd(xk) . . . A
n−1
d (xk)b(xk)] �=0, xk ∈ΩUd,(13)

где ΩUd = {xk ∈ ΩUu : detUd(xk) �= 0}, т.е. ΩUd ⊂ ΩUu – область, в которой
выполнены условия (3), (4), (8), (13) и содержится точка x = 0.
При этом дискретное управление, стабилизирующее систему (10)–(12),

имеет вид

uk(xk) = −lT(xk)xk = −[l1(xk) l2(xk) . . . ln(xk)]xk.(14)

Коэффициенты li(xk) определяются по следующему алгоритму [21]:
1) по (11), (12) находятся функциональные полиномы:

Ad(z, xk) = det[zE −Ad(xk)] =

= zn + αn−1(xk)z
n−1 + . . . + α1(xk)z + α0(xk),

(15)

Vd,i(z, xk) = eTi adj [zE −Ad(xk)]bd(xk) =

= vi,n−1(xk)z
n−1 + vi,n−2(xk)z

n−2 + . . .+ vi,0(xk),
(16)

где ei – i-й столбец единичной n× n-матрицы E; αj(xk), vi,j(xk) – функцио-
нальные или числовые коэффициенты, i = 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , n− 1.

2 Вопрос о том, выполняется ли условие (13), если выполнены условия (3) и (8), является
открытым.
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2) формируется полином

D∗(z) =
n∏
i=1

(z − σ∗i ) = zn + δ∗n−1z
n−1 + . . .+ δ∗1z + δ∗0 ,(17)

где σ∗i – вещественные числа, для которых найдутся не зависящие от i и κ
величины 0 < ς1 < 1 и 0 < ς2, удовлетворяющие условиям:

|σ∗i | ≤ 1− ς1, ς2 < |σ∗i − σ∗κ| , i �= κ, i, κ = 1, . . . , n.(18)

3) определяются коэффициенты разности

D∗(z)−Ad(z, xk) = ρn−1(xk)z
n−1 + . . .+ ρ1(xk)z + ρ0(xk),(19)

где ρj(xk) = δ∗j − αj(xk), j = 0, 1, . . . , n− 1. Далее, коэффициенты суммы
произведений полиномов Vd,i(z, xk) (16) на коэффициенты li(xk) из (14),
i = 1, . . . , n, приравниваются коэффициентам полинома (19) при одинаковых
степенях z. Полученные уравнения, записанные в векторно-матричной фор-
ме, образуют систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)⎡⎢⎢⎢⎣

v10(xk) v20(xk) · · · vn0(xk)

v11(xk) v21(xk) · · · vn1(xk)
...

...
. . .

...
v1,n−1(xk) v2,n−1(xk) · · · vn,n−1(xk)

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
l1(xk)

l2(xk)
...

ln(xk)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
ρ0(xk)

ρ1(xk)
...

ρn−1(xk)

⎤⎥⎥⎥⎦ .(20)

СЛАУ (20) имеет единственное решение в силу условия (13). Вектор l(xk) –
решение этой системы подставляется в управление (14), а полученное управ-
ление uk – в уравнение ДКЛМ (10), что приводит к следующему уравнению
виртуальной дискретной системы:

xk+1 = Dd(xk)xk + hd(xk)fk, xk ∈ ΩUd, = 0, 1, 2, . . . ,(21)

где

Dd(xk) = Ad(xk)− bd(xk)l
T(xk).(22)

Следующая лемма устанавливает эффективность АПМ метода.

Лемма 1. Если выполнено условие (13), то СЛАУ (20) имеет един-
ственное решение l(xk). При этом для любого xk ∈ ΩUd собственные значе-
ния матрицы Dd(xk) (22) совпадают с корнями полинома D∗(z) (17), т.е. не
зависят от xk, являются вещественными, различными и по модулю мень-
шими единицы.

Доказательство леммы 1 приведено в Приложении. Подчеркнем, что соот-
ношения (8)–(22) могут использоваться для синтеза дискретных нелинейных
систем управления [17, 22].
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5. Синтез гибридной системы

Переходя к решению этой задачи, введем матрицу

D̃(x) = [E − 0,5Tb(x)lT(x)]Hg(x),(23)

где Hg(x) = [Dd(x)− E][Dd(x) + E]−1; Dd(x) – матрица (22), а вектор l(x) =
= l(xk) при xk = x.

Пусть λD̃(x)
i – собственные значения матрицы D̃(x) ∈ Rn×n. Предположим,

в (10)–(20) и (23) период T такой, что выполнены условия (8), (13) и нера-
венства

Reλ
D̃(x)
i < 0, i = 1, . . . , n, x ∈ Ωsys,(24)

где Ωsys = {x ∈ ΩUd : Reλ
D̃(x)
i < 0, i = 1, . . . , n}, т.е. предполагается, что соб-

ственные значения матрицы D̃(x) могут быть как действительными, так и
комплексно-сопряженными, но с отрицательными вещественными частями,
т.е. матрица D̃(x) является гурвицевой в области Ωsys. Отметим, что выбор
значения T может быть итерационным: если при выбранном периоде T усло-
вие (24) не выполняется, то в (8)–(20) и (23) период T уменьшается.
Если условия (3), (4), (8), (13) и (24) выполнены, то в качестве управления

гибридной системы принимается дискретная, кусочно-постоянная функция
следующего вида:

u = uг(xk, gk) = lg(xk)gk − lT(xk)xk, k = 0, 1, 2, . . . ,(25)

где xk ∈ Ωsys, gk = g(t )|t=kT – значения задающего воздействия g(t); коэф-
фициент

lg(x) = detDг(x)/γоб(x),(26)

а матрица Dг(x) ∈ Rn×n определяется выражением

Dг(x) = A(x)− b(x)lT(x).(27)

Здесь и ниже вектор x = x(t) ∈ Rn – решение системы (1), (25) или (2), (25).
Из выражений (2) и (25) вытекают следующие уравнения КЛМ гибридной

системы:

ẋ = A(x)x− b(x)lT(xk)xk + b(x)lg(xk)gk + h(x)f, kT ≤ t < (k + 1)T,(28)

y = cT(x)x− d(x)lT(xk)xk + d(x)lg(xk)gk,

kT ≤ t < (k + 1)T, k = 0, 1, 2, . . . .
(29)

В соответствии с определением (25) на поверхностях ϕ(t, x) = t− kT = 0,
k = 1, 2, 3, . . . управление u = u(t) претерпевает разрывы первого рода, т.е.
мгновенно изменяет свое значение [23]. Такие мгновенно изменяющие свои
значения управления используются как допустимые в [24–26]. В данном слу-

28



чае указанные поверхности разрыва при каждом k ≥ 1 образуют по два
сектора непрерывности как управления u (25), так и правой части уравне-
ния (28) [23]. По формуле (25) в левых секторах непрерывности kT − T <
< t < kT управление определяется выражением u−(t) = lg(xk−1)gk−1−
− lT (xk−1)xk−1, а в правых секторах kT < t < kT + T – выражением u+(t) =
= lg(xk)gk − lT (xk)xk. Здесь xk – значения решения дифференциальной систе-
мы (28) на поверхностях разрыва, т.е. при t = kT , k = 1, 2, 3, . . . . При этом,
как и в [24, с. 15] или в [25, с. 22], предполагается существование правого и
левого конечных пределов в каждом секторе непрерывности.
Однако в классическом смысле значения xk дифференциальной систе-

мой (28) не определяются из-за разрывов ее правой части. Известно несколько
подходов к преодолению этой проблемы [26]. Одним из них является «техни-
ческое» [23] («физическое» [26]) направление. Его авторы М.А. Айзерман и
Е.С. Пятницкий предложили учитывать физический смысл задачи, пользу-
ясь «дополнительной информацией об «исходной системе», чтобы сузить об-
ласть возможных решений» на поверхностях разрыва [23, с. 39]. Учитывая,
что x0 задано, а в гибридной системе рассматриваемого типа последующие
значения xk, k = 1, 2, 3, . . . измеряются, примем, что в левых секторах непре-
рывности решение уравнения (28) определяется выражением

x−(t) = xk−1 +

t∫
kT−T

[A(x(τ))x(τ) − b(x(τ))lT (xk−1)xk−1 + υ−(τ)]dτ,

kT − T ≤ t < kT, k = 1, 2, 3, . . . ,

(30)

где x0 = x(0), υ−(τ) = b(x(τ))lg(xk−1)gk−1 + h(x(τ))f(τ), а интеграл является
интегралом Лебега [23]. При этом измеряемые значения, следуя [24, с. 15],
удобно определить выражением xk = limt→T x

−(t). Заменяя в равенстве (30)
индекс k на k + 1, получим выражение для x(t) в правых секторах непрерыв-
ности:

x+(t) = xk +

t∫
kT

[A(x(τ))x(τ) − b(x(τ))lT (xk)xk + υ+(τ)]dτ,

kT ≤ t < kT + T, k = 1, 2, 3, . . . ,

(31)

где υ+(τ) = b(x(τ))lg(xk)gk + h(x(τ))f(τ).
Из предположения о существовании правого и левого пределов в каждом

секторе непрерывности следует, что оба выражения (30) и (31) дают одно
и то же значение xk = limt→T x

−(t) = limt→0 x
+(t). Таким образом, подход

Айзермана–Пятницкого позволяет определить для всех t значения непрерыв-
ного решения x(t) дифференциальной системы (28) при кусочно-постоянном
управлении (25) путем учета дополнительной информации о свойствах ги-
бридной системы.
Сформулируем теорему о свойствах системы (1), (25).
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Те ор ем а. Если выполняются условия (3), (4), (8), (13), (18) и (24),
а вектор l(xk) в (25) определяется решением СЛАУ (20), то при g(t) =
= f(t)≡ 0 и всех t ≥ 0 существует множество решений x(t, x0) уравне-
ния (28) таких, что

lim
t→∞x(t, x0) = 0, x ∈ Ωsys.(32)

Если коэффициент lg(xk) в (25) определяется выражением (26), то стати-
ческая ошибка системы (1), (25) по воздействию g(t) равна нулю, т.е. при
g(t) = g01(t) и f(t)≡ 0

lim
t→∞ εg(t) = lim

t→∞[g(t) − yg(t)] = 0.(33)

Здесь 1(t) – единичная ступенчатая функция (функция Хэвисайда);
yg(t) – реакция системы (28), (29), т.е. (1), (25), при f(t)≡ 0 на воздействие
g(t) = g01(t) при некоторых x0 = x(0) и g0 таких, что x(t, x0, g0) ∈ Ωsys, t ≥ 0.
Доказательство теоремы дается в Приложении. Следующая лемма уста-

навливает, что из управляемости объекта следует «управляемость» замкну-
той системы, т.е. возможность обеспечения необходимого изменения выхода
системы соответствующим задающим воздействием.

Лемма 2. Если матрицы Us(x) и Dг(x) определены выражениями (3)
и (27), то выполняется равенство

detQг(x) = det[b(x) Dг(x)b(x) . . . Dn−1
г (x)b(x)] =

= detUs(x), x ∈ Ωsys.
(34)

Доказательство леммы 2 приведено в Приложении. Соотношения (2), (5),
(9)–(20), (22), (23), (25)–(29) являются математическим обеспечением пред-
лагаемого метода синтеза гибридных нелинейных систем управления, а нера-
венства (3), (4), (8), (13), (18) и (24) составляют условия разрешимости задачи
синтеза этим методом. Эффективность разработанного метода иллюстриру-
ется численным модельным примером.

6. Пример

Синтезировать гибридную систему управления дифферентом (ГСУД) ав-
тономного необитаемого подводного аппарата (АНПА). Управление диффе-
рентом осуществляется с применением носовой и кормовой емкостей изменя-
емого объема [27] и описывается системой уравнений:

ψ̈ = α1Uψ cosψ − α2Ua sinψ − β
∣∣∣ψ̇∣∣∣ ψ̇, U̇ψ = −kvUψ + kuu, y = ψ,(35)

где ψ и ψ̇ – угол дифферента и скорость его изменения, Uψ – разность объ-
емов носовой и кормовой емкостей, Ua – водоизмещение АНПА; α1, α2 –
гидродинамические коэффициенты; β – коэффициент сопротивления изме-
нению дифферента; kv и ku – параметры устройства, изменяющего Uψ; u –
управление этого устройства; y – управляемая выходная переменная ГСУД
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АНПА; ψ, ψ̇ и Uψ – измеряемые величины. ГСУД должна иметь нулевую
ошибку по дифференту, а также длительность переходного процесса не более
5 с при нулевых начальных условиях и желаемом дифференте g(t) = ψ∗(t) =
= −0,5236 × 1(t) рад.

Решение. Полагая ∼x1 = ψ, ∼x2 = ψ̇ и ∼x3 = Uψ, запишем уравнения (35) в
форме Коши:

∼̇x1 = ∼x2,

∼̇x2 = α1∼x3 cos ∼x1 − α2Ua sin ∼x1 − β |∼x2| ∼x2,
∼̇x3 = −kv∼x3 + kuu, y = ∼x1.

(36)

Так как sin ∼x1 = ω(∼x1)∼x1, где ω(∼x1) = (sin ∼x1)/∼x1 – КЛМ функции sin ∼x1 [16],
то КЛМ нелинейной системы уравнений (36) имеет вид (2), где

A(x) =

⎡⎣ 0 1 0
−a21(x) −a22(x) a23(x)

0 0 −a33(x)

⎤⎦ ;

b(x) =

⎡⎣ 0
0
ku

⎤⎦ ; c(x) =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ ; h(x) = 0; d(x) = 0.

(37)

Здесь x= [∼x1 ∼x2 ∼x3]
T, a21(x) =α2Uaω(∼x1), a22(x) = β |∼x2|, a23(x) =α1 cos ∼x1,

a33(x) = kv.
Рассмотрим решение задачи синтеза ГСУД при g(t) = ψ∗(t) и следующих

модельных значениях коэффициентов в (37): a21(x) = 7,044ω(∼x1); a22(x) =
= 1,192 |∼x2|; a23(x) = 6,48 cos ∼x1; a33(x) = 1,326; kv = ku = 0,12. В данном
случае условия (3) и (4) с учетом (5) и (37) имеют вид detUs(x) =
= 0,0933(cos ∼x1)

2 �= 0 и γоб(x) = 0,7776 cos ∼x1 �= 0, т.е. область ΩUu ограни-
чена условиями: |∼x1| < π/2, |∼x2| ≤ ∼x2,max; |∼x3| ≤ ∼x3,max, где ∼x2,max, ∼x3,max –
некоторые конструктивные ограничения. Пусть ∼x2,max = 3,5 рад/c; L(η, x) =
= [E − 0,5ηA(x)], тогда с учетом (37) имеем уравнение

detL(η, x) = (1 + 0,663η)
[
1 + 0,596 |∼x2| η + 3,522ω(∼x1)η

2
]
= 0.(38)

Уравнение (38) в области ΩUu не имеет вещественных, положительных кор-
ней ηi, т.е. из условия (8) на матрицу [E − 0,5TA(xk)] не следуют ограничения
на период T . Поэтому примем T1 = 0,6 с и T2 = 0,8 с исходя из конструктив-
ных ограничений. Переходя к определению управления, по (11), (12) и (37)
находятся матрица Ad(xk) и вектор bd(xk); численным методом устанавлива-
ется выполнение условия (13) в области ΩUd = ΩUu; по (15), (16) находятся
полиномы Ad(z, xk) и Vd,i(z, xk), i = 1, 2, 3.
Полином D∗(z), найденный по (17) и (18), позволяет по (19) найти коэф-

фициенты ρj(xk), j = 0, 1, 2, и составить СЛАУ (20), решение которой опре-
деляет трехмерный вектор l(xk). Далее по (22) находится матрица Dd(xk), а
по (23) – матрица D̃(x). Численным путем устанавливается, что условие (24)
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Рис. 1. Графики переменных при T = 0,6 с: а – углы дифферента; б – управление.
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Рис. 2. Графики переменных при T = 0,8 с: а – углы дифферента; б – управление.

как при T = 0,6 с, так и при T = 0,8 с выполняется в области Ωsys = ΩUu. На-
конец, по формулам (27), (26) и (25) определяются Dг(x), lg(x) и uг(xk, gk).

Подчеркнем, что при работе ГСУД все операции, кроме формирования по-
линома D∗(z), начиная с вычисления матрицы A(x) и вектора b(x) (37), затем
Ad(xk), bd(xk) и заканчивая определением управления uг(xk, gk), выполняют-
ся цифровым устройством управления при всех k = 0, 1, 2, . . . с периодом T .
Этот факт обусловлен нелинейным характером объекта (35).

Исследование синтезированной ГСУД. С этой целью в МАTLAB при каж-
дом t = kT вычисляются, как описано выше, значения дискретного управле-
ния uг(xk, gk), а на каждом интервале времени kT ≤ t < (k + 1)T с примене-
нием функции ode45 интегрируется система уравнений (36) при u = uг(xk, gk)
c начальными условиями x0,k = x(kT ) и ψ∗(t) =ψ01(t), k = 0, 1, 2, . . . .
На рис. 1 и 2 приведены переходные процессы синтезированной ГСУД
АНПА при D∗(z) = z3 − 0,8z2 + 0,2032z − 0,01613; x0,0 = [0,1 0,01 0]T и ψ0 =
= −0,5236 рад.
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Как видно, переменные объекта управления являются непрерывными
функциями, хотя управление изменяется со значительным периодом, что ха-
рактерно для гибридных систем. Аналогичными являются переходные про-
цессы и при других условиях. При этом незначительное увеличение периода
дискретизации приводит лишь к небольшому увеличению длительности пе-
реходного процесса.
В таблице приведены собственные значения λi(x), i=1, 2, 3 матрицы Dг(xk)
ГСУД АНПА при двух значениях периода T и некоторых значениях k.

Таблица
T = 0,6 T = 0,8

k λ1 λ2,3 λ1 λ2,3

0 −1,3463 −0,7002± 1,5983i −1,3250 −0,2280± 1,3446i

1 −1,3484 −0,8130± 1,6057i −1,3249 −0,3112± 1,3637i

5 −1,3468 −0,7261± 1,5810i −1,3249 −0,2556± 1,3322i

10 −1,3466 −0,7138± 1,5753i −1,3249 −0,2487± 1,3249i

Из таблицы следует, что собственные значения матрицы Dг(x) имеют от-
рицательные вещественные части, причем с увеличением периода T эти части
уменьшаются по модулю, что и приводит к потере устойчивости при значи-
тельном увеличении T . Представляется существенным, что в течение пере-
ходного процесса гибридной системы вещественные части собственных зна-
чений указанной матрицы изменяются незначительно.

7. Заключение

В работе предложен метод синтеза гибридных нелинейных систем управ-
ления непрерывными объектами с дифференцируемыми нелинейностями и
измеряемым вектором состояния. Решение задачи получено с применени-
ем непрерывных и дискретных квазилинейных моделей, алгебраического
полиномиально-матричного метода синтеза нелинейных систем, а также под-
хода Айзермана–Пятницкого к решению дифференциальных уравнений с
разрывной правой частью. Предложенный метод может применяться, если
непрерывная и дискретная квазилинейные модели нелинейного объекта яв-
ляются управляемыми по состоянию, выполняются условие критерия управ-
ляемости его выхода и некоторые дополнительные условия. Эффективность
метода иллюстрируется численным примером синтеза гибридной нелинейной
системы управления дифферентом автономного необитаемого подводного ап-
парата. Предложенный метод может применяться для создания гибридных
систем управления нелинейными объектами производственного, социального
и специального назначения с применением вычислительных средств автома-
тизации невысокого быстродействия.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Из выражений (6.3) и (6.55) [28, c. 145
и c. 169] следует, что условия управляемости систем в непрерывном и дис-
кретном случаях по форме совпадают. Поэтому для доказательства леммы 1,
сформулированной по отношению к дискретной системе, здесь используется
теорема о свойствах управляемых непрерывных систем. С учетом этого за-
мечания из теорем 1.1 и 1.2 [29, с. 29, 31, 32] следует утверждение: если вы-
полнено неравенство (13), то задача определения вектора lT(xk) для управле-
ния uk = −lT(xk)xk (14), при котором собственные числа матрицы замкнутой
дискретной системы (21) расположены на комплексной плоскости z заданным
образом, имеет единственное решение.
Матрицей указанной замкнутой дискретной системы (21) является матри-

ца Dd(xk) = Ad(xk)− bd(xk)l
T(xk) (22) с характеристическим полиномом:

Dd(z, xk) = det[zE −Ad(xk) + bd(xk)l
T(xk)], xk ∈ ΩUd.(Π.1)

Таким образом, при заданном полиноме Dd(z, xk), т.е. при Dd(z, xk) =
= D∗(z), выражение (П.1) является уравнением относительно вектора lT(xk),
и именно оно в соответствии с указанными теоремами 1.1 и 1.2 из [29] при вы-
полнении условия (13) имеет единственное решение. Применяя к (П.1) равен-
ство (П.25) из [30, с. 233] при μ = 1, вытекающее, в частности, из формул (I)
и (II) [19, с. 55], получим:

Dd(z, xk) = det[zE −Ad(xk)] + lT(xk)adj [zE −Ad(xk)] bd(xk).

Отсюда с учетом обозначений (15), (16) и вектора lT(xk) = [l1(xk) l2(xk) . . .
. . . ln(xk)] выводим, следуя [14, 15], эквивалентное представление того же по-
линома (П.1):

Dd(z, xk) = Ad(z, xk) +

n∑
i=1

li(xk)Vd,i(z, xk).(Π.2)

При этом, по построению, система (20) эквивалентна полиномиальному
уравнению

n∑
i,=,1

li(xk)Vd,i(z, xk) = ρn−1(xk)z
n−1 + . . .+ ρ1(xk)z + ρ0(xk),

которое с учетом обозначения (19) записывается следующим образом:

n∑
i=1

li(xk)Vd,i(z, xk) = D∗(z)−Ad(z, xk), xk ∈ ΩUd.(Π.3)

По (17) корнями полинома D∗(z) являются числа σ∗i , т.е. D
∗(σ∗i ) = 0. Тогда

согласно (П.3) Ad(σ∗i , xk) +
∑n

i=1 li(xk)Vd,i(σ
∗
i , xk) = 0. Отсюда в силу (П.2)
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следует равенство Dd(σ
∗
i , xk) = 0, i = 1, 2, . . . , n, что соответствует утвержде-

нию леммы 1. Лемма 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Для этой цели воспользуемся извест-

ным свойством определителя, которое заключается в том, что если к одно-
му столбцу матрицы определителя прибавить или вычесть другой ее стол-
бец, умноженный на число, то значение определителя не изменится [31,
c. 143]. Для краткости записей опустим аргументы матриц A(x), Dг(x), Qг(x)
и векторов b(x), l(x) из (3), (27), (34) и подчеркнем, что Dг = A− blT, а
detQг = det[b Dгb . . . Dn−1

г b] при всех n. Докажем лемму 2 методом ма-
тематической индукции, показав сначала, что она верна при n = 1 и n = 2.
Пусть n = 1, тогда A = a1, b = b1, l = l1 и detUs = b1 по (3). При этом Dг =

= a1 − b1l1, а detQг = b1; очевидно, detQг = detUs. Положим n = 2. В этом
случае по (3) detUs=det[b Ab], а по (34) detQг =det[b Dгb] = det[b Ab− β̆b],
где β̆ = lTb – скаляр, т.е. число, так как при каждом конкретном значении x
векторы l(x) и b(x) являются числовыми. Отсюда по указанному свойству
определителя detQг = det

[
b Ab

]
, т.е. detQг = detUs. Итак, при n = 1 и

n = 2 лемма 2 верна.
Предположим, лемма 2 верна при n = μ, т.е. если detUs = det[b Ab . . .

. . . Aμ−1b] и detQг = det[b Dгb . . . Dμ−1
г b] = detUs, то покажем, что она

верна и при n = μ+ 1. С этой целью запишем левую часть выражения (34)
при n = μ+ 1 в более развернутой форме:

detQг = det[b Dгb D2
гb . . . Dμ−3

г b Dμ−2
г b Dμ−1

г b Dμ
г b].(Π.4)

Далее, будем преобразовывать по шагам столбцы матрицы определителя
(П.4), начиная с Dμ

г b с учетом указанного свойства определителя и того, что
матрица Dг = A− blT.

Шаг 1.1. Dμ
г b = Dμ−1

г (A− blT)b = Dμ−1
г Ab+ β0D

μ−1
г b 	 Dμ−1

г Ab, так как
β0 = −lTb – скаляр, а столбец β0Dμ−1

г b равен столбцу Dμ−1
г b матрицы опреде-

лителя (П.4), умноженному на β0. Здесь и далее «	» – это знак соответствия,
в том смысле, что при замене в матрице определителя (П.4) столбца Dμ

г b
столбцом Dμ−1

г Ab значение определителя (П.4) не изменится.
Шаг 1.2. Dμ

г b 	 Dμ−1
г Ab = Dμ−2

г (A− blT)Ab = Dμ−2
г A2b+ β1D

μ−2
г b 	

	 Dμ−2
г A2b в силу указанного свойства определителя, так как β1 = −lTAb –

скаляр, а столбец β1D
μ−2
г b равен столбцу Dμ−2

г b матрицы определителя (П.4),
умноженному на β1, т.е. столбец β1D

μ−2
г b пропорционален столбцу Dμ−2

г b.
Шаг 1.3. Dμ

г b 	 Dμ−2
г A2b = Dμ−3

г (A− blT)A2b = Dμ−3
г A3b+ β2D

μ−3
г b 	

	 Dμ−3
г A3b в силу указанного свойства определителя, так как β2 =−lTA2b –

скаляр, а столбец β2D
μ−3
г b пропорционален столбцу Dμ−3

г b матрицы опре-
делителя (П.4). Продолжая этот процесс на шаге 1. μ получим Dμ

г b 	
	 Dμ−μ

г Aμb = Aμb.
Перейдем к преобразованию столбца Dμ−1

г b матрицы определителя (П.4).
Шаг 2.1. Dμ−1

г b = Dμ−2
г (A− blT)b = Dμ−2

г Ab+ β0D
μ−2
г b 	 Dμ−2

г Ab.
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Шаг 2.2. Dμ−1
г b 	 Dμ−2

г Ab = Dμ−3
г (A− blT)Ab = Dμ−3

г A2b+ β1D
μ−3
г b 	

	 Dμ−3
г A2b.
Продолжая преобразование, на шаге 2. (μ− 1) получим Dμ−1

г b 	 Aμ−1b.
Очевидно, результатом применяемого преобразования каждого столбца Dj

гb
матрицы определителя (П.4) является столбец Ajb, j = 1, . . . , μ. Так как это
преобразование в силу указанного свойства определителя не изменяет значе-
ния (П.4), то отсюда следует, что detQг = detUs и при n = μ+ 1.

Итак, лемма 2 верна при n = 1, 2. Если она верна при n = μ, то она верна и
при n = μ+ 1. Тогда она верна для любого целого положительного n. Лемма 2
доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Как показано выше, непрерывное ре-
шение уравнения (28) определено при всех t ≥ 0 и x ∈ Ωsys. При этом его
правая часть зависит от времени t, помимо вектора x(t), что проявляется в
дополнительных выражениях: kT ≤ t < kT + T и k = 0, 1, 2, . . . . С тем, чтобы
зависимость от t сделать более явной и исключить k, заменим обозначение
xk = x(kT ) на x(T

∣∣t/T ), где ∣∣ t/T – операция взятия целой части от отноше-
ния t/T . В результате уравнение состояния (28) гибридной системы (1), (25)
или, что тоже самое, (2), (25) примет вид:

ẋ(t) = Dг(x)x+Υ1(t, x) + b(x)lg(x(T
∣∣ t/T ))g(T ∣∣ t/T ) + h(x)f(t),(Π.5)

Υ1(t, x) = b(x)[lT (x)x− lT (x(T
∣∣t/T ))x(T ∣∣ t/T )],(Π.6)

гдеDг(x) – матрица, определяемая выражением (27), и по-прежнему x = x(t).
Для доказательства теоремы прежде всего покажем, что собственные зна-

чения матрицы Dг(x) имеют отрицательные вещественные части. С этой це-
лью, учитывая (11), (12) и заменяя (для краткости) xk на x, запишем равен-
ство (22) следующим образом:

−1[E + 0,5TA(x)] −
− [E − 0,5TA(x)]−1Tb(x)lT(x) = Dd(x).

(Π.7)

Умножив обе части равенства (П.7) на матрицу [E − 0,5TA(x)] слева, рас-
кроем квадратные скобки и перенесем слагаемые с матрицей A(x) в левую
часть. Это дает выражение

0,5TA(x)[Dd(x) + E] = Dd(x)− E + Tb(x)lT(x).(Π.8)

По лемме 1 все собственные значения σ∗i матрицыDd(x) такие, что σ∗i �= σ∗κ,
i �= κ и |σ∗i | < 1. Поэтому существует матрица [Dd(x) + E]−1, и из (П.8) сле-
дует равенство

A(x) = 2T−1[Dd(x)− E + Tb(x)lT(x)][Dd(x) +E]−1.(Π.9)
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Добавляя величину −b(x)lT(x) в обеих частях (П.9) и снова вынося матрицу
[Dd(x) + E]−1 вправо, получим с учетом обозначения (27) выражение

Dг(x) =
{
2T−1

[
Dd(x)− E + Tb(x)lT(x)

]−
− b(x)lT(x)[Dd(x) + E]

}
[Dd(x) + E]−1.

Раскрыв в фигурных скобках обе квадратные скобки и приведя подобные,
вынесем матрицу [Dd(x)− E] за фигурные скобки вправо, а величину 2T−1

влево. Это дает равенство

Dг(x) = 2T−1
[
E − 0,5Tb(x)lT(x)

]
Hg(x), x ∈ Ωsys,(Π.10)

где Hg(x) = [Dd(x)− E][Dd(x) + E]−1. Матрица Hg(x) в условиях теоремы
гурвицевая и имеет различные собственные значения. В этом легко убедить-
ся, поскольку матрица Dd(x) имеет различные собственные значения, т.е. она
подобна диагональной матрице [20, с. 84].
Сравнивая (П.10) с (23), заключаем: матрица Dг(x) = 2T−1D̃(x), поэтому

в соответствии с 2.15.8 из [20, c. 39] и условием (24) собственные значения мат-
рицы Dг(x) из (П.5) в условиях теоремы имеют отрицательные вещественные
части при x ∈ Ωsys.
Далее, рассмотрим сначала свободное движение гибридной системы (28),

(29), полагая g(t) = f(t)≡ 0. Кроме того, имея ввиду теорему Ляпунова
[32, с. 257], представим уравнение (П.5) с учетом (П.6) при t ≥ 0 следующим
образом:

ẋ = Dг,0x+Υ(t, x),(Π.11)

где Dг,0 = Dг(0), Υ(t, x) = Υ1(t, x) + Υ2(x); Υ2(x) = [Dг(x)−Dг,0]x; вектор
Υ1(t, x) определен (П.6).
По доказанному выше матрица Dг(x) при ∀x ∈ Ωsys является гурвицевой;

следовательно, в (П.11) постоянная матрица Dг,0 тоже гурвицевая. Покажем,
что в условиях доказываемой теоремы вектор-функция Υ(t, x) = o(‖x‖) рав-
номерно по t [32, с. 257]. С этой целью найдем пределы отношений Υ1(x)

/‖x‖2
и Υ2(x)

/‖x‖2 при x(t) → 0. Достаточно очевидно, что при ∀ t ≥ 0

lim
x→0

(
Υ2(x)

/‖x‖2) = lim
x→0

(
xTP [Dг(x)−Dг,0]x

/‖x‖2) = 0.(Π.12)

Рассматривая предел отношения Υ1(t, x)/‖x‖2, примем во внимание, что
при всех t согласно (31) и (32), если x→ 0, то и x(T

∣∣ t/T ) → 0 тоже. Поэтому
с учетом (П.6) имеем

lim
x→0

(
Υ2(t, x)

/‖x‖2) =
= lim

x→0

(
b(x)

[
lT (x)x− lT (x(T

∣∣t/T ))x(T ∣∣ t/T )] / ‖x(t)‖2) = 0,
(Π.13)
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так как при всех t оба вектора и lT (x), и lT (x(T
∣∣ t/T )) в этом выражении

умножаются на векторы, стремящиеся к нулю. Таким образом, из (П.12) и
(П.13) следует, что вектор-функция Υ(t, x) = o(‖x‖) равномерно по t, т.е.

Υ(t, x)

‖x‖ ⇒
t
0 при x→ 0.(Π.14)

Матрица Dг,0 является гурвицевой, поэтому из (П.14) следует, что диффе-
ренциальная система (П.11) удовлетворяет условиям теоремы Ляпунова [32,
с. 257], в соответствии с которой решение x = 0 этой системы асимптотически
устойчиво, т.е. выполнено условие (32) в области Ωsys. Причем согласно [32,
с. 258–260] существует функция Ляпунова V (x) = xTSLx > 0, которая име-
ет V̇ (x) < 0 в силу этой системы. Здесь SL – действительная симметричная
матрица.
С другой стороны, уравнение (П.11) соответствует уравнению (70.1),

а уравнение (П.5) – уравнению (70.3) из монографии [33, с. 301]. При-
чем по И.Г. Малкину (П.11) является уравнением возмущенного движе-
ния рассматриваемой гурвицевой системы (1), (25) и (28), (29), а слагаемое
b(x)lg(x(T

∣∣t/T ))g(T ∣∣ t/T )+h(x)f(t) в (П.5) характеризует постоянно действу-
ющие возмущения этой системы. При этом для дифференциальной системы
(П.11) существует определенно-положительная функция V (x) = xTSLx, пол-
ная производная которой по времени, составленная в силу этой системы, яв-
ляется определенно-отрицательной. В области t ≥ 0, x ∈ Ωsys частные произ-
водные (∂V (x)/∂xi) = 2SLix, где SLi – i-я строка матрицы SL, i = 1, . . . , n,
очевидно ограничены. Поэтому по теореме И.Г. Малкина [33, с. 302] невозму-
щенное движение гибридной системы, описываемой уравнениями (П.5) и (28),
устойчиво при постоянно действующих возмущениях. Другими словами, при
достаточно малых начальных условиях и внешних воздействиях g(t) и f(t)
таких, что x(t) ∈ Ωsys в системе (П.5) или, что то же самое, в системе (1), (25),
КЛМ которой имеет вид (28), (29), возникает установившийся режим.
Рассмотрим этот режим при f(t)≡ 0, g(t) = g01(t) и достаточно малых

‖x0‖ и |g0|. В этом режиме при t→ ∞ имеют место следующие процессы:
ẋ(t) → 0, x(t) → x◦, x(T

∣∣ t/T ) → x◦, yg(t) → y◦g , где x◦, y◦g – установившиеся
значения переменных x(t), x(T

∣∣t/T ), yg(t), обусловленные (в соответствии с
леммой 2) воздействием g01(t). При этом уравнения (28) и (29) принимают
следующий вид:

0 = Dг(x
◦)x◦ + b(x◦)lg(x◦)g0,

y◦g = [cT(x◦)− d(x◦)lT(x◦)]x◦ + d(x◦)lg(x◦)g0,
(Π.15)

где матрица Dг(x
◦) определяется выражением (27) при x = x◦.

Поскольку матрица Dг(x) гурвицевая при x ∈ Ωsys, то существует матрица
D−1

г (x◦), поэтому из (П.15) следуют равенства x◦ = −D−1
г (x◦)b(x◦)lg(x◦)g0 и

y◦g =
{
[d(x◦)lT(x◦)− cT(x◦)]D−1

г (x◦)b(x◦) + d(x◦)
}
lg(x

◦)g0.(Π.16)
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Равенство (33) теоремы очевидно будет выполнено, если y◦g = g0, по-
этому из (П.16) следует необходимое и достаточное для этого условие:
{[d(x◦)lT(x◦)− cT(x◦)]D−1

г (x◦)b(x◦) + d(x◦)}lg(x◦) = 1. Однако значение x◦

заранее неизвестно, поэтому это условие заменяется, с учетом формулы
D−1

г (x) = adjDг(x)/detDг(x), равенством{
[d(x)lT(x)− cT(x)]adjDг(x)b(x) + d(x) detDг(x)

}
lg(x) = detDг(x).(Π.17)

Равенство y◦g = g0 следует из (П.17) и (П.16) в силу указанной выше тео-
ремы И.Г. Малкина. Из определения (27) по формулам (П.25) и (П.26) из [30,
с. 233] следуют равенства

adjDг(x)b(x) = adj
[
A(x)− b(x)lT(x)

]
b(x) = adjA(x)b(x) и

detDг(x) = det
[
A(x)− b(x)lT(x)

]
= detA(x)− lT(x)adjA(x)b(x).

Подставив эти равенства в (П.17) и упростив, получим{
d(x) detA(x)− cT(x)adjA(x)b(x)

}
lg(x) = detDг(x).

С учетом обозначения (5) отсюда следует справедливость равенства (33) при
выполнении условия (4) и определении коэффициента lg(x) по (26). Теорема
доказана полностью.
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(Военно-воздушная академия им. профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина,
Воронеж)

МЕТОД ФУНКЦИЙ ГРИНА В ЗАДАЧЕ
О ПРЕОБРАЗОВАНИИ НЕЧЕТКОГО СИГНАЛА
ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ

Задача о преобразовании нечеткого сигнала линейной динамической
системой в данной работе сводится к изучению задачи об ограниченных
решениях для линейного дифференциального уравнения высокого поряд-
ка с постоянными коэффициентами и нечеткозначной неоднородностью
в правой части. Для решения последней разработана модификация ме-
тода функций Грина на случай нечетких задач. Выделен класс уравне-
ний, обладающих положительными коэффициентами и неотрицательной
функцией Грина, для которых установлены результаты о существовании
и гладкости нечеткозначного, ограниченного на всей оси решения. Пока-
зано, что в случае правой части треугольного вида, такого же вида бу-
дет и решение. Рассмотрены приложения для радиотехнических цепей с
нечеткозначными входными сигналами. Установлена взаимосвязь между
модальными значениями входных и выходных нечеткозначных сигналов
для линейной динамической системы.

Ключевые слова: нечеткие числа, динамические системы с постоянными
коэффициентами и нечеткозначными входными сигналами, метод функ-
ций Грина.
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1. Введение

Динамические модели многих прикладных процессов характеризуются
неопределенностью входных данных. В случае, когда можно оценить вероят-
ностные характеристики входного сигнала при моделировании, используется
теория случайных процессов [1].
С другой стороны, в последние десятилетия широко применяется интер-

вальный подход, когда с помощью экспертных оценок можно указать грани-
цы интервалов изменения входных переменных [2].
Наряду с интервальным подходом исследователями активно используются

методы нечеткой математики [3, 4]. А именно, если предварительно неизвест-
но формальное распределение вероятностей, но все же удается указать неко-
торые возможностные оценки, то часто используются методы «нечеткости»,
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которые характеризуются довольно простым аппаратом, дающим интуитив-
но понятный результат. При этом подходы, основанные на методах «нечетко-
сти», позволяют трансформировать оценку возможности исходных данных в
оценку возможностей результатов.
При нечетком подходе используется функция принадлежности (возможно-

сти) нечеткого числа, которая характеризует возможность принять нечетко-
му числу заданное вещественное значение. Так что нечеткий подход содержит
больше информации об имеющейся неопределенности, чем интервальный. Со-
ответственно нечеткое моделирование дает более содержательный результат,
чем интервальное. Практически для построения функций принадлежности
используются экспертные оценки.
В данной работе рассматриваются «нечеткие» динамические системы,

описываемые линейными дифференциальными уравнениями n-го порядка с
постоянными коэффициентами и нечеткозначными правыми частями. Такие
системы встречаются в теории автоматического регулирования, в задачах об-
работки сигналов (в радиотехнике) и других приложениях.
Основы теории нечетких дифференциальных уравнений заложены в рабо-

тах [5–7] и получили дальнейшее развитие в [8–11]. Различные приложения
отражены в [12, 13]. Из последних работ отметим [14–17].
В литературе рассматриваются различные определения дифференцируе-

мости нечеткозначных функций. В настоящей работе применяется «класси-
ческое» определение производной по Хукухаре [5] и связанной с ним произ-
водной по Сеиккала [7].
Обычно [18] при решении линейных нечетких дифференциальных уравне-

ний выписывают систему уравнений для соответствующих α-индексов и ре-
шают ее. Затем проверяют, определяют ли производные полученных α-индек-
сов производную нечеткозначной функции. Как показывают примеры [18, 19],
это не всегда так. Отметим, что в [19] развит так называемый «операторный
метод», когда дифференциальные уравнения для α-индексов сводятся к ин-
тегральным уравнениям, которые затем решаются.
В последние годы широкое распространение для решения линейных нечет-

ких дифференциальных уравнений высокого порядка получил метод нечет-
кого преобразования Лапласа [20–22]. Однако он не представляет возможно-
сти предварительно определить, будут ли полученные функции гладкими и,
соответственно, решениями.
В отличие от известных подходов предлагаемый в данной работе подход

опирается на развитие метода функции Грина, широко распространенного
в теории обыкновенных дифференциальных уравнений [23, гл. 1, 2; 24], на
случай нечетких дифференциальных уравнений.
Метод функций Грина полезен тем, что он дает формулы для α-индексов

нечетких решений. А это позволяет привести условия, при которых производ-
ные α-индексов определяют производную нечеткозначного решения по Сеик-
кала. В данной работе это условие на положительность коэффициентов ди-
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намической системы, неотрицательность соответствующей функции Грина,
а также дифференцируемость по Сеиккала входного нечеткого сигнала. Эти
условия естественны для ряда прикладных задач. В частности, положитель-
ность коэффициентов является необходимым условием устойчивости соот-
ветствующего характеристического многочлена, соответствующего линейной
динамической системе. Условия неотрицательности функции Грина широко
известны (см., например, [23]). Они изучены в связи с различными приклад-
ными задачами.
Уточним, что в данной статье используется понятие ультраслабого нечет-

кого решения как нечеткозначной функции, α-индексы которой удовле-
творяют уравнениям для α-индексов, вытекающих из заданного нечеткого
дифференциального уравнения. Отметим установленный в данной работе
факт, состоящий в том, что j-кратная дифференцируемость по Сеиккала
нечеткозначной неоднородности влечет j-кратную дифференцируемость уль-
траслабого нечеткозначного решения по Сеиккала.
Кроме того, важным является вопрос о виде выходного нечеткого сигна-

ла линейной динамической системы, когда на вход подается нечеткий сигнал
определенного типа, например треугольный. В настоящей работе показано,
что при определенных условиях (положительность коэффициентов системы
и неотрицательность соответствующей функции Грина) на выходе также на-
блюдается нечеткий сигнал треугольного вида.
Добавим, что рядом авторов в последнее время исследованы нечеткие

дифференциальные уравнения с обобщенными (по Беду-Гелу) производны-
ми [10, 18–22]. Развитый в настоящей статье подход допускает применение и
к этому случаю.
В качестве приложений в настоящей работе рассмотрены модели радиотех-

нических цепей с нечеткими входными сигналами. Рассмотрена взаимосвязь
модальных значений входного и выходного нечетких треугольных сигналов
линейной динамической системы. Введено и использовано понятие довери-
тельного возможностного интервала.

2. Нечеткие числа и нечеткозначные функции

Пусть R – множество вещественных чисел. Нечетким числом ũ называют
подмножество из R, определенное с помощью своей функции принадлежно-
сти (возможности) μũ : R → [0, 1] (см., напр., [3, гл. 5; 4, гл. 2, 3]), которое ста-
вит в соответствие каждому числу x ∈ R число μũ(x) из интервала [0, 1], ха-
рактеризующее степень принадлежности элемента x множеству ũ. При этом
0 и 1 представляют собой соответственно низшую и высшую степень принад-
лежности элемента данному множеству. Таким образом, нечеткое число ũ
можно трактовать как пару {x, μũ(x) : x ∈ R}.
Отметим, что введение понятия функции принадлежности связано с недо-

статочностью вероятностного подхода для описания проблем неопределенно-
сти. В частности, во многих прикладных задачах сложно определить апри-
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орное распределение вероятностей. При этом функция принадлежности есть
некоторый аналог распределения вероятностей случайной величины в теории
вероятностей. Уточним, что число μũ(x) трактуется как возможность при-
нять значение x. Подчеркнем, что, как правило, для построения функций
принадлежности используются экспертные оценки.
Отметим еще, что функция принадлежности нечеткого числа является

обобщением понятия характеристической функции множества, которая мо-
жет принимать только два значения: 0 и 1 (0, когда элемент не принадлежит
множеству и 1, когда элемент принадлежит множеству).
Число xM , для которого μ(xM ) = maxx∈R μ(x), называют модальным зна-

чением или модой нечеткого числа. Оно трактуется как наиболее возможное
значение.
Как правило, предполагают, что носитель нечеткого числа ũ (т.е. множе-

ство {x : μũ(x) > 0}) ограничен, а функция принадлежности выпукла, полу-
непрерывна сверху и нормальна (т.е. supx μũ(x) = 1). Множество таких нечет-
ких чисел обозначим через J .
Ниже будет рассматриваться интервальное представление нечетких чисел.
Как известно [3, гл. 5], интервалы α-уровня (α-уровни) нечеткого числа

ũ ∈ J с функцией принадлежности μũ(x) определяются соотношениями

uα = {x|μũ(x) � α}, (α ∈ (0, 1]), z0 = cl{x|μũ(x) > 0},
где cl обозначает замыкание множества. Согласно принятым предположе-
ниям все α-уровни нечеткого числа – замкнутые и ограниченные интервалы
вещественной оси.
Обозначим левую границу α-интервала через u−α , а правую через u+α . Та-

ким образом, uα = [u−α , u+α ]. Выражения u−α и u+α называют соответственно
левым и правым α-индексами (индексами) нечеткого числа.
Для нечеткого числа ũ ∈ J выполнены следующие условия на α-индексы:
1. u−α � u+α , ∀α ∈ [0, 1].
2. Функция u−α ограничена, не убывает, непрерывна слева на промежут-

ке (0, 1] и непрерывна справа в точке 0.
3. Функция u+α ограничена, не возрастает, непрерывна слева на промежут-

ке (0, 1] и непрерывна справа в точке 0.
Обратно, пара функций на промежутке [0, 1], для которых выполняются

условия 1–3, задают нечеткое число, α-интервал которого имеет вид [u−α , u+α ].
Ниже под суммой нечетких чисел с индексами u−α , u+α и v−α , v+α понима-

ется нечеткое число с интервалами α-уровня [u−α + v−α , u+α + v+α ]. Умножение
на положительное число c характеризуется интервалами α-уровня [cu−α , cu+α ],
а умножение на отрицательное число c – интервалами α-уровня [cu+α , cu

−
α ].

Равенство нечетких чисел понимается как равенство всех соответствующих
α-индексов при ∀α ∈ [0, 1].
В приложениях широко используются треугольные числа, для которых

графики функций принадлежности имеют треугольный вид.
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Рис. 1. Треугольное нечеткое число.

Прим ер 1. Нечеткое треугольное число ũ, характеризуемое тройкой ве-
щественных чисел (a, b, c) при a < b < c, определяется функцией принадлеж-
ности

μũ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− a

b− a
, если x ∈ [a, b];

x− c

b− c
, если x ∈ [b, c];

0 в противном случае.

Ее график порождает треугольник, изображенный на рис. 1.
Отметим, что число b является модальным значением (или модой) рас-

сматриваемого нечеткого числа. Для него μũ(b) = 1. Нечеткое треугольное
число, изображенное на рис. 1, трактуется как около b.
Как известно, в случае треугольного числа нижняя и, соответственно,

верхняя границы α-интервала имеют вид:

u−α = (b− a)α+ a, u+α = −(c− b)α+ c.

На множестве нечетких чисел можно по-разному ввести определения рас-
стояний между ними. При интервальном подходе часто используют расстоя-
ние Хаусдорфа между множествами α-уровня нечетких чисел. А именно, для
нечетких чисел ũ и ṽ с α-уровнями uα и vα задают метрику [25]

ρ(ũ, ṽ) = sup
0�α�1

max{|u−α − v−α |, |u+α − v+α |}.(1)

Здесь [u−α , u+α ] и [v−α , v+α ] – интервалы α-уровней нечетких чисел ũ и ṽ соот-
ветственно.
Отметим, что условие ρ(ũ, ṽ) = 0 в силу (1) эквивалентно определению

равенства нечетких чисел ũ и ṽ, данному выше.
Фиксируем промежуток T числовой оси. Отображение z̃ : T → J будем на-

зывать нечеткозначной функцией.
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Пусть нечеткозначная функция z̃(t) при ∀ t ∈ T характеризуется функцией
принадлежности μz̃(t)(x). При фиксированном α ∈ (0, 1] рассмотрим α-интер-
вал zα(t) = {x ∈ R : μz̃(t)(x) � α} и z0(α) = cl{x ∈ R : μz̃(t)(x) > 0}. Обозна-
чим через z−α (t) и z+α (t) левую и соответственно правую границы α-интервала.
Так что zα(t) = [z−α (t), z+α (t)].
Непрерывность функции z̃(t) по t будем понимать по метрике (1), а огра-

ниченность в следующем смысле: найдется постоянная C > 0, такая что при
всех t ∈ T выполнено неравенство

ρ(z̃(t), 0̃) = sup
0�α�1

max{|z−α (t)|, |z+α (t)|} � C.

Здесь 0̃ – нечеткое число, у которого α-индексы 0±α = 0 при ∀α ∈ [0, 1].
Зам е ч а ни е 1. Индексы z−α (t) и z+α (t) непрерывной нечеткозначной

функции z̃(t) непрерывны по t при любом α ∈ [0, 1]. А если z̃(t) ограничена
при t ∈ T , то это влечет ограниченность z±α (t) по t ∈ T при любом α ∈ [0, 1].
Интегралом по промежутку T от непрерывного нечеткозначной функ-

ции z̃(t) называют [6] нечеткое число g̃, такое что его интервалы α-уровня
при любом α ∈ [0, 1] имеют вид gα =

∫
T zα(t)dt. Интеграл обозначают как∫

T z̃(t)dt.
По существу, это интеграл Аумана [26] от многозначного отображе-

ния zα(t). Фактически, имеет место интервальное представление [27]∫
T

z̃(t)dt =

⎡⎣∫
T

z−α (t)dt,
∫
T

z+α (t)dt

⎤⎦ .
Перейдем к рассмотрению производных от нечеткозначных функций.

В литературе используются различные определения. Одно из наиболее рас-
пространенных опирается на определение разности Хукухары [28]. А имен-
но, для множеств A, B множество C называют разностью Хукухары, если
A = B + C, и обозначают как A�B.
Функцию z̃ : T → J называют H-дифференцируемой (или дифференци-

руемой по Хукухаре) в точке t ∈ T [5], если для всех достаточно малых
h > 0 существуют разности Хукухары z̃(t+ h)� z̃(t), z̃(t)� z̃(t− h) и эле-
мент z̃′(t) ∈ J такие, что

lim
h→0+

ρ

(
z̃(t+ h)� z̃(t)

h
, z̃′(t)

)
= lim

h→0+
ρ

(
z̃(t)� z̃(t− h)

h
, z̃′(t)

)
= 0,

где расстояние ρ определяется формулой (1). В этом случае элемент z̃′(t)
называют H-производной в точке t.
Нечеткозначную функцию z̃ : T → J называют S-дифференцируемой или

дифференцируемой по Сеиккала в точке t∈T [7], если ее α-индексы z−α (t) и
z+α (t) дифференцируемы и их производные (z−α )′(t) и (z+α )

′(t) при ∀α∈ [0, 1]
образуют нечеткое число с α-интервалом [z̃′(t)]α = [(z−α )′(t), (z+α )′(t)].
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Утв е ржд е ни е 1 [8]. Пусть нечеткозначная функция z̃(t) H-диффе-
ренцируема в точке t∈T . Тогда она S-дифференцируема в точке t∈T .

Например, нечеткозначная функция z̃(t) вида z̃(t) = g(t)r̃, где g(t) – ве-
щественнозначная дифференцируемая функция, а r̃∈ J – заданное нечеткое
число, будет H-дифференцируемой (а значит, и S-дифференцируемой) в точ-
ке t при условии g(t) · g′(t) � 0 [9].

Зам е ч а ни е 2. По определению нечеткая S-производная является ад-
дитивной и положительно однородной, т.е. для нечеткозначных S-диффе-
ренцируемых функций z̃(t) и w̃(t) имеем (z̃(t) + w̃(t))′ = z̃′(t) + w̃′(t) и
(cz̃(t))′ = cz̃′(t) для любой вещественной постоянной c � 0.
Вторая производная по Сеиккала z̃′′(t) в точке t∈T определяется как

S-производная от первой производной, т.е. как нечеткое число z̃′′(t), имеющее
левый α-индекс (z−α )′′(t) и правый α-индекс (z+α )′′(t) при ∀α∈ [0, 1].
Аналогично определяются последующие S-производные.

3. Преобразование непрерывного нечеткого сигнала
линейной динамической системой

Устройство называют линейной динамической системой, если связь между
входом и выходом описывается дифференциальным уравнением n-го порядка
с постоянными коэффициентами. Если на входе и выходе наблюдаются нечет-
кие сигналы f̃(t) и z̃(t) соответственно, то линейная динамическая система
описывается «нечетким» дифференциальным уравнением (t∈T )

anz̃
(n)(t) + an−1z̃

(n−1)(t) + · · ·+ a1z̃
′(t) + a0z̃(t) = f̃(t).(2)

Здесь коэффициенты ai (i = 0, . . . , n) – вещественные числа, f̃(t) – входная
нечеткозначная функция, производные от нечеткозначной функции z̃(t) по-
нимаются как S-производные.
Ниже в качестве промежутка T рассматривается T = (−∞,∞).
Рассмотрим задачу об ограниченных решениях для вещественного диффе-

ренциального уравнения с постоянными коэффициентами при t∈ (−∞,∞)

anx
(n)(t) + an−1x

(n−1)(t) + · · ·+ a1x
′(t) + a0x(t) = f(t).(3)

Функцию G(t) называют функцией Грина задачи об ограниченных реше-
ниях уравнения (3), если она удовлетворяет следующим условиям (см., на-
пример, [23, гл. 1, § 4; 24]):
1) G(t) непрерывно дифференцируема (n− 2) раза при всех t, а n-я и

(n− 1)-я производные непрерывно дифференцируемы при всех t, кроме t =
= 0, причем

G(n−1)(+0)−G(n−1)(−0) =
1

an
;

2) во всех точках, кроме t = 0, функция G(t) удовлетворяет однородному
дифференциальному уравнению, соответствующему (3) (при f(t)≡ 0);
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3) функция Грина и ее производные подчинены оценке

|G(i)(t)| �Me−γ|t| (i = 0, 1, . . . , n, −∞ < t < +∞),

где M и γ – некоторые положительные постоянные.
Утв е ржд е ни е 2 [23, гл. 1, 24]. Пусть корни характеристического урав-

нения anλn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ+ a0 = 0 не содержат точек мнимой оси.

Тогда для любой непрерывной ограниченной на всей числовой оси функ-
ции f(t) уравнение (3) имеет ограниченное на всей числовой оси решение,
причем единственное. Оно дается формулой

x(t) =

∞∫
−∞

G(t− s)f(s) ds,(4)

где G(t) – функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (3).
При этом

x(j)(t) =

∞∫
−∞

G
(j)
t (t− s)f(s) ds, j = (0, 1, . . . , n− 1),

x(n)(t) = f(t) +

∞∫
−∞

G
(n)
t (t− s)f(s) ds.

Подчеркнем, что сходимость несобственного интеграла (4) и соответствую-
щих интегралов для производных обеспечивается экспоненциальными оцен-
ками на функцию Грина и ее производные, а также непрерывностью и огра-
ниченностью функции f(t) на всей числовой оси.
Отметим, что общий вид функции Грина задачи об ограниченных реше-

ниях уравнения (3) известен (см., например, [23, гл. 2, §8]).
Утв е ржд е ни е 3 [23, гл. 2]. Пусть в условиях утверждения 2 все корни

характеристического уравнения лежат в левой полуполоскости (Reλi < 0,
i = 1, . . . , n). Тогда ограниченное решение уравнения (3) асимптотически
устойчиво по Ляпунову. При этом решение (4) приобретает вид

x(t) =

t∫
−∞

G(t− s)f(s) ds.(5)

Здесь функция Грина G(σ) =
{
K(σ) при σ � 0
0 при σ < 0

, а K(σ) – функция Коши,

являющаяся решением однородного дифференциального уравнения, соответ-
ствующего уравнению (3) (при f(t)≡ 0), и удовлетворяющая начальным
условиям

K(j)(0) = 0, j = 0, 1, . . . , n− 2, K(n−1)(0) = 1.
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Обратимся к случаю входных и выходных нечетких сигналов. В некоторых
случаях, используя представление (4), удается выписать α-индексы нечеткого
сигнала на выходе динамической системы (2) в явном виде.
Сильным решением нечеткого дифференциального уравнения (2) будем

называть n раз непрерывно S-дифференцируемую нечеткозначную функцию,
удовлетворяющую (2) на соответствующем промежутке.

Лемма 1. Пусть коэффициенты нечеткого дифференциального уравне-
ния (2) положительны ai > 0, i = 0, . . . , n. Если нечеткозначная функ-
ция z̃(t) есть сильное решение уравнения (2) на промежутке T , то соот-
ветствующие α-индексы z±α (t) при ∀α∈ [0, 1] и t∈T удовлетворяют следую-
щим обыкновенным дифференциальным уравнениям:

an(z
−
α )

(n)(t) + an−1(z
−
α )

(n−1)(t) + · · · + a1(z
−
α )

′(t) + a0z
−
α (t) = f−α (t),(6)

an(z
+
α )

(n)(t) + an−1(z
+
α )

(n−1)(t) + · · · + a1(z
+
α )

′(t) + a0z
+
α (t) = f+α (t).(7)

Действительно, подставим сильное решение z̃(t) нечеткого дифференци-
ального уравнения в (2). Поскольку равенство нечетких чисел означает ра-
венство всех соответствующих α-индексов, то согласно правилам интерваль-
ной арифметики с учетом положительности коэффициентов ai и в силу
определения нечеткой производной по Сеиккала, а также замечания 2 по-
лучим, что уравнение (2) влечет при ∀α∈ [0, 1] и t∈ (−∞,∞) выполнение
равенств (6), (7).

Лемма 2. Пусть коэффициенты нечеткого дифференциального уравне-
ния (2) положительны (ai > 0, i = 0, . . . , n), а корни характеристического
уравнения anλn + an−1λ

n−1 + · · · + a1λ+ a0 = 0 не содержат точек мнимой
оси. Пусть нечеткозначная функция f̃(t), стоящая в правой части уравне-
ния (2), непрерывна и ограничена по метрике (1) при t∈ (−∞,∞). Тогда при
∀α∈ [0, 1] существует, причем единственное, ограниченное на всей числовой
оси решение каждого из уравнений (6), (7), и они могут быть представлены
в виде

z−α (t) =
∞∫

−∞
G(t− s)f−α (s)ds, z+α (t) =

∞∫
−∞

G(t− s)f+α (s)ds.(8)

Действительно, по условию и согласно замечанию 1 при ∀α∈ [0, 1] функ-
ции f±α (t) непрерывны и ограничены на всей числовой оси. Тогда в силу
утверждения 2 при ∀α∈ [0, 1] решения уравнений (6), (7) существуют, един-
ственны и выполнены равенства (8).

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 2 и дополнительно функция
Грина G задачи (3) неотрицательна. Тогда выражения (8) при ∀ t∈ (−∞,∞)
удовлетворяют условиям 1–3 раздела 2 на индексы нечетких чисел.

Дока з а т е л ь с т в о. Фиксируем t∈ (−∞,∞). По предположению имеем
f−α (s) � f+α (s) при ∀ s∈ (−∞,∞). Тогда в силу неотрицательности функции
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Грина
G(t− s)f−α (s) � G(t− s)f+α (s).

Поэтому на основании (8) и в силу монотонности интеграла получим, что
z−α (t) � z+α (t). То есть при ∀ t∈ (−∞,∞) для выражений (8) выполнено усло-
вие 1 раздела 2 для α-индексов нечетких чисел.
Фиксируем произвольное t∈ (−∞,∞) и покажем, что функция z−α (t) не

убывает по α. Пусть α1, α2 ∈ [0, 1] и α1 < α2. По условию при ∀ s∈ (−∞,∞)
выполнено условие f−α1

(s) � f−α2
(s). Тогда в силу неотрицательности функции

Грина G(t− s)f−α1
(s) � G(t− s)f−α2

(s). Следовательно, в силу свойства моно-
тонности интеграла имеем z−α1

(t) � z−α2
(t), т.е. функция z−α (t) монотонно не

убывает по α. Аналогично показывается, что функция z+α (t) монотонно не
возрастает по α.
По предположению функция f̃(t) ограничена по t при t∈ (−∞,∞) в метри-

ке (1). Это означает, что найдется постоянная C > 0 такая, что ρ(f̃(t), 0̃) � C
при любых t∈ (−∞,∞). Следовательно, sup0�α�1 |f±α (t)| � C. Тогда соглас-
но (8) при фиксированном t и ∀α∈ [0, 1] имеем

|z±α (t)| �
∞∫

−∞
|G(t− s)||f±α (s)|ds � C

∞∫
−∞

|G(t− s)|ds,

а это гарантирует при каждом t∈ (−∞,∞) ограниченность по α∈ [0, 1] выра-
жений (8).
Непрерывность слева функций z±α (t) при фиксированном t по α∈ (0, 1] вы-

текает из следующего соображения. Фиксируем α0 ∈ [0, 1) и рассмотрим ра-
венство

lim
α→α0−0

z±α (t) =
∞∫

−∞
G(t− s) lim

α→α0−0
f±α (s)ds =

∞∫
−∞

G(t− s)f±α0
(s)ds = z±α0

(t).

Здесь используется представление (8), возможность предельного перехо-
да под знаком абсолютно сходящегося несобственного интеграла и непре-
рывность слева по α∈ (0, 1] при произвольном s∈ (−∞,∞) α-индексов f±α (s)
нечеткозначной функции f̃(s). Аналогично проверяется непрерывность спра-
ва функций z±α (t) по α при α = 0. Следовательно, для z±α (t) выполнены усло-
вия 2, 3 раздела 2.
Таким образом, для выражений z±α (t), определяемых в (8), выполнены все

условия раздела 2 на α-индексы нечетких чисел.

Подчеркнем значимость леммы 3. Как показывают примеры [18, 19], ре-
шения систем для α-индексов линейных нечетких дифференциальных урав-
нений не всегда являются α-индексами некоторой нечеткозначной функции.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда нечеткозначная
функция, порождаемая при ∀ t∈ (−∞,∞) α-индексами (8), характеризуется
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представлением

z̃(t) =

∞∫
−∞

G(t− s)f̃(s)ds.(9)

Действительно, согласно леммам 1–3 и определению интеграла от нечет-
козначной функции при ∀α∈ [0, 1] имеют место соотношения для α-индексов⎛⎝ ∞∫

−∞
G(t− s)f̃(s)ds

⎞⎠−

α

=

∞∫
−∞

G(t− s)f−α (s)ds,

⎛⎝ ∞∫
−∞

G(t− s)f̃(s)ds

⎞⎠+

α

=

∞∫
−∞

G(t− s)f+α (s)ds,

которые в силу (8) влекут представление (9).

Те ор ем а 2. В условиях теоремы 1 нечеткозначная функция z̃(t), опре-
деленная формулой (9), непрерывна и ограничена по t на всей числовой оси.

Дока з а т е л ь с т в о. Фиксируем вещественные числа t1, t2. Тогда соглас-
но (8)

z±α (t1)− z±α (t2) =
∞∫

−∞
(G(t1 − s)−G(t2 − s))f±α (s)ds.

Следовательно,

|z±α (t1)− z±α (t2)| �
∞∫

−∞
|G(t1 − s)−G(t2 − s)||f±α (s)|ds.

Заметим, что G(t1−s)−G(t2−s)=G′
t(τ−s)(t1−t2), где τ ∈ ((1−θ)t1+θt2),

а θ∈ (0, 1). Поэтому в силу предыдущего

|z±α (t1)− z±α (t2)| �
⎛⎝ ∞∫

−∞
|G′

t(τ − s)||f±α (s)|ds
⎞⎠ |t1 − t2| �

� C|t1 − t2|
∞∫

−∞
|G′

t(τ − s)|ds,

где постоянная C > 0 характеризует условие ограниченности: ρ(f̃(t), 0̃) � C
при ∀ t∈ (−∞,∞).
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Воспользуемся теперь оценками производной функции Грина |G′
t(t)| �

�Me−γ|t| (см. п. 3) свойств функции Грина в разделе 3. Тогда

|z±α (t1)− z±α (t2)| �MC|t1 − t2|
∞∫

−∞
e−γ|τ−s|ds = 2

MC

γ
|t1 − t2|.

Отсюда по определению метрики (1) получим ρ (z±α (t1), z±α (t2)) �
� 2MC

γ |t1 − t2|, что влечет непрерывность нечеткозначной функции z̃(t),
определенной формулой (9).
Покажем ограниченность нечеткозначной функции z̃(t), представимой

формулой (9), при t∈ (−∞,∞). По определению

ρ(z̃(t), 0̃) = sup
0�α�1

|z±α (t)|.

При этом согласно (8)

|z±α (t)| �
∞∫

−∞
|G(t− s)||f±α (s)|ds �

�

⎛⎝ ∞∫
−∞

|G(t − s)|ds
⎞⎠ ρ(f̃(t), 0̃) � 2

Mρ(f̃(t), 0̃)

γ
.

Здесь опять используется экспоненциальная оценка на функцию Грина.
Таким образом, ρ(z̃(t), 0̃) � 2Mρ(f̃(t),0̃)

γ � 2MC
γ (∀ t∈ (−∞,∞)).

Непрерывную нечеткозначную функцию z̃(t) назовем ультраслабым реше-
нием нечеткого дифференциального уравнения (2), если ее α-индексы z±α (t)
при ∀α∈ [0, 1] n раз непрерывно дифференцируемы по t и удовлетворяют
уравнениям (6) и (7) на соответствующем промежутке времени. При этом
слабым решением нечеткого дифференциального уравнения (2) будем на-
зывать нечеткозначную функцию, удовлетворяющую соответствующему (2)
интегро-дифференциальному или интегральному нечеткому уравнению (см.,
например, [19]). Такие решения в настоящей работе рассматриваться не бу-
дут. Имеет место

Те ор ем а 3. В условиях теоремы 1 ультраслабое решение нечеткого
дифференциального уравнения (2), ограниченное на всей числовой оси, су-
ществует и единственно.

Существование следует из теорем 1, 2. Покажем единственность. Пред-
положим противное. Пусть z̃(t) и w̃(t) – два различных ультраслабых ре-
шения уравнения (2), ограниченных на всей числовой оси. Тогда индексы
z−α (t) и w−

α (t) являются ограниченными решениями уравнения (6). Поэтому
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Рис. 2. Графическое представление ультраслабого нечеткозначного решения
в интервальной форме.

в силу утверждения 2 z−α (t) = w−
α (t) при ∀α∈ [0, 1] и t∈ (−∞,∞). Аналогич-

но z+α (t) = w+
α (t) при ∀α∈ [0, 1] и t∈ (−∞,∞). Но тогда, согласно признаку

равенства нечетких чисел, z̃(t) = w̃(t) при ∀ t∈ (−∞,∞). Полученное проти-
воречие доказывает высказанное утверждение.

Те ор ем а 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно все
корни характеристического уравнения лежат в левой полуплоскости. Тогда
ультраслабое ограниченное на всей числовой оси решение нечеткого диффе-
ренциального уравнения (2) существует, единственно и имеет следующий
вид:

z̃(t) =

t∫
−∞

G(t− s)f̃(s)ds.(10)

Это вытекает из теоремы 1 с учетом утверждения 3.
В качестве геометрической иллюстрации нечеткозначного решения приве-

дем рис. 2.
Нечеткозначную функцию f̃ : R → J назовем треугольной, или треуголь-

ного типа (a(t), b(t), c(t)), если найдутся непрерывные на всей числовой оси
вещественные функции a(t), b(t), c(t) такие, что a(t) < b(t) < c(t) при ∀ t∈R

и функции принадлежности μf̃(t)(x) при ∀ t∈R имеют треугольный вид (см.
пример 1)

μf̃(t)(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− a(t)

b(t)− a(t)
, если x∈ [a(t), b(t)];

x− c(t)

b(t)− c(t)
, если x∈ [b(t), c(t)];

0 в противном случае.
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В частности, нечеткозначная функция вида f̃(t) = g(t)r̃, где g(t) – веще-
ственнозначная, непрерывная, неотрицательная функция, а r̃∈ J – заданное
нечеткое треугольное число, будет треугольной.
Рассмотрим специальный случай, когда на вход динамической системы,

описываемой уравнением (2), поступает нечеткий сигнал треугольного типа.
Справедливо следующее утверждение.

Те ор ем а 5. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно пра-
вая часть уравнения (2) – нечеткозначная функция f̃(t) при ∀ t∈ (−∞,∞) –
имеет треугольный вид (a(t), b(t), c(t)). Тогда ультраслабое ограничен-
ное на всей числовой оси решение уравнения (2), определяемое форму-
лой (9), при ∀ t∈ (−∞,∞) имеет треугольный тип (

∫∞
−∞G(t− s)a(s)ds,∫∞

−∞G(t− s)b(s)ds,
∫∞
−∞G(t− s)c(s)ds).

Действительно, по условию f̃(t) порождается тройкой непрерывных и
ограниченных на всей оси вещественных функций a(t), b(t), c(t), причем
a(t) < b(t) < c(t) при ∀ t∈ (−∞,∞). Тогда согласно примеру 1 при ∀α∈ [0, 1]
и t∈ (−∞,∞) имеем

f−α (t) = (b(t)− a(t))α+ a(t), f+α (t) = (b(t)− c(t))α + c(t).

Поэтому в силу (8) будет:

z−α (t) = (B(t)−A(t))α +A(t), z+α (t) = (B(t)− C(t))α+ C(t).

Здесь использовано обозначение

A(t) =

∞∫
−∞

G(t− s)a(s)ds, B(t) =

∞∫
−∞

G(t− s)b(s)ds, C(t) =

∞∫
−∞

G(t− s)c(s)ds.

Таким образом, z̃(t) при ∀ t∈ (−∞,∞) есть нечеткое треугольное число
типа (A(t), B(t), C(t)).
Аналогичный результат справедлив для нечеткозначных функций f̃(t)

трапецеидального типа [3, гл. 5]. Тогда решение z̃(t) также имеет трапеце-
идальный тип.
Выясним условия, при которых ультраслабое ограниченное решение (10)

нечеткого дифференциального уравнения (2) будет S-дифференцируемо по t.
Ниже используется следующее представление для ограниченного решения

скалярного дифференциального уравнения (3) в предположениях утвержде-
ния 3:

x(t) =

∞∫
0

G(σ)f(t− σ)dσ,(11)

которое получено из (5) заменой t− s = σ.
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Те ор ем а 6. Пусть выполнены условия теоремы 4 и дополнительно
нечеткозначная функция f̃(t) дифференцируема при ∀ t∈ (−∞,∞) по Сеик-
кала, причем S-производная f̃ ′(t) непрерывна и ограничена при t∈ (−∞,∞).
Тогда ультраслабое ограниченное решение (10) нечеткого дифференциаль-
ного уравнения (2) будет S-дифференцируемо при t∈ (−∞,∞) и выполнено
равенство

z̃′(t) =
∞∫
0

G(σ)f̃ ′t(t− σ)dσ.(12)

Действительно, согласно (6), (7) и в силу (11) для α-индексов ультраслабо-
го решения z̃(t) нечеткого дифференциального уравнения (2) можем записать

z±α (t) =
∞∫
0

G(σ)f±α (t− σ)dσ.(13)

Аналогично лемме 3 они порождают нечеткозначную функцию

z̃(t) =

∞∫
0

G(σ)f̃(t− σ)dσ.(14)

По условию α-индексы f±α (t) при ∀α∈ [0, 1] дифференцируемы по
t∈ (−∞,∞), причем производные (f±α )′t(t) являются непрерывными и ограни-
ченными на всей числовой оси скалярными функциями. Тогда вследствие (13)
для производных α-индексов z±α (t) по t имеем

(z±α )
′(t) =

∞∫
0

G(σ)(f±α )′t(t− σ)dσ.(15)

Здесь учтена возможность дифференцирования по параметру под знаком аб-
солютно сходящегося интеграла.
В силу неотрицательности функции Грина (аналогично доказательству

леммы 3) при каждом t выражения (15) являются α-индексами S-производ-
ной z̃′(t). Поэтому из (14), (15) с учетом теоремы 1 следует (12).
Тогда в силу теоремы 3 о единственности ультраслабого ограниченного на

всей числовой оси решения уравнения (2) и согласно (10), (14) получим, что⎛⎝ t∫
−∞

G(t− s)f̃(s)ds

⎞⎠′

t

=

⎛⎝ ∞∫
0

G(σ)f̃ (t− σ)dσ

⎞⎠′

t

=

∞∫
0

G(σ)f̃ ′t(t− σ)dσ.

Отсюда следует утверждение теоремы.
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Сл ед с т в и е 1. В условиях теоремы 6 нечеткая производная (12) непре-
рывна и ограничена при t∈ (−∞,∞).

Это доказывается аналогично теореме 2.

Утв е ржд е ни е 4. Пусть выполнены условия теоремы 4 и дополнитель-
но нечеткозначная функция f̃(t) дважды S-дифференцируема, причем пер-
вая и вторая S-производные f̃ ′t(t) и f̃ ′′t (t) непрерывны и ограничены при
t∈ (−∞,∞). Тогда ультраслабое ограниченное на всей числовой оси реше-
ние z̃(t), определяемое формулой (14), является дважды S-дифференци-
руемым при t∈ (−∞,∞).

Действительно, при ∀α∈ [0, 1] для α-индексов z±α (t) в соответствии с ра-
венством (15) можно записать

(z±α )
′′(t) =

⎛⎝ ∞∫
0

G(σ)(f±α )′t(t− σ)dσ

⎞⎠′

=

∞∫
0

G(σ)(f±α )′′t (t− σ)dσ.

Отсюда на основании неотрицательности функции Грина выводим, что
при ∀ t∈ (−∞,∞) интегралы в правой части порождают нечеткое число
z̃′′(t) – вторую S-производную z̃(t).

Сл ед с т в и е 2. В условиях утверждения 4 производные z̃′(t) и z̃′′(t)
непрерывны и ограничены при t∈ (−∞,∞).

Сл ед с т в и е 3. Пусть в условиях теоремы 4 нечеткозначная функ-
ция f̃(t) непрерывно S-дифференцируема порядка j > 2, причем все произ-
водные до порядка j ограничены на всей числовой оси. Тогда ультраслабое
ограниченное решение (14) нечеткого дифференциального уравнения (2) яв-
ляется нечеткозначной функцией, непрерывно S-дифференцируемой j раз.

Зам е ч а ни е 3. Согласно утверждению 2 для производных α-индексов
z±α (t), определяемых формулами (8), справедливы представления

(z±α )
(j)
t (t) =

∞∫
−∞

G
(j)
t (t− s)f±α (s)ds (j = 1, . . . , n− 1).

Однако, как показывают приведенные ниже примеры 2, 3, производные
G

(j)
t (t− s) функции Грина не сохраняют знак. Так что для доказательства

S-дифференцируемости нечеткозначного решения более удобным оказалось
представление (13).
Во многих прикладных задачах важно, чтобы нечеткозначное решение z̃(t)

было неотрицательно, что означает z−α (t) � 0 (∀α∈ [0, 1],∀ t � 0). В условиях
теоремы 1 имеет место

Сл ед с т в и е 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно
нечеткозначная неоднородность уравнения (2) f̃(t) неотрицательна, т.е.
f−α (t) � 0 для ∀α∈ [0, 1] и ∀ t∈ (−∞,∞). Тогда ультраслабое ограниченное
на всей оси решение уравнения (2) неотрицательно.
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Это вытекает из представления (9) в силу предположения о неотрицатель-
ности функции Грина G(t− s) и f−α (s).
В частности, для треугольного нечеткого числа (a, b, c) неотрицательность

означает, что a � 0.

4. Примеры радиотехнических цепей с нечеткозначными
входными сигналами

В настоящем разделе рассмотрены приложения результатов раздела 3 к
простейшим радиотехническим цепям (см., например, [29]) с нечеткими вход-
ными сигналами.

Прим ер 2. Рассмотрим RC-фильтр, т.е. радиотехническую цепь, харак-
теризуемую схемой, изображенной на рис. 3, где R – сопротивление, C –
емкость.
На вход RC-фильтра, т.е. динамической системы, описываемой дифферен-

циальным уравнением первого порядка с постоянными коэффициентами

z̃′(t) + βz̃(t) = ỹ(t), β =
1

RC
> 0,(16)

поступает нечеткий непрерывный и ограниченный на всей числовой оси сиг-
нал ỹ(t).

Укажем характеристики выходного нечеткого ограниченного сигнала z̃(t)
в случае RC-фильтра. Заметим, что функция Грина задачи об ограничен-
ных решениях скалярного уравнения x′ + βx = y(t) при β > 0 представима
формулой

G1(t) =

{
e−βt при t � 0;
0 при t < 0.

При этом G1(t) � 0 при ∀ t∈ (−∞,∞).

Утв е ржд е ни е 5. Пусть коэффициент β нечеткого дифференциального
уравнения (16) положителен, а правая часть ỹ(t) — непрерывная, ограничен-
ная при t∈ (−∞,∞) нечеткозначная функция. Тогда нечеткий непрерывный

Ry(t)~ z(t)~

C

Рис. 3. RC-фильтр.
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Рис. 4. Последовательный колебательный контур.

и ограниченный на всей числовой оси ультраслабый сигнал на выходе дина-
мической системы (16) имеет вид

z̃(t) =

t∫
−∞

e−β(t−s)ỹ(s)ds.(17)

Это следует из теоремы 4.
Утв е ржд е ни е 6. Пусть выполнены условия утверждения 5 и допол-

нительно нечеткозначная функция ỹ(t), стоящая в правой части уравне-
ния (16), имеет треугольный тип при t � 0. Тогда решение (17) также
имеет треугольный тип при ∀ t � 0.
Это вытекает из представления (17) согласно теореме 5.
В [9] рассмотрен случай, когда правая часть уравнения (16) имеет вид

ỹ(t) = r̃f(t), где r̃∈ J – нечеткое число, а функция f : R → R почти перио-
дична и f(t) � 0 для ∀ t∈R. В этом случае приведено следующее условие,
обеспечивающее H-дифференцируемость решения (17) нечеткого дифферен-
циального уравнения (16): f(t) >

∫ t
−∞ e−β(t−s)f(s)ds.

Это условие накладывает дополнительное ограничение либо на область
изменения t, либо на взаимосвязь параметров β и f(t) уравнения (16).
Ниже приведено утверждение, обеспечивающее S-дифференцируемость

нечеткозначного решения уравнения (16), вытекающее из теоремы 6.
Утв е ржд е ни е 7. Пусть выполнены условия утверждения 5 и допол-

нительно нечеткозначная правая часть уравнения (16) ỹ(t) непрерывно
S-дифференцируема при ∀ t∈ (−∞,∞), причем S-производная ỹ′(t) ограни-
чена на всей числовой оси. Тогда ультраслабое ограниченное решение (17)
непрерывно S-дифференцируемо при ∀ t∈ (−∞,∞) и удовлетворяет нечет-
кому дифференциальному уравнению (16) при ∀ t∈ (−∞,∞).
Таким образом, в условиях утверждения 7 формула (17) дает сильное огра-

ниченное решение нечеткого уравнения (16).

Прим ер 3. Рассмотрим последовательный колебательный контур, т.е.
радиотехническую цепь, характеризуемую схемой, изображенной на рис. 4,
где R – сопротивление, C – емкость, L – индуктивность.
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На вход последовательного колебательного контура, описываемого диффе-
ренциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами

a2z̃
′′(t) + a1z̃

′(t) + a0z̃(t) = ỹ(t), a2 = L � 0, a1 = R > 0, a0 =
1

RC
> 0,(18)

поступает непрерывный нечеткий ограниченный на всей числовой оси сиг-
нал ỹ(t) (см. рис. 4).

Укажем характеристики выходного нечеткого ограниченного сигнала z̃(t).

Те ор ем а 7. Пусть коэффициенты нечеткого дифференциального урав-
нения (18) удовлетворяют условиям ai > 0 (i = 0, 1, 2) и a21 − 4a0a2 > 0.
Пусть входной сигнал ỹ(t) является непрерывной ограниченной при
t∈ (−∞,∞) нечеткозначной функцией. Тогда для нечеткого ультрасла-
бого сигнала z̃(t) на выходе динамической системы (18) справедливо
представление

z̃(t) =

t∫
−∞

G2(t− s)ỹ(s)ds.(19)

Здесь G2(t) – функция Грина задачи об ограниченных решениях для веще-
ственного дифференциального уравнения a2x

′′ + a1x
′ + a0x = f(t) с непре-

рывной и ограниченной на всей числовой оси вещественнозначной функци-
ей f(t), имеющая вид

G2(t) =

{
(eλ2t − eλ1t)(λ2 − λ1)

−1 при t � 0;
0 при t < 0.

При этом λ1, λ2 – вещественные, различные и отрицательные корни харак-
теристического уравнения a2λ2 + a1λ+ a0 = 0 (λ1 < λ2 < 0).

Действительно, заметим, что G2(t) � 0 при ∀ t∈ (−∞,∞). Тогда в соответ-
ствии с теоремой 4 для нечеткозначного сигнала z̃(t) на выходе справедливо
равенство (19).
При этом выражение (19) является ультраслабым решением нечеткого

дифференциального уравнения (18).

Утв е ржд е ни е 8. Пусть выполнены условия теоремы 7. Если дополни-
тельно правая часть (18) ỹ(t) при ∀ t∈ (−∞,∞) – треугольное нечеткое чис-
ло, то ультраслабое ограниченное на всей числовой оси решение (19) нечет-
кого дифференциального уравнения (18) при t∈ (−∞,∞) – также треуголь-
ное нечеткое число.

Это вытекает из представления (19) и теоремы 5.
Выясним, когда ультраслабое ограниченное решение (19) нечеткого диф-

ференциального уравнения (18) является S-дифференцируемой нечеткознач-
ной функцией.
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Те ор ем а 8. Пусть выполнены условия теоремы 7 и дополнитель-
но нечеткозначная функция ỹ(t) непрерывно S-дифференцируема при
∀ t∈ (−∞,∞), причем S-производная ỹ′(t) ограничена при t∈ (−∞,∞). То-
гда ультраслабое ограниченное решение z̃(t) нечеткого дифференциально-
го уравнения (18), определяемое формулой (19), S-дифференцируемо при
∀ t∈ (−∞,∞).

Это вытекает из теоремы 6.
Кроме того справедлива
Те ор ем а 9. Пусть выполнены условия теоремы 7 и дополнительно пра-

вая часть уравнения (18) ỹ(s) дважды непрерывно S-дифференцируема, при-
чем S-производные ỹ′(t) и ỹ′′(t) ограничены при t∈ (−∞,∞). Тогда ульт-
раслабое ограниченное решение z̃(t), определяемое формулой (19), также
дважды непрерывно S-дифференцируемо и удовлетворяет нечеткому диф-
ференциальному уравнению (18).
Это вытекает из утверждения 4.
Таким образом, в условиях теоремы 9 формула (19) дает сильное ограни-

ченное решение нечеткого уравнения (18).

5. О взаимосвязи модальных значений входного
и выходного нечетких сигналов

Специфика рассмотрения нечетких входных сигналов в радиотехнике (ко-
гда неизвестно априорное распределение вероятностей входного сигнала) со-
стоит в выделении наиболее возможного входного сигнала. После этого с уче-
том параметров системы делаются выводы и для характеристик наиболее
возможного выходного нечеткого сигнала.
В теории вероятностей для соответствующей задачи слово «возможное»

надо было бы заменить на слово «вероятное». Особенно это наглядно для
входного и выходного нечетких сигналов треугольного типа (см. пример 1).
А именно, пусть, например, на вход радиотехнической цепи, описываемой
нечетким дифференциальным уравнением (2), поступает нечеткий вход-
ной сигнал треугольного типа (a(t), b(t), c(t)). Для него при каждом t со-
гласно примеру 1 b(t) есть модальное значение. Тогда согласно теореме 5
справедливо

Утв е ржд е ни е 9. В условиях теоремы 5 модальное значение нечет-
кого треугольного сигнала на выходе линейной динамической системы (2)
определяется по модальному значению b(t) входного нечеткого треугольно-
го сигнала (a(t), b(t), c(t)) формулой B(t) =

∫∞
−∞G(t− s)b(s)ds, где использо-

ваны обозначения теоремы 5.
Важным разделом математической статистики является теория довери-

тельных интервалов (см., например, [30, гл. 2]). По аналогии обсудим задачу
о доверительных возможностных интервалах значений входных и выходных
нечетких сигналов.

61



m

�

a

��

b c x0

1

d1 d2

Рис. 5. Доверительный возможностный интервал модального значения вход-
ного нечеткого сигнала.

Допустим, что эксперты смоделировали входной нечеткий сигнал с уров-
нем доверительной возможности α∗ ∈ [0,7; 1) при произвольном t � 0 как
треугольный с функцией принадлежности μt(x), обладающей носителем
(a(t), c(t)). Кроме того, предположим, что модальное значение при задан-
ном t � 0 лежит в доверительном возможностном интервале [d1(t), d2(t)] с
уровнем доверительной возможности α∗, причем [d1(t), d2(t)] ⊂ (a(t), c(t))
(см. рис. 5).

Зам е ч а ни е 4. В указанных предположениях модальное значение нечет-
кого треугольного сигнала с уровнем доверительной возможности α∗ имеет
вид

b(t) =
1

α∗
(d1(t)− (1− α∗)a(t)).

Это вытекает из того, что, согласно рис. 5 точка m с координатами (b, 1)
лежит на прямой, проходящей через точки с координатами (a, 0) и (d1, α∗) и,
следовательно, описываемой уравнением μ

α∗ = x−a
d1−a .

Рассмотрим вопрос о доверительном возможностном интервале модально-
го значения выходного нечеткого сигнала с этим же уровнем доверительной
возможности α∗.

Утв е ржд е ни е 10. Пусть выполнены условия теоремы 5, причем на
вход динамической системы, описываемой дифференциальным уравнени-
ем (2), с доверительной возможностью α∗ поступает нечеткий сиг-
нал треугольного типа с носителем (a(t), c(t)), модальное значение кото-
рого при произвольном t � 0 и заданном уровне доверительной возмож-
ности α∗ ∈ [0,7; 1), лежит в доверительном возможностном интервале
[d1(t), d2(t)]. Тогда доверительный возможностный интервал для модаль-
ного значения выходного нечеткого сигнала имеет вид [D1(t),D2(t)]. Здесь
D1(t) = (1− α∗)A(t) + α∗B(t) и D2(t) = α∗B(t) + (1− α∗)C(t), где A(t), B(t),
C(t) определены в теореме 5. При этом в качестве b(t) для определения мо-
дального значения B(t) используется значение, приведенное в замечании 4.
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Рис. 6. Доверительный возможностный интервал модального значения выход-
ного нечеткого сигнала.

Действительно, по теореме 5 и с учетом замечания 4 выходной нечеткий
сигнал есть сигнал треугольного типа (A(t), B(t), C(t)). Тогда согласно рис. 6
получим доверительный возможностный интервал [D1(t),D2(t)] для модаль-
ного значения выходного нечеткого сигнала при фиксированном t > 0 с уров-
нем доверительной возможности α∗.
При этом согласно рис. 6 D1 = (1− α∗)A+ α∗B определяется как абсцис-

са точки пересечения прямой [A,M ], характеризуемой уравнением (см. при-
мер 1) μ = (x−A)(B −A)−1 и прямой μ = α∗. А точка D2 = α∗B + (1− α∗)C
есть абсцисса точки пересечения прямой [M,C], определяемой уравнением
μ = (x− C)(B − C)−1 и прямой μ = α∗.
Отметим, что при практическом применении результатов разделов 4, 5

удобно моделировать входной нечетких сигнал формулой ỹ(t) = r̃g(t), где
r̃∈ J – нечеткое треугольное число, а g(t) – вещественная функция; либо
моделировать ỹ(t) при t � 0 и полагать ỹ(t) = ỹ(0) при t � 0.

6. Заключение

Основные результаты данной работы относятся к «нечетким» динамиче-
ским системам, описываемым линейными дифференциальными уравнениями
n-го порядка с постоянными коэффициентами, в предположении непрерывно-
сти и ограниченности входного нечеткого сигнала (раздел 3). Они опираются
на развитие метода функций Грина на случай нечетких дифференциальных
уравнений. Важное место в работе уделяется выяснению вопроса о гладкости
полученных решений. Отметим еще результат о треугольном типе нечетко-
го сигнала на выходе динамической системы, если таков нечеткий сигнал на
входе.
Приложения, приведенные в разделе 4 статьи, демонстрируют возможно-

сти применения установленных общих положений к радиотехническим це-
пям с нечеткими входными сигналами. Они уточняют некоторые результаты
раздела 3 на случай динамических систем, описываемых дифференциаль-
ными уравнениями первого и второго порядков. Существенную роль играет
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раздел 5, в котором введено и использовано понятие доверительного возмож-
ностного интервала по аналогии с доверительным интервалом, используемым
в математической статистике.
Подход, представленный в настоящей статье, является альтернативой

стандартному подходу к исследованию линейных динамических систем с по-
стоянными коэффициентами, связанному с частотной характеристикой, пря-
мым и обратным преобразованием Фурье, а также преобразованию Лапласа.
Отметим, что развитый подход допускает распространение на случай

периодических и почти периодических сигналов, а также может быть по-
лезен при исследовании краевых задач для нечетких дифференциальных
уравнений.
Многие результаты могут быть модифицированы на случай обобщенных

нечетких производных.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ АНИЗОТРОПИЙНОГО
РЕГУЛЯТОРА В ФОРМЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

ПО ВЫХОДУ ПРИ МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЯХ СРЕДНЕЙ
АНИЗОТРОПИИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ1

Получено асимптотическое представление оптимального анизотропий-
ного регулятора для линейных дискретных стационарных систем и ани-
зотропийной нормы системы, замкнутой подобным регулятором. Опреде-
лен максимальный порог средней анизотропии внешнего возмущения, при
котором с заданной точностью оптимальный анизотропийный регулятор
аппроксимируется H2-оптимальным регулятором.

Ключевые слова: анизотропийная теория, линейные системы, оптималь-
ный регулятор, асимптотическое поведение.

DOI: 10.31857/S0005231025100044

1. Введение

Одной из наиболее актуальных в теории управления является задача оп-
тимального управления. Она заключается в поиске закона управления, при
котором достигается экстремальное значение некоторой функции от пара-
метров системы и самого закона управления, называемой критерием каче-
ства системы. Критерий качества системы выбирается в зависимости от целей
управления и условий функционирования самой системы. Одним из извест-
ных законов управления является регулятор в форме динамической обрат-
ной связи по выходу системы. Значения сигнала управления на выходе этого
регулятора зависят от измерений текущих параметров системы, которые и
составляют ее измеряемый выход. Для реальных систем практически всегда
в данных измерений (равно как и в динамике самой системы) присутствуют
случайные шумы, статистические параметры которых могут быть известны-
ми или нет. Если известно, что внешние случайные шумы, действующие на
линейную систему, являются гауссовскими белыми шумами и используются
квадратические критерии качества, то соответствующая задача управления
называется линейно-квадратично-гауссовской (ЛКГ) задачей. Для подобной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 24-21-20055).
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постановки задачи управления существует огромное количество опублико-
ванных работ для различных объектов [1–4]. Однако в случае реальных си-
стем внешние шумы крайне редко являются аддитивными белыми шумами,
для которых ЛКГ-регулятор наиболее эффективен в смысле среднеквадра-
тичных критериев качества системы.
Позднее были разработаны методы теории H∞-оптимального управления

для решения задач управления [5–8]. Суть данной теории заключается в
синтезе оптимального регулятора на основе предположения, что на систе-
му действует интегрируемое с квадратом внешнее возмущение и использует-
ся L2-индуцированная операторная норма системы. Однако методы теории
H∞-управления приводят к консервативным (излишне перестраховочным)
законам управления, с большими энергетическими затратами при функцио-
нировании получающихся регуляторов.
В середине 1990-х гг. И.Г. Владимировым была разработана анизотро-

пийная теория управления как попытка объединения подходов H2- и H∞-
теорий [9] к описанию внешних возмущений. В рамках данной теории были
введены такие фундаментальные понятия, как анизотропия случайного век-
тора, средняя анизотропия последовательности векторов и анизотропийная
норма системы [10, 11]. Анизотропия вектора была введена как мера откло-
нения (в смысле относительной энтропии) распределения его направления от
равномерного распределения на единичной сфере, а впоследствии [12] – для
определения отклонения распределения самого вектора от изотропных гаус-
совских распределений. Впоследствии аппарат анизотропийной теории был
применен для решения задач анализа, оптимального управления и фильтра-
ции [13–16].
В [17] была рассмотрена задача асимптотического представления анизо-

тропийной нормы фиксированной системы (с описанием в частотной области)
при стремлении параметра средней анизотропии к нулю (так называемая ле-
вая асимптотика) и к бесконечности (соответственно, правая асимптотика).
На основе упомянутой работы в [18] было получено асимптотическое пред-
ставление оптимального анизотропийного фильтра (с описанием в простран-
стве состояний) в терминах отклонения от H2-оптимального фильтра при
малых значениях средней анизотропии. В той же работе представлено ре-
шение задачи определения максимального порога анизотропии, при которой
H2-фильтр с заданной точностью аппроксимирует анизотропийный фильтр.
Впоследствии в [19] было представлено решение для частного случая ана-
логичной задачи анизотропийного управления. Полученные ранее результа-
ты решения задач по левой асимптотике анизотропийных фильтра и регуля-
тора являются основой научных результатов, представленных в настоящей
статье.
В данной работе представлено решение общего случая задачи асимпто-

тического представления оптимального анизотропийного регулятора для ли-
нейных дискретных детерминированных стационарных систем со случайны-
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ми входными возмущениями. В первом разделе приведены краткие сведения
об объекте исследования, об анизотропийной теории управления, а также о
методах синтеза оптимальных H2- и анизотропийного регуляторов. Во вто-
ром разделе представлено решение общего случая задачи оптимального ани-
зотропийного управления. Третий раздел статьи посвящен решению задачи
асимптотического представления анизотропийного регулятора в общем виде
на основе результатов, описанных во втором разделе.

2. Предварительные сведения

2.1. Сокращения и обозначения

В данной работе используются следующие обозначения: R
n – множе-

ство n-мерных вещественных векторов; Rn×m – множество (n × m)-мерных
вещественных матриц; C – множество комплексных чисел; L

n
2 – множе-

ство n-мерных вещественно-значных интегрируемых с квадратом случай-
ных векторов; Hp×m∞ – пространство Харди (p × m)-мерных комплексно-
значных матричных функций, аналитических внутри единичного круга
C	 = {z ∈ C : |z| < 1} и имеющих ограниченную H∞-норму, определенную
для F ∈ Hp×m∞ как ‖F‖∞ = sup|z|<1 σ(F (z)); σ(X) =

√
λmax(X

∗X) – макси-
мальное сингулярное число матрицы X; λmax(X) – наибольшее собствен-
ное число эрмитовой матрицы X; X∗

= X
T – эрмитово сопряжение; Hp×m

2 –
пространство Харди аналитических для всех z ∈ C	 матричных функций
F (z) =

∑+∞
k=0 fkz

k с ограниченной H2-нормой, квадрат которой определяет-
ся выражением ‖F‖22 =

∑+∞
k=0 tr(fkf

T
k ), где fk – вещественные матрицы.

2.2. Класс рассматриваемых систем

Объектом исследования являются линейные дискретные стационарные си-
стемы F вида

xk+1 = Axk +Bwwk +Buuk, k = 0, 1, . . . ,(1)

где xk ∈ L
nx
2 – вектор состояния, x0 = 0; wk ∈ L

nw
2 – вектор внешнего возму-

щения; uk ∈ L
nu
2 – вектор управления. Регулируемый выход системы (1) в

виде вектора zk ∈ L
nz
2 определяется выражением

zk = Czxk +Dzuk.(2)

В качестве данных для определения управляющего входа uk системы F
используют данные измерений с датчиков на объекте. Эти данные представ-
ляются в виде последовательности векторов yk ∈ L

ny

2 измеряемого выхода

yk = Cyxk +Dywk.(3)

Матрицы A, Bw, Bu, Cz, Dz, Cy, Dy являются известными веществен-
ными матрицами соответствующих размеров. Системе уравнений ви-
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да (1), (2), (3) ставятся в соответствие передаточные функции: Tyw(z) = Dy+
+Cy(zInx

−A)−1Bw, определяемая четверкой матриц

Tyw ∼ (A,Bw, Cy,Dy),(4)

и Tzu(z) = Dz + Cz(zInx
−A)−1Bu с четверкой матриц

Tzu ∼ (A,Bu, Cz,Dz).(5)

Общая постановка задачи управления: необходимо построить регулятор K
вида

K ∼
{
hk+1 = Âhk + B̂yk,

uk = Ĉhk + D̂yk
(6)

с состоянием hk ∈ L
nx
2 , входом yk ∈ L

ny

2 и выходом uk ∈ L
nu
2 , чтобы обеспечить

выполнение некоторого критерия качества. В (6) определению подлежат мат-
рицы Â, B̂, Ĉ и D̂. Далее представлены основные сведения о двух типах ре-
гуляторов в зависимости от критерия качества: о H2-регуляторе с критерием
качества в виде подлежащего минимизации следа ковариационной матрицы
состояния или регулируемого выхода замкнутой системы и о анизотропий-
ном регуляторе, для которого критерием качества является анизотропийная
норма линейного оператора, связывающего регулируемый выход замкнутой
системы с внешним возмущением.

2.3. H2-оптимальное управление

Для удобства дальнейшего изложения введем матрицы

UL = (DT
z Dz +BT

u P̂
Bu)
−1, UR = −(DT

z Cz +BT
u P̂
A), U
 = ULUR,(7)

VL = −(AQ̂
C
T
y +BwD

T
y ), VR = (DyD

T
y + CyQ̂
C

T
y )

−1, V
 = VLVR.(8)

Задача оптимального H2-управления заключается в поиске регулятора,
доставляющего минимум H2-норме системы, замкнутой этим регулятором.
Рассмотрим линейную дискретную стационарную систему с уравнением ди-
намики вида (1), уравнением управляемого выхода (2) и уравнением измеряе-
мого выхода (3) с внешним случайным возмущением в виде последовательно-
сти случайных независимых векторов wk со стандартным нормальным рас-
пределением, т.е. гауссовским распределением с нулевым средним E[wk] = 0 и
единичной ковариационной матрицей E[wkw

T
k ] = Inw

. Пусть ищется H2-опти-
мальный регулятор вида (6). Тогда имеем следующее решение поставленной
задачи синтеза оптимального H2-оптимального регулятора с учетом [2]:

Â
 = A+BuU
 + V
Cy −BuD̂
Cy,

B̂
 = BuD̂
 − V
,

Ĉ
 = U
 − D̂
Cy,

D̂
 = −UL(DT
z CzQ̂
C

T
y +BT

u P̂
AQ̂
C
T
y +BT

u P̂
BwD
T
y )VR,
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где P̂
 и Q̂
 – стабилизирующие решения алгебраических уравнений Риккати
(управления и фильтрации соответственно):

P̂
 = ATP̂
A+ CT
z Cz − UT

RU
,

Q̂
 = AQ̂
A
T +BwB

T
w − V
V

T
L .

Матрица V∗ связана с матрицей коэффициентов фильтра Калмана (как ча-
сти H2-регулятора) по отношению к обновляющей последовательности, в то
время как U∗ отвечает за формирование управляющего воздействия по оцен-
ке этим фильтром текущего состояния объекта управления (в силу структу-
ры принципа разделения фильтрации и управления, которой обладает ЛКГ-
регулятор).
Далее рассмотрим основные понятия и принципы анизотропийной теории,

на которых базируется решение поставленной в статье задачи.

2.4. Анизотропийная норма

В постановке задачи синтеза H2-оптимального регулятора предполагает-
ся, что на вход рассматриваемой системы в качестве внешнего возмущения
подается гауссовский белый шум. В реальных задачах чаще всего внешними
возмущениями для систем выступают окрашенные (и не обязательно гауссов-
ские) шумы, и не всегда точно известны статистические характеристики этих
шумов. Предположим, что на вход рассматриваемой системы (1) поступает
случайное возмущение в виде стационарной последовательности случайных
независимых в совокупности векторов W = (wk)0�k<+∞, wk ∈ L

nw
2 , свойства

которых отличаются от стандартного нормального распределения. Для ха-
рактеристики отклонения распределения случайного вектора от нормального
распределения будут использоваться понятия анизотропии случайного век-
тора и средней анизотропии последовательности случайных векторов.

Опр е д е л е н и е 1 [12]. Анизотропией A(w) nw-мерного случайного век-
тора w называется неотрицательная величина, определенная по формуле

A(w) = min
λ>0

D(f‖pnw,λ),

где D(f‖pnw,λ
) – относительная энтропия плотности распределения веро-

ятности f вектора w относительно плотности нормального распределения
вероятности pnw,λ

с нулевым математическим ожиданием и скалярной ко-
вариационной матрицей λInw

, λ > 0.
Для характеристики последовательности случайных векторов использова-

ние анизотропии согласно приведенному выше определению не представля-
ется возможным ввиду стремления ее к бесконечности по мере увеличения
количества элементов последовательности. Поэтому было введено понятие
средней анизотропии последовательности случайных векторов.
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Опр е д е л е н и е 2 [12]. Cредней анизотропией (стационарной эргодиче-
ской) последовательности W = (wk)0�k<+∞ называют предел

A(W ) = lim
N→∞

A(W0:N−1)

N
,

гдеWs:t = (wT
s , w

T
s+1, . . . , w

T
t )

T – вектор, образованный векторами фрагмен-
та последовательности (wk)s�k�t.
Как известно [20], векторы стационарной гауссовской последовательности
случайного возмущения W = (wk)0�k<+∞ могут быть представлены в виде

wj =
+∞∑
k=0

gkvj−k,

где V = (vk)0�k<+∞ – последовательность независимых nw-мерных случай-
ных векторов со стандартным нормальным распределением; gk – импульс-
ная переходная характеристика генерирующего фильтра, G(z) ∈ Hnw×nw

2 –
передаточная функция генерирующего фильтра с последовательностью век-
торов V на входе и последовательностью W на выходе. Поскольку последова-
тельность векторов W генерируется фильтром G, для средней анизотропии
последовательности A(W ) может быть использовано обозначение A(G). По-
казано (см. [11, формула (4) и Лемма 1]), что средняя анизотропия A(G)
последовательности случайных векторов W , генерируемой формирующим
фильтром G, может быть вычислена по следующей формуле:

A(G) = − 1

4π

π∫
−π

ln det

(
nw
‖G‖22

Ĝ(w)(Ĝ(w))

)
dw,

где

Ĝ(w) = lim
r→1−0

G(reiw), w ∈ [−π, π), i2 = −1.

Одной из мер отклика системы F вида (4) на входное возмущение в ви-
де последовательности векторов W со средней анизотропией A(G) � a явля-
ется анизотропийная норма системы [11], которая определяется следующим
образом:

|||F |||a = sup
G∈Ga

‖FG‖2
‖G‖2

,(9)

где Ga = {G ∈ Hnw×nw
2 : A(G) � a} – множество формирующих фильтров

с ограниченной числом a средней анизотропией последовательности W .
Для вычисления анизотропийной нормы необходимо определить парамет-

ры формирующего фильтра G, при котором достигается супремум в выра-
жении (9). Этот фильтр называется наихудшим формирующим фильтром и

71



имеет представление [11, формулы (32), (33)]

G ∼
[
A+BL BΣ1/2

L Σ1/2

]
(10)

с состоянием xk, входом vk и выходом wk. Приведем формулировку леммы о
вычислении анизотропийной нормы для линейной дискретной стационарной
системы.

Лемма 1 [11, Лемма 3]. Дана устойчивая линейная дискретная стаци-
онарная система F вида (4), определяемая четверкой матриц A, B, C, D.
Для любого a > 0 существует, причем единственная, пара (q,R), где
q ∈ (0, ‖F‖−2∞ ) – скалярный параметр, удовлетворяющий уравнению

−1

2
ln det

nwΣ

tr(LPLT +Σ)
= a,(11)

а R ∈ R
nx×nx – матрица, являющаяся стабилизирующим решением уравне-

ния Риккати

R = ATRA+ qCTC + LTΣ−1L,

Σ = (Inw
− qDTD −BTRB)−1,

L = Σ(BTRA+ qDTC).

Причем анизотропийная норма системы F вычисляется как

|||F |||a =
(
1

q

(
1− nw

tr(LPLT +Σ)

))1/2

,(12)

где матрица P ∈ R
nx×nx удовлетворяет уравнению Ляпунова

P = (A+BL)P (A+BL)T +BΣBT.(13)

Приведенные выше понятия и принципы анизотропийной теории управле-
ния будут использоваться далее при решении задач определения асимптоти-
ческого представления анизотропийного регулятора в общем виде и макси-
мального порога анизотропии, при котором анизотропийный регулятор ап-
проксимируется H2-регулятором с заданной точностью.

3. Оптимальный анизотропийный регулятор

Рассматривается задача синтеза оптимального анизотропийного регулято-
ра вида (6) для линейной дискретной стационарной системы (5) с измеряемым
выходом (3). В [19] приведено решение задачи асимптотического представле-
ния при близких к нулю значениях средней анизотропии a для статического
регулятора по состоянию uk = Kxk. Решим по аналогии задачу асимптоти-
ческого представления для динамического анизотропийного регулятора по
выходу.
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Для начала запишем представление исходной системы с динамическим
регулятором как результат подстановки выражения регулятора (6) в систему
(1)–(3):

L(F,K) ∼
[
A B

C D

]
,(14)

где матрицы A, B, C и D имеют вид

A =

(
A+BuD̂Cy BuĈ

B̂Cy Â

)
, B =

(
Bw +BuD̂Dy

B̂Dy

)
,

C =
(
Cz +DzD̂Cy DzĈ

)
, D = DzD̂Dy.

Предполагается, что векторы wk входного возмущения рассматриваемой
системы являются выходом наихудшего формирующего фильтра вида (10) и
представимы в виде

wk = Lxxk + Lhhk +Σ1/2vk.

Уравнение Риккати из условия леммы о вычислении анизотропийной нормы
(11)–(13) для системы (14) имеет вид

R = A
T
RA+ qC

T
C + LTΣ−1L,(15)

Σ = (Inw
− qD

T
D −B

T
RB)−1,(16)

L = (Lx Lh) = Σ(B
T
RA+ qD

T
C).(17)

Таким образом, поставленная задача управления разделяется на две под-
задачи – определение наихудшего формирующего фильтра для замкнутой
системы (14) и синтез оптимального динамического анизотропийного регуля-
тора в виде ЛКГ-регулятора, минимизирующего след ковариационной мат-
рицы регулируемого выхода замкнутой системы (14), когда на ее вход посту-
пает наиболее неблагоприятный шум. В [16] представлено решение подобной
задачи управления для случая D̂ = 0. Если провести аналогичным образом
рассуждения для случая регулятора (6), то получим, что матрицы Â и B̂
удовлетворяют формулам

Â = A+BwM +BuĈ + (BuD̂ − Λ)(Cy +DyM), B̂ = Λ,(18)

где

M = Lx + Lh,(19)

S = (A+BwLx +BuD̂DyLx)S(A+BwLx +BuD̂DyLx)
T+(20)

+ (Bw +BuD̂Dy)Σ(Bw +BuD̂Dy)
T − ΛΘΛT,

Θ = (Cy +DyLx)S(Cy +DyLx)
T +DyΣD

T
y ,(21)

Λ =
(
(A+BwLx +BuD̂Cy +BuD̂DyLx)S(Cy +DyLx)+(22)

+ (Bw +BuD̂Dy)ΣD
T
y

)
Θ−1.

73



Для определения неизвестных матриц Ĉ и D̂ регулятора воспользуемся ме-
тодологией решения задач синтеза динамических H2-оптимальных регулято-
ров по выходу, представленной в [2]. Для этого необходимо записать исходную
систему (1)–(3) с динамическим регулятором (6) и наихудшим формирующим
фильтром (10) в виде ⎧⎪⎨⎪⎩

x̃k+1 = Ãx̃k + B̃wvk + B̃uuk,

z̃k = C̃zx̃k + D̃zuk,

ỹk = C̃yx̃k + D̃yvk,

(23)

где вектор состояния x̃ включает в себя вектор состояния xk исходной си-
стемы (1) и вектор состояния hk регулятора (6), т.е. x̃ = (xTk hTk )

T, z̃k = zk,
ỹ = (yTk hTk )

T, а матрицы системы имеют вид

Ã =

(
A+BwLx BwLh

B̂Cy + B̂DyLx Â+ B̂DyLh

)
, B̃w =

(
BwΣ

1/2

B̂DyΣ
1/2

)
, B̃u =

(
Bu
0

)
,(24)

C̃z = (Cz 0), D̃z = Dz,(25)

C̃y =

(
Cy +DyLx DyLh

0 Inx

)
, D̃y =

(
DyΣ

1/2

0

)
.(26)

В итоге получаем, что искомое управление uk определяется по формуле

uk = Ñ ỹk,

где Ñ = (D̂ Ĉ).
Применив представленный в [2] метод решения задачи H2-оптимального

управления для системы (23), получим

Ñ = −ŨL(D̃T
z C̃zQ
C̃

T
y + B̃T

u P
ÃQ
C̃
T
y + B̃T

u P
B̃wD̃
T
y )ṼR,(27)

где матрицы ŨL и ṼR введены по аналогии с (7) и (8) путем замены со-
ответствующих матриц на аналогичные с волнистой чертой и матриц P̂
, Q̂

на P
, Q
 соответственно, а сами матрицы P
 иQ
 являются решениями урав-
нений

P
 = ÃTP
Ã+ C̃ T
z C̃z − ŨT

R Ũ
,(28)

Q
 = ÃQ
Ã
T + B̃wB̃

T
w − Ṽ
Ṽ

T
L .(29)

Из (27) следует, что для определения матриц Ĉ и D̂ необходимо сделать
следующие преобразования:

Ĉ = Ñ

(
0
Inx

)
, D̂ = Ñ

(
Iny

0

)
.
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Таким образом, матрицы Â, B̂, Ĉ и D̂ искомого динамического анизотро-
пийного регулятора по выходу однозначно определяются системой уравне-
ний (18), (27)–(29).
В следующем разделе приведено решение задачи поиска асимптотического

представления для полученного оптимального анизотропийного регулятора
при a→ 0 + 0.

4. Асимптотическое представление регулятора

Следующим шагом решения поставленной задачи является вывод фор-
мул асимптотического представления полученного анизотропийного динами-
ческого регулятора. Для этого необходимо определить компоненты разложе-
ния матриц регулятора, системы (23) и всех сопутствующих матриц. Запишем
формулы разложения в матричные ряды для матриц системы (23):

X(a) =

n∑
k=0

Xka
k/2 + o(an/2), a→ 0 + 0,(30)

где под X понимается любая из переменных, кроме матриц A, Bw, Bu, Cz, Cy,
Dz, Dy исходной системы, которые не зависят от a по постановке задачи (для
примера, матрица Σ зависит от a, поэтому для нее справедливо представле-
ние (30), т.е. Σ(a) = Σ0 +Σ1

√
a+Σ2a+ o(a), если положить n = 2). Отметим,

что X̃(
√
a)

.
= X(a) является достаточно гладкой функцией своего аргумен-

та
√
a. Соответственно, подобное разложение будут иметь и все матрицы,

полученные в результате сумм и произведений отдельных матриц, предста-
вимых в виде (30).
По аналогии с решением задачи синтеза статического регулятора для

определения нулевых компонент разложений матричных функций необхо-
димо определить значения функций при a = 0 – этому случаю соответству-
ют матрицы H2-регулятора. Для удобства введем вспомогательную матрицу
Υ = −Ũ−1

L ÑṼ −1
R . Все переменные X0, соответствующие случаю a = 0, здесь

не приводятся, так как получаются тривиально путем подстановки величин
q = 0, L = 0 и Σ = Inw

во все необходимые формулы.
Используя приведенные в [18, 19] результаты, запишем вторые слагаемые

разложений матричных функций R(a), Σ(a), L(a) и q(a) следующим образом:

q21 = 4nw/
(
2nwtr(B

T
0 QA0P 0A

T
0 QB0 + nw(B

T
0 QB0)

2)− tr2(B
T
0 QB0)

)
,(31)

R1 = q1Q, Σ1 = B
T
0R1B

0
, L1 = B

T
0R1A0,

где матрицы Q и P 0 удовлетворяют уравнениям

Q = A
T
0 QA0 + C

T
0 C0, P 0 = A0P 0A

T
0 +B0B

T
0 .
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Сделав все необходимые преобразования, получим следующие выражения
первых компонент для ненулевых (остальные будут нулевыми) матриц за-
мкнутой системы (можно обратить внимание на зависимость этих матриц
одновременно от различных X0 и X1):

Ã1 =

(
BwLx,1 BwLh,1

B̂1Cy + B̂0DyLx,1 B̂0DyLh,1

)
, B̃w,1 =

(
BwΣ

1/2
1

B̂1Dy + B̂0DyΣ
1/2
1

)
,

C̃y,1 =

(
DyLx,1 DyLh,1

0 0

)
, D̃y,1 =

(
DyΣ

1/2
1

0

)
.

Проведя аналогичные выкладки для матриц анизотропийного регулятора,
получим уравнения для первых компонент матриц анизотропийного регуля-
тора:

Â1 = BwM1 +BuĈ1 +BuD̂1Cy − Λ1Cy + (BuD̂0 − Λ0)DyM1, B̂1 = Λ1,

Ĉ1 = Ñ1

(
0
Inx

)
, D̂1 = Ñ1

(
Iny

0

)
.

Хотя выражения для вторых слагаемых разложения (30) различных мат-
риц-переменных устроены достаточно сложно, все они получаются одинако-
вым способом и устроены очень похоже, поэтому для экономии места при-
ведем лишь общий принцип их вывода на примере матрицы Υ. Согласно
введенным обозначениям,

Υ = D̃T
z C̃zQ
C̃

T
y + B̃T

u P
ÃQ
C̃
T
y + B̃T

u P
B̃wD̃
T
y ,(32)

где все матрицы, формирующие ее, зависят от a. Значит, для первого слага-
емого ее разложения по формуле (30) справедливо представление

Υ0 = D̃T
z,0C̃z,0Q
,0C̃

T
y,0 + B̃T

u,0P
,0Ã0Q
,0C̃
T
y,0 + B̃T

u,0P
,0B̃w,0D̃
T
y,0,(33)

а для второго – представление

Υ1 =
∑

i,j,k,l�0
i+j+k+l=1

D̃T
z,iC̃z,jQ
,kC̃

T
y,l +(34)

+
∑

i,j,k,l,m�0
i+j+k+l+m=1

B̃T
u,iP
,jÃkQ
,lC̃

T
y,m +

∑
i,j,k,l�0

i+j+k+l=1

B̃T
u,iP
,jB̃w,kD̃

T
y,l.

Несложно заметить общий принцип формирования матрицы Υ1: из всех воз-
можных индексов формирующих ее матриц в каждом из матричных произ-
ведений лишь один принимает значение, равное 1. По аналогии, для того,
чтобы выписать третье слагаемое Υ2, понадобится рассмотреть всевозмож-
ные комбинации индексов, сумма которых равна 2 (общее число слагаемых
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в этом случае будет равно 35). Таким образом, можно считать, что все необ-
ходимые матрицы в представлении (30) выписаны, т.е. с заданной точностью
определено асимптотическое представление динамического анизотропийного
регулятора при a → 0 + 0. Полученные результаты запишем в виде следую-
щего утверждения.

Те ор ем а 1. Даны линейная стационарная система вида (1)–(3) и дина-
мический регулятор вида (6) в форме обратной связи по выходу. При малых
значениях средней анизотропии a→ 0+0 входных возмущений для матриц
Â, B̂, Ĉ и D̂ регулятора справедливы асимптотические разложения, задан-
ные формулой (30), где слагаемые ряда определяются по аналогии с фор-
мулами (32)–(34) для матрицы Υ, а зависимость их от числа a задается
формулой (11).
В следующем разделе представлено решение задачи нахождения асимпто-
тического представления анизотропийной нормы для замкнутой найденным
регулятором системы.

5. Асимптотическое представление анизотропийной нормы

Следующим этапом решения задачи является получение асимптотического
представления анизотропийной нормы системы, замкнутой полученным ре-
гулятором, и определение максимального уровня средней анизотропии amax,
при котором соответствующий оптимальный анизотропийный регулятор ап-
проксимируется H2-оптимальным регулятором с заданным уровнем точно-
сти ε. Для этого необходимо определить первые компоненты матриц A, B,
C и D. Определив частные производные этих матричных функций по

√
a и

подставив в них значение a = 0, легко получаем нужные первые компоненты
разложения матриц A, B, C и D.
Для асимптотического представления анизотропийной нормы необходимо

определить вторые компоненты матричных функций R(a) и Σ(a). Опреде-
лив вторые частные производные матриц (15)–(17) по

√
a и подставив в них

нулевое значение средней анизотропии a, имеем

R2 = A
T
0R2A0 + YR2

+ Y T
R2
,

Σ2 = B
T
0R2B0 + YΣ2

+ Y T
Σ2
,(35)

где YR2
= q1

(
A

T
1 QA0 + C

T
1 C0

)
, YΣ2

= q1

(
B

T
1 QB0 +D

T
1D0

)
. Подставив полу-

ченные разложения в ряд матричных функций R, Σ, L и P в формулу (12)
анизотропийной нормы, получим асимптотическое представление анизотро-
пийной нормы системы (14) при a→ 0+ следующего вида:

|||L(F,K
)|||a =

=
‖L(F,K
,0)‖2√

nw

(
1 +

(√
Ξ

nw
+

tr(Σ2)

2q1‖L(F,K
,0)‖22

)
√
a

)
+ o(

√
a),

(36)
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где L(F,K
,0) представляет собой систему вида (14), замкнутую оптималь-
ным регулятором при уровне средней анизотропии a = 0, а Ξ имеет вид

Ξ =
nw‖L(F,K
,0)‖44 − ‖L(F,K
,0)‖42

‖L(F,K
,0)‖42
.(37)

Формулы для ‖ · ‖44 и ‖ · ‖42 известны и могут быть найдены в [17].
Последним шагом будет определение максимального уровня средней ани-

зотропии для заданного уровня точности ε = o(‖L(F,K
,0)‖2), с которым
H2-оптимальный регулятор аппроксимирует анизотропийный регулятор. Это
условие имеет вид a � amax, где amax удовлетворяет неравенству∣∣∣∣|||L(F,K
)|||amax

− ‖L(F,K
,0)‖2√
nw

∣∣∣∣ < ε
‖L(F,K
,0)‖2√

nw
.(38)

Подставив формулу (36) асимптотического представления анизотропийной
нормы в неравенство (38), имеем

a � amax = ε2

(√
Ξ

nw
+

tr(Σ2)

2q1‖L(F ,K
,0)‖22

)−2

.(39)

Приведенные выше результаты решения задачи асимптотического пред-
ставления анизотропийной нормы запишем в виде следующей теоремы.

Те ор ем а 2. Дана линейная стационарная система вида (1)–(3) и дина-
мический регулятор вида (6) в форме обратной связи по выходу. При малых
значениях средней анизотропии a→ 0 + 0 входных возмущений анизотро-
пийная норма системы, замкнутой регулятором (6), имеет асимптотиче-
ское представление (36), а максимальный уровень средней анизотропии, при
котором относительное отклонение анизотропийной нормы |||L(F,K
)|||a от
масштабированной H2-нормы замкнутой системы не превышает заданного
порогового числа ε, определяется по формуле (39), где q1, Σ2 и Ξ задаются
в соответствии с формулами (31), (35) и (37).
Очевидно, что максимальный уровень средней анизотропии определяется

матрицами исходной системы. В более ранних работах по левой асимптоти-
ке анизотропийного фильтра [18] и статического анизотропийного регулято-
ра [19] было наглядно показано, что их H2-оптимальные аналоги достаточно
эффективно аппроксимируют соответственно анизотропийные фильтр и ре-
гулятор при малых значениях средней анизотропии входного возмущения.

6. Заключение

В данной статье рассмотрены задача синтеза динамического оптималь-
ного анизотропийного регулятора для линейных дискретных стационарных
систем и задача определения максимального порога средней анизотропии,
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при котором с заданным уровнем точности анизотропийный регулятор мо-
жет быть аппроксимирован H2-оптимальным регулятором. В процессе реше-
ния поставленных задач были получены асимптотические представления всех
матриц анизотропийного регулятора, матриц замкнутой системы и ее анизо-
тропийной нормы при малых значениях средней анизотропии. Дальнейшие
исследования могут быть посвящены аналогичной задаче анизотропийного
управления для правой асимптотики, получению асимптотического представ-
ления анизотропийного регулятора и нормы замкнутой системы при средней
анизотропии, стремящейся к бесконечности.
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Стохастические системы
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(Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН,
Москва)

ПРИМЕНЕНИЕ ФИЛЬТРА ЛИНЕЙНЫХ ПСЕВДОНАБЛЮДЕНИЙ
В ЗАДАЧАХ СЛЕЖЕНИЯ И ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ

ПО НАБЛЮДЕНИЯМ СО СЛУЧАЙНЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ1

Исследуется возможность адаптации и результативность применения
фильтра линейных псевдонаблюдений в модели стохастической системы
наблюдения со случайными временны́ми задержками между поступаю-
щими наблюдениями и фактическим состоянием движущегося объекта.
Метод псевдонаблюдений модифицируется для объединения результатов
наблюдений, выполняемых несколькими измерительными комплексами,
расположенными на разных расстояниях до объекта и имеющими отли-
чающиеся временны́е задержки. Фильтр реализуется в модели, учиты-
вающей измерения углов направления и дальности. Экспериментальные
расчеты выполнены для модельного примера, описывающего движение
автономного подводного аппарата, использующего для позиционирования
два стационарных акустических маяка.

Ключевые слова: стохастическая система со случайными временны́ми
задержками наблюдений, линейные псевдонаблюдения, расширенный
фильтр Калмана, позиционирование, слежение за целью, сонары.

DOI: 10.31857/S0005231025100058

1. Введение

Методы фильтрации состояний в стохастических динамических системах
находят применение в разнообразных приложениях, в числе которых управ-
ление автономными подводными аппаратами (ПА) [1]. Наряду с беспилот-
ными летательными аппаратами [2] и беспилотными автомобилями [3], эта
область в настоящее время является актуальным источником исследователь-
ских задач. Сама по себе водная среда имеет особенности, учитывать кото-
рые в задачах, связанных с движением на поверхности, не приходится. Это,
например, такие факторы, как изменяющаяся температура, соленость и дав-
ление воды [4], довольно интересны течения [5]. Помимо влияния на движу-
щийся объект, даже большие особенности создает вода для измерительных

1 Работа выполнена при поддержке проекта № 075-15-2024-544 Министерства науки и
высшего образования РФ. Работа выполнена с использованием инфраструктуры Центра
коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные»
(ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН, Москва).
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средств. Если не касаться акселерометров и гироскопов, функционирующих
на борту ПА, а рассматривать только внешних наблюдателей, то все доступ-
ные измерительные средства строятся на общих физических законах, исполь-
зуют акустический сигнал, т.е. относятся к акустическим сенсорам или сона-
рам [6]. Принципиальной особенностью таких устройств является значимое
влияние на точность измерений случайной временно́й задержки поступления
данных о состоянии наблюдаемого ПА. Этот эффект имеет место и в измери-
телях, использующих электромагнитное излучение. Так, локатор, наблюдаю-
щий за объектом на расстоянии в 1 км, получит его координаты с задержкой
порядка 10−7 с. Такими значениями можно пренебречь. Если используется
сонар, то при скорости звука в воде 1500 м/с задержка в определении коор-
динат объекта на расстоянии 1 км составит около 0,7 с, на расстоянии 10 км –
уже 7 с. Даже если объект движется не слишком быстро, пренебрегать та-
кими значениями нельзя. Тем более этот эффект надо учитывать в моделях,
связанных с движением скоростных ПА.
Модель стохастической динамической системы наблюдения, которая учи-

тывает фактор временно́й задержки акустического сигнала, предложена
в [7, 8], расширена на задачу идентификации неизвестных параметров модели
движения в [9, 10]. Для оценки состояния и параметров записаны соотноше-
ния оптимальной байесовской фильтрации [11].
Как и в большинстве приложений, ни универсальные методы фильтрации,

типа расширенного фильтра Калмана (РФК) [12], фильтров частиц [13] и раз-
личных вариантов сигма-точечных фильтров [14], ни условно-оптимальные и
минимаксные фильтры Пугачева–Панкова [15, 16] типовой структуры, ни тем
более оптимальные байесовские фильтры применять на практике не удается:
либо чрезмерно вычислительно затратной оказывается реализация, либо про-
является склонность субоптимальных алгоритмов к расходимости. Исключе-
нием мог бы стать метод линейных псевдонаблюдений, занимающий проме-
жуточное место между универсальными методами, применимыми к любой
модели, и специализированными, т.е. предназначенными исключительно для
конкретной модели. Хотя идея этого метода достаточно универсальна, при-
меняться он должен к вполне конкретным измерениям, линеаризуя их. В за-
дачах подводной навигации применяются разнообразные сенсоры, несущие
косвенную информацию о положении объекта. В их числе измерители углов
направления и расстояний занимают значимое место [17].
Сама идея псевдоизмерений известна достаточно давно и представляется

логичным дополнением или развитием наиболее известного метода субопти-
мальной фильтрации – РФК [12]. Как известно, РФК воспроизводит струк-
туру линейного фильтра Калмана [18], оптимального в задаче фильтрации
состояния в линейно-гауссовской системе наблюдения, а также обладающего
целой серией выдающихся свойств в различных задачах робастного и адап-
тивного оценивания и управления. Формальное следование структуре линей-
ного фильтра означает линеаризацию. В случае РФК – это линеаризация
около прогноза состояния для получения эвристических оценок ковариаций
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прогноза состояния и оценки фильтрации. Усовершенствованная за счет неко-
торых функциональных преобразований линеаризация наблюдений, которая
делает комбинации наблюдений более похожими на линейные, по-видимому,
впервые продемонстрирована для измерений углов направлений в [19]. Более
современный практический взгляд – в [20]. Новое качество фильтру псевдо-
наблюдений придала серия работ, начатая в [21], за счет обновления модели.
Цель данной статьи состоит в адаптации метода РФК на основе линейных

псевдонаблюдений для модели с временны́ми задержками. Для этого в разде-
ле 2 предложена более универсальная модель псевдонаблюдений, развиваю-
щая классический метод [19, 20]. Далее, в разделе 3 эта модель использована
для записи уравнений фильтрации на основе РФК для модели стохастической
системы наблюдения с временны́ми задержками. Раздел 4 статьи посвящен
вычислительному эксперименту, который описывает слежение за движени-
ем к заданной цели ПА, наблюдаемого двумя стационарными акустическими
маяками. В заключение подведены итоги, в т.ч. указаны возможные недостат-
ки метода линейных псевдонаблюдений на основе РФК и пути их устранения.

2. Фильтрация по методу линейных псевдонаблюдений

2.1. Модель системы и определение псевдонаблюдений

Используются обозначения E{X} – математическое ожидание случайного
вектора X, cov(X,Y ) – ковариация X и Y , X ′ – операция транспонирова-
ния X.
Предполагается, что движение автономного ПА (A – AUV, autonomous

underwater vehicle) описывается в системе координат Oxyz такой, что плос-
кость Oxy совпадает с поверхностью моря, а ось Oz направлена вниз и соот-
ветствует глубине (рис. 1).
Вектор координат A в некоторый фиксированный, например начальный,

момент времени обозначим (XA, YA, ZA)′, координаты в зависимости от вре-
мени – (X(t), Y (t), Z(t))′.
Сначала будем считать, что за движением наблюдает один измерительный

комплекс (M – meter), имеющий координаты (XM, YM, ZM). Это может быть
пассивное акустическое устройство для оценки направления движения [22],
позволяющее выполнять измерение на борту ПА, или активный гидроакусти-
ческий буй [23], формирующий измерения для внешнего наблюдателя.
Тип измерительного устройства зависит от того, какая навигационная за-

дача решается. Если ПА взаимодействует с измерителем (кооперативный сце-
нарий), то на борту ПА решается задача позиционирования. Если преследу-
ются противоположные интересы, то внешним комплексом решается задача
слежения за целью.
Вне зависимости от задачи выполняется измерение угла ϕ направления на

источник акустического сигнала (азимут или пеленг) в плоскости Oxy, угла
возвышения λ – наклона акустического луча по отношению к прямой Oz,

83



x
�

�

�

�

�
��

�

XM

Маяк
(XM, YM, ZM)

3
4

2
1

ПА
(XA, YA, ZA)

YM
YA

XA

ZA

O

y

z

Рис. 1. Взаимное расположение ПА и наблюдателя.

и дальности r – расстояния между A и M. Варианты взаимного расположе-
ния ПА и наблюдателя и правила отсчета углов показаны на рис. 1.
Предлагаемый вариант формирования из измерений ϕ, λ и r линейных

псевдонаблюдений комбинирует идею классического фильтра [19] и модель с
наблюдением тангенсов [20].
Первым рассмотрим измерение yϕ = ϕ+ vϕ, пеленга ϕ, где ошибка vϕ име-

ет распределение с нулевым средним E{vϕ} = 0 и средним отклонением σϕ:
cov(vϕ, vϕ) = σ2ϕ. Если считать, что погрешность сонаров при измерении уг-
лов составляет порядка 1◦–2◦, то, представляя измерения в радианах, вели-
чину σϕ можно положить равной σϕ = π

180 ≈ 0,0175. Таким образом, vϕ � 1.
Для измерения yϕ запишем синус и косинус и аппроксимируем их соответ-

ствующими линейными частями разложения Тейлора для малых vϕ:

ysinϕ = sin(yϕ) = sin(ϕ+ vϕ)≈ sin(ϕ) + cos(ϕ)vϕ,

ycosϕ = cos(yϕ) = cos(ϕ+ vϕ)≈ cos(ϕ)− sin(ϕ)vϕ.

Далее, исходя из предположения, что для распределения vϕ заданы толь-
ко моменты E{vϕ} = 0 и E{v2ϕ} = σ2ϕ, а величины ϕ и vϕ независимы, имеем
E{(cos(ϕ)vϕ)2}�σ2ϕ и E{(sin(ϕ)vϕ)2}�σ2ϕ. Кроме того, E{cos(ϕ)vϕ sin(ϕ)vϕ} =

= 1
2σ

2
ϕE{sin(2ϕ)} = 0, если ϕ имеет симметричное относительно нуля распре-

деление. Учитывая физический смысл ϕ, последнее предположение является
вполне реалистичным. Остается сослаться на известное минимаксное свой-
ство нормального распределения, максимизирующего дисперсию на классе
распределений с известным математическим ожиданием и ограниченной дис-
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персией [24], и сформировать аппроксимацию вида:

ysinϕ ≈ sin(ϕ) + v1, ycosϕ ≈ cos(ϕ) + v2,

где v1 и v2 – независимые гауссовские случайные величины, E{v1} = E{v2} = 0
и E{v21} = E{v22} = σ2ϕ. Ошибка измерения (v1, v2)′ при этом интерпретируется
как наихудшая.
Можно предположить, что такая интерпретация окажется излишне

грубой, что часто свойственно минимаксным оценкам, поэтому имеет
смысл ориентироваться на другой вариант аппроксимации E{(cos(ϕ)vϕ)2} и
E{(sin(ϕ)vϕ)2}. Вычислить эти моменты, не зная распределение ϕ, нельзя. Но
можно предполагать, что ϕ принимает любые значения с одинаковой вероят-
ностью, т.е. имеет «близкое» к равномерному распределение. Это отражает
предположение, что цель может появиться в любом месте. Тогда можно счи-
тать

E{(cos(ϕ)vϕ)2} = E{(sin(ϕ)vϕ)2} ≈ 1

4
σ2ϕ.

Проверить, какой из вариантов E{v21,2} = σ2ϕ или E{v21,2} = 1
4σ

2
ϕ лучше, воз-

можно экспериментально.
Продолжая выкладки далее, получаем

sin(ϕ)≈ ysinϕ − v1, cos(ϕ)≈ ycosϕ − v2,

tan(ϕ) =
YA − YM
XA −XM

≈ ysinϕ − v1

ycosϕ − v2
,

(YA − YM)ycosϕ − (XA −XM)ysinϕ ≈ (YA − YM)v2 − (XA −XM)v1.

Если в последнем выражении вместо точных координат (XA, YA) подстав-
лять их оценки, то получится невязка псевдонаблюдений, фигурирующая в
уравнениях фильтрации. Сами псевдонаблюдения можно записать в виде

−YMycosϕ +XMysinϕ ≈

≈ (ysinϕ ,−ycosϕ )

(
XA
YA

)
+ (YA − YM)v2 − (XA −XM)v1,

что объясняет смысл выполненных преобразований: псевдонаблюдения
−YMycosϕ +XMysinϕ аппроксимируют измерения линейной комбинации оце-
ниваемых координат (XA, YA) на фоне аддитивного шума с известной
ковариацией.
Итак, для измерения yϕ = ϕ+ vϕ пеленга ϕ формируется псевдонаблюде-

ние Yϕ:

Yϕ = −YMycosϕ +XMysinϕ , ysinϕ = sin(yϕ), ycosϕ = cos(yϕ),(1)
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и алгоритм фильтрации использует модель наблюдения вида:

Yϕ = (ysinϕ ,−ycosϕ )

(
XA
YA

)
+ (XM −XA, YA − YM)

(
v1
v2

)
.(2)

Следующее измерение yλ = λ+ vλ для угла возвышения λ. Аналогично
пеленгу, аппроксимируем синус и косинус, исходя из таких же предположений
об ошибке измерения vλ

ysinλ = sin(yλ)≈ sin(λ) + cos(λ)vλ ≈ sin(λ) + v3,

ycosλ = cos(yλ)≈ cos(λ)− sin(λ)vλ ≈ cos(λ) + v4

с независимыми гауссовскими v3 и v4, E{v3} = E{v4} = 0 и E{v23} = E{v24} = σ2λ
(в альтернативной версии E{v23,4} = 1

4σ
2
λ). Отсюда

sin(λ)≈ ysinλ − v3, cos(λ)≈ ycosλ − v4,

tan(λ) =
ZA − ZM
|XA −XM| cos(ϕ) ≈

ysinλ − v3
ycosλ − v4

.

Для упрощения манипуляций с измерением λ будем предполагать, что вза-
имное расположение A иM учтено при выборе системы координат так, что-
бы выполнялось XA > XM, а далее при движении X(t) > XM. Используя
имеющуюся аппроксимацию пеленга, заменим cos(ϕ) на ycosϕ − v2 и получим

ycosϕ ycosλ (ZA − ZM)− ysinλ (XA −XM)≈
≈ (ZA − ZM)ycosλ v2 − (XA −XM)v3 + (ZA − ZM)ycosϕ v4 − (ZA − ZM)v2v4.

Поскольку все vi предполагались независимыми и центрированными, то
дисперсия правой части полученного выражения (ошибки псевдонаблюде-
ний) имеет вид

E
{(

(ZA − ZM)ycosλ v2 − (XA −XM)v3 +

+ (ZA − ZM)ycosϕ v4 − (ZA − ZM)v2v4
)2}

=

= E
{
(ZA − ZM)2(ycosλ )2

}
σ2ϕ + E

{
(XA −XM)2

}
σ2λ +

+ E
{
(ZA − ZM)2(ycosϕ )2

}
σ2λ + E

{
(ZA − ZM)2

}
σ2ϕσ

2
λ.

Апеллируя к тем же положениям о малых значениях vi, σϕ и σλ, пренебре-
жем последним слагаемым и представим невязку псевдонаблюдений (когда
вместо точных координат (XA, YA, ZA) будут подставлены их оценки) как

ycosϕ ycosλ (ZA − ZM)− ysinλ (XA −XM)≈
≈ (ZA − ZM)ycosλ v2 − (XA −XM)v3 + (ZA − ZM )ycosϕ v4,
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а сами псевдонаблюдения запишем в виде

−ycosϕ ycosλ ZM + ysinλ XM≈
≈− ycosϕ ycosλ ZA+ysinλ XA+(ZA−ZM)ycosλ v2− (XA−XM)v3+(ZA−ZM)ycosϕ v4.

Итак, для измерения yλ = λ+ vλ угла возвышения λ формируется псевдо-
наблюдение Yλ

Yλ = −ycosϕ ycosλ ZM + ysinλ XM,

ysinλ = sin(yλ), ycosλ = cos(yλ), ycosϕ = cos(yϕ),
(3)

и алгоритм фильтрации использует модель наблюдения вида

Yλ =
(
ysinλ , −ycosϕ ycosλ

)(XA
ZA

)
+

+
(
(ZA − ZM)ycosλ , XM −XA, (ZA − ZM)ycosϕ

)⎛⎝v2v3
v4

⎞⎠ .

(4)

Последним рассмотрим измерение yr = r + v5 дальности r с независимой
от предыдущих vi ошибкой v5: E{v5} = 0, E{v25} = σ2r . Используя измерение
угла возвышения λ и аппроксимацию sin(λ)≈ ysinλ − v3, запишем

r =
ZA − ZM
sin(λ)

⇒ yr − v5 ≈ ZA − ZM
ysinλ − v3

.

Поступая аналогично преобразованиям углов, получаем

ZA − ZM − yry
sin
λ ≈−yrv3 − ysinλ v5 + v3v5.

Записанная справа центрированная ошибка имеет дисперсию

E{(−yrv3 − ysinλ v5 + v3v5)
2} = E

{
y2r
}
σ2λ + E

{
(ysinλ )2

}
σ2r + σ2λσ

2
r .

Здесь третьим слагаемым в сравнении с первыми двумя можно пренебречь
и представить невязку псевдонаблюдений (когда вместо точной координа-
ты ZA будет подставлена ее оценка) как

ZA − ZM − yry
sin
λ ≈−yrv3 − ysinλ v5.

Сами псевдонаблюдения запишем в виде

ZM + yry
sin
λ ≈ ZA + yrv3 + ysinλ v5.

Итак, для измерения yr = d+ v5 дальности формируется псевдонаблюде-
ние Yr:

Yr = ZM + yry
sin
λ , ysinλ = sin(yλ),(5)
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и алгоритм фильтрации использует модель наблюдения вида

Yr = ZA +
(
yr, ysinλ

)(v3
v5

)
.(6)

Теперь можно объединить все три модели (2), (4), (6) в один вектор на-
блюдений Y = (Yϕ, Yλ, Yr)

′ вида

Y =

⎛⎝ ysinϕ −ycosϕ 0
ysinλ 0 −ycosϕ ycosλ

0 0 1

⎞⎠X+

(7)

+

⎛⎝XM −XA YA − YM 0
0 (ZA − ZM)ycosλ XM −XA
0 0 yr

⎞⎠⎛⎝ 0
(ZA − ZM)ycosϕ

0

⎞⎠+

⎛⎝ 0
0
ysinλ

⎞⎠V,

где X = (XA, YA, ZA)′, V = (v1, v2, v3, v4, v5)
′.

2.2. Применение расширенного фильтра Калмана

Будем предполагать, что из измерений yϕ, yλ, yr в момент времени t фор-
мируется вектор наблюдений yt ∈ R

qy за движущимся объектом (для одного
наблюдателя qy = 3), имеющим вектор состояния Xt ∈ R

pX . Не ограничивая
общности, можно считать, что состояние Xt определяется координатами ПА
в системе Oxyz, которые обозначим Xt = (X(t), Y (t), Z(t))′, pX = 3. Ниже в
модель движения будут добавлены переменные, но целью останется оценка
положения.
Оценивание Xt начинается в момент времени t = 0 и выполняется в дис-

кретные моменты времени 1, 2, . . . , t, . . . , отвечающие разбиению интервала
наблюдения с шагом δ с: δ, 2δ, . . . , tδ, . . . Начальное положение ПА определя-
ется вектором X0 = η = (ηX , ηY , ηZ)

′ = (X(0), Y (0), Z(0))′.
Xt и yt описываются дискретной стохастической динамической системой

общего вида:

Xt = Φ
(1)
t (Xt−1) + Φ

(2)
t (Xt−1)Wt, t = 1, 2, . . . , X0 = η,

yt = ψ
(1)
t (Xt) + ψ

(2)
t (Xt)vt.

(8)

Предполагается, что случайные последовательности Xt и yt имеют ко-
нечные ковариации, возмущения Wt ∈ R

pW и ошибки измерений vt ∈ R
qv –

независимые дискретные белые шумы второго порядка; вектор начальных
условий η ∈ R

pX не зависит от Wt и vt и имеет конечную ковариацию. Со-
ответствующие центральные моменты обозначаются, например для Wt, как
mW (t),DW (t).
Дополним систему (8) уравнением для псевдонаблюдений Yt ∈ R

qY (по-
скольку во всех имеющихся примерах для одного измерения формируется
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ровно одно псевдонаблюдение, то qY = qy = 3, но в общем случае размерно-
сти могут отличаться):

Yt = Ψ
(1)
t (Xt, yt) + Ψ

(2)
t (Xt, yt)Vt.(9)

Здесь матричные функцииΨ(1)
t (X, y) и Ψ(2)

t (X, y) определены полученным
выше выражением (7), линейность которого даeт Ψ

(1)
t (X, y) = Ψ

(1)
t (y)X.

Фильтрация по методу линейных псевдонаблюдений [19] состоит в приме-
нении РФК [12] к системе (8), в которой наблюдения yt заменены на псевдо-
наблюдения (9). В используемых обозначениях такой фильтр имеет вид:

X̃t = Φ
(1)
t (X̂t−1) + Φ

(2)
t (X̂t−1)mW (t),

K̃t = Φ̃
(1)
t K̂t−1

(
Φ̃
(1)
t

)′
+ Φ̃

(2)
t DW (t)

(
Φ̃
(2)
t

)′
,

Φ̃
(1)
t =

∂Φ
(1)
t (X)

∂X

∣∣∣∣∣
X= ˜Xt

, Φ̃
(2)
t = Φ

(2)
t (X̃t),

X̂t = X̃t +Kt

(
Yt −Ψ

(1)
t (X̃t, yt)−Ψ

(2)
t (X̃t, yt)mV (t)

)
,

Kt = K̃t

(
Ψ̃

(1)
t

)′(
Ψ̃

(1)
t K̃t

(
Ψ̃

(1)
t

)′
+ Ψ̃

(2)
t DV (t)

(
Ψ̃

(2)
t

)′)−1

,

Ψ̃
(1)
t =

∂Ψ
(1)
t (X, yt)

∂X

∣∣∣∣∣
X= ˜Xt

= Ψ
(1)
t (yt), Ψ̃

(2)
t = Ψ

(2)
t (X̃t, yt),

K̂t = K̃t −KtΨ̃
(1)
t K̃t.

(10)

Отличие от классического РФК здесь состоит в обязательной линейности
функции Ψ

(1)
t по оцениваемому состоянию, так что ∂Ψ

(1)
t (X,yt)
∂X = Ψ

(1)
t (yt), что

определяется самим уравнением псевдонаблюдений (7). Все остальное – как в
обычном РФК: прогноз X̃t в силу системы, эвристическая ковариация ошиб-
ки прогноза K̃t – результат линеаризации уравнения состояния около про-
гноза, коррекция – невязка наблюдений и калмановский коэффициент усиле-
ния Kt, эвристическая ковариация ошибки оценки K̂t – результат линеари-
зации уравнения наблюдения. Также особенность РФК по методу линейных
псевдонаблюдений – это зависимость Ψ̃

(1)
t и Ψ̃

(2)
t от «настоящих» наблюде-

ний yt. Действительно, согласно (7) величины yt используются не только для
вычисления псевдонаблюдений (1), (3), (5), но и для матриц приближенной
модели Ψ

(1)
t и Ψ

(2)
t .

2.3. Псевдонаблюдения с временно́й задержкой

Зависимость в (8) наблюдений yt и в (9) псевдонаблюдений Yt от состоя-
ния Xt меняется принципиально, если временем обмена информацией между
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наблюдаемым объектом и наблюдателем нельзя пренебречь. Такова ситуация
с сонарами, о чем упомянуто выше. Соответственно, измерения оказывают-
ся выполненными для положения A, имевшего место в некоторый момент
времени s < t. Определяется этот момент следующим образом.
Пусть известна vs = const – скорость звука в воде. Вне зависимости от

типа сонара и места выполнения измерений (на борту ПА или внешним ком-
плексом), есть разница между временем, когда измерение получено наблю-
дателем M, и временем, когда A имел «измеренное» положение. Эта разни-
ца – время, затрачиваемое акустическим сигналом на прохождение расстоя-
ния между A и M, т.е. τ = t− s = r/(δvs). Это случайное значение, следуя
идее псевдонаблюдений, можно аппроксимировать величиной τ̃ = yr/(δvs).
Учитывая, что типовое значение vs = 5400 км/ч (1500 м/с), вносимой по-
грешностью можно пренебречь и модель псевдонаблюдений (7) дополнить
соотношением

X = (X(t− τ̃), Y (t− τ̃), Z(t− τ̃))
′
, τ̃ = yr/δvs.(11)

Общий вид системы наблюдения–псевдонаблюдения

Xt =Φ
(1)
t (Xt−1)+Φ

(2)
t (Xt−1)Wt, t=−T,−T +1, . . . , 1, 2, . . . , X−T−1 = η,

yt = ψ
(1)
t (Xt−τt) + ψ

(2)
t (Xt−τt)vt, τt = τt(Xt),(12)

Yt = Ψ
(1)
t (yt)Xt−τ̃t +Ψ

(2)
t (Xt−τ̃t , yt)Vt, τ̃t = τ̃t(yt).

В этой модели предполагается, что известна величина Tδ > 0 – максималь-
но возможная временна́я задержка наблюдений (фактически, максимальная
дальность обнаружения движущегося объекта) и движение A начинается в
момент времени −Tδ, т.е. t = −T , чтобы в момент t = 0 наблюдатель M га-
рантированно мог реализовать измерение. Начальное положение A определя-
ется вектором η = (ηX , ηY , ηZ)

′ = (X(−T − 1), Y (−T − 1), Z(−T − 1))′. Вре-
менна́я задержка τt является функцией состояния Xt – временем, которое
требуется звуковой волне на преодоление расстояния между A иM (именно
из этого соображения в псевдонаблюдения (11) включена оценка τ̃).
Функции τt(X) и τ̃t(y) в (12) должны принимать целые значения из мно-

жества {0, 1, . . . , T}. Для «настоящих» состояний и наблюдений они имеют
вид

τt = min

{
T,

[√
(X(t)−XM)2 + (Y (t)− YM)2 + (Z(t)− ZM)2

δvs

]}
,

τ̃t = min

{
T,

[
yr
δvs

]}
,

(13)

где через [·] обозначена целая часть числа.
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2.4. Фильтрация в модели с несколькими наблюдателями

Пусть теперь вектор наблюдений yt в (12) комбинирует измерения уг-
лов и дальности, поступающие от q наблюдателей, т.е. yt = (y

(1)
ϕt , y

(1)
λt
, y

(1)
rt , . . .

. . . , y
(q)
ϕt , y

(q)
λt
, y

(q)
rt )′. Поскольку yt ∈ R

qy , получается qy = 3q. Для каждого i-го
наблюдателя определим временну́ю задержку τ (i)t , i = 1, . . . , q, со значения-
ми во множестве {0, 1, . . . , T}. Величины τ

(i)
t объединены в вектор τt =

= (τ
(1)
t , . . . , τ

(q)
t )′ ∈ R

q, который является функцией Xt так же, как τt в (12).
Таким образом, измерения y

(i)
ϕt , y

(i)
λt
, y

(i)
rt в каждой группе могут быть пред-

ставлены как функции положения X
t−τ (i)t

. В итоге система наблюдения при-
нимает вид

Xt = Φ
(1)
t (Xt−1) + Φ

(2)
t (Xt−1)Wt,

t = −T,−T + 1, . . . , 0, 1, . . . , X−T−1 = η,

y
(i)
t = ψ

(i,1)
t

(
X
t−τ (i)t

)
+ ψ

(i,2)
t

(
X
t−τ (i)t

)
v
(i)
t , i = 1, . . . , q,

Y
(i)
t = Ψ

(i,1)
t

(
y
(i)
t

)
X
t−τ̃ (i)t

+Ψ
(i,2)
t

(
X
t−τ̃ (i)t

, y
(i)
t

)
V

(i)
t .

(14)

Чтобы (14) корректно отражало сделанные предположения и превраща-
лось в (8), (9) при исчезновении временны́х задержек, т.е. при T = 0, нужно
обозначать:
yt =

(
(y

(1)
t )′, . . . , (y(q)t )′

)′
– вектор наблюдений, составленный из q групп

измерений y(i)t =
(
y
(i)
ϕt , y

(i)
λt
, y

(i)
rt

)′
,

v
(i)
t – вектор ошибок измерений в этой группе;

Yt =
(
(Y

(1)
t )′, . . . , (Y (q)

t )′
)′
– вектор q групп псевдонаблюдений,

Y
(i)
t =

(
Y

(i)
t , Y

(i)
t , Y

(i)
t

)′
, отвечает соответствующей группе y(i)t , V

(i)
t – век-

тор ошибок измерений в этой группе;
вектор-функции ψ(i,1)

t и матрицы ψ
(i,2)
t , Ψ(i,1)

t , Ψ(i,2)
t , i = 1, . . . , q, определя-

ются для каждой группы наблюдений–псевдонаблюдений, их наличие означа-
ет независимость каждого наблюдателя, формирующего измерения группы,
т.е.

ψ
(1)
t =

(
(ψ

(1,1)
t )′, . . . , (ψ(q,1)

t )′
)′
, ψ

(2)
t = diag

(
ψ
(1,2)
t , . . . , ψ

(q,2)
t

)
,

Ψ
(1)
t =

⎛⎜⎝Ψ
(1,1)
t
...

Ψ
(q,1)
t

⎞⎟⎠ , Ψ
(2)
t = diag

(
Ψ

(1,2)
t , . . . ,Ψ

(q,2)
t

)
.
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Базовые уравнения РФК (10) теперь можно уточнить для модели с вре-
менными задержками (14), записав:

X̃t = Φ
(1)
t (X̂t−1) + Φ

(2)
t (X̂t−1)mW (t),

K̃t = Φ̃
(1)
t K̂t−1(Φ̃

(1)
t )′ + Φ̃

(2)
t DW (t)(Φ̃

(2)
t )′,

Φ̃
(1)
t =

∂Φ
(1)
t (X)

∂X

∣∣∣∣∣
X= ˜Xt

, Φ̃
(2)
t = Φ

(2)
t (X̃t),

X̂t = X̃t +KtΔỸt,

ΔỸt =
(
Y

(1)
t −Ψ

(1,1)
t (y

(1)
t )X̃

t−τ̃ (1)t
, . . . , Y

(q)
t −Ψ

(q,1)
t (y

(q)
t )X̃

t−τ̃ (q)t

)
,

Kt = K̃t(Ψ
(1)
t )′

(
Ψ

(1)
t K̃t(Ψ

(1)
t )′ + Ψ̃

(2)
t DV (t)(Ψ̃

(2)
t )′

)−1
,

Ψ
(1)
t = Ψ

(1)
t (yt), Ψ̃

(2)
t = diag

{
Ψ

(1,2)
t (X̃

t−τ̃ (1)t
, yt), . . . ,Ψ

(q,2)
t (X̃

t−τ̃ (q)t
, yt)

}
,

K̂t = K̃t −KtΨ
(1)
t K̃t.

(15)

По сути, в запись фильтра (15) в сравнении с фильтром (10) просто им-
плементированы оценки τ̃ (i)t , i = 1, . . . , q, временны́х задержек. Невязка на-
блюдений ΔỸt и матрица отклонений ошибок измерений Ψ

(2)
t составлены из

значений прогнозов положения X̃
t−τ̃ (i)t

, отвечающих тем моментам времени,
для которых выполнены текущие наблюдения yt и составлены псевдонаблю-
дения Yt. Для этого использованы прогнозы положения, сдвинутые относи-
тельно текущего времени на величину оценки τ̃ (i)t временно́й задержки τ (i)t
для соответствующего i-го наблюдателя.

3. Слежение за приближением ПА по измерениям акустических маяков

3.1. Модель системы наблюдения

Для применения алгоритма фильтрации (15) воспользуемся той же мо-
делью, что в [9, 10] изучалась для идентификации параметров, немного
изменив ее, чтобы придать смысл задачи слежения за приближающимся
неизвестным объектом. Следуя рис. 1, будем считать, что начало O си-
стемы координат Oxyz определяет находящийся на поверхности моря в
неподвижном положении объект (O, object), к которому приближается ПА.
A обнаруживается в начальном положении η = (ηX , ηY , ηZ)

′, элементы ко-
торого независимы и имеют равномерное распределение: ηX ∼ R[10, 20],
ηY ∼ R[10, 20], ηZ ∼ R[0,5; 1,5]. Таким образом, начальное положение A ха-
рактеризуется математическим ожиданием E{η} = (15, 15, 1)′ и ковариаци-
ей cov(η, η) ≈ diag {2,92; 2,92; 0,292}. Все расстояния даны в километрах (км).
Предполагается, что обнаруженный ПА движется в направлении O, совершая
хаотические маневры, но сохраняя среднюю постоянную скорость ≈ 21 км/ч.
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Рис. 2. Схема расположения наблюдателей в эксперименте.

Для наблюдения за ПА имеется два комплекса (F , first) и (S, second).
Система координат Oxyz ориентирована так, что ось z направлена вниз
вертикально к поверхности воды (как на рис. 1) и соответствует глубине
ПА, ось y – по направлению от объекта на первого наблюдателя (O → F),
ось x – по направлению O → S. Моделируемые наблюдатели считаются
расположенными неподвижно на поверхности воды, т.е. на нулевой глу-
бине. Таким образом, координаты наблюдателей: F(XF , YF , ZF ) = (0, YF , 0)
и S(XS , YS , ZS) = (XS , 0, 0), XS = −2 км и YF = −1 км. Кроме того, будем
предполагать, что на протяжении всего времени наблюдения координаты
A(X(t), Y (t), Z(t)) таковы, что ПА остается на глубине и не всплывает на
поверхность, т.е. Z(t) > 0, и для обоих наблюдателей выполнены условия
X(t) > XM, использованные для псевдонаблюдения (3), т.е. X(t) > 0. Пе-
ресечение траектории движения оси Ox на псевдонаблюдения не влияет, а
возможное пересечение оси Oy нетрудно учесть, используя для псевдонаблю-
дений (3) котангенс вместо тангенса. Схематически эксперимент проиллю-
стрирован на рис. 2.
Вектор (X(t), Y (t), Z(t))′ моделирует положение A в дискретные момен-

ты времени t = 0, . . . , 1000, которые отвечают разбиению интервала времени
наблюдения с шагом дискретизации δ = 0,0001 ч. Навигационная задача с
учетом максимальной временной задержки T , таким образом, решается в те-
чение 0,1 ч = 6 мин. В те же моменты времени выполняются измерения, т.е.
в секунду выполняется порядка трех измерений каждым комплексом. При
абсолютной постоянной средней скорости 21 км/ч за это время ПА в среднем
перемещается на расстояние порядка 2,1 км, приближаясь кO. Максимальное
расстояние от A до O и до F или S составляет соответственно ≈ 28 и ≈ 30 км.
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Минимальные расстояния – ≈ 14 и ≈ 16 км. Соответственно, величина макси-
мальной временно́й задержки, возможной в момент обнаружения ПА, T = 56,
т.е. составляет 0,0056 ч или ≈ 20 с.
Предполагается, что движения ПА происходит с постоянной средней ско-

ростью (sx, sy, sz)
′, отклонения от которой описываются вектором аддитив-

ных возмущений (wx(t), wy(t), wz(t))
′:

X(t) = X(t− 1) + δSx(t), Sx(t) = sx + σsxwx(t),

Y (t) = Y (t− 1) + δSy(t), Sy(t) = sy + σsywy(t),

Z(t) = Z(t− 1) + δSz(t), Sz(t) = sz + σszwz(t).

(16)

Средняя скорость (sx, sy, sz)
′ задается на каждой траектории случай-

ным вектором, элементы которого независимы и имеют равномерное рас-
пределение: sx ∼ R[−20,−10], sy ∼ R[−20,−10], sz ∼ R[−2, 0]. Таким обра-
зом, средняя скорость движения A характеризуется математическим ожи-
данием E{S(t)} = (−15,−15,−1)′ (отсюда абсолютное значение средней ско-
рости ≈ 21 км/ч и направление движения на O(0, 0, 0)) и ковариацией
diag {Dsx ;Dsy ;Dsz} ≈ diag {2,92; 2,92; 0,42}. Стандартные отклонения векто-
ра аддитивных возмущений скорости Wt = (wx(t), wy(t), wz(t))

′ составляют:
σsx = 15, σsy = 15, σsz = 1. В итоге ковариация скорости cov(S(t), S(t)) ≈
≈ diag {15,32; 15,32; 1,12}.
В дополнение к (16) моделировалась ситуация скачкообразного изменения

средней скорости. Пусть имеется не зависящий от положения A стандартный
пуассоновский процесс P (u) и известна интенсивность λu изменения постоян-
ной средней скорости ПА (известно среднее время между скачками скорости).
Дискретное время t связано с непрерывным u шагом дискретизации: u = tδ,
вектор состояния Xt ∈ R

pX можно расширить (pX + 1)-м элементом, так что
X(pX+1)t = P (λtδtδ).
Постоянную, точнее кусочно-постоянную, среднюю скорость моделирует

последовательнсоть (spx(t), s
p
y(t), s

p
z(t))′, сечение которой в момент t = 0 имеет

то же распределение, что (sx, sy, sz)′. Модель движения имеет, таким образом,
вид

X(t) = X(t− 1) + δSx(t), Sx(t) = spx(t) + σsxwx(t),

Y (t) = Y (t− 1) + δSy(t), Sy(t) = spy(t) + σsywy(t),

Z(t) = Z(t− 1) + δSz(t), Sz(t) = spz(t) + σszwz(t).

(17)

Для определения последовательности sp(t) = (spx(t), s
p
y(t), s

p
z(t))′ при t > 0

зададим p(t) = X(pX+1)t −X(pX+1)t−1
– индикатор скачков процесса P (λtδtδ)

на текущем интервале дискретизации. Будем предполагать, что sp(t) =
= sp(t− 1), если p(t) = 0, т.е. сохранять постоянную среднюю скорость, ес-
ли скачка нет. При p(t) = 1 sp(t) принимает новое случайное значение. Для
определения его распределения воспользуемся той же идеей, что и для рас-
пределения начального значения скорости (sx, sy, sz)

′, смысл которого был в
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том, чтобы в среднем двигаться в сторону объекта O, т.е. начала координат,
сохраняя дисперсию. Для этого новое значение средней скорости sp(t) моде-
лируется равномерным распределением со средним −Xt и той же ковариа-
цией, что в предыдущей модели. Именно, если обозначить sx ∼ R[ax, bx], то
spx(t) ∼ R[ax, bx]− (ax + bx)/2−X(t− 1), т.е. условное относительно X(t− 1)
распределение spx(t) имеет среднее −X(t− 1) (сохраняет в среднем направле-
ние движения A на объект O) и дисперсию D[spx(t) |X(t − 1)] = Dsx . Анало-
гичные выражения описывают spy(t) и spz(t).
Используемый в эксперименте процесс P (u) имеет интенсивность λu =

= 3
6 мин , т.е. за время наблюдения в среднем происходят три изменения по-

стоянной средней скорости (sx, sy, sz)
′ или среднее время между скачками

равно 2 мин. В остальном модель (17) сохраняет те же параметры.
Остаются параметры наблюдателей. Поскольку выше уже сказано, что их

два, и выбраны координаты, остается задать параметры точности измере-
ний yt. Использованные значения можно представить как

cov(vFt , v
F
t ) = cov(vSt , v

S
t ) = diag {σϕ, σλ, σr},

σϕ = σλ =
π

180
рад (1◦), σr = 0,1 км (100 м).

(18)

Распределение ошибок vFt , vFt нормальное.

3.2. Численные эксперименты

Посредством компьютерного моделирования N =10000 траекторий движе-
ния (16) и (17) и наблюдений y(F)

t = (y
(F)
ϕt , y

(F)
λt
, y

(F)
rt )′ и y(S)t = (y

(S)
ϕt , y

(S)
λt
, y

(S)
rt )′

вычислялись оценки положения X̂t = (X̂(t), Ŷ (t), Ẑ(t))′ по формулам (15) для
вариантов наблюдений с временны́ми задержками (T = 56) и без (T = 0),
для параметров аппроксимации угловых псевдонаблюдений E{v2i } = σ2ϕ,λ и
E{v2i } = 1/4σ2ϕ,λ. Точность оценивания определялась средними квадратиче-
скими отклонениями σ

̂X(t), σ̂Y (t), σ ̂Z(t) (на рисунках указываются в метрах),
вычисленными путем осреднения ошибок оценок на смоделированном пучке.
На рис. 3 эксперимент иллюстрируется примером характерной траек-

тории положения ПА: на рис. 3,а изображена траектория в координа-
тах X(t), Y (t) и соответствующие оценки X̂(t), Ŷ (t), на рис. 3,б показа-
ны скорости Sx(t), Sy(t). Этот пример взят из расчета для модели (17) и
E{v2i } = 1/4σ2ϕ,λ. Траектории с движением (16) отличаются более прямоли-
нейным видом, так как отсутствуют смены направления и величины скоро-
сти, динамика по глубине Z(t) на порядок более гладкая. Обращает внимание,
что при весьма хаотических величинах скорости общее направление движе-
ния A в сторону O сохраняется как в целом на траектории, так и при смене
характера скорости (при изменении направления). Для изображенной тра-
ектории временны́е задержки менялись в диапазоне от 35 до 32, среди всех
смоделированных траекторий – от 55 до 25.
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Рис. 3. Типовая таректория ПА: а – положение 1 – X(t), Y (t),
2 – оценки X̂(t), Ŷ (t); б – скорости 1 – Sx(t), 2 – Sy(t).

Заметим, что на рис. 3,а начало движения сопровождается группой неточ-
ных оценок. Это период первых 56 шагов, когда согласно алгоритму (15) оце-
нивание РФК не выполняется. На этих шагах вычислялась оценка прямых
измерений: в предположении, что два имеющихся измерения y(F)

t и y(S)t не
содержат ошибок, из каждого набора углов и дальности вычислялись коор-
динаты, а итоговая оценка положения – как среднее значение. Далее, средние
квадратические отклонения этой оценки обозначены Σ

̂X(t),Σ̂Y (t),Σ ̂Z(t). Ил-
люстрация точности оценивания дана на рис. 4. Обратим внимание на началь-
ный период, когда σ

̂X
(t) = Σ

̂X
(t), σ

̂Y
(t) = Σ

̂Y
(t), σ

̂Z
(t) = Σ

̂Z
(t). Оценка РФК

рассчитывается, начиная с t = 57.
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Другие варианты выполненных расчетов (для модели движения (16), без
временны́х задержек (T = 0) и для параметров аппроксимации угловых псев-
донаблюдений E{v2i } = σ2ϕ,λ) имеют некоторые отличия. Так, модель (16) дает
более прямолинейную траекторию, наблюдения с T = 0 – отсутствие пере-
ходного периода с фильтром прямых измерений, параметры шумов псевдо-
наблюдений меняют точность оценок. Приведенные иллюстрации показыва-
ют качественную картину результативности предложенного фильтра в самой
сложной модели. Формальное сравнение во всех моделях приведено в ниже-
следующей таблице. Для характеризации точности среднеквадратические от-
клонения ошибок оценок усреднены по траекториям, т.е. например для X̂(t)

вычислены величины σ̂
̂X = 1

1000

∑1000
t=1 σ ̂X(t) и Σ̂

̂X = 1
1000

∑1000
t=1 Σ

̂X(t), и т.д.
Все отклонения приведены в метрах.

Сравнение качества оценивания

Модель σ̂
̂X σ̂

̂Y σ̂
̂Z Σ̂

̂X Σ̂
̂Y Σ̂

̂Z

(16), T = 0, E{v2i } = σ2
ϕ,λ 24,01 22,33 27,04

192,54 198,35 266,86
(16), T = 0, E{v2i } = 1

4σ
2
ϕ,λ 21,96 22,07 22,69

(16), T = 56, E{v2i } = σ2
ϕ,λ 37,82 37,09 44,76

193,42 199,23 267,89
(16), T = 56, E{v2i } = 1

4σ
2
ϕ,λ 36,47 37,32 41,31

(17), T = 0, E{v2i } = σ2
ϕ,λ 24,78 23,34 26,55

193,04 198,56 267,44
(17), T = 0, E{v2i } = 1

4σ
2
ϕ,λ 22,73 22,72 24,55

(17), T = 56, E{v2i } = σ2
ϕ,λ 50,46 47,37 49,23

193,95 199,48 268,49
(17), T = 56, E{v2i } = 1

4σ
2
ϕ,λ 44,46 43,37 45,63
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4. Заключение

Эксперимент подтвердил способность представленного фильтра линейных
псевдонаблюдений решать задачу фильтрации состояния в модели с вре-
менны́ми запаздываниями. Результаты в сравнении с прямой оценкой показы-
вают, что фильтр работает, что временны́е задержки приводят к двукратному
ухудшению качества оценивания в сравнении с их отсутствием. В отношении
абсолютных значений погрешностей в десятки метров надо отметить экстре-
мальные для оценивания условия: удаленность объекта и внешние возмуще-
ния той же мощности, что и скорость объекта. Кроме того, с точки зрения
задачи слежения ошибка порядка десятков метров при удаленности объекта
более 10 км – вполне удовлетворительна. Более точные результаты нужны,
когда решается задача позиционирования на борту ПА. Но в этом случае,
помимо внешних наблюдателей, можно рассчитывать на измерения на борту,
например, скорости. Это дает значительный прирост точности [25].
Далее можно отметить, что превосходство имеет фильтр с параметрами

E{v2i } = 1
4σ

2
ϕ,λ, т.е. модель с более мягкими предположениями относительно

ошибки в псевдонаблюдениях. Наибольшее преимущество этот параметр да-
ет в последней, самой сложной модели, в остальных разница невелика. Здесь
нужно упомянуть результаты, не вошедшие в таблицу, а именно эксперимен-
ты с другими значениями E{v2i }. Приведенные в таблице результаты наводят
на мысль о нечувствительности фильтра к этой величине, поскольку оценка
качества фильтрации при разных E{v2i } меняется мало. Однако это обстоя-
тельство имеет место только для значений E{v2i } в диапазоне [14 , 1]σ

2
ϕ,λ. Не

вошедшие в таблицу дополнительные расчеты показывают, что если E{v2i }
выходит в любую сторону из этого отрезка, то оценка фильтрации ухудша-
ется значительно.
Так же надо отметить, что результаты хорошо согласуются с расчетами,

выполненными для других похожих моделей. Так, в [7–10] такая же модель
движения использовалась совместно с наблюдениями тангенсов углов направ-
лений, а для оценивания применялся метод условно-минимаксной нелинейной
фильтрации [15, 16].
Наконец, крайне важным является то, что в представленных здесь экспе-

риментах предполагалось известным значение единственного параметра мо-
дели движения – постоянной средней скорости, в том числе в модели с ее
скачкообразными изменениями. Из-за этого, в частности, не слишком ухуд-
шается точность оценки прямых измерений при переходе от модели T = 0 к
модели T = 56. Основанием к этому является показанная ранее возможность
идентификации этого параметра.
Перечисляя положительные результаты, нельзя оставить без внимания и

некоторые отрицательные моменты. Несмотря на продемонстрированную эф-
фективность методологии линейных псевдонаблюдений, РФК сохранил свои
худшие черты, прежде всего тенденцию к расходимости. Такой эффект про-
являлся, когда модель движения была нелинейной (за счет неизвестного па-
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раметра), когда не применялись прямые измерения для задания начального
условия оценке РФК, когда увеличивалась скорость и траектории могли при-
ближаться к координатным плоскостям. Из этого следует, что хотя методика
линейных псевдонаблюдений очень хороша, но стараться применять ее надо
не только в РФК, но и в других, более надежных, более устойчивых схемах
фильтрации.
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ГРУППОВЫЕ КВАЗИПУАССОНОВСКИЕ МОДЕЛИ В АНАЛИЗЕ
ОЧЕРЕДЕЙ ПАЧЕЧНОГО ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОГО ТРАФИКА1

Предложен новый тип входного потока для системы массового об-
служивания, родственный групповому пуассоновскому потоку. Показа-
но, что предлагаемый поток является более адекватной моделью совре-
менного трафика, чем групповой пуассоновский поток при определении
зависимости средней очереди в приемном буфере от загрузки исходяще-
го канала передачи данных (на примере трафика видеокодека стандар-
та H264). Предложена аналитическая формула для размера средней оче-
реди в СМО G/D/1 с таким входным потоком, что позволяет оценивать
параметры модели для приближения средней очереди реального трафика
методом наименьших квадратов. Также показана возможность использо-
вать для оценки параметров модели нейросеть.

Ключевые слова: неординарный входной поток, система массового обслу-
живания, телекоммуникационный трафик, имитационное моделирование,
нейронная сеть.

DOI: 10.31857/S0005231025100068

1. Введение

Одна из самых распространенных задач анализа и моделирования трафи-
ка сетей телекоммуникаций – это определение характеристик очереди, созда-
ваемой этим трафиком в приемном буфере сетевого узла. При этом совпаде-
ние статистических характеристик самого модельного трафика с его реаль-
ным прототипом не так важно, как совпадение статистических характеристик
соответствующих очередей.
Для сетей передачи данных с коммутацией пакетов классические пуассо-

новские модели потоков не являются адекватными. В то же время описание
сложных коррелированных потоков с использованием самоподобных процес-
сов, привлекшее в последние два десятилетия большое внимание научного
сообщества, позволяет отразить сложные корреляционные свойства самого
трафика, но неудобно при анализе характеристик очередей.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке из средств государственного
задания в сфере научной деятельности (проект FSSS-2024-0014).
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Хорошо зарекомендовавшей себя альтернативой такому подходу является
класс моделей потоков, управляемых цепью Маркова и близких к ним. Этапы
развития указанных моделей представлены в обзоре [1]. От «разносторонних
(versatile) потоков», через «N-потоки» (потоки Ньютса) [2] они эволюциони-
ровали до марковских входных потоков (MАP – Markov Arrival Process) и их
обобщения – групповых марковских входных потоков (BMАP – Batch Markov
Arrival Process) (см., например, [3–5]).
В данной работе, на основе модели группового пуассоновского потока, ко-

торый может рассматриваться как модель, родственная к BMAP, предла-
гается обобщение группового пуассоновского потока, а именно квазипуассо-
новский поток, у которого полученная в имитационном эксперименте зави-
симость средней очереди в приемном буфере от загрузки прибора хорошо
аппроксимирует эту зависимость у трафика видеокодека H264.
При этом для определения параметров предложенной модели будет ис-

пользоваться обобщение формулы Поллачека–Хинчина для системы массо-
вого обслуживания (СМО) G/D/1, полученное с помощью интервального ме-
тода [6]. Для предлагаемого квазипуассоновского потока с использованием
этой формулы будет выведена полуэмпирическая формула для зависимости
средней очереди в СМО G/D/1 от загрузки прибора, хорошо согласующаяся
с результатами имитационного моделирования.
Также будет показана возможность определения параметров такого ква-

зипуассоновского потока с помощью нейросети.

2. Постановка задачи и краткое описание полученных ранее результатов

Сформулируем полученные авторами ранее результаты, которые будут ис-
пользоваться далее.
Рассмотрим пуассоновский поток событий с параметром λ, в котором каж-

дое событие представляет собой одновременное прибытие нескольких заявок
на обслуживание (пачки заявок). Количество заявок в каждой пачке явля-
ются независимыми одинаково распределенными дискретными случайными
величинами. Такой поток называется групповым (неординарным) пуассонов-
ским потоком ( [7]). Он очевидно обладает свойством стационарности и от-
сутствия последействия, но не обладает свойством ординарности.
Обозначим величину k-й пачки заявок через Bk, и будем считать, что нам

задано ее распределение:

Pr{Bk = n} = bn ∀k.

Рассмотрим случайный интервал на оси времени длиной τ . Дальней-
шей задачей будет найти моменты случайной величины m(τ), равной ко-
личеству заявок группового пуассоновского потока, приходящих в таком
интервале. Для решения задачи найдем производящую функцию случай-
ной величины m(τ). Если производящая функция количества заявок в пач-
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ке есть GB(z) =
∑∞

n=0 bnz
n, то для производящей функции Gm(τ)(z) имеем

(подробнее см. [8]):

Gm(τ)(z) =

∞∑
k=0

e−λτ
(λτ)k

k!
(GB(z))

k = eλτ(GB(z)−1),

откуда для математического ожидания и дисперсии m(τ) несложно получить

M(m(τ)) = λτB, D(m(τ)) = λτB2.

Для случая, когда пачки имеют одинаковый размер B (этот случай далее
понадобится), получаем:

M(m(τ)) = λτB, D(m(τ)) = λτB2.

Пусть теперь этот групповой пуассоновский поток является входным в
СМО G/D/1 со временем обслуживания заявки τS. Найти моменты очереди
(в принципе – любого порядка) в такой СМО можно с помощью интервально-
го метода (см. [8], где представлен вывод формул для первого и второго по-
рядка, а в [9] представлено обобщение на случай, когда время обслуживания
заявки в СМО является дискретной случайной величиной с конечным чис-
лом значений). Но здесь понадобится только формула для математического
ожидания при детерминированном времени обслуживания, которая задается
обобщенной формулой Поллачека–Хинчина и имеет вид

(1) Q(ρ) =
D(m(τS)) + 2R (Qi,mi+1(τS))

2(1− ρ)
− ρ

2
,

где ρ – загрузка прибора, D(m(τS)) – дисперсия количества заявок, приходя-
щих за время обслуживания одной заявки, R (Qi,mi+1(τS)) – корреляцион-
ный момент между длиной очереди в момент окончания обслуживания неко-
торой заявки и количеством заявок, приходящим на следующем интервале
обслуживания (значения всех величин берутся для данного ρ).
В общем случае использование данной формулы затруднительно из-за

необходимости вычислять R (Qi,mi+1(τS)), но для некоторых важных част-
ных случаев это возможно. В частности, для группового пуассоновского по-
тока R (Qi,mi+1(τS)) = 0 из-за отсутствия последействия и с использованием
того, что для пачек постоянного размера имеем

M(m(τS)) = λτSB = ρ, D(m(τS)) = λτSB
2 = ρB,

получаем

(2) Q(ρ) =
ρB

2(1− ρ)
− ρ

2
=
ρB − ρ(1 − ρ)

2(1 − ρ)
.

Нетрудно видеть, что для B = 1 получается классическая формула Полла-
чека–Хинчина для СМО M/D/1.
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В [10] групповой пуассоновский поток был использован для аппроксима-
ции методом наименьших квадратов двух первых статистических моментов
очереди трафика видеокодека стандарта H264 и показал результаты лучше,
чем ординарный пуассоновский поток. Однако все-таки это приближение (по-
лученное методом наименьших квадратов относительно размера пачки как
параметра модели) нельзя признать достаточно хорошим. Поэтому в данной
работе рассмотрим новую модель потока, которую будем использовать для
той же цели.
Рассмотрим следующий поток заявок: заявки прибывают пачками, коли-

чество заявок в каждой пачке являются независимыми одинаково распре-
деленными дискретными случайными величинами Bk. Интервалы времени
между моментами прибытия последовательных пачек равны сумме некото-
рой постоянной величины T и независимой экспоненциально распределенной
случайной величины с параметром λ. Будем называть такой поток квазипуас-
соновским потоком с одинаковыми паузами продолжительностью T (для
краткости – просто квазипуассоновским потоком).
Задача будет состоять в том, чтобы, используя этот поток как входной в

СМО G/D/1, приблизить среднюю очередь, создаваемую реальным трафи-
ком (в качестве которого будем по-прежнему использовать трафик видеоко-
дека стандарта H264).
Так как нас будет интересовать зависимость средней очереди от загрузки

прибора, а временной масштаб не важен, будем характеризовать квазипуас-
соновский поток двумя параметрами: параметром B – постоянным разме-
ром пачки и параметром α = Tλ, т.е. отношением длины постоянной части
интервала между прибытиями (паузы) к средней длине экспоненциально-
распределенной части этого интервала. Эти параметры подбираются таким
образом, чтобы при одинаковых загрузках прибора различие между сред-
ней очередью реального трафика и средней очередью квазипуассоновского
потока было как можно меньше.
Точного решения этой задачи получить не удалось, но в следующем разде-

ле представим приближенную формулу для средней очереди такого потока.

3. Приближение для средней очереди квазипуассоновского потока

Прежде всего отметим следующее установленное эмпирически свойство
квазипуассоновского потока: при любом конечном α и постоянном размере
пачки B выборочная дисперсия количества заявок, приходящих на случай-
ном интервале τ , близка к выборочной дисперсии группового пуассоновского
потока с тем же B при условии, что они создают одну и ту же загрузку
прибора ρ в СМО G/D/1.
При установлении этого свойства (а также и в других имитационных экспе-

риментах в данной работе) использовалась программная имитационная мо-
дель указанных потоков, которая генерировала последовательность момен-
тов прибытия пачек заявок согласно определению соответствующего потока.
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В дальнейших экспериментах этот поток пачек заявок будет входным для
имитационной модели СМО G/D/1. Здесь же нужно было только для име-
ющегося потока определить постоянное время обслуживания заявки такое,
чтобы загрузка прибора имела бы заданное значение (использовались значе-
ния из диапазона [0,1 0,9], наиболее на практике интересного).
В экспериментах, где наблюдался указанный выше факт близости выбо-

рочных дисперсий у групповых пуассоновского и квазипуассоновских пото-
ков, бралось τ = τS – т.е. интервал, за который определялось количество при-
ходящих заявок, брался равным времени обслуживания одной заявки в СМО
G/D/1 при заданном ρ. Эти интервалы плотно покрывали всю временную ось,
и по полученной выборке количества пришедших в них заявок вычислялась
выборочная дисперсия D̂(ρ) по формуле

D̂(ρ) =
1

N

N∑
n=1

m̂2
n(τS)−

(
1

N

N∑
n=1

m̂n(τS)

)2

,

где элемент выборки m̂n(τS), n = 1, . . . , N, – это количество заявок, пришед-
ших в n-м интервале τS при прогоне имитационной модели.
В таблице для примера приведены полученные с помощью имитационного

моделирования значения выборочных дисперсий количества заявок, прихо-
дящих за время обслуживания одной заявки для группового пуассоновского
и групповых квазипуассоновских потоков с разными α.

Выборочные дисперсии приходов для различных групповых потоков. Для всех
B = 20

Загрузка 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Пуассон 2,00 4,00 6,00 8,00 10,03 12,05 14,05 16,06 17,96

Квази α = 0,5 1,99 3,97 5,91 7,84 9,75 11,64 13,51 15,36 17,19
Квази α = 1 1,99 3,96 5,91 7,84 9,74 11,63 13,50 15,35 17,18
Квази α = 2 1,99 3,96 5,91 7,84 9,749 11,64 13,51 15,36 17,19

Причину наблюдаемой близости можно указать с помощью следующих
(нестрогих) рассуждений: из определения квазипуассоновского потока следу-
ет, что интервал между последовательными приходами пачек всегда больше,
чем величина паузы T , и если из каждого из этих интервалов вычитать T ,
то остатками будут независимые экспоненциально-распределенные величи-
ны. То есть поток, в котором интервалами между приходами пачек будут эти
остатки, будет групповым пуассоновским потоком. Назовем его вложенным
потоком. А исходный квазипуассоновский поток, таким образом, получается
из вложенного, если после прибытия каждой пачки вставить паузу – интервал
постоянной длины T , во время которого заявки не приходят.
На любом достаточно большом интервале времени вложенный пуассонов-

ский поток в среднем будет занимать только (1/(1 + α)) часть этого интерва-
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ла, а остальную часть будут занимать паузы. Поэтому для того, чтобы вло-
женный поток создавал такую же загрузку прибора на всем интервале, какую
создает групповой пуассоновский поток с тем же размером пачки, интенсив-
ность приходов пачек во вложенном потоке должна быть в соответствующее
число раз больше.
Для пуассоновского потока увеличение интенсивности означает и увеличе-

ние дисперсии количества приходящих пачек на некотором интервале време-
ни во столько же раз. А чередование кусков реализации вложенного потока
с интервалами пауз, как показал эксперимент, не вносит больших различий
в выборочную дисперсию.
На основании близости значений этих выборочных дисперсий будем счи-

тать и теоретические дисперсии количества заявок, приходящих на интервале
обслуживания одной заявки в СМО G/D/1 для пуассоновского и квазипуас-
соновского потоков, создающих одинаковую загрузку прибора, равными.
Далее оценим размер средней очереди от квазипуассоновского потока в

СМО G/D/1 при малых загрузках прибора. Что такое малая загрузка, опре-
делим следующим образом: каждая пачка в квазипуассоновском потоке при-
ходит перед началом интервала паузы длиной T и, если прибор свободен,
начинает обслуживание в этом интервале. Будем называть загрузку ρ малой,
если при ней обслуживание пачки полностью заканчивается в течение этого
интервала, т.е. выполняется условие

(3) B τS � T,

где τS – время обслуживания одной заявки из пачки. Границу интервала для
малых ρ, которую обозначим через ρ0, можно вычислить следующим образом:
из определения квазипуассоновского потока следует, что в среднем за время
T +1/λ приходит B заявок, т.е. в среднем одна заявка на (T +1/λ)/B единиц
времени. Тогда время обслуживания одной заявки при занятости прибора ρ
должна быть

(4) τS = ρ
T + 1/λ

B
,

и, учитывая (3), получаем

(5) ρ0 =
T

T + 1/λ
=

α

α+ 1
.

Нетрудно видеть, что при малых загрузках ситуация очень похожа на си-
туацию в случае группового детерминированного потока (когда пачки прихо-
дят всегда через равные промежутки времени). И к ней, так же как к детер-
минированному потоку, можно применить обобщенную формулу Поллачека–
Хинчина (это другой частный случай, когда это можно легко сделать). При
этом используется следующее соображение:

R (Qi,mi+1(τS)) =M (Qi mi+1(τS))−M (Qi) M(mi+1(τS)),
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Рис. 1. Изменение количества заявок из пришедшей пачки в системе во время
паузы при большой загрузке.

ноQi отлична от нуля только в течение интервала паузы, в которомmi+1(τ) =
= 0, т.е.

R (Qi,mi+1(τS)) = −M (Qi) M(mi+1(τS)) = − Q(ρ) ρ,

и, подставив это в (1), получим

Q(ρ) =
D(m(τ))− 2Q(ρ)ρ

2(1− ρ)
− ρ

2
,

откуда нетрудно получить

(6) Q(ρ) =
ρB − ρ(1− ρ)

2
.

Заметим, что при больших B зависимость Q от ρ близка к линейной.
Теперь рассмотрим приблизительную оценку очереди для больших загру-

зок (ρ > ρ0).
В этом случае BτS > T , и на момент начала экспоненциально-распреде-

ленной части интервала между пачками количество заявок из пачки, еще
остающихся в системе, можно оценить как

(7) B∗(ρ) =
⌈
BτS − T

τ

⌉
=

⌈
B − T

τS

⌉
=

⌈
B

(
1− ρ0

ρ

)⌉
где использовали (4), (5), а скобки �. . .� означают наименьшее целое, боль-
ше либо равное выражению в них. Для иллюстрации на рис. 1 изображена
зависимость количества заявок из пачки, остающихся в системе в течение
соответствующей паузы, в начале которой эта пачка пришла. При этом у
заявки, находящейся на обслуживании, учитывается ее не обслуженная еще
часть.
То есть в момент окончания паузы размер необслуженной пачки будет

меньше начального, и он будет зависеть от ρ. Если убрать из квазипуассо-
новского потока все паузы, “склеив” экспоненциально-распределенные интер-
валы, то получится групповой пуассоновский поток с размером пачки B∗.
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Рис. 2. Сравнение зависимости средней очереди от загрузки прибора, полу-
ченной в имитационном эксперименте и вычисленной по формуле (9). Для
всех потоков B = 20.
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Рис. 3. Сравнение зависимости средней очереди от загрузки прибора, полу-
ченной в имитационном эксперименте и вычисленной по формуле (9). Для
всех потоков α = 1.

Для оценки можно считать, что очередь, образуемая таким пуассоновским
потоком будет добавляться к очереди из (6). Эту добавочную очередь можно
найти по формуле (2), только при этом в нее надо подставлять не ρ, а при-
веденное

(8) ρ∗ =
ρ− ρ0
1− ρ0

,

так как этот особый групповой пуассоновский поток появляется только при
ρ > ρ0, а при ρ = 1 должно быть и ρ∗ = 1, чтобы очередь обращалась в бес-
конечность.
Также необходимо скорректировать то слагаемое в выражении для оче-

реди, которое относится к участку паузы T , т.е. подобное выражению (6).
Теперь обслуживание “хвоста” пачки размера B выходит за интервал T и
учитывается в выражении пуассоновской части очереди, так что его надо ис-
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ключить из (6). С учетом того, что средняя очередь пропорциональна площа-
ди фигуры на рис. 1, поправочный коэффициент можно найти как отношение
площадей трапеции с основаниями B и B∗ к треугольнику с катетом B (см.
рис. 1):

S∗

S
=
τ(B2 − (B∗)2)

τB2
= 1− (B∗)2

B2
≈ 1−

(
1− ρ0

ρ

)2

=

(
2− ρ0

ρ

)
ρ0
ρ
.

Таким образом, имеем следующую формулу для очереди:

(9) Q(ρ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ρB − ρ(1− ρ)

2
, ρ � ρ0;

ρ0
ρ

(
2− ρ0

ρ

)(
ρB − ρ(1− ρ)

2

)
+
ρ∗B∗ − ρ∗(1− ρ∗)

2(1− ρ∗)
, ρ > ρ0.

где B∗ и ρ∗ задаются формулами (7) и (8) соответственно.
Сравним результаты вычислений средней очереди по формуле (9) с резуль-

татами имитационного эксперимента по прохождению квазипуассоновского
потока через СМО G/D/1, см. рис. 2 и 3. Приведены примеры для разных
значений параметров квазипуассоновского потока (результаты, полученные
при имитационном моделировании изображены линиями, а оценки по форму-
ле (9) – различными маркерами). Приближение получается весьма хорошее.

4. Аппроксимация очереди реального видеотрафика

Далее для опытов возьмем трассы трафика с видеокодека стандарта H264
при разных значениях размера видеобуфера, использующегося для сжатия
видеокадров. Трасса в данном случае – это последовательность моментов
выхода из видеокодека информационных пакетов, и каждый такой момент
считается моментом прихода заявки на обслуживание в СМО G/D/1. Время
обслуживания заявки берется таким, чтобы загрузка прибора ρ при этом
входном потоке была равна заданной величине. Во время прохождения этого
потока через СМО, вычисляется эмпирическое среднее по времени значение
очереди для данного ρ.
Для каждой трассы реального трафика таким образом были найдены зна-

чения средней очереди для ряда значений загрузки прибора ρ, которые обо-
значены как Q̂(ρi), i = 1, . . . , N . Они использовались для оценки методом
наименьших квадратов параметров квазипуассоновского потока, зависимость
средней очереди которого в СМО G/D/1 от ρ аппроксимирует найденную в
описанном выше имитационном эксперименте зависимость средней очереди
реального трафика от ρ.
Оценки α̂, B̂ параметров α,B аппроксимирующего квазипуассоновского

потока были найдены как

α̂, B̂ = argmin
α,B

N∑
i=1

(
Q̂(ρi)−Q(ρi)

)2
,

где Q(ρi) рассчитывалась по формуле (9).
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Пуассоновский групповой, В=10
Квазипуассоновский, альфа=1,18 B=29
Н264, видеобуфер 1000 байт
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Рис. 4. Аппроксимация зависимости средней очереди от загрузки прибора для
трафика видеокодека стандарта H264. Размер видеобуфера 1000 байт.
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Рис. 5. Аппроксимация зависимости средней очереди от загрузки прибора для
трафика видеокодека стандарта H264. Размер видеобуфера 5000 байт.

Результаты приведены на рис. 4 и 5, где для сравнения приведена так-
же аналогичная аппроксимация групповым пуассоновским потоком, размер
пачки которого находился также методом наименьших квадратов (для ре-
ального трафика график изображен сплошной линией, для аппроксимации
квазипуассоновским потоком – пунктиром с маркерами, для аппроксимации
пуассоновским потоком – точечным пунктиром). Очевидно, что квазипуас-
соновский поток обеспечивает значительно лучшую аппроксимацию средней
очереди данного реального трафика.
Для полноты картины интересно посмотреть, насколько хорошо ап-

проксимируются дисперсии очередей реального трафика. Они приведены
на рис. 6 и 7. Хотя различие между реальным трафиком и аппроксимирую-
щим модельным трафиком больше, чем для средней очереди, приближение
по-прежнему неплохое и гораздо лучше приближения, обеспечиваемого груп-
повым пуассоновским потоком.
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Пуассоновский групповой, В=10
Квазипуассоновский, альфа=1 18 B=29,
Н264, видеобуфер 1000 байт
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Рис. 6. Аппроксимация зависимости дисперсии очереди от загрузки прибора
для трафика видеокодека стандарта H264. Размер видеобуфера 1000 байт.

Пуассоновский групповой, В=32
Квазипуассоновский, альфа=1,39 B=125
Н264, видеобуфер 5000 байт

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Загрузка прибора

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

0

Д
и

сп
ер

си
я

в
о
ч

ер
ед

и

Рис. 7. Аппроксимация зависимости дисперсии очереди от загрузки прибора
для трафика видеокодека стандарта H264. Размер видеобуфера 5000 байт.

Заметим, что с практической точки зрения близость двух первых момен-
тов распределения двух случайных величин позволяет говорить о большой
близости и их распределений, так что представленные оценки имеют прак-
тическую ценность.

5. Оценка параметров аппроксимирующей модели с помощью нейросети

Выше удалось построить хорошую аппроксимирующую формулу для сред-
ней очереди. Представим здесь еще один способ оценки параметров модели
трафика, пригодный для случая, когда аппроксимирующей формулы нет. Он
заключается в обучении нейросети определять параметры квазипуассонов-
ского потока.
Входными данными для нейросети является набор значений средней оче-

реди для заданных загрузок прибора. В данной работе использовалось 9 зна-
чений, соответствующих загрузкам от 0,1 до 0,9 с шагом 0,1. Выходных зна-
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Входной слой

Размеры выхода: (Нет, 9)

Полносвязный слой

Размеры выхода: (Нет, 16) Размеры входа: (Нет, 9)

Полносвязный слой

Размеры выхода: (Нет, 16) Размеры входа: (Нет, 16)

Полносвязный слой
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Полносвязный слой

Размеры выхода: (Нет, 1)Размеры входа: (Нет, 16)

Рис. 8. Архитектура использованной нейросети (стандартное графическое
изображение архитектуры, применяющееся в пакете Keras языка Python).
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Рис. 9. Аппроксимация зависимости средней очереди от загрузки прибора для
трафика видеокодека H264 при определении параметров с помощью нейросе-
ти. Размер видеобуфера 1000 байт.
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Рис. 10. Аппроксимация зависимости средней очереди от загрузки прибора
для трафика видеокодека H264 при определении параметров с помощью ней-
росети. Размер видеобуфера 5000 байт.
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чений два – это значения параметров α и B. После окончания обучения с
учителем нейросети в качестве входных параметров для распознавания по-
дается набор средних значений очереди, полученных при прохождении через
СМО реального трафика при тех же загрузках. Выход нейросети является
оценкой параметров квазипуассоновского потока для аппроксимации реаль-
ного трафика.
На рис. 8 изображена архитектура использованной нейросети. У двух ней-

ронов, каждый из которых является выходным слоем, оценивающим один из
параметров квазипуассоновского потока, нелинейный эелемент отсутствует,
у всех остальных – “ReLU”. Все слои полносвязные.
Обучающая выборка состояла из 2000 примеров, но для каждой реальной

трассы выборка была своя, обучающие примеры генерировались с параметра-
ми из небольшого диапазона, в котором находилась искомая оценка (график
средней очереди реального трафика лежал между графиками при граничных
значениях параметров примеров из обучающей выборки).
На рис. 9 и 10 приведены результаты эксперимента – параметры, предска-

занные нейросетью, использовались для имитационного моделирования, и на
графиках приведена средняя очередь и для реального трафика, и для смоде-
лированного (для реального трафика график изображен сплошной линией,
для смоделированного – пунктирной с маркерами). Видно, что оценка тоже
весьма неплоха.

6. Заключение

В работе был представлен квазипуассновский поток с одинаковыми пау-
зами как модель для аппроксимации средней очереди реального трафика на
примере видеотрафика стандарта H264.
Аналитическая формула для оценки средней очереди, представленная в

работе, обеспечивает хорошее приближение к результатам имитационного мо-
делирования.
Параметры потока для аппроксимации средней очереди реального трафи-

ка, полученные с использованием этой формулы, обеспечивают аппроксима-
цию, значительно более точную, чем аппроксимация групповым пуассонов-
ским потоком.
Была продемонстрирована возможность определения параметров потока

для решения задачи аппроксимации с помощью нейронной сети, тоже дающая
хорошие результаты.
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Автоматика и телемеханика, № 10, 2025

Заметки, хроника, информация

ДЫХТА ВЛАДИМИР АЛЕКСАНДРОВИЧ
(1949–2025)

2 апреля 2025 г., к огромному сожалению, ушел из жизни Владимир Алек-
сандрович Дыхта, замечательный российский и советский математик, заслу-
женный деятель науки Российской Федерации (1997), замечательный чело-
век, доктор физико-математических наук, профессор, работавший до конца
жизни на должностях главного научного сотрудника Института динамики
систем и теории управления имени В.М. Матросова Сибирского отделения
Российской академии наук (ИДСТУ СО РАН)1 и профессора кафедры вы-
числительной математики и оптимизации Института математики и инфор-
мационных технологий Иркутского государственного университета (ИМИТ
ИГУ)2. На сайтах ИДСТУ СО РАН, ИГУ и ИМИТ ИГУ размещены некро-
логи3,4,5. Владимир Александрович сделал выдающийся вклад в теорию оп-

1 http://idstu.irk.ru/
2 https://math.isu.ru/ru/
3 http://idstu.irk.ru/ru/inews/ushel-iz-zhizni-zasluzhennyy-deyatel-nauki-rf-vladimir-dyhta

(фотография с этой веб-страницы).
4 https://isu.ru/ru/news/2025/details/news-id2025necrologDYCHTA
5 https://math.isu.ru/export/sites/math/ru/media/announces/2025/.galleries/docs/nekrolog.pdf
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тимального управления и ее приложения. Далее приведен не претендующий
на полноту список публикаций [1–92], в которых В.А. Дыхта является одним
автором или соавтором. Статьи опубликованы в журналах «Автоматика и те-
лемеханика», «Доклады Академии наук», «Известия Академии наук СССР.
Техническая кибернетика», «Известия РАН. Теория и системы управления»,
«Математические заметки», «Дифференциальные уравнения», «ТрудыМате-
матического института имени В.А. Стеклова», «Журнал вычислительной ма-
тематики и математической физики», «Известия высших учебных заведений.
Математика», «Итоги науки и техники. Современная математика и ее при-
ложения. Тематические обзоры», «Труды Института математики и механики
УрО РАН», «Сибирский математический журнал», «Известия Иркутского
государственного университета. Серия “Математика”», «Вестник Бурятско-
го государственного университета. Математика, информатика», «Journal of
Optimization Theory and Applications», «European Journal of Control» и др.
В.А. Дыхта является соавтором ряда монографий [5–15]. В частности, [14] —
второе издание монографии «Оптимальное импульсное управление с прило-
жениями» В.А. Дыхты, О.Н. Самсонюк.
В.А. Дыхта родился 1 октября 1949 г. в Иркутске, в 1972 г. окончил ма-

тематический факультет Иркутского университета и работал в Alma Mater в
течение десятилетий на разных должностях: ассистент, старший преподава-
тель, доцент, профессор, заведующий кафедрой. Под руководством Владими-
ра Иосифовича Гурмана6, известного отечественного ученого, специалиста по
теории оптимального управления и ее приложениям, В.А. Дыхта подготовил
в Иркутске кандидатскую диссертацию «Достаточные условия оптимально-
сти особых режимов» и защитил ее в 1979 г. в Свердловске [1, 2]. В 1992 г.
Владимир Александрович подготовленную в докторантуре Иркутского вы-
числительного центра СО АН СССР / СО РАН (ныне ИДСТУ СО РАН) док-
торскую диссертацию «Расширение задач оптимального управления и вари-
ационный принцип максимума»7 защитил в Институте математики СО РАН
(Новосибирск) [3, 4]. В 1992–2007 гг. Владимир Александрович возглавлял
кафедру высшей математики в Иркутской государственной экономической
академии (ныне Байкальский государственный университет). С 2008 г. основ-
ным местом работы Владимира Александровича стал ИДСТУ СО РАН, где
он работал на должностях заведующего лабораторией оптимального управ-
ления, заведующего отделением и главного научного сотрудника. В.А. Дыхта
был членом диссертационных советов, председателем оргкомитетов несколь-
ких международных школ-семинаров «Нелинейный анализ и экстремальные
задачи» (NLA), включая, например, первую школу-семинар (2008 г.)8. Так-

6 О В.И. Гурмане (1934–2016) есть статьи [80, 81], [90 лет со дня рождения Владимира
Иосифовича Гурмана // АиТ. 2024. № 11. С. 102–104.]

7 Научный консультант – д.ф.-м.н., проф. Александр Александрович Толстоногов. За-
служенный деятель науки Российской Федерации с 2002 г., чл.-корр. РАН с 2006 г.
(http://idstu.irk.ru/?q=aatol). Является советником директора, зав. отд., г.н.с. в ИДСТУ
СО РАН.

8 http://idstu.irk.ru/ru/node/93/95
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же отмечаем труд В.А. Дыхты как научного руководителя и преподавателя,
которым подготовлено 11 кандидатов наук (например, Н.В. Деренко (1994),
О.Н. Самсонюк (1999), Н.В. Антипина (2003), С.П. Сорокин (2012)) и 2 док-
тора наук, опубликован ряд учебных пособий, включая [16–21], прочитано
большое число учебных курсов, главным образом в Иркутске, а также в ка-
честве приглашенного профессора в Улан-Удэ (в Бурятском государственном
университете и Восточно-Сибирском государственном технологическом уни-
верситете).
Важной составляющей в научном наследии В.А. Дыхты является разви-

тие фундаментальных результатов В.И. Гурмана и В.Ф. Кротова9. Одной из
ключевых характеристик научной деятельности Владимира Александрови-
ча можно назвать цельное видение тематики разнообразных необходимых и
достаточных условий оптимальности, учет тонких теоретических аспектов.
Научное наследие В.А. Дыхты впечатляет. В работах В.А. Дыхты, включая
работы с соавторами, охвачены:

• разнообразные классы задач оптимального управления (с сосредоточен-
ными параметрами, а именно непрерывные, – в том числе вырожденные
(во многих публикациях, начиная с [22, 23]), негладкие [41, 43, 86], – дис-
кретные [85, 90], дискретно-непрерывные [66], а также с распределенными
параметрами [12, 28, 30, 54]);

• преобразования задач (в том числе разработанное Владимиром Алексан-
дровичем нелинейное преобразование Гоха [14, 25]);

• разнообразные необходимые и достаточные условия оптимальности (в том
числе разработанные Владимиром Александровичем вариационный прин-
цип максимума [3, 33, 35, 49], позиционный принцип минимума [82, 83, 88–
90, 92], что важно, в частности, с точек зрения усиления принципа мак-
симума Понтрягина в регулярных задачах, исследования вырожденных
задач);

• методы решения задач оптимального управления (например, в [39, 44]
речь идет о построении методов решения задач оптимального импульс-
ного управления на основе вариационного принципа максимума);

• многочисленные аналитические примеры, включая примеры (в [14, 42, 46]
и др.) об исследованиях задач оптимального управления по моделиро-
ванию робота-манипулятора, квантовых систем, (эколого-)экономических
процессов и др. с применением и обсуждением условий оптимальности,
преобразований задач, с учетом вопросов о математической корректности
построений;

• исследования в численных экспериментах (так, [10, § 4.1, 4.2] в этой связи);
• моделирование эколого-экономических систем — в этом отдельном пункте
отмечаем соавторство В.А. Дыхты в коллективных монографиях [5–9].

9 Про В.Ф. Кротова (1932–2015), известного отечественного ученого, специалиста по
теории оптимального управления и ее приложениям, есть статьи [Хрусталев М.М. // АиТ.
2022. № 5. С. 164–168.], [«Кротов Вадим Федорович», https://www.ipu.ru/node/32378 ].
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До самого ухода из жизни В.А. Дыхта вел активную научную деятель-
ность. Здесь следует отметить работу [91] Владимира Александровича, пред-
ставленную в декабре 2024 г. на 40-й конференции «Ляпуновские чтения»
и посвященную позиционным усилениям метода В.Ф. Кротова, а также ста-
тью [92], посвященную позиционному принципу минимума. Зарегистрирована
коллективная программа для ЭВМ по решению задач оптимального управ-
ления определенного типа с применением градиентного метода [93].
Для численного решения задач оптимального управления разных типов,

включая вырожденные задачи, задачи с терминальными ограничениями и
т.д., представляется перспективным создание новых алгоритмов и компью-
терных программ, соответствующих фундаментальным результатам из работ
В.А. Дыхты, в том числе с соавторами, включая, например, позиционный
принцип минимума. Представляет интерес, например, учет результатов по
импульсному управлению, представленных в [14, § 3.7, 6.8], [42, 46] (В.А. Дых-
та и др.) и полученных для некоторых квантовых модельных оптимизацион-
ных задач.
Одной из целей этой статьи является привлечение внимания читателей

как к научному наследию В.А. Дыхты, так и научному наследию В.И. Гур-
мана, В.Ф. Кротова и т.д., вообще к развитию теории оптимального управле-
ния. Заинтересованным молодым читателям, которые не знакомы с работа-
ми В.А. Дыхты, рекомендуется начать с видеозаписей докладов Владимира
Александровича [94, 95].
Статья написана с учетом обсуждений с коллегами ее предварительных

версий.
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