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Получено асимптотическое представление оптимального анизотропий-
ного регулятора для линейных дискретных стационарных систем и ани-
зотропийной нормы системы, замкнутой подобным регулятором. Опреде-
лен максимальный порог средней анизотропии внешнего возмущения, при
котором с заданной точностью оптимальный анизотропийный регулятор
аппроксимируется H2-оптимальным регулятором.

Ключевые слова: анизотропийная теория, линейные системы, оптималь-
ный регулятор, асимптотическое поведение.

DOI: 10.31857/S0005231025100044

1. Введение

Одной из наиболее актуальных в теории управления является задача оп-
тимального управления. Она заключается в поиске закона управления, при
котором достигается экстремальное значение некоторой функции от пара-
метров системы и самого закона управления, называемой критерием каче-
ства системы. Критерий качества системы выбирается в зависимости от целей
управления и условий функционирования самой системы. Одним из извест-
ных законов управления является регулятор в форме динамической обрат-
ной связи по выходу системы. Значения сигнала управления на выходе этого
регулятора зависят от измерений текущих параметров системы, которые и
составляют ее измеряемый выход. Для реальных систем практически всегда
в данных измерений (равно как и в динамике самой системы) присутствуют
случайные шумы, статистические параметры которых могут быть известны-
ми или нет. Если известно, что внешние случайные шумы, действующие на
линейную систему, являются гауссовскими белыми шумами и используются
квадратические критерии качества, то соответствующая задача управления
называется линейно-квадратично-гауссовской (ЛКГ) задачей. Для подобной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 24-21-20055).
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постановки задачи управления существует огромное количество опублико-
ванных работ для различных объектов [1–4]. Однако в случае реальных си-
стем внешние шумы крайне редко являются аддитивными белыми шумами,
для которых ЛКГ-регулятор наиболее эффективен в смысле среднеквадра-
тичных критериев качества системы.
Позднее были разработаны методы теории H∞-оптимального управления

для решения задач управления [5–8]. Суть данной теории заключается в
синтезе оптимального регулятора на основе предположения, что на систе-
му действует интегрируемое с квадратом внешнее возмущение и использует-
ся L2-индуцированная операторная норма системы. Однако методы теории
H∞-управления приводят к консервативным (излишне перестраховочным)
законам управления, с большими энергетическими затратами при функцио-
нировании получающихся регуляторов.
В середине 1990-х гг. И.Г. Владимировым была разработана анизотро-

пийная теория управления как попытка объединения подходов H2- и H∞-
теорий [9] к описанию внешних возмущений. В рамках данной теории были
введены такие фундаментальные понятия, как анизотропия случайного век-
тора, средняя анизотропия последовательности векторов и анизотропийная
норма системы [10, 11]. Анизотропия вектора была введена как мера откло-
нения (в смысле относительной энтропии) распределения его направления от
равномерного распределения на единичной сфере, а впоследствии [12] – для
определения отклонения распределения самого вектора от изотропных гаус-
совских распределений. Впоследствии аппарат анизотропийной теории был
применен для решения задач анализа, оптимального управления и фильтра-
ции [13–16].
В [17] была рассмотрена задача асимптотического представления анизо-

тропийной нормы фиксированной системы (с описанием в частотной области)
при стремлении параметра средней анизотропии к нулю (так называемая ле-
вая асимптотика) и к бесконечности (соответственно, правая асимптотика).
На основе упомянутой работы в [18] было получено асимптотическое пред-
ставление оптимального анизотропийного фильтра (с описанием в простран-
стве состояний) в терминах отклонения от H2-оптимального фильтра при
малых значениях средней анизотропии. В той же работе представлено ре-
шение задачи определения максимального порога анизотропии, при которой
H2-фильтр с заданной точностью аппроксимирует анизотропийный фильтр.
Впоследствии в [19] было представлено решение для частного случая ана-
логичной задачи анизотропийного управления. Полученные ранее результа-
ты решения задач по левой асимптотике анизотропийных фильтра и регуля-
тора являются основой научных результатов, представленных в настоящей
статье.
В данной работе представлено решение общего случая задачи асимпто-

тического представления оптимального анизотропийного регулятора для ли-
нейных дискретных детерминированных стационарных систем со случайны-
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ми входными возмущениями. В первом разделе приведены краткие сведения
об объекте исследования, об анизотропийной теории управления, а также о
методах синтеза оптимальных H2- и анизотропийного регуляторов. Во вто-
ром разделе представлено решение общего случая задачи оптимального ани-
зотропийного управления. Третий раздел статьи посвящен решению задачи
асимптотического представления анизотропийного регулятора в общем виде
на основе результатов, описанных во втором разделе.

2. Предварительные сведения

2.1. Сокращения и обозначения

В данной работе используются следующие обозначения: R
n – множе-

ство n-мерных вещественных векторов; Rn×m – множество (n × m)-мерных
вещественных матриц; C – множество комплексных чисел; L

n
2 – множе-

ство n-мерных вещественно-значных интегрируемых с квадратом случай-
ных векторов; Hp×m∞ – пространство Харди (p × m)-мерных комплексно-
значных матричных функций, аналитических внутри единичного круга
C	 = {z ∈ C : |z| < 1} и имеющих ограниченную H∞-норму, определенную
для F ∈ Hp×m∞ как ‖F‖∞ = sup|z|<1 σ(F (z)); σ(X) =

√
λmax(X

∗X) – макси-
мальное сингулярное число матрицы X; λmax(X) – наибольшее собствен-
ное число эрмитовой матрицы X; X∗

= X
T – эрмитово сопряжение; Hp×m

2 –
пространство Харди аналитических для всех z ∈ C	 матричных функций
F (z) =

∑+∞
k=0 fkz

k с ограниченной H2-нормой, квадрат которой определяет-
ся выражением ‖F‖22 =

∑+∞
k=0 tr(fkf

T
k ), где fk – вещественные матрицы.

2.2. Класс рассматриваемых систем

Объектом исследования являются линейные дискретные стационарные си-
стемы F вида

xk+1 = Axk +Bwwk +Buuk, k = 0, 1, . . . ,(1)

где xk ∈ L
nx
2 – вектор состояния, x0 = 0; wk ∈ L

nw
2 – вектор внешнего возму-

щения; uk ∈ L
nu
2 – вектор управления. Регулируемый выход системы (1) в

виде вектора zk ∈ L
nz
2 определяется выражением

zk = Czxk +Dzuk.(2)

В качестве данных для определения управляющего входа uk системы F
используют данные измерений с датчиков на объекте. Эти данные представ-
ляются в виде последовательности векторов yk ∈ L

ny

2 измеряемого выхода

yk = Cyxk +Dywk.(3)

Матрицы A, Bw, Bu, Cz, Dz, Cy, Dy являются известными веществен-
ными матрицами соответствующих размеров. Системе уравнений ви-
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да (1), (2), (3) ставятся в соответствие передаточные функции: Tyw(z) = Dy+
+Cy(zInx

−A)−1Bw, определяемая четверкой матриц

Tyw ∼ (A,Bw, Cy,Dy),(4)

и Tzu(z) = Dz + Cz(zInx
−A)−1Bu с четверкой матриц

Tzu ∼ (A,Bu, Cz,Dz).(5)

Общая постановка задачи управления: необходимо построить регулятор K
вида

K ∼
{
hk+1 = Âhk + B̂yk,

uk = Ĉhk + D̂yk
(6)

с состоянием hk ∈ L
nx
2 , входом yk ∈ L

ny

2 и выходом uk ∈ L
nu
2 , чтобы обеспечить

выполнение некоторого критерия качества. В (6) определению подлежат мат-
рицы Â, B̂, Ĉ и D̂. Далее представлены основные сведения о двух типах ре-
гуляторов в зависимости от критерия качества: о H2-регуляторе с критерием
качества в виде подлежащего минимизации следа ковариационной матрицы
состояния или регулируемого выхода замкнутой системы и о анизотропий-
ном регуляторе, для которого критерием качества является анизотропийная
норма линейного оператора, связывающего регулируемый выход замкнутой
системы с внешним возмущением.

2.3. H2-оптимальное управление

Для удобства дальнейшего изложения введем матрицы

UL = (DT
z Dz +BT

u P̂
Bu)
−1, UR = −(DT

z Cz +BT
u P̂
A), U
 = ULUR,(7)

VL = −(AQ̂
C
T
y +BwD

T
y ), VR = (DyD

T
y + CyQ̂
C

T
y )

−1, V
 = VLVR.(8)

Задача оптимального H2-управления заключается в поиске регулятора,
доставляющего минимум H2-норме системы, замкнутой этим регулятором.
Рассмотрим линейную дискретную стационарную систему с уравнением ди-
намики вида (1), уравнением управляемого выхода (2) и уравнением измеряе-
мого выхода (3) с внешним случайным возмущением в виде последовательно-
сти случайных независимых векторов wk со стандартным нормальным рас-
пределением, т.е. гауссовским распределением с нулевым средним E[wk] = 0 и
единичной ковариационной матрицей E[wkw

T
k ] = Inw

. Пусть ищется H2-опти-
мальный регулятор вида (6). Тогда имеем следующее решение поставленной
задачи синтеза оптимального H2-оптимального регулятора с учетом [2]:

Â
 = A+BuU
 + V
Cy −BuD̂
Cy,

B̂
 = BuD̂
 − V
,

Ĉ
 = U
 − D̂
Cy,

D̂
 = −UL(DT
z CzQ̂
C

T
y +BT

u P̂
AQ̂
C
T
y +BT

u P̂
BwD
T
y )VR,
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где P̂
 и Q̂
 – стабилизирующие решения алгебраических уравнений Риккати
(управления и фильтрации соответственно):

P̂
 = ATP̂
A+ CT
z Cz − UT

RU
,

Q̂
 = AQ̂
A
T +BwB

T
w − V
V

T
L .

Матрица V∗ связана с матрицей коэффициентов фильтра Калмана (как ча-
сти H2-регулятора) по отношению к обновляющей последовательности, в то
время как U∗ отвечает за формирование управляющего воздействия по оцен-
ке этим фильтром текущего состояния объекта управления (в силу структу-
ры принципа разделения фильтрации и управления, которой обладает ЛКГ-
регулятор).
Далее рассмотрим основные понятия и принципы анизотропийной теории,

на которых базируется решение поставленной в статье задачи.

2.4. Анизотропийная норма

В постановке задачи синтеза H2-оптимального регулятора предполагает-
ся, что на вход рассматриваемой системы в качестве внешнего возмущения
подается гауссовский белый шум. В реальных задачах чаще всего внешними
возмущениями для систем выступают окрашенные (и не обязательно гауссов-
ские) шумы, и не всегда точно известны статистические характеристики этих
шумов. Предположим, что на вход рассматриваемой системы (1) поступает
случайное возмущение в виде стационарной последовательности случайных
независимых в совокупности векторов W = (wk)0�k<+∞, wk ∈ L

nw
2 , свойства

которых отличаются от стандартного нормального распределения. Для ха-
рактеристики отклонения распределения случайного вектора от нормального
распределения будут использоваться понятия анизотропии случайного век-
тора и средней анизотропии последовательности случайных векторов.

Опр е д е л е н и е 1 [12]. Анизотропией A(w) nw-мерного случайного век-
тора w называется неотрицательная величина, определенная по формуле

A(w) = min
λ>0

D(f‖pnw,λ),

где D(f‖pnw,λ
) – относительная энтропия плотности распределения веро-

ятности f вектора w относительно плотности нормального распределения
вероятности pnw,λ

с нулевым математическим ожиданием и скалярной ко-
вариационной матрицей λInw

, λ > 0.
Для характеристики последовательности случайных векторов использова-

ние анизотропии согласно приведенному выше определению не представля-
ется возможным ввиду стремления ее к бесконечности по мере увеличения
количества элементов последовательности. Поэтому было введено понятие
средней анизотропии последовательности случайных векторов.
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Опр е д е л е н и е 2 [12]. Cредней анизотропией (стационарной эргодиче-
ской) последовательности W = (wk)0�k<+∞ называют предел

A(W ) = lim
N→∞

A(W0:N−1)

N
,

гдеWs:t = (wT
s , w

T
s+1, . . . , w

T
t )

T – вектор, образованный векторами фрагмен-
та последовательности (wk)s�k�t.
Как известно [20], векторы стационарной гауссовской последовательности
случайного возмущения W = (wk)0�k<+∞ могут быть представлены в виде

wj =
+∞∑
k=0

gkvj−k,

где V = (vk)0�k<+∞ – последовательность независимых nw-мерных случай-
ных векторов со стандартным нормальным распределением; gk – импульс-
ная переходная характеристика генерирующего фильтра, G(z) ∈ Hnw×nw

2 –
передаточная функция генерирующего фильтра с последовательностью век-
торов V на входе и последовательностью W на выходе. Поскольку последова-
тельность векторов W генерируется фильтром G, для средней анизотропии
последовательности A(W ) может быть использовано обозначение A(G). По-
казано (см. [11, формула (4) и Лемма 1]), что средняя анизотропия A(G)
последовательности случайных векторов W , генерируемой формирующим
фильтром G, может быть вычислена по следующей формуле:

A(G) = − 1

4π

π∫
−π

ln det

(
nw
‖G‖22

Ĝ(w)(Ĝ(w))

)
dw,

где

Ĝ(w) = lim
r→1−0

G(reiw), w ∈ [−π, π), i2 = −1.

Одной из мер отклика системы F вида (4) на входное возмущение в ви-
де последовательности векторов W со средней анизотропией A(G) � a явля-
ется анизотропийная норма системы [11], которая определяется следующим
образом:

|||F |||a = sup
G∈Ga

‖FG‖2
‖G‖2

,(9)

где Ga = {G ∈ Hnw×nw
2 : A(G) � a} – множество формирующих фильтров

с ограниченной числом a средней анизотропией последовательности W .
Для вычисления анизотропийной нормы необходимо определить парамет-

ры формирующего фильтра G, при котором достигается супремум в выра-
жении (9). Этот фильтр называется наихудшим формирующим фильтром и
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имеет представление [11, формулы (32), (33)]

G ∼
[
A+BL BΣ1/2

L Σ1/2

]
(10)

с состоянием xk, входом vk и выходом wk. Приведем формулировку леммы о
вычислении анизотропийной нормы для линейной дискретной стационарной
системы.

Лемма 1 [11, Лемма 3]. Дана устойчивая линейная дискретная стаци-
онарная система F вида (4), определяемая четверкой матриц A, B, C, D.
Для любого a > 0 существует, причем единственная, пара (q,R), где
q ∈ (0, ‖F‖−2∞ ) – скалярный параметр, удовлетворяющий уравнению

−1

2
ln det

nwΣ

tr(LPLT +Σ)
= a,(11)

а R ∈ R
nx×nx – матрица, являющаяся стабилизирующим решением уравне-

ния Риккати

R = ATRA+ qCTC + LTΣ−1L,

Σ = (Inw
− qDTD −BTRB)−1,

L = Σ(BTRA+ qDTC).

Причем анизотропийная норма системы F вычисляется как

|||F |||a =
(
1

q

(
1− nw

tr(LPLT +Σ)

))1/2

,(12)

где матрица P ∈ R
nx×nx удовлетворяет уравнению Ляпунова

P = (A+BL)P (A+BL)T +BΣBT.(13)

Приведенные выше понятия и принципы анизотропийной теории управле-
ния будут использоваться далее при решении задач определения асимптоти-
ческого представления анизотропийного регулятора в общем виде и макси-
мального порога анизотропии, при котором анизотропийный регулятор ап-
проксимируется H2-регулятором с заданной точностью.

3. Оптимальный анизотропийный регулятор

Рассматривается задача синтеза оптимального анизотропийного регулято-
ра вида (6) для линейной дискретной стационарной системы (5) с измеряемым
выходом (3). В [19] приведено решение задачи асимптотического представле-
ния при близких к нулю значениях средней анизотропии a для статического
регулятора по состоянию uk = Kxk. Решим по аналогии задачу асимптоти-
ческого представления для динамического анизотропийного регулятора по
выходу.
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Для начала запишем представление исходной системы с динамическим
регулятором как результат подстановки выражения регулятора (6) в систему
(1)–(3):

L(F,K) ∼
[
A B

C D

]
,(14)

где матрицы A, B, C и D имеют вид

A =

(
A+BuD̂Cy BuĈ

B̂Cy Â

)
, B =

(
Bw +BuD̂Dy

B̂Dy

)
,

C =
(
Cz +DzD̂Cy DzĈ

)
, D = DzD̂Dy.

Предполагается, что векторы wk входного возмущения рассматриваемой
системы являются выходом наихудшего формирующего фильтра вида (10) и
представимы в виде

wk = Lxxk + Lhhk +Σ1/2vk.

Уравнение Риккати из условия леммы о вычислении анизотропийной нормы
(11)–(13) для системы (14) имеет вид

R = A
T
RA+ qC

T
C + LTΣ−1L,(15)

Σ = (Inw
− qD

T
D −B

T
RB)−1,(16)

L = (Lx Lh) = Σ(B
T
RA+ qD

T
C).(17)

Таким образом, поставленная задача управления разделяется на две под-
задачи – определение наихудшего формирующего фильтра для замкнутой
системы (14) и синтез оптимального динамического анизотропийного регуля-
тора в виде ЛКГ-регулятора, минимизирующего след ковариационной мат-
рицы регулируемого выхода замкнутой системы (14), когда на ее вход посту-
пает наиболее неблагоприятный шум. В [16] представлено решение подобной
задачи управления для случая D̂ = 0. Если провести аналогичным образом
рассуждения для случая регулятора (6), то получим, что матрицы Â и B̂
удовлетворяют формулам

Â = A+BwM +BuĈ + (BuD̂ − Λ)(Cy +DyM), B̂ = Λ,(18)

где

M = Lx + Lh,(19)

S = (A+BwLx +BuD̂DyLx)S(A+BwLx +BuD̂DyLx)
T+(20)

+ (Bw +BuD̂Dy)Σ(Bw +BuD̂Dy)
T − ΛΘΛT,

Θ = (Cy +DyLx)S(Cy +DyLx)
T +DyΣD

T
y ,(21)

Λ =
(
(A+BwLx +BuD̂Cy +BuD̂DyLx)S(Cy +DyLx)+(22)

+ (Bw +BuD̂Dy)ΣD
T
y

)
Θ−1.
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Для определения неизвестных матриц Ĉ и D̂ регулятора воспользуемся ме-
тодологией решения задач синтеза динамических H2-оптимальных регулято-
ров по выходу, представленной в [2]. Для этого необходимо записать исходную
систему (1)–(3) с динамическим регулятором (6) и наихудшим формирующим
фильтром (10) в виде ⎧⎪⎨⎪⎩

x̃k+1 = Ãx̃k + B̃wvk + B̃uuk,

z̃k = C̃zx̃k + D̃zuk,

ỹk = C̃yx̃k + D̃yvk,

(23)

где вектор состояния x̃ включает в себя вектор состояния xk исходной си-
стемы (1) и вектор состояния hk регулятора (6), т.е. x̃ = (xTk hTk )

T, z̃k = zk,
ỹ = (yTk hTk )

T, а матрицы системы имеют вид

Ã =

(
A+BwLx BwLh

B̂Cy + B̂DyLx Â+ B̂DyLh

)
, B̃w =

(
BwΣ

1/2

B̂DyΣ
1/2

)
, B̃u =

(
Bu
0

)
,(24)

C̃z = (Cz 0), D̃z = Dz,(25)

C̃y =

(
Cy +DyLx DyLh

0 Inx

)
, D̃y =

(
DyΣ

1/2

0

)
.(26)

В итоге получаем, что искомое управление uk определяется по формуле

uk = Ñ ỹk,

где Ñ = (D̂ Ĉ).
Применив представленный в [2] метод решения задачи H2-оптимального

управления для системы (23), получим

Ñ = −ŨL(D̃T
z C̃zQ
C̃

T
y + B̃T

u P
ÃQ
C̃
T
y + B̃T

u P
B̃wD̃
T
y )ṼR,(27)

где матрицы ŨL и ṼR введены по аналогии с (7) и (8) путем замены со-
ответствующих матриц на аналогичные с волнистой чертой и матриц P̂
, Q̂

на P
, Q
 соответственно, а сами матрицы P
 иQ
 являются решениями урав-
нений

P
 = ÃTP
Ã+ C̃ T
z C̃z − ŨT

R Ũ
,(28)

Q
 = ÃQ
Ã
T + B̃wB̃

T
w − Ṽ
Ṽ

T
L .(29)

Из (27) следует, что для определения матриц Ĉ и D̂ необходимо сделать
следующие преобразования:

Ĉ = Ñ

(
0
Inx

)
, D̂ = Ñ

(
Iny

0

)
.
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Таким образом, матрицы Â, B̂, Ĉ и D̂ искомого динамического анизотро-
пийного регулятора по выходу однозначно определяются системой уравне-
ний (18), (27)–(29).
В следующем разделе приведено решение задачи поиска асимптотического

представления для полученного оптимального анизотропийного регулятора
при a→ 0 + 0.

4. Асимптотическое представление регулятора

Следующим шагом решения поставленной задачи является вывод фор-
мул асимптотического представления полученного анизотропийного динами-
ческого регулятора. Для этого необходимо определить компоненты разложе-
ния матриц регулятора, системы (23) и всех сопутствующих матриц. Запишем
формулы разложения в матричные ряды для матриц системы (23):

X(a) =

n∑
k=0

Xka
k/2 + o(an/2), a→ 0 + 0,(30)

где под X понимается любая из переменных, кроме матриц A, Bw, Bu, Cz, Cy,
Dz, Dy исходной системы, которые не зависят от a по постановке задачи (для
примера, матрица Σ зависит от a, поэтому для нее справедливо представле-
ние (30), т.е. Σ(a) = Σ0 +Σ1

√
a+Σ2a+ o(a), если положить n = 2). Отметим,

что X̃(
√
a)

.
= X(a) является достаточно гладкой функцией своего аргумен-

та
√
a. Соответственно, подобное разложение будут иметь и все матрицы,

полученные в результате сумм и произведений отдельных матриц, предста-
вимых в виде (30).
По аналогии с решением задачи синтеза статического регулятора для

определения нулевых компонент разложений матричных функций необхо-
димо определить значения функций при a = 0 – этому случаю соответству-
ют матрицы H2-регулятора. Для удобства введем вспомогательную матрицу
Υ = −Ũ−1

L ÑṼ −1
R . Все переменные X0, соответствующие случаю a = 0, здесь

не приводятся, так как получаются тривиально путем подстановки величин
q = 0, L = 0 и Σ = Inw

во все необходимые формулы.
Используя приведенные в [18, 19] результаты, запишем вторые слагаемые

разложений матричных функций R(a), Σ(a), L(a) и q(a) следующим образом:

q21 = 4nw/
(
2nwtr(B

T
0 QA0P 0A

T
0 QB0 + nw(B

T
0 QB0)

2)− tr2(B
T
0 QB0)

)
,(31)

R1 = q1Q, Σ1 = B
T
0R1B

0
, L1 = B

T
0R1A0,

где матрицы Q и P 0 удовлетворяют уравнениям

Q = A
T
0 QA0 + C

T
0 C0, P 0 = A0P 0A

T
0 +B0B

T
0 .
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Сделав все необходимые преобразования, получим следующие выражения
первых компонент для ненулевых (остальные будут нулевыми) матриц за-
мкнутой системы (можно обратить внимание на зависимость этих матриц
одновременно от различных X0 и X1):

Ã1 =

(
BwLx,1 BwLh,1

B̂1Cy + B̂0DyLx,1 B̂0DyLh,1

)
, B̃w,1 =

(
BwΣ

1/2
1

B̂1Dy + B̂0DyΣ
1/2
1

)
,

C̃y,1 =

(
DyLx,1 DyLh,1

0 0

)
, D̃y,1 =

(
DyΣ

1/2
1

0

)
.

Проведя аналогичные выкладки для матриц анизотропийного регулятора,
получим уравнения для первых компонент матриц анизотропийного регуля-
тора:

Â1 = BwM1 +BuĈ1 +BuD̂1Cy − Λ1Cy + (BuD̂0 − Λ0)DyM1, B̂1 = Λ1,

Ĉ1 = Ñ1

(
0
Inx

)
, D̂1 = Ñ1

(
Iny

0

)
.

Хотя выражения для вторых слагаемых разложения (30) различных мат-
риц-переменных устроены достаточно сложно, все они получаются одинако-
вым способом и устроены очень похоже, поэтому для экономии места при-
ведем лишь общий принцип их вывода на примере матрицы Υ. Согласно
введенным обозначениям,

Υ = D̃T
z C̃zQ
C̃

T
y + B̃T

u P
ÃQ
C̃
T
y + B̃T

u P
B̃wD̃
T
y ,(32)

где все матрицы, формирующие ее, зависят от a. Значит, для первого слага-
емого ее разложения по формуле (30) справедливо представление

Υ0 = D̃T
z,0C̃z,0Q
,0C̃

T
y,0 + B̃T

u,0P
,0Ã0Q
,0C̃
T
y,0 + B̃T

u,0P
,0B̃w,0D̃
T
y,0,(33)

а для второго – представление

Υ1 =
∑

i,j,k,l�0
i+j+k+l=1

D̃T
z,iC̃z,jQ
,kC̃

T
y,l +(34)

+
∑

i,j,k,l,m�0
i+j+k+l+m=1

B̃T
u,iP
,jÃkQ
,lC̃

T
y,m +

∑
i,j,k,l�0

i+j+k+l=1

B̃T
u,iP
,jB̃w,kD̃

T
y,l.

Несложно заметить общий принцип формирования матрицы Υ1: из всех воз-
можных индексов формирующих ее матриц в каждом из матричных произ-
ведений лишь один принимает значение, равное 1. По аналогии, для того,
чтобы выписать третье слагаемое Υ2, понадобится рассмотреть всевозмож-
ные комбинации индексов, сумма которых равна 2 (общее число слагаемых
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в этом случае будет равно 35). Таким образом, можно считать, что все необ-
ходимые матрицы в представлении (30) выписаны, т.е. с заданной точностью
определено асимптотическое представление динамического анизотропийного
регулятора при a → 0 + 0. Полученные результаты запишем в виде следую-
щего утверждения.

Те ор ем а 1. Даны линейная стационарная система вида (1)–(3) и дина-
мический регулятор вида (6) в форме обратной связи по выходу. При малых
значениях средней анизотропии a→ 0+0 входных возмущений для матриц
Â, B̂, Ĉ и D̂ регулятора справедливы асимптотические разложения, задан-
ные формулой (30), где слагаемые ряда определяются по аналогии с фор-
мулами (32)–(34) для матрицы Υ, а зависимость их от числа a задается
формулой (11).
В следующем разделе представлено решение задачи нахождения асимпто-
тического представления анизотропийной нормы для замкнутой найденным
регулятором системы.

5. Асимптотическое представление анизотропийной нормы

Следующим этапом решения задачи является получение асимптотического
представления анизотропийной нормы системы, замкнутой полученным ре-
гулятором, и определение максимального уровня средней анизотропии amax,
при котором соответствующий оптимальный анизотропийный регулятор ап-
проксимируется H2-оптимальным регулятором с заданным уровнем точно-
сти ε. Для этого необходимо определить первые компоненты матриц A, B,
C и D. Определив частные производные этих матричных функций по

√
a и

подставив в них значение a = 0, легко получаем нужные первые компоненты
разложения матриц A, B, C и D.
Для асимптотического представления анизотропийной нормы необходимо

определить вторые компоненты матричных функций R(a) и Σ(a). Опреде-
лив вторые частные производные матриц (15)–(17) по

√
a и подставив в них

нулевое значение средней анизотропии a, имеем

R2 = A
T
0R2A0 + YR2

+ Y T
R2
,

Σ2 = B
T
0R2B0 + YΣ2

+ Y T
Σ2
,(35)

где YR2
= q1

(
A

T
1 QA0 + C

T
1 C0

)
, YΣ2

= q1

(
B

T
1 QB0 +D

T
1D0

)
. Подставив полу-

ченные разложения в ряд матричных функций R, Σ, L и P в формулу (12)
анизотропийной нормы, получим асимптотическое представление анизотро-
пийной нормы системы (14) при a→ 0+ следующего вида:

|||L(F,K
)|||a =

=
‖L(F,K
,0)‖2√

nw

(
1 +

(√
Ξ

nw
+

tr(Σ2)

2q1‖L(F,K
,0)‖22

)
√
a

)
+ o(

√
a),

(36)
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где L(F,K
,0) представляет собой систему вида (14), замкнутую оптималь-
ным регулятором при уровне средней анизотропии a = 0, а Ξ имеет вид

Ξ =
nw‖L(F,K
,0)‖44 − ‖L(F,K
,0)‖42

‖L(F,K
,0)‖42
.(37)

Формулы для ‖ · ‖44 и ‖ · ‖42 известны и могут быть найдены в [17].
Последним шагом будет определение максимального уровня средней ани-

зотропии для заданного уровня точности ε = o(‖L(F,K
,0)‖2), с которым
H2-оптимальный регулятор аппроксимирует анизотропийный регулятор. Это
условие имеет вид a � amax, где amax удовлетворяет неравенству∣∣∣∣|||L(F,K
)|||amax

− ‖L(F,K
,0)‖2√
nw

∣∣∣∣ < ε
‖L(F,K
,0)‖2√

nw
.(38)

Подставив формулу (36) асимптотического представления анизотропийной
нормы в неравенство (38), имеем

a � amax = ε2

(√
Ξ

nw
+

tr(Σ2)

2q1‖L(F ,K
,0)‖22

)−2

.(39)

Приведенные выше результаты решения задачи асимптотического пред-
ставления анизотропийной нормы запишем в виде следующей теоремы.

Те ор ем а 2. Дана линейная стационарная система вида (1)–(3) и дина-
мический регулятор вида (6) в форме обратной связи по выходу. При малых
значениях средней анизотропии a→ 0 + 0 входных возмущений анизотро-
пийная норма системы, замкнутой регулятором (6), имеет асимптотиче-
ское представление (36), а максимальный уровень средней анизотропии, при
котором относительное отклонение анизотропийной нормы |||L(F,K
)|||a от
масштабированной H2-нормы замкнутой системы не превышает заданного
порогового числа ε, определяется по формуле (39), где q1, Σ2 и Ξ задаются
в соответствии с формулами (31), (35) и (37).
Очевидно, что максимальный уровень средней анизотропии определяется

матрицами исходной системы. В более ранних работах по левой асимптоти-
ке анизотропийного фильтра [18] и статического анизотропийного регулято-
ра [19] было наглядно показано, что их H2-оптимальные аналоги достаточно
эффективно аппроксимируют соответственно анизотропийные фильтр и ре-
гулятор при малых значениях средней анизотропии входного возмущения.

6. Заключение

В данной статье рассмотрены задача синтеза динамического оптималь-
ного анизотропийного регулятора для линейных дискретных стационарных
систем и задача определения максимального порога средней анизотропии,
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при котором с заданным уровнем точности анизотропийный регулятор мо-
жет быть аппроксимирован H2-оптимальным регулятором. В процессе реше-
ния поставленных задач были получены асимптотические представления всех
матриц анизотропийного регулятора, матриц замкнутой системы и ее анизо-
тропийной нормы при малых значениях средней анизотропии. Дальнейшие
исследования могут быть посвящены аналогичной задаче анизотропийного
управления для правой асимптотики, получению асимптотического представ-
ления анизотропийного регулятора и нормы замкнутой системы при средней
анизотропии, стремящейся к бесконечности.
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