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Рассматривается задача нахождения центральных элементов в сетевых
структурах. Поскольку концепция центральности не имеет четкого опре-
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более важных элементов сети. Приведен обзор существующих подходов
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1. Введение

Методы сетевого анализа активно используются при моделировании и
изучении сложных систем. В частности, с помощью сетевого анализа мож-
но описать большинство существующих технологических, биологических, со-
циальных и других систем, а также смоделировать различные социально-
экономические, транспортные, эпидемические, производственные и прочие
процессы.

Одной из важных задач в области анализа сложных сетевых структур
является выявление ключевых или наиболее важных участников [1]. К со-
жалению, концепция важности в сети не имеет четкого определения и за-
висит от поставленной перед исследователем задачи, а также протекающих
в сети процессов. В литературе известно большое число различных моделей
определения центральных элементов, которые основаны на подсчете числа
взаимосвязей у каждого элемента, количестве путей между различными эле-
ментами, учете индивидуальных атрибутов элементов сети и возможности
группового влияния вершин. Поскольку общее число моделей центральности

1 Данная работа осуществлена в рамках гранта Президента Российской Федерации
для государственной поддержки молодых российских ученых – кандидатов наук (грант
MK-3867.2022.1.6. “Исследование свойств индексов влияния в сетевых структурах”).
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исчисляется сотнями [2], а результаты от их применения могут быть совер-
шенно различными, возникает необходимость в оценке качества полученных
результатов и сравнении данных моделей.

Сравнение индексов центральности между собой представляет собой слож-
ную задачу из-за субъективного характера определения важности элементов
сети. Так, в ряде исследований полученные результаты применения индексов
центральности сопоставляются с заведомо известной информацией о важно-
сти вершин или некоторой экспертной информацией [3, 4]. В рамках конкрет-
ной задачи и при наличии заранее известного распределения важности среди
элементов сети можно выбрать наиболее близкий индекс центральности для
его дальнейшего использования в данной сети и ее модификациях (напри-
мер, для выявления ключевых элементов в динамике, когда истинное рас-
пределение важности уже неизвестно или известно частично). К сожалению,
эталонные данные об истинной важности вершин крайне редко встречаются
в реальных задачах.

Существует также другой подход к оценке качества мер центральности в
сетевых структурах. Ряд исследований предлагает сравнивать классические
меры центральности с точки зрения выполнения или невыполнения различ-
ных свойств, известных в литературе как аксиомы центральности [5–13].
Данные свойства дают понимание о работе рассматриваемых индексов и о
том, будет ли выявлен тот или иной ключевой элемент, если граф имеет опре-
деленную структуру. Данный подход помогает оценить, насколько хорошо та
или иная мера центральности удовлетворяет ряду логичных свойств. Тем не
менее текущий список свойств не является единым и исчерпывающим, что
приводит к тому, что разные исследования посвящены изучению того или
иного набора свойств.

Наконец, одним из способов сравнения моделей центральности является
анализ их устойчивости к изменению структуры сети. Поскольку множе-
ство существующих реальных сетей зачастую содержат неполную или некор-
ректную информацию о связях между элементами сети (например, ошиб-
ки или пропуски в исходных данных), результат применения различных ин-
дексов центральности может быть искажен. Таким образом, возникает во-
прос, насколько устойчиво и репрезентативно текущее ранжирование эле-
ментов сети, которое было получено в результате применения той или иной
модели центральности. На данный момент в литературе известен ряд ра-
бот, в которых исследуется чувствительность различных моделей централь-
ности [14–19]. Тем не менее большинство данных исследований ограничивает-
ся анализом только классических индексов центральности на малом наборе
сетей.

В рамках данного исследования проводится обзор существующей аксиома-
тики, характеризующей понятие центральности в сетевых структурах. Кроме
того, в работе осуществлен анализ чувствительности некоторых классических
и других мер центральности к малым изменениям в сети. Результаты данного
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направления позволят получить более глубокое понимание того, как сильно
изменения во взаимосвязях между элементами сети влияют на результат при-
менения известных моделей выявления наиболее важных элементов.

Работа поделена на четыре части. В первой части приводится описание
известных классических моделей центральности. Во второй части приведен
обзор существующих исследований по изучению аксиоматических свойств мо-
делей центральности. Третья часть посвящена исследованию устойчивости
мер центральности к изменениям в сети на примере классических и реальных
сетевых структур. В четвертой части приводится заключение по полученным
результатам.

2. Модели центральности в сетевых структурах

Рассмотрим граф G = (V,E), где V = {1, . . . , n} – множество вершин,
|V | = n, E ⊆ V×V – множество ребер между вершинами графа. Граф G
называется ненаправленным (неориентированным), если ∀i, j ∈ V : (i, j) ∈
∈ E =⇒ (j, i) ∈ E, и направленным (ориентированным) в противном случае.
Граф G может быть также представлен с помощью матрицы смежности A =
= [aij], где aij = 1, если (i, j) ∈ E, и aij = 0 в ином случае. Граф называется
взвешенным, если он описывается с помощью матрицы весов W = [wij], где
значение wij отражает вес ребра (i, j) ∈ E. Каждая вершина может иметь на-
бор атрибутов {wk

i }, где i ∈ V – вершина графа, k – номер атрибута, k ∈ K,
а также пороговое значение qi, при достижении которого вершина i подвер-
жена влиянию со стороны других вершин. Под центральностью вершины i
подразумевается некоторое числовое значение ci ∈ R

+, характеризующее сте-
пень ее важности в графе G.

Центральность является одним из ключевых показателей, используемых
при исследовании сложных сетевых структур [1–3]. В литературе известен
ряд мер, которые помогают выявить наиболее центральные элементы в той
или иной сетевой структуре. Описание наиболее известных мер приведено
ниже.

2.1. Степенные центральности

Простейшей центральностью i-й вершины ненаправленного графа явля-
ется ее степень (degree centrality), т.е. количество ребер, инцидентных i-й
вершине [20]:

ci =
n∑

j=1

aij =
n∑

j=1

aji.(1)

В случае направленного графа существует две отдельные меры централь-
ности по степени: входящая степень и исходящая степень. Входящая степень
указывает число связей, направленных к вершине, а исходящая – число свя-
зей, направленных от вершины. Степенная центральность может быть также
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адаптирована к взвешенным сетям и рассчитана с учетом веса wij каждого
ребра (i, j) ∈ E.

2.2. Спектральные центральности

Степенные центральности являются локальными мерами, которые никак
не учитывают важность соседних вершин. Обобщением степенной централь-
ности является так называемая центральность по собственному вектору [20],
которая учитывает не только прямые, но и непрямые взаимосвязи меж-
ду вершинами. Центральность вершин по собственному вектору (eigenvector
centrality) �c присваивает относительную важность каждой вершине следую-
щим образом: более важные соседи вершины дают больший вклад в ее соб-
ственную центральность по сравнению с менее важными соседями. Вычис-
ление данной модели центральности сводится к нахождению собственного
вектора �c исходной матрицы смежности A:

A�c = λ�c,(2)

где λ – наибольшее собственное значение матрицы A. На практике централь-
ность по собственному вектору используется при анализе ненаправленных
графов, поскольку вычисление собственного вектора на направленных гра-
фах является более сложной задачей, которая может привести к появлению
нулевых или комплексных собственных значений.

Другим примером данного класса центральностей является центральность
по PageRank [21], которая заключается в определении вероятности посещения
каждой вершины в рамках случайных блужданий в графе:

ci = α
n∑

j=1

cj∑n
k=1 ajk

aji +
1− α

n
,(3)

где α – вероятность продолжения случайного блуждания в графе, 0 � α � 1.
Отметим, что в отличие от центральности по собственному вектору данный
индекс может использоваться также и для направленных графов.

Существуют также и другие модели центральности, основанные на под-
счете собственного вектора: центральность Каца (Katz centrality) [22], алго-
ритм HITS (hubs and authorities) [23], подграфовая центральность (subgraph
centrality) [24] и т.д.

2.3. Центральности по нахождению кратчайших путей в графе

Данный класс центральностей основан на подсчете кратчайших путей
между вершинами. Наиболее известным примером является центральность
по близости (closeness centrality) [20, 25], которая учитывает, насколько близ-
ко вершина i расположена к остальным вершинам сети:

ci =
1∑n

j=1 dij
,(4)

где dij – длина кратчайшего пути между вершинами i и j.
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Другим примером центральности, основанной на нахождении кратчай-
ших путей между вершинами, является центральность по посредничеству
(betweenness centrality) [26, 27]. Центральность по посредничеству характе-
ризует, насколько важную роль играет вершина i как посредник между все-
возможными парами других вершин:

ci =
∑
j �=k

σjk(i)

σjk
,(5)

где σjk показывает число кратчайших путей между вершинами j и k, а σjk(i) –
число кратчайших путей между вершинами j и k, проходящих через верши-
ну i.

2.4. Центральности по ближним и дальним взаимодействиям

Большинство приведенных выше классических мер центральности не поз-
воляет учитывать важные характеристики – индивидуальные атрибуты каж-
дой вершины и возможность их группового взаимодействия. Более того, су-
ществующие методы не в полной мере оценивают интенсивность дальних
взаимодействий и зачастую учитывают незначимые связи между элемента-
ми сети. В связи с этим в [3, 28] предложен индекс дальних взаимодействий
(LRIC), который позволяет учитывать данные особенности сложных систем.

Обозначим через Nj набор вершин, имеющих прямую связь с вершиной j.
Тогда группа вершин Ω(j) ⊆ Nj является критической для вершины j, ес-
ли

∑
i∈Ω(j) wij � qj, а вершина l ∈ Ω(j) – ключевой, если ее исключение

из данной группы делает группу некритической. Набор ключевых вершин
в группе Ω(j) обозначим через Ωp(j). Отличительной особенностью индекса
дальних взаимодействий является определение влияния вершины i на вер-
шину j через поиск такой критической группы Ωp(j), в которой вершина i
имеет максимальное влияние, т.е.

cij =

⎧⎪⎨⎪⎩
max

Ωp(j):i∈Ωp(j)

wij∑
k∈Ωp(j)

wkj
, если ∃Ωp(j): i ∈ Ωp(j),

0 в ином случае.
(6)

Значение cij показывает, как вершина i влияет на вершину j напрямую. Най-
денные значения можно представить в виде матрицы прямых влияний C =
= [cij ]n×n, которую далее можно использовать для расчета непрямых вли-
яний между вершинами. Модель LRIC имеет ряд модификаций. В частно-
сти, известны модели ближних взаимодействий (SRIC) [29], а также индекс
группового влияния [30]. Стоит отметить, что индекс LRIC показал свою эф-
фективность при анализе сетей международного рынка капитала, междуна-
родной миграции, общей торговли, торговли оружием, торговли продоволь-
ствием, цитирования экономических журналов, а также сети взаимодействий
между террористическими группами [3, 31, 32].
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3. Свойства индексов центральности: обзор литературы

Ряд исследований предлагает сравнивать меры центральности с точки зре-
ния выполнения или невыполнения различных свойств, определяющих ра-
зумность полученного набора наиболее важных элементов [5–11]. В данном
разделе рассматриваются наиболее известные аксиомы центральности, а так-
же приводится список индексов центральности, для которых были исследо-
ваны данные аксиомы.

3.1. Аксиома анонимности (Anonymity axiom)

Аксиома анонимности была предложена в [5]. Согласно данной аксиоме
центральность вершины i зависит только от ее расположения в сети, т.е.

ci(V,E) = cf(i)(V, {(f(i), f(j))}: (i, j) ∈ E),(7)

где ci(V,E) – центральность вершины в графе G = (V,E), а f – биекция на
множестве вершин, f : V → V . Другими словами, центральность вершины
совпадает с центральностью соответствующей вершины в изоморфном гра-
фе. Отметим, что все индексы центральности, не использующие атрибуты
вершин, удовлетворяют анонимности.

3.2. Аксиома роста конечной точки (Endpoint increase axiom)

Аксиома роста конечной точки [5] выполняется, если добавление ребра
между двумя вершинами не приводит к уменьшению их центральности, т.е.
∀G, ∀i, j ∈ V {

ci(V,E ∪ (i, j)) � ci(V,E),

cj(V,E ∪ (i, j)) � cj(V,E),
(8)

где ci(V,E∪(i, j)) – центральность вершины i в графе G′, который образуется
при добавлении ребра (i, j) к графу G = (V,E). Таким образом, у любой пары
несвязных вершин имеется стимул к появлению связи между ними.

3.3. Аксиома монотонности (Monotonicity axiom)

Аксиома монотонности [5] выполняется, если добавление в граф ребра
(i, j) не уменьшает значение центральности никакой вершины графа, т.е.
∀G, ∀i, j, k ∈ V

ck(V,E ∪ (i, j)) � ck(V,E).(9)

Если модель центральности предполагает нормирование значений индек-
сов центральности, то данная аксиома практически во всех случаях не будет
выполняться, поскольку увеличение центральности одной вершины приводит
к уменьшению относительной центральности других вершин. Кроме того, ес-
ли аксиома роста конечной точки не выполняется, то аксиома монотонности
также не выполняется для рассматриваемой модели центральности.
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3.4. Аксиома центральной вершины (Top node axiom)

Согласно аксиоме центральной вершины [5] вершина i, имеющая наиболь-
шее значение центральности в исходном графе G, должна иметь также наи-
большее значение центральности в графе G′, который образуется при добав-
лении инцидентного ребра к данной вершине в графе G:

ci(V,E) � ck(V,E) ∀k ∈ V =⇒
=⇒ ∀j, k ∈ V ci(V,E ∪ (i, j)) � ck(V,E ∪ (i, j)).

(10)

Аксиома центральной вершины не выполняется, если добавление инци-
дентных связей уменьшает центральность наиболее влиятельной вершины,
что противоречит интуиции понятия центральности в сети.

3.5. Аксиома справедливости (Fairness axiom)

Аксиома справедливости [6] выполняется, если добавление ребра (i, j) из-
меняет центральность инцидентных вершин на одинаковую величину, т.е.
∀G, ∀i, j ∈ V

ci(V,E ∪ (i, j)) − ci(V,E) = cj(V,E ∪ (i, j)) − cj(V,E).(11)

Таким образом, вклад новой связи должен быть одинаковым для каждой
из инцидентных вершин.

3.6. Аксиома сбалансированного вклада (Balanced contributions axiom)

Аксиома сбалансированного вклада приведена в [7] и аксиоматизирована
в [9]. Модель центральности удовлетворяет данной аксиоме, если удаление
всех ребер Ei, инцидентных вершине i, влияет на центральность вершины j
в той же мере, как и удаление всех инцидентных ребер Ej на вершину i, т.е.
∀i, j ∈ V

ci(V,E) − ci(V,E\Ej) = cj(V,E) − cj(V,E\Ei),(12)

где Ei – множество всех ребер, инцидентных вершине i.

3.7. Аксиома добавления нового ребра (Add edge distance axiom)

Аксиома добавления нового ребра предложена в [9]. Согласно данной ак-
сиоме добавление нового ребра между парой вершин i и j, находящихся на
одинаковом расстоянии от вершины k, не влияет на значение центральности
данной вершины, т.е. ∀i, j, k ∈ V : dik = djk

ck(V,E) = ck(V,E ∪ (i, j)).(13)

Таким образом, добавление ребра между двумя вершинами не должно
влиять на центральность вершин, расположенных от них на одинаковом рас-
стоянии.
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3.8. Аксиома моста (Bridge axiom)

Согласно аксиоме моста [9], если ребро (i, j) является единственной связью
между двумя несвязанными компонентами связности (т.е. является мостом),
то центральность вершины i должна быть выше центральности вершины j,
если компонента связности, имеющая связь с вершиной i, больше второй ком-
поненты связности.

3.9. Аксиома аддитивности центральности общей вершины
(Cut-vertex additivity)

Согласно аксиоме аддитивности центральности общей вершины [10], если
объединить два графа G и G′, имеющих только одну совпадающую верши-
ну i, то центральность этой вершины в объединенном графе определяется
как сумма ее центральностей в графах G и G′, т.е. ∀G = (V,E), G′ = (V ′, E′) :
V ∩ V ′ = {i}

ci(V ∪ V ′, E ∪ E′) = Ci(V,E) + Ci(V
′, E′).(14)

Отметим, что данная аксиома имеет альтернативную формулировку:

1

ci(V ∪ V ′, E ∪ E′)
=

1

ci(V,E)
+

1

ci(V ′, E′)
.(15)

Ряд аксиом центральности сформулирован в контексте рассмотрения кон-
кретных графовых структур.

3.10. Аксиома плотности (Density axiom)

Аксиома плотности предложена в [8]. Рассмотрим граф Gk,p, который
представляет собой полный граф из k вершин, соединенный одним реб-
ром (i, j) с циклом длины p (p � 3), где вершина i – вершина полного графа,
а j – вершина цикла. Аксиома плотности выполняется, если при k = p цен-
тральность вершины i будет выше центральности вершины j.

3.11. Аксиома размера (Size axiom)

Аксиома размера рассмотрена в [8]. Рассмотрим граф Gk,p, который пред-
ставляет собой полный граф из k вершин, соединенный одним ребром (i, j)
с циклом длины p (p � 3). Аксиома размера выполняется, если при любом k
найдется такое значение p � k, что центральность вершин в цикле будет вы-
ше центральности вершин в полном графе, и, наоборот, для любого k най-
дется такое значение p < k, что центральность вершин в цикле будет ниже
центральности вершин в полном графе.

Ряд аксиом уже был исследован для некоторых моделей центральности
(см. табл. 1) [33]. Известные в литературе результаты по анализу свойств
индексов центральности, упомянутых в разделе 2, приведены в [8, 10, 11, 34].
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Таблица 1. Свойства классических индексов центральности («+» – аксиома
выполняется, «−» – аксиома не выполняется, «?» – аксиома не была исследо-
вана в литературе)

№ Модели центральности

А
но
ни
м
но
ст
ь

Р
ос
т
ко
не
чн
ой
то
чк
и

М
он
от
он
но
ст
ь

Ц
ен
тр
ал
ьн
ая
ве
рш
ин
а

С
пр
ав
ед
ли
во
ст
ь

С
ба
ла
нс
ир
ов
ан
ны
й
вк
ла
д

Д
об
ав
ле
ни
е
но
во
го
ре
бр
а

М
ос
т

А
дд
ит
ив
но
ст
ь

П
ло
тн
ос
ть

Р
аз
м
ер

1 Степенные центральности + + + + + + + − + + −
2 Центральность по собственному

вектору
+ − − − − − − − − + −

3 PageRank + ? − ? − − − − − + −
4 Центральность Каца + + + ? − − − − − + −
5 HITS + ? ? ? − − ? ? ? ? ?
6 Подграфовая центральность + ? ? ? − − ? ? ? ? ?
7 Центральность по близости + + + − − − + + − + −
8 Центральность по посредничеству + − − − − − − − − − −
9 LRIC − ? − ? − − ? ? ? ? ?

Заметим, что на данный момент даже классические индексы центральности
исследованы лишь частично.

Согласно табл. 1 большинству приведенных аксиом удовлетворяет только
степенная центральность. Данную особенность можно объяснить тем фактом,
что степенные центральности являются локальными и основаны на расчете
только прямых связей между вершинами. Тем не менее большинство акси-
ом сформулированы таким образом, чтобы учитывать глобальную структуру
сети и оценивать эффект от непрямых связей между вершинами. В связи с
этим, поскольку степенные центральности не изменяют свою центральность
от изменения структуры взаимосвязей других вершин, то данная мера удо-
влетворяет большинству аксиоматических свойств. Что касается сравнения
других моделей центральности, то большинство мер не удовлетворяет при-
веденным аксиомам. Все рассматриваемые модели центральности, не учиты-
вающие индивидуальные атрибуты вершин, удовлетворяют аксиоме аноним-
ности. Аксиомы роста конечной точки и монотонности выполняются только
для центральности по близости и центральности Катца. Аксиома плотно-
сти выполняется для центральности по собственному вектору, центральности
Катца, PageRank и центральности по близости.

Рассматриваемый список аксиом не является исчерпывающим, а в ряде
других исследований можно встретить другую аксиоматику [35–38]. Кроме
того, можно предложить аксиомы из других смежных научных областей. На-
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пример, известна аксиома согласия для функций выбора [39], согласно кото-
рой альтернатива, выбираемая на двух подмножествах, должна быть также
выбрана на их объединении. В теории выбора данное условие характеризу-
ет рациональный выбор на множестве альтернатив. В связи с этим можно
расширить аксиому аддитивности центральности общей вершины и предпо-
ложить, что если у двух графов G и G′ есть общая вершина i, которая имеет
наибольшую центральность в обоих графах, то данная вершина должна так-
же иметь наибольшую центральность и на их объединении.

Стоит отметить, что невыполнение для конкретной модели каких-либо
свойств не ведет к тому, что мера является некачественной, а лишь только
позволяет выявить и лучше понять основные особенности модели централь-
ности.

4. Исследование устойчивости индексов центральности

При анализе реальных систем одним из важнейших критериев выбора
модели центральности является степень устойчивости полученных резуль-
татов. К сожалению, ряд существующих наборов данных является непол-
ным или может содержать некорректную информацию. Например, в [40, 41]
рассматриваются криминальные сети, которые являются неполными (в си-
лу специфики предметной области), могут содержат ошибки (ошибки при
сборе данных либо намеренно искаженная информация) и противоречащую
информацию (сбор данных осуществлен из разных источников). В [31] про-
изведен анализ сетевых взаимодействий на международном рынке капитала,
при этом исходные данные содержат порядка 94% от общего числа инфор-
мации, поскольку ряд стран не предоставляют отчетность. В [42] рассмат-
ривалась проблема асимметрии в данных международной торговли, связан-
ной с различными классификациями номенклатуры, оценке объема торговли
(транспортные и страховые расходы), а также задержкой по времени. Таким
образом, возникает вопрос, насколько сильно результаты применения моде-
лей центральности подвержены небольшим изменениям в структуре сети.

4.1. Устойчивость индексов центральности
на классических структурах

В данном разделе проводится оценка устойчивости известных моделей цен-
тральности к добавлению или удалению ребер в ненаправленных невзвешен-
ных графах. Для оценки чувствительности известных моделей центральности
произведем серию вычислительных экспериментов на классических графо-
вых структурах, состоящих из n = 100 вершин (см. рис. 1):

1. Случайный граф Эрдёша–Реньи (Erdos–Renyi graph): случайный граф
c n вершинами, в котором связи образуются с вероятностью p.

2. Безмасштабный граф (Barabasi–Albert graph): случайный граф c n вер-
шинами, который образуется последовательным присоединением новых вер-
шин, при этом на каждом этапе образуется m связей с вероятностью, про-
порциональной текущей степени вершин графа.
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(1) Случайный граф (2) Безмасштабный граф (3) Сеть малого мира (4) Граф квадратной решетки

Рис. 1. Классические сетевые структуры.

3. Сеть малого мира (Small-world Watts–Strogatz graph model): случайный
граф, в рамках которого создается регулярный граф c n вершинами, а затем
каждое ребро переписывается с вероятностью p на другой произвольный узел.

4. Граф квадратной решетки (Square lattice) c n вершинами, где верши-
ны соответствуют точкам на координатной плоскости, которые впоследствии
соединены ребром, если вершины находятся на расстоянии 1.

Вычислительный эксперимент осуществлен следующим образом. На пер-
вом этапе происходит построение N = 100 графов заданной структуры (для
графа квадратной решетки N = 1). В рамках исследования был установ-
лен параметр p = 0,05 для случайных графов и сетей малого мира, а также
m = 4 для безмасштабных графов2. На втором этапе происходит изменение
структуры каждого рассматриваемого графа K = 100 способами (для гра-
фа квадратной решетки K = 10000). Далее производится оценка централь-
ности вершин в исходном и измененных графах, после чего между индексами
центральности осуществляется расчет коэффициента корреляции Кендалла,
учитывающего относительную важность вершин. Итоговое значение устой-
чивости индекса центральности определяется как среднее арифметическое
среди расчитанных характеристик по N ×K = 10000 экспериментам. Отме-
тим, что увеличение числа экспериментов не приводит к значительному из-
менению результатов.

Вычислительный эксперимент осуществлен для следующих моделей цен-
тральности: степенная центральность (degree), центральность по собственно-
му вектору (eigenvector), PageRank, центральность по близости (closeness),
центральность по посредничеству (betweenness), подграфовая центральность
(subgraph), а также индекс дальних взаимодействий (LRIC). Полученные ре-
зультаты приведены на рис. 2.

Как показано на рис. 2, наибольшую устойчивость индексы центрально-
сти демонстрируют на случайных и безмасштабных графах: после удале-
ния/добавления 20 ребер в графе корреляция индексов центральности оста-
ется высокой (выше 0,8). Наоборот, небольшие изменения в структуре сети
малого мира и графа квадратной решетки приводят к значительным измене-

2 Авторы также рассматривали другие значения параметров p (от 0,01 до 0,1 с шагом
0,01) и m (от 2 до 5). Было выявлено, что относительное расположение индексов цен-
тральности с точки зрения их устойчивости при других значениях параметров меняется
незначительно.
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ниям центральности вершин. Таким образом, интерпретировать индексы цен-
тральности на этих сетевых структурах нужно с осторожностью, поскольку
большинство моделей центральности крайне неустойчивы (исключение со-
ставляют степенная центральность при добавлении ребра, а также централь-
ность по близости при удалении ребра в графе квадратной решетки). Среди
индексов центральности, учитывающих глобальную структуру сети и имею-
щих низкую чувствительность к малым возмущениям, стоит выделить ин-
декс PageRank и подграфовую центральность (случайные и безмасштабные
графы, а также сети малого мира), а также LRIC (граф квадратной решет-
ки). Стоит отметить, что собственный вектор и центральности, основанные
на кратчайших путях, наибольшим образом подвержены изменениям в боль-
шинстве структур сети. Таким образом, выбор наиболее подходящей модели
центральности по критерию устойчивости сильно зависит от рассматривае-
мой структуры сети.

4.2. Устойчивость индексов центральности
на реальных сетевых структурах

Поскольку в ряде прикладных задач исследователь не обладает полной
информацией о реальной структуре сети, возникает вопрос, насколько устой-
чив и репрезентативен полученный набор элементов сети. В рамках данного
раздела анализ чувствительности моделей центральности производится на
основе анализа двух реальных сетевых структур (криминальная сеть, сеть
международной торговли), информация о структуре которых доступна лишь
частично.

Анализ криминальной сети
Исследуемая сеть содержит информацию, собранную итальянской поли-

цией в рамках масштабной операции в 2007 г., о взаимодействиях между
членами сицилийской мафии. Рассматриваемая сеть была построена на ос-
нове зафиксированных встреч между участниками мафии и представляет
собой ненаправленный граф, состоящий из 101 вершины и 256 ребер [41].
Чувствительность индексов центральности в криминальной сети осуществ-
лена из предположения о том, что в сети отсутствует порядка 10% от общего
числа зафиксированных связей. Были рассмотрены две основные стратегии
добавления новых ребер в граф: случайным образом (сценарий 1) и пропор-
ционально расстоянию между вершинами (сценарий 2). Оценка чувствитель-
ности оценивалась на основе сравнения среднего значения индекса корреля-
ции Кендалла между исходной и модифицированной структурой сети и сред-
него коэффициента Жаккарда между множествами наиболее центральных
элементов (ТОП-5). Полученные результаты приведены в табл. 2.

Согласно табл. 2 случайные изменения в структуре графа (сценарий 1)
оказывают большее влияние на общее ранжирование всех вершин по сравне-
нию с изменениями структуры графа на основе расстояния между вершина-
ми (сценарий 2). Степенная центральность показывает наиболее устойчивые
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Таблица 2. Устойчивость индексов корреляции в криминальной сети

Модель центральности Сценарий 1 Сценарий 2
Корреляция ТОП-5 Корреляция ТОП-5

Степенные центральности 0,91 0,98 0,92 0,98
Cобстственный вектор 0,89 0,85 0,89 0,84
PageRank 0,78 0,94 0,85 0,93
Центральность Каца 0,91 0,95 0,9 0,94
Подграфовая центральность 0,92 0,91 0,92 0,88
Центральность по близости 0,81 0,88 0,83 0,87
Центральность по посредничеству 0,66 0,84 0,71 0,85
LRIC 0,74 0,8 0,79 0,81

результаты, что согласуется с результатами раздела 4.1. Среди других мер
стоит также отметить центральность Каца и подграфовую центральность,
которые показывают достаточно устойчивые результаты и учитывают гло-
бальную структуру сети. Напротив, центральности, основанные на кратчай-
ших путях, а также индекс LRIC имеют наибольшую чувствительность на
рассматриваемом наборе данных.

Анализ сети международной торговли продовольствием
Исследуемая сеть содержит информацию об объеме торговли продоволь-

ствием за 2020 г. между 222 странами мира [43]. Поскольку рассматривае-
мый граф является направленным и взвешенным (наибольший объем тор-
говли зафиксирован между США и Канадой – около 5,5 млрд. долл.), то
анализ чувствительности был проведен только для тех индексов централь-
ности, которые использовались ранее для анализа торговых сетей. В рамках
проведенного эксперимента было осуществлено несколько сценариев по изме-
нению структуры сети: изменение текущего объема торговли между странами
в пределах 5% (учет возможных ошибок в оценке торгового потока, сцена-
рий 1), а также добавление новых потоков между странами суммарной стои-
мостью в 1% от общего объема мировой торговли (для учета отсутствующих
потоков из-за отсутствия отчетности некоторых стран, сценарий 2). Оценка
чувствительности мер центральности проводилось на основе коэффициента
корреляции Кендалла и коэффициента Жаккарда между множествами наи-
более центральных элементов (ТОП-10). Полученные результаты приведены
в табл. 3.

Согласно табл. 3 погрешность в оценке торговых потоков в пределах 5%
(сценарий 1) не оказывает практически никакого влияния на значение ин-
дексов центральности, при этом отсутствие информации о торговле между
некоторыми странами (сценарий 2) может значительно повлиять на ранжиро-
вание наиболее центральных элементов сети. В частности, наибольшая корре-
ляция (> 0,71) наблюдается для исходящей степенной центральности, а так-
же для моделей hubs (один из индексов алгоритма HITS) и LRIC. Довольно
низкое значение корреляции может быть объяснено значительным изменени-
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Таблица 3.Устойчивость индексов корреляции в торговой сети продовольствием

Модель центральности Сценарий 1 Сценарий 2
Корреляция ТОП-10 Корреляция ТОП-10

Входящая степень (импорт) 0,99 0,99 0,38 0,22
Исходящая степень (экспорт) 0,99 1 0,79 0,92
Разность степеней
(чистый экспорт)

0,99 1 0,14 0,81

Hubs 0,99 1 0,78 0,72
Authorities 0,99 1 0,26 0,22
PageRank 0,99 1 0,43 0,26
LRIC 0,99 0,98 0,71 0,5

ем в ранжировании тех стран, которые не входят в список наиболее важных
в исходной сети. Набор наиболее влиятельных элементов (ТОП-10) являет-
ся достаточно устойчивым для ряда степенных центральностей, а также для
модели hubs.

5. Заключение

Концепция влияния в сетевых структурах не имеет четкого определения,
что привело к возникновению большого числа различных моделей централь-
ности. В связи с этим одним из основных инструментов для выбора наиболее
подходящей меры центральности является использование аксиоматического
подхода, а также анализ чувствительности моделей к изменению структуры
сети.

В рамках данного исследования представлен обзор существующих акси-
ом центральности в сетевых структурах и показаны текущие результаты по
проверке свойств классических индексов. Результаты направления являются
основой для дальнейшего исследования известных индексов центральности,
поскольку многие аксиомы для существующих моделей до сих пор не были
проверены.

В работе проведена оценка устойчивости индексов центральности на раз-
личных графовых структурах. Поскольку большинство существующих сетей
изменяются во времени, а исследователю доступна лишь частичная инфор-
мация о структуре сети, возникает вопрос, насколько неслучайным является
полученный набор центральных элементов. В рамках текущего направления
была проведена оценка чувствительности классических моделей централь-
ности к различным изменениям в структуре искусственных и реальных се-
тей. Заметим, что модели, имеющие высокую чувствительность к изменени-
ям структуры сети, требуют более осторожного использования при анализе
наиболее влиятельных элементов сети.

Полученные результаты расширяют теоретические знания о понятии цен-
тральности в сетевых структурах. Результаты исследования могут быть ис-
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пользованы при выборе наиболее подходящего индекса центральности, в том
числе в условиях неполной информации о реальной структуре графа. Кро-
ме того, результаты исследования могут быть использованы для разработки
новых методов по оценке центральности.
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