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О БИФУРКАЦИЯХ ГРАНИЧНОГО СТОЛКНОВЕНИЯ
В ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЕ1

Исследуются бифуркации граничного столкновения («border-collision
bifurcations») в кусочно-гладком отображении, описывающем поведение
импульсной системы автоматического управления. Показано, что в об-
ласти колебательных движений такое отображение является кусочно-
линейным непрерывным. Известно, что в кусочно-линейных отображе-
ниях классические бифуркации, например бифуркация удвоения перио-
да, касательная и вилообразная бифуркации, становятся вырожденны-
ми («degenerate bifurcations»), сочетая свойства как гладких, так и би-
фуркаций граничного столкновения. Выявлены необычные свойства рас-
сматриваемого класса динамических систем, проявляющиеся в том, что
бифуркации граничного столкновения коразмерности один, включая и
вырожденные, происходят, когда пара точек периодической орбиты одно-
временно сталкивается с двумя многообразиями переключения. Числен-
но и аналитически изучены бифуркации «слияния» («merging»), «рас-
ширения» («expansion»), связанные с гомоклиническими бифуркациями
неустойчивых периодических орбит.
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1. Введение

Рассмотрим импульсную систему, поведение которой описывается диффе-
ренциальным уравнением с разрывной правой частью [1–8]

T

T0
ẋ+ x = f(t, ϕ)− μ, x ∈ R,(1)

f(t, ϕ)≡ f(t+ 1, ϕ), 0 � μ < 1, ϕ = q − x(t).

1 Жусубалиев Ж.Т. поддержан Минобрнауки РФ программой стратегического акаде-
мического лидерства «Приоритет-2030» (1.7.21/S − 2, 1.71.23Π). Работа Сопуева У.А. под-
держана грантом № 14-22 Ошского государственного университета.
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Рис. 1. Формирование импульсов управления.

Здесь, как и в [8], x – выход системы; ẋ – производная x по безразмерному
времени t; T0 – период модуляции [8]; T– постоянная времени; q, μ – пара-
метры; ϕ, f – сигналы на входе и выходе модулятора.

В пределах каждого из временных интервалов k < t < k + 1, k = 0, 1, 2, . . .
выходной сигнал f модулятора определяется как [8, 9]:

f =

{
1, k � t � tk;

0, tk < t < k + 1.
(2)

В (2) tk – моменты переключения модулятора f = 1 → f = 0 (рис. 1),

tk =

⎧⎪⎨⎪⎩
k, ϕ+

k � 0;

tk∗, ϕ+
k > 0 и ϕ−

k+1 < 0;

k + 1, ϕ−
k+1 � 0,

(3)

ϕ±
k = lim

t→k±0
ϕ(t), k � tk � k + 1.

22



Рис. 2. График функции ϕ(t) для случая когда ϕ+
k > 0 и ϕ−

k+1 < 0.

Здесь

ϕ(t) = q − x(t),

где

x(t) = 1− μ+ eλ(t−k) (xk − 1 + μ), λ = −T0/T

есть решение уравнения (1) при f = 1 с начальным условием x(t)|t=k = xk,
а tk∗ – корень уравнения

ϕ(t) = q − x(t) = q − 1 + μ− eλ(t−k) = 0.(4)

Легко заметить, что фyнкция ϕ(t) монотонно убывает на промежутке t ∈
∈ [k, k + 1], принимая на концах [k + 0, k + 1 − 0] значения ϕ+

k и ϕ−
k+1 такие,

что ϕ+
k > ϕ−

k+1, где −μ < xk < 1− μ.
Если ϕ+

k > 0 и ϕ−
k+1 < 0, то в силу монотонности ϕ(t) уравнение (4) имеет

единственное решение

tk∗ = k +
1

λ
ln

q − 1 + μ

xk − 1 + μ
, k < tk∗ < k + 1.(5)

График функции ϕ(t) изображен на рис. 2.
Если ϕ+

k < 0 или ϕ−
k+1 > 0, то уравнение (4) не имеет корня. Тогда tk = k,

если ϕ+
k < 0, и tk = k + 1, если ϕ−

k+1 > 0. В этих случаях говорят, что моду-
лятор насыщается.

Период периодического решения уравнения (1) в общем случае является
кратным периоду внешнего воздействия. Решение с таким периодом будем
называть циклом периода m или m-циклом, m = 1, . . . .

Параметры: q = 0,356; λ = −0,6, 0 < μ < 1. Здесь μ – варьируемый пара-
метр. На рис. 3 приведены результаты численных расчетов, иллюстрирующие
периодические и хаотические решения (1) при разных значениях парамет-
ра μ. На рис. 3,a изображены x(t) и выходной сигнал f модулятора, отвечаю-
щие периодическим колебаниям с периодом внешнего воздействия (1-циклу)
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Рис. 3. а– Периодические колебания сm = 1: x(t) = x(t+1), μ = 0,18. б – Колебания
с удвоенным периодом m = 2: x(t) = x(t + 2), μ = 0,36. в – Хаотический режим,
μ = 0,4754.

x(t) = x(t+ 1) при μ = 0,18. Рисунок 3,б демонстрирует периодическое реше-
ние (1) с удвоенным периодом (2-цикл) x(t) = x(t+ 2) (μ = 0,36). На рис. 3,в
показан пример хаотических колебаний (μ = 0,4754).

Рисунок 3 иллюстрирует типичное свойство нелинейных импульсных си-
стем [7, 9]. Исследование механизмов перехода от одного колебательного дви-
жения к другому при вариации параметров в целях прогнозирования, обна-
ружения и подавления нерегулярных колебаний, управления колебательной
системой представляет одну из актуальных задач современной нелинейной
динамики и теории управления [10, 11].
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Дифференциальные уравнения вида (1) обычно сводятся к кусочно-
гладким отображениям F : I → I, I ⊆ R

F : x �→ F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F1(x), x ∈ S1;

F2(x), x ∈ S2;

· · · · · ·
Fp(x), x ∈ Sp, p ∈ N

+.

(6)

Каждая из Fi, i = 1, . . . , p в (6) есть Cr – гладкая функция (r � 1) по x в своей
области определения Si; N

+ – множество положительных целых чисел (без
нуля). Границы Si называются многообразиями переключения («switching
manifolds»), в которых F является недифференцируемой. Неподвижные точ-
ки отображения (6) отвечают периодическим решениям уравнения (1) с пе-
риодом внешнего воздействия.

При вариации параметров неподвижная точка, попадает на одну из
границ, разделяющих области определения функций Fi, i = 1, . . . , p. Это
приводит к изменениям топологической структуры фазового пространства
из-за нарушения условия существования неподвижной точки или цикла.
Подобные перестройки фазового пространства кусочно-гладких отображе-
ний называются бифуркациями граничного столкновения («border collision
bifurcations») [12] или «С-бифуркациями» [13–15].

Бифуркации граничного столкновения не имеют аналогов в гладких ди-
намических системах и индуцируют чрезвычайно большое многообразие
нелинейных явлений, например удвоение или «умножение» периода коле-
баний, одновременное возникновение нескольких сосуществующих аттракто-
ров [16, 17] или рождение из неподвижной точки хаотического аттрактора в
результате единственной бифуркации [12, 18–25].

Обратим внимание на то, что такие бифукации не связаны с нарушени-
ем условия гиперболичности неподвижных точек или циклов, поэтому они
не поддаются описанию и интерпретации методами классической теории би-
фуркаций [26, 27].

В представленной работе численно и аналитически изучаются бифуркации
граничного столкновения в кусочно-гладком отображении, полученном из
уравнения (1). Показано, что в области колебательных движений такое отоб-
ражение является кусочно-линейным непрерывным. Известно, что в кусоч-
но-линейных отображениях классические бифуркации, например, бифурка-
ция удвоения периода, касательная и вилообразная бифуркации, становятся
вырожденными («degenerate bifurcations») [25, 28], сочетая свойства как глад-
ких, так и бифуркаций граничного столкновения.

Главная особенность рассматриваемой динамической системы состоит в
том, что бифуркации граничного столкновения коразмерности один, вклю-
чая и вырожденные, происходят, когда пара точек периодической орбиты
одновременно сталкивается с двумя многообразиями переключения.
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Исследуются так называемые бифуркации «слияния» («merging»), «рас-
ширения» («expansion») [25, 28–31], связанные с гомоклиническими бифурка-
циями неустойчивых периодических орбит. Бифуркации «слияния» и «рас-
ширения» известны еще как «кризисы хаотических аттракторов» («merging
crisis», «interior crisis», см., например, [32–34]).

Особый интерес представляют механизмы, при которых хаотический ат-
трактор претерпевает внезапные изменения. Различают два вида таких пере-
ходов. Хаотический аттрактор может внезапно исчезнуть из-за «граничного
кризиса» («final bifurcation», «boundary crisis») или внезапно измениться в
размерах из-за «внутреннего кризиса» («expansion»,«interior crisis»). В пред-
ставленной работе исследуется «внутренний кризис».

2. Кусочно-гладкое отображение

Во временном интервале k < t � tk сигнал на выходе модулятора f = 1
и (1) принимает вид

ẋ = λ(x+ μ− 1), xk = x(t)|t=k ,

решение которого

x(t) = eλ(t−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ.

Отсюда для t = tk имеем

x(tk) = eλ(tk−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ.

В промежутке tk < t < k+1 сигнал f = 0. Подставив f = 0 в (1), получим
линейное уравнение с постоянным коэффициентом

ẋ = λ (x+ μ)− μ,

решение которого с начальным условием

x(tk) = eλ(tk−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ

будет иметь вид

x(t) = eλ(t−k) (xk − 1 + μ)− μ+ eλ(t−tk).

Отсюда для t = k + 1 следует, что

xk+1 = eλ (xk − 1 + μ)− μ+ eλ(k+1−tk).(7)

Обозначив zk = tk − k, перепишем выражение (7) в виде

xk+1 = F (xk), F (x) = eλ (x− 1 + μ)− μ+ eλ(1−z),(8)
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где z (0 � z � 1) на основании (3) и формулы (5) находится как:

z =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, q − x � 0;
1

λ
ln

q − 1 + μ

x− 1 + μ
, q − x > 0 и q − 1 + μ− eλ(x− 1 + μ) < 0;

1, q − 1 + μ− eλ(x− 1 + μ) � 0.

(9)

Переменная z называется коэффициентом заполнения импульса (относитель-
ная ширина импульса) [8].

У тв е ржд е ни е 1. Функция F (x) (8) является кусочно-линейной. Более
того, если μ < 1− q, то F (x) непрерывна и разрывна, если μ > 1− q.

Дока з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что в интервалаx x∈ (−∞; 1− μ+
+(q − 1 + μ)/eλ) и x ∈ (q +∞) функция F (x) линейно возрастающая. Обо-
значим F (x) в указанных интервалах через FL(x) и FR(x) соответственно.
Найдем FL(x) и FR(x), подставив соответствующие значения z из (9) в раз-
ностное уравнение (8).

Запишем F (x), подставив в (8) значение z = 1,

FL(x) = F (x)|z=1 = eλ(x− 1 + μ)− μ.

Функция FL(x) линейно возрастающая во всей своей области определения
(−∞; 1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ), так как производная F ′

L(x) положительная:
F ′
L(x) = eλ > 0.
Аналогичным образом находим

FR(x) = F (x)|z=0 = eλ(x+ μ)− μ,

которая также линейно возрастающая на промежутке (q; +∞), где она опре-
делена.

Остается показать, что на интервале [1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ; q] функ-
ция F (x) линейно убывающая. Обозначим ее через FM(x):

FM(x) = eλ (x− 1 + μ)− μ+ eλ/eλ z.(10)

Разрешим уравнение (4)

q − x(t) = 0, x(t) = q − 1 + μ− eλz(xk − 1 + μ), z = t− k

относительно eλz:

eλz =
q − 1 +m

xk − 1 + μ
.(11)

Подставив полученное выражение (11) для eλz в (10) и опуская индекс k в xk
(см. (11)), получим

FM(x) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ(x− 1 + μ)− μ.
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Рис. 4. Бимодальное кусочно-линейное отображение.

Область определения FM(x) есть промежуток [1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ; q]. Так
как q+μ

q−1+μ eλ < 0, то FM(x) убывающая.
Докажем теперь непрерывность F (x) на границах, разделяющих FL(x),

FM(x) и FM(x), FR(x). Введем следующие обозначения для границ:

cL = 1− μ+
q − 1 + μ

eλ
, cR = q.

Так как

lim
x=cL−0

F (x) = FL(cL); lim
x=cL+0

F (x) = FM(cL),

FM(cL) = FL(cL) = eλ(cL − 1 + μ) + 1− μ,

то F (x) непрерывна в точке x = cL. Аналогично доказывается непрерывность
F (x) в точке x = cR.

Легко проверить, что если μ = 1 − q, то cL = cR = q. Поэтому в области
μ � 1− q функция F (x) становится разрывной:

F (x) =

{
FL(x) = eλ(x− 1 + μ) + 1− μ, x < q;

FR(x) = eλ(x+ μ)− μ, x � q,
(12)

FL(q) 	= FR(q).

Итак, если μ < 1−q, то F (x) необратимая и непрерывная, а при μ � 1−q –
обратимая и разрывная. Утверждение 1 доказано.

Окончательно отображение (8) F : I → R, I ⊆ R можно записать в виде

F : x �→ F (x), F (x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
FL(x) = a x+ bL, x < cL;

FM(x) = aM x+ bM, cL � x � cR;

FR(x) = a x+ bR, x > cL,

(13)
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Рис. 5. Разрывное отображение.

где

a = eλ, bL = (1− μ) (1− eλ), bR = μ (eλ − 1), aM =
q + μ

q − 1 + μ
eλ,

bM =
q + μ

q − 1 + μ
eλ (μ− 1)− μ, cL = 1− μ+

q − 1 + μ

eλ
, cR = q.

График функции F (x) показан на рис. 4. Здесь точки cL и cR являются
границами, разделяющими области определения функций FL(x), FM(x) и
FR(x), и называются многообразиями переключения [21].

Заметим, что разрывное отображение (12) при μ > 1− q имеет единствен-
ную устойчивую неподвижную точку

FL(x)− x = 0, FL = a (x− 1 + μ) + 1− μ,

отвечающую состоянию равновесия уравнения (1): x − 1 + μ = 0 (рис. 5,а).
При μ = 1−q существует полуустойчивая неподвижная точка: слева она при-
тягивающая, а справа – отталкивающая (рис. 5,б ). Следовательно, область
колебательных движений рассматриваемой системы ecть 0 < μ < 1− q.

Прежде чем продолжить, напомним основные понятия [25, 35] и отме-
тим некоторые свойства отображения (13), которые понадобятся в дальней-
шем. Для этого перепишем (13) в эквивалентной форме: xk+1 = F (xk), k =
= 0, 1, 2, . . . .

• Точка x1 = F (x0), в которую отображается за одну итерацию F точка x0 ∈
∈ I, I ⊆ R, называется образом ранга один x0.

• Любая точка x0, такая что F (x0) = x1, называется прообразом ранга один
точки x1, или x1 = F−1(x0), где F−1(x) – обратная функция. Образы и
прообразы ранга k точки x0 определяются как F k(x0) = F ◦ F ◦ . . . ◦ F (x0)
и F−k(x0) = F−1 ◦ F−1 ◦ . . . ◦ F−1(x0), k = 1, 2, . . . . (см. [35]).
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• Для каждого x0 ∈ I отображение xk+1 = F (xk) определяет некоторую по-
следовательность точек:

x0, F (x0), F
2(x0), . . . , F

k(x0), . . . .

Эта последовательность называется положительной полутраекторией точ-
ки x0 и обозначается как O+(x0):

O+(x0) = {x0 ∈ I : x0, F
k(x0), k = 1, 2, . . .}.

• При определении отрицательной O−(x0) полутраектории могут возник-
нуть сложности из-за необратимости отображения. Но если взять все про-
образы x0, то

O−(x0) = {x ∈ I : F k(x) = x0, k = 0, 1, 2, . . .}.

• Если

Fm(x0)− x0 = 0

в O+(x0) при некотором m > 0, то x0 – периодическая точка. Заметим, что
если x0 есть m-периодическая точка, то она является k m-периодической
для любого положительного целого k. Поэтому под m понимается наи-
меньший период [26]. Таким образом, если m – наименьшее положитель-
ное целое число, обладающее таким свойством, то m называют периодом
цикла.

• Пусть x0 – периодическая точка. Тогда конечная последовательность раз-
личных точек

Om(x0) = {x0 ∈ I : x0, F
k(x0), k = 1, 2, . . . ,m− 1},

Fm(x0) = x0, F
k(x0) 	= x0

называется периодической орбитой периода m или m-циклом. В случае
m = 1 имеем

F (x0)− x0 = 0.

Тогда говорят, что x0 есть неподвижная точка или 1-цикл отображения.
Очевидно, что орбита неподвижной точки состоит из одной точки O(x0) =
= {x0} [26].

• Если x0 – периодическая точка периода m, то она является неподвижной
точкой функции Fm(x) [26].

• Множество E ⊆ I является инвариантным F , если F (E) = E. Это озна-
чает, что если x ∈ E, то F (x) ∈ E. Примерами простейших инвариантных
множеств являются непродвижная точка и периодическая орбита.
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• Цикл периода m называется устойчивым, если

ρ(Om) =

∣∣∣∣∣
m−1∏
k=0

F ′(xk)

∣∣∣∣∣ < 1, xk = F k(x0),

где xk – периодические точки. Величина ρ(Om) называется мультиплика-
тором m-цикла [26].

• Если ρ(Om) 	= 1, тоm-цикл называется гиперболическим, в противном слу-
чае – негиперболическим.

• Как можно видеть из рис. 4, функция F (x) имеет два локальных экстре-
мума в точках недифференцируемости (рис. 4,б ): максимум в x = cL =
= 1− μ+ q−1+μ

eλ
и минимум в x = cR = q. Точки локальных экстрему-

мов F (x) отображаются в так называемые критические точки [25, 35] c0 =
= FL(cL), c1 = FR(cR), являющиеся образами ранга один точек cL и cR
соответственно.

• Множество J называется поглощающим, если [25]:
(а) F (J) ⊆ J (т.е. либо J инвариантно F (J) = J , либо оно строго отобра-
жается само в себя F (J)⊆ J);
(б) существует окрестность U множества J такая, что для любого x ∈ U
имеется конечное число k > 1 такое, что F k(x) ∈ J ;
(в) J ограничено двумя различными критическими точками или критиче-
ской точкой и ее образами.

• Как было показано ранее (см. (13) и рис. 4), рассматривается бимодальное
кусочно-линейное непрерывное отображение. Для описания орбиты такой
системы, следуя [25], можно использовать три символа L, M и R («left»,
«middle », «right»). Тогда орбита {xi = F i(x0)}, i = 0, 1, 2, . . . описывается
последовательностью:

σ0σ1σ2 · · · ,
где символ σi, i = 0, 1, 2, . . . в этой последовательности для каждого i � 0
определяется как

σi =

⎧⎪⎨⎪⎩
L, xi < cL;
M, cL < xi < cR;
R, xi > cR.

Для непрерывных отображений не имеет значения, какой символ исполь-
зовать для граничных точек (т.е. для точек локальных экстремумов, см.
рис. 4) L, M или R, поскольку образы таких точек определяются одно-
значно.

• Как известно, в кусочно-гладких системах возможны разные типы перио-
дических движений с одинаковым периодом. Поэтому для описания m-пе-
риодического движения конкретного типа будем использовать обозначение
Oσ0σ1σ2 ···σm−1 .
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Лемма 1. Пусть cL и cR – точки локальных экстремумов функции F (x)
(13) (многообразия переключения). Тогда для критической точки c0 = F (cL)
и ее прообраза ранга один справедливы равенства

F (cL) = cR, F−1(cR) = cL,(14)

где F (·) = FL/M(·).
Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство леммы 1 состоит в проверке ра-

венств (14). Найдем сначала F−1
L (x) и F−1

M (x):

F−1
L (x) = e−λ (x− 1 + μ) + 1− μ,

F−1
M (x) =

q − 1 + μ

(q + μ) eλ
(x+ μ) + 1− μ.

(15)

Так как cL = 1−μ+ (q− 1+μ)/eλ и cR = q, то, подставив выражение для cL
и cR в левую часть равенств (14), получим

FL/M(cL) = q; F−1
L/M(cR) = 1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ.

Лемма 1 доказана.

Отсюда вытекает следующее утверждение.
У тв е ржд е ни е 2. Пусть Om — цикл периода m. Если при вариации па-

раметров хотя бы одна из точек m-периодической орбиты Om оказывается
на одной из границ cL или cR (т.е. m-цикл Om претерпевает бифуркацию
граничного столкновения), то существует другая точка, лежащая на вто-
рой границе, так что для этой пары справедливо (14).

Это означает, что в рассматриваемой системе бифуркации гранично-
го столкновения происходят, когда пара точек периодической орбиты Om

одновременно сталкивается с двумя многообразиями переключения. Та-
ким образом, в точке бифуракции имеем периодическую орбиту Om =
= {x0, F (x0), F

2(x0), . . . , F
m−1(x0)}, Fm(x0)− x0 = 0, x0 = cL, F (x0) = cR,

которая может быть гиперболической или негиперболической (в случае вы-
рожденной бифуркации).

3. Бифуркационный анализ и численные эксперименты

В области колебательных движений отображение (13) имеет единствен-
ную неподвижную точку OM = {x∗} (1-цикл), принадлежащую промежут-
ку [cL, q] (рис. 6,а,б ):

x∗ =
(q + μ) eλ

(q + μ) eλ − q + 1− μ
− μ.(16)

Устойчивость OM определяется неравенством

|ρ (OM) | < 1, ρ (OM) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ.
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Рис. 6. а – Бифуркационная диаграмма. б – Устойчивая неподвижная точка при

0 < μ <
1

1 + eλ
− q.

Рис. 7. а – Вырожденная бифуркация удвоения периода в точке μ1
Flip. б – Графики

функций F (x) и F 2(x) в точке бифуркации.

При μ = μFlip неподвижная точка OM претерпевает вырожденную бифур-
кацию удвоения периода (рис. 6,a и рис. 7,a), когда

ρ (OM) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ = −1.

Решив это уравнение относительно μ, получим бифуркационное значение па-
раметра (точку вырожденной бифуркации удвоения периода):

μ1
Flip =

1

1 + eλ
− q.

В результате такой бифуркации возникает негиперболический цикл O2 =
= {p0, p1} периода 2 с мультипликатором +1 (рис. 7,а,б ), для которого

FR ◦ FL(cL) = cL, FL ◦ FR(cR) = q.
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Периодические точки p0, p1 цикла O2 в силу леммы 1 (см. рис. 7) равны
критическим точкам ранга один c0 = FL(cL) = cR и c1 = FR(cR) = cL:

p0 = FR(cR) = q − 1− eλ

1 + e2λ
, p1 = FL(cL) = q.

Причем любая точка x ∈ J , J = [cL; cR] =
[
q − 1−eλ

1+eλ
; q
]
, за исключени-

ем OM, периодическая с периодом 2.

Действительно (см. рис. 7,б ), в промежутке J =
[
q − 1−eλ

1+eλ
; q

]
имеем:

F (x) = −(x− 1 + μ) + μ = −x+ 1 и F 2(x) = x.

Отсюда в точке μ = μ1
Flip

F ([FM(cL); q]) = [FM(cL); q],

где

cL = q − 1− eλ

1 + eλ
.

При переходе параметра μ через μ1
Flip неподвижная точка OM теря-

ет устойчивость, а негиперболический 2-цикл O2 становится устойчивым
OLM = {xLM0 , xLM1 } (см. рис. 8,а), где периодические точки есть

xLM0 = −μ+ 1− eλ (q − 1 + μ)

q − 1 + μ− (q + μ)e2λ
,

xLM1 = −μ− e2λ (q + μ)

q − 1 + μ− (q + μ)e2λ
.

Цикл OLM устойчив в диапазоне

1

1 + eλ
− q < μ <

1

1 + e2λ
− q.

При дальнейшем увеличении параметра 2-цикл OLM (рис. 8,б ) претерпе-
вает вырожденную бифуркацию удвоения периода. Бифуркационное значе-
ние параметра найдем из условия

ρ (OLM) =
e2λ (q + μ)

q − 1 + μ
= −1.

Отсюда получим

μ2
Flip =

1

1 + e2λ
− q.
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Рис. 8. а – Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая вырожденную бифурка-
цию удвоения периода 2-цикла OLM. б – Устойчивый 2-цикл OLM = {xLM

0 , xLM
1 } в

области μ1
Flip < μ < μ2

Flip. в – Графики функций F (x) и F 4(x) в точке бифуркации.

Такая бифуркация приводит к возникновению 4-цикла O4, для которого
в точке μ = μ2

Flip справедливо условие

FM ◦ FL ◦ FR ◦ FL(cL) = cL.

Как можно видеть из рис. 8,б, в, если μ = μ2
Flip, то периодические точки p3, p4

4-цикла O4 = {p0, p1, p2, p3}, согласно лемме 1, лежат на многообразиях пере-
ключения cL, cR:

p2 = cL =
e2λ − eλ

1 + e2λ
+ q, p4 = cR = q.

Как и в предыдущем случае, все точки x ∈ J , J = J1
⋃

J2, за исключением
периодических точек 2-цикла OLM, являются периодическими с периодом 4
(см. рис. 8,б ). Здесь J1 = [FR(q), q], J1 = [FL ◦ FR(q), q].

При μ > μ2
Flip из негиперболического 4-цикла O4 возникает четырехполос-

ный хаотический аттрактор (рис. 9,а), который существует в промежутке
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Рис. 9. а – Четырехполосный (4-band) хаотический аттрактор. б – Переход от четы-
рехполосного хаотического аттрактора в двухполосный в точке μ2

H1 через гомокли-
ническую бифуркацию неустойчивого 2-цикла OLM. в – Переход от двухполосного
хаотического аттрактора в однополосный в точке μ2

H2 через гомоклиническую би-
фуркацию неустойчивой неподвижной точки OM.

μ2
Flip < μ < μ2

H1 (рис. 8,а). В точке μ = μ2
H1 четырехполосный хаотический

аттрактор переходит в двухполосный через так называемую бифуркацию
«слияния» («merging»), связанную с гомоклинической бифуркацией неустой-
чивого 2-цикла QLM =

{
xLM0 , xLM1

}
(рис. 8,а).

Опр е д е л е н и е 1. Предположим, что хаотический аттрактор Ak со-
стоит из k полос, k > 2, и существует неустойчивый m-цикл Om, m < k с
отрицательным мультипликатором, расположенный на границе непосред-
ственного бассейна притяжения Ak. Бифуркация «слияния» возникает,
если при некотором значении параметра аттрактор Ak сталкивается с m-
циклом Om и полосы хаотического аттрактора, контактирующие с циклом
Om, попарно сливаются [25].

Поскольку границы хаотического аттрактора образованы критическими
точками и их образами, то в момент бифуркации цикл Om сталкивается
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с некоторыми из них. Это приводит к появлению гомоклинической орби-
ты Om, которая является критической в момент бифуркации. Соответствен-
но, цикл Om претерпевает гомоклиническую бифуркацию. Поскольку Om

является негомоклиническим до бифуркации, то он обязательно становится
двусторонним гомоклиническим после, так как цикл с отрицательным муль-
типликатором не может быть односторонним гомоклиническим [25, 29].

Известно, что в кусочно-гладких непрерывных отображениях, когда хао-
тический аттрактор Ak, имеющий k = 2m полос перед бифуркацией, стал-
кивается с m-циклом Om, то все полосы сливаются попарно и их количество
после бифуркации уменьшается вдвое [25, 29].

На рис. 8,a и 9,a, б показан переход от четырехполосного хаотического
аттрактора к двухполосному. В данном переходе участвует неустойчивый
2-цикл OLM = {xLM0 , xLM1 } (см. рис. 8,a) с отрицательным мультипликато-
ром

ρ (OLM) =
(q + μ)

q − 1 + μ
e2λ < −1.

До бифуркации цикл OLM не является гомоклиническим. При увеличении μ
от значения μ2

Flip = 1
1+e2λ

− q полосы аттрактора A4 растут (см. рис. 8,а),
а затем в точке μ2

H1 сливаются попарно, сталкиваясь с периодическими точ-
ками xLM0 и xLM1 (см. рис. 8,a).

Как показано на рис. 8,а (см. также 9,б ), верхняя граница аттракто-
ра A4 равна c0 = q = FL(cL), нижняя – c1 = FR(q). Следующие границы есть
c2 = FL(c1), c3 = FL(c2), c4 = FM(c3), c5 = FM(c4), c6 = FL(c7) и c7 = FM(c6).

Бифуркационное значение параметра можно найти из условия, когда пе-
риодические точки xLM0 , xLM1 цикла OLM совпадают с критическими точка-
ми, определяющими соответствующие границы аттрактора. Таким образом,
бифуркационное значение параметра можно найти, решив любое из уравне-
ний

xLM1 = c4, xLM1 = c6, xLM0 = c5, xLM0 = c7.

Первое уравнение содержит критическую точку самого низкого ранга. По-
этому оно и было использовано для нахождения бифуркационного значения
параметра. Это уравнение имеет вид

a4(q + μ)3

(q − 1 + μ)2
− a8(q + μ)5

(q − 1 + μ)4
− a3(q + μ)2

(q − 1 + μ)2
− a6(q + μ)4

(q − 1 + μ)4
−

− a(q + μ)

q − 1 + μ
− a4(q + μ)3

(q − 1 + μ)3
+

a2(q + μ)3

q − 1 + μ
− 1 + a = 0, a = eλ.

и, решив его численно относительно μ, получим μ2
H1.

При дальнейшем увеличении параметра двухполосный хаотический A2 ат-
трактор переходит в одноплоосный A1, когда в точке μ2

H2 (рис. 8,a и рис. 9,в)

37



Рис. 10. a – Негиперболический 3-цикл с мультипликатором +1, возникающий че-
рез бифуркацию граничного столкновения («border-collision fold»). б – Вырожден-
ная бифуркация удвоения периода 3-цикла OL2M. в – Негиперболический 6-цикл,
возникающий через вырожденную бифуркацию удвоения периода.

полосы хаотического аттрактора сливаются попарно, сталкиваясь с непо-
движной точкой OM. Бифуркационное значение параметра можно найти,
решив любое из двух уравнений

OM = c3, OM = c7.

Из первого уравнения находим:

e2λ (q + μ)2 + q + μ− 1 = 0,

положительный корень которого соответствует второй точке бифуркации
слияния

μ2
H2 = − 1

2eλ

(
1−

√
1 + 4e2λ

)
.
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В точке μ3
BCB возникают устойчивый и неустойчивый 3-циклы через би-

фуркацию граничного столкновения (рис. 10,a):

μ3
BCB =

1− e2λ

1− e3λ
− q.

При μ > μ3
BCB существуют два 3-цикла – устойчивый OL2M с отрицательным

мультипликатором и неустойчивый OLM2 с положительным мультипликато-
ром, периодические точки которых удовлетворяют уравнениям

FL ◦ FL ◦ FM(x)− x = 0, FL ◦ FM ◦ FM(x)− x = 0.

Решив эти уравнения, находим OL2M и OLM2 .
Область устойчивости 3-цикла OL2M:

1− e2λ

1− e3λ
− q < μ <

1

1 + e3λ
− q.

В точке

μ = μ3
Flip =

1

1 + e3λ
− q

цикл OL2M претерпевает вырожденную бифуркацию удвоения периода. Как
и в предыдущих случаях, две периодические точки 6-цикла одновременно
сталкиваются с двумя многообразиями переключения (рис. 10,б ,в):

FL ◦ FM ◦ FL ◦ FL ◦ FR ◦ FL(cL) = cL.

При переходе через μ3
Flip возникает шестиполосный хаотический аттрак-

тор, который переходит в трехполосный через гомоклиническую бифуркацию
(рис. 11,а,б ), когда полосы хаотического аттрактора (см. рис. 8,а), сливаются
попарно при μ = μ3

H1, сталкиваясь с периодическими точками {xL2M
0 , xL2M

1

и xL2M
2 } неустойчивого 3-цикла OL2M с отрицательным мультипликатором

ρ (OL2M) =
(q + μ)3

(q − 1 + μ)3
e3λ < −1.

При дальнейшем увеличении параметра в точке μ3
H2 происходит так на-

зываемая бифуркация «расширения» («expansion bifurcation» [25, 29]) (см.
рис. 11,а и в).

Опр е д е л е н и е 2. Предположим, что хаотический аттрактор Ak со-
стоит из k полос, k > 1, и существует неустойчивый m-цикл Om, m > 1 с
положительным мультипликатором, расположенный на границе непосред-
ственного бассейна Ak. Бифуркация «расширения» («expansion») возникает,
если при некотором значении параметра аттрактор Ak сталкивается с
циклом Om и резко увеличивается в размерах [25, 29].
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Рис. 11. a – Диаграмма, иллюстрирующая бифуркации «слияния» и «расширения».
б – Шестиполосный (6-band) хаотический аттрактор. в – Переход от шестиполос-
ного хаотического аттрактора в трехполосный в точке μ3

H1 через гомоклиническую
бифуркацию неустойчивого 3-цикла OL2M. г, д – Переход от трехполосного хаотиче-
ского аттрактора в однополосный в точке μ3

H2 через гомоклиническую бифуркацию
неустойчивого 3-цикла OLM2 .

Как и в предыдущем случае, такая бифуркация приводит к появлению
гомоклинической орбиты для Om, которая является критической в момент
бифуркации. Отличие состоит в том, что до бифуркации цикл Om может
быть либо односторонним гомоклиническим, либо негомоклиническим. После
бифуркации Om становится двусторонним гомоклиническим [25].
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Рис. 12. а – Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая бифуркации «слияния»
и «расширения». б – Увеличенный фрагмент диаграммы, выделенный пунктирным
прямоугольником. в, г – Рождение неустойчивых 4-циклов через бифуркацию гра-
ничного столкновения.
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При увеличении μ трехполосный хаотический аттрактор сталкивается в
точке μ3

H2 с неуcтойчивым 3-циклом OLM2 с положительным мультиплика-
тором

ρ (OLM2) =
(q + μ)2

(q − 1 + μ)2
e3λ > 1.

Как отмечалось выше, после бифуркации 3-цикл OLM2 является двусто-
ронним гомоклиническим и хаотический A3 аттрактор состоит только из од-
ной полосы (рис. 11,д).

Как можно видеть из рис. 11,а, для вычисления бифуркационного значе-
ния параметра можно решить любое из следующих уравнений:

xLM
2

0 = c1, xLM
2

1 = c2, xLM
2

2 = c4.

Первое уравнение содержит образ критической точки самого низкого ранга
и, следовательно, является самым простым для решения. Точка бифуркации
«расширения» μ3

H2 находилась численно из уравнения

a3(q + μ)2 + a2(q + μ)(q − 1 + μ)

(q − 1 + μ)2 − a3(q + μ)2
= a3(q + μ)− a2 + 1.

На рис. 12 показан еще один переход. В точке μ4
BCB возникают два

неустойчивых 4-цикла – c положительным и отрицательным мультипликато-
ром (рис. 12,а) через бифуркацию граничного столкновения («border-collision
fold»), когда две точки 4-цикла сталкиваются одновременно с двумя много-
образиями переключения.

μ4
BCB =

1− e3λ

1− e4λ
− q.

При увеличении μ цикл периода 4 с отрицательным мультипликатором
претерпевает бифуркацию «слияния» в точке μ4

H1, а 4-цикл с положительным
мультипликатором – бифуркацию «расширения» в точке μ4

H2 (рис. 12,б ).

4. Выводы

В данной статье представлены результаты исследований бифуркаций
граничного столкновения («border-collision bifurcations») в кусочно-гладком
отображении, описывающем поведение импульсной системы автоматического
управления.

Показано, что такое отображение в области колебательных движений яв-
ляется кусочно-линейным непрерывным. Известно, что в кусочно-линейных
отображениях классические бифуркации, например бифуркация удвоения пе-
риода, касательная и вилообразная бифуркации, становятся вырожденными
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(«degenerate bifurcations»), сочетая свойства как гладких, так и бифуркаций
граничного столкновения.

Выявлено необычное свойство рассматриваемого класса импульсных си-
стем, состоящее в том, что бифуркации граничного столкновения коразмер-
ности один, включая и вырожденные, происходят, когда пара точек периоди-
ческой орбиты одновременно сталкивается с двумя многообразиями переклю-
чения. Насколько известно авторам, этот случай не изучался ранее в общей
теории бифуркаций негладких систем. Вопрос, связан ли описанный феномен
со свойством конкретной системы, остается открытым.

Вторая часть работы посвящена исследованию бифуркаций «слияния»
(«merging»)и «расширения» («expansion») [25, 29] хаотических аттракторов
в импульсных системах. Этот важный класс нелокальных бифуркаций, из-
вестный еще как кризисы хаотических аттракторов («merging crisis», «interior
crisis», «boundary crisis» [32–34]) в импульсных системах, остается практиче-
ски неизученным.

Особый интерес представляют механизмы, при которых хаотический ат-
трактор претерпевает внезапные изменения. Хаотический аттрактор мо-
жет внезапно исчезнуть из-за «граничного кризиса» («boundary crisis»)
или внезапно измениться в размерах из-за «внутреннего кризиса» («interior
crisis») [32–34]. В представленной работе изучен «внутренний кризис».
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