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1. Введение

В теории и практике решения экстремальных задач зачастую приходит-
ся иметь дело с неопределенными параметрами, участвующими в формиро-
вании оптимизируемого функционала и/или ограничений задачи. В связи с
этим значительный объем исследований в последние десятилетия был направ-
лен на изучение зависимости решений экстремальных задач от этих парамет-
ров. Ключевым является вопрос о том, насколько сильно изменится решение
данной экстремальной задачи (в предположении, что оно существует) при
«малом» изменении параметров относительно некоторых заданных значений.
В случае таких же «малых» изменений решения говорят о его устойчивости,
а относительная величина этих изменений обычно характеризуется как чув-
ствительность решения к малым изменениям параметров [1].

Абстрактные задачи оптимизации с ограничениями при наличии неопре-
деленных параметров и устойчивость их решений рассматривались ранее

1 Лемма 1 и теорема 1 доказаны С.Е. Жуковским за счет средств проекта Российского
научного фонда № 20-11-20131 (https://rscf.ru/project/20-11-20131) в ИПУ РАН. Теорема 2
доказана К.А. Царьковым за счет средств проекта Российского научного фонда № 22-11-
00042 (https://rscf.ru/project/22-11-00042) в ИПУ РАН.
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в [2, 3], а также являются предметом изложения в [4]. Основы теории чув-
ствительности для конечномерных задач с ограничениями подробно изложе-
ны в [1]. Значительное число результатов об устойчивости решений оптими-
зационных задач с ограничениями получено при выполнении дополнитель-
ных условий регулярности, см., например, последние результаты, касающиеся
условия регулярности Робинсона [5, 6]. Анализ устойчивости в отсутствие по-
добных дополнительных предположений до сих пор остается нетривиальной
задачей [7]. В то же время вопрос оценки чувствительности решений явля-
ется актуальным для широкого класса конечномерных экстремальных задач
и задач оптимального управления при наличии неопределенных и случайных
параметров [8].

В настоящей работе рассматривается задача минимизации при наличии
ограничений общего вида

f(x, σ) → inf, x ∈ Φ(σ)

с параметром σ, к которой естественным образом сводится и параметризо-
ванная задача максимизации. В разделах 2, 3 предполагается, что перемен-
ная x принимает значения в произвольном банаховом пространстве, пара-
метр σ — в топологическом пространстве, а функция f и многозначное отоб-
ражение Φ удовлетворяют лишь естественным требованиям непрерывности.
В этих предположениях получены достаточные условия устойчивости строго-
го решения x0 рассматриваемой задачи при некотором фиксированном значе-
нии параметра σ = σ0 (лемма 1). В разделе 4 полученный результат обобща-
ется на случай, когда минимум задачи при σ = σ0 достигается не в единствен-
ной точке, а на целом подмножестве множества Φ(σ0) (лемма 2). В разделе 5
при помощи конструкции λ-укорочений [9] результаты конкретизированы для
конечномерной задачи с ограничениями типа равенств.

2. Основные конструкции и предположения

Пусть заданы банахово пространство X и точка x0 ∈ X. Через Br(x0)⊂X
будем обозначать замкнутый шар радиуса r > 0 с центром в точке x0.

Пусть R > 0 – некоторый фиксированный радиус и даны непустые замкну-
тые множества Φ(σ), σ ∈ Σ, где Σ – заданное топологическое (в частности
метрическое) пространство. При этом Φ(σ)⊂BR(x0) ∀σ ∈ Σ.

Рассмотрим задачу

f(x, σ) → inf, x ∈ Φ(σ)(1)

при каждом фиксированном σ ∈ Σ, играющем роль параметра. Здесь f(·, σ) –
заданные непрерывные на BR(x0) функции.

Множества Φ(σ) имеют следующий смысл. Как правило, они заданы в
виде Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C(σ)}∩BR(x0). Здесь F : X×Σ → Y – задан-
ное непрерывное отображение, а C(σ) ⊂ Y – заданные непустые замкнутые
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множества, которые определяют ограничения задачи (1), Y – нормированное
пространство. Если же рассматривается задача без ограничений, то Φ(σ) ≡
≡BR(x0).

Пусть задана точка σ0 ∈ Σ, в которой выполнена первая аксиома счет-
ности, т.е. существует счетная определяющая последовательность окрестно-
стей точки σ0 (например, σ0 – произвольная точка в случае метрического
пространства Σ). Из совокупности задач (1) отдельно выделим для рассмот-
рения задачу

f(x) := f(x, σ0) → inf, x ∈ Φ(σ0).(2)

Предположим, что функции f(·, σ) сходятся к f = f(·, σ0) при σ → σ0 рав-
номерно на BR(x0). Последнее означает, что для любого ε > 0 существует
такая окрестность O(σ0)⊂ Σ точки σ0, что

|f(x, σ)− f(x)| < ε ∀x ∈ BR(x0) ∀σ ∈ O(σ0).(3)

Будем предполагать, что при каждом σ инфимум в задаче (1) конечен.
Пусть также x0 ∈ Φ(σ0), причем x0 является строгим решением задачи (2),
т.е.

f(x0) < f(x) ∀x ∈ Φ(σ0) : x 	= x0.(4)

Введем два предположения относительно функции f = f(·, σ0). Первое из
них заключается в том, что существует неубывающая функция δ : R+ →
→ R+ ∪ {+∞}, для которой δ(0) = 0, δ(r) > 0 при r > 0 и выполняется

f(x) � f(x0) + δ(‖x − x0‖) ∀x ∈ Φ(σ0).(5)

Второе предположение заключается в том, что

x ∈ Φ(σ), x̃ ∈ Φ(σ0), ‖x− x̃‖ → 0, σ → σ0 ⇒ f(x) � f(x̃)− 1(σ),(6)

где 1(σ) > 0 для любого σ 	= σ0 и 1(σ) → 0 при σ → σ0. Иными словами, для
любого ε > 0 найдутся такие окрестность O(σ0)⊂ Σ точки σ0 и число γ > 0,
что при всех σ ∈ O(σ0) имеет место

x ∈ Φ(σ), x̃ ∈ Φ(σ0), ‖x− x̃‖ < γ ⇒ f(x) � f(x̃)− ε.

Следующее предположение касается многозначного отображения Φ :
Σ ⇒ BR(x0). А именно, будем предполагать, что оно полунепрерывно сверху
в точке σ0, т.е.

Φ(σ)⊂ Φ(σ0) +B1(σ)(0) =: B1(σ)(Φ(σ0)) при σ → σ0.(7)

Здесь функция 1(σ) такая же, как и в условии (6), символ + означает сумму
множеств по Минковскому (подробнее о многозначных отображениях см.,
например, [10, глава 1] или [11, §2.3]).
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3. Устойчивость решения экстремальной задачи

Положим x(σ0) = x0. Пусть на Σ задана неотрицательная скалярная функ-
ция ψ такая, что ψ(σ) → ψ(σ0) = 0 при σ → σ0 и при любом σ ∈ Σ, σ 	= σ0,
существует x(σ) ∈ Φ(σ), для которого имеет место

f(x(σ), σ) � f(x, σ) + ψ(σ) ∀x ∈ Φ(σ).(8)

Указанная функция ψ существует всегда. В самом деле, если пространство X
конечномерно, то решение x(σ) задачи (1) минимизации непрерывной функ-
ции на компактном множестве Φ(σ) существует и можно положить ψ = 0.
Пусть теперь банахово пространство X бесконечномерно. Тогда при любом
ψ(σ) > 0, σ 	= σ0, поскольку инфимум в задаче (1) конечен, то ее решение
существует, но уже с точностью до ψ. Поэтому найдется x(σ), для которого
выполняется условие (8).

Опр е д е л е н и е 1. Решение x0 экстремальной задачи (2) называется
устойчивым, если для любых точек x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих
условию (8), имеет место

x(σ) → x0 при σ → σ0.

Спрашивается, когда решение x0 задачи (2) является устойчивым?
Один из ответов на этот вопрос приведен ниже.

Лемма 1. Пусть ϕ(σ0) := x0 и для любого σ 	= σ0 существует ϕ(σ) ∈
∈ Φ(σ) такое, что

ϕ(σ) → x0 при σ → σ0.(9)

Пусть, кроме того, точка x0 является строгим решением задачи (2), а так-
же выполняются условия (3), (5)–(7). Тогда решение x0 задачи (2) устой-
чиво.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Не теряя общности, будем считать, что
x0 = 0 и f(0) = 0. Предположим, что утверждение леммы нарушается. В си-
лу первой аксиомы счетности это означает, что существуют такие последо-
вательности {σi} и {xi}, что σi → σ0, ∀i xi = x(σi) ∈ Φ(σi), выполняется (8)
и последовательность {xi} к нулю не сходится. Следовательно, существует
такое число ε, что 0 < 2ε < R и, после перехода к подпоследовательности,
имеем ‖xi‖ � 2ε для всех i.

В силу (7) существуют такие точки x̃i ∈ Φ(σ0), что

‖xi − x̃i‖ → 0.(10)

Значит, при всех достаточно больших i имеем ‖x̃i‖ � ε. Отсюда в силу пред-
положения (5) имеет место f(x̃i) � δ(‖x̃i‖) � δ(ε) > 0, т.е. существует такое
δ0 = δ(ε)/2 > 0, что f(x̃i) � 2δ0 для всех достаточно больших i. Но тогда в
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силу (6) и (10) имеем f(xi) � f(x̃i) − δ0/2 � 3
2δ0 для всех достаточно боль-

ших i. Следовательно, поскольку в силу (3) функции fi := f(·, σi) сходятся
равномерно к функции f на BR(0), то при всех достаточно больших i имеет
место fi(xi) � δ0.

Положим ϕi = ϕ(σi) и ψi = ψ(σi). В силу (9) ϕi → 0, а в силу свойств функ-
ции ψ имеем ψi → 0, i → ∞. Поэтому в силу (3) существует такое натураль-
ное i0, что для всех i � i0 выполняется

|fi(x)− f(x)|+ ψi �
δ0
4

∀x ∈ BR(0).(11)

Из непрерывности f , увеличивая при необходимости натуральное i0, получа-
ем

f(ϕi) �
δ0
4
, i � i0.(12)

При i � i0 в силу (8) для произвольного x ∈ Φ(σi) имеет место fi(xi) �
� fi(x) + ψi. В частности, при x = ϕi ∈ Φ(σi) получаем, что для всех доста-
точно больших i выполняется

fi(xi) � fi(ϕi) + ψi =
(
fi(ϕi)− f(ϕi) + ψi

)
+ f(ϕi) �

δ0
4

+ f(ϕi) �
δ0
2
.

Здесь предпоследнее неравенство вытекает из (11), а последнее – из (12).
Итак, доказано, что fi(xi) � δ0/2 при всех больших i. Но по построению

имеем fi(xi) � δ0 > 0, т.е. получено противоречие. Лемма доказана.
Обсудим условия устойчивости решения x0 задачи (2), фигурирующие в

лемме 1. Начнем с предположения (5). Как показывает следующий пример,
в конечномерном пространстве X оно всегда выполняется, если выполняет-
ся (4).

Прим ер 1. Пусть банахово пространство X конечномерно, а x0 является
строгим минимумом функции f на множестве Φ(σ0), т.е. выполняется усло-
вие (4). Тогда функция δ, удовлетворяющая оценке (5), определяется по фор-
муле

δ(r) = min
{
f(x)− f(x0) : x ∈ Φ(σ0), ‖x− x0‖ � r

}
, r � 0.

При этом минимум по пустому множеству считаем равным +∞.
Очевидно, что для конечномерного пространства X в силу компактно-

сти каждого из множеств, имеющих вид Φ(σ0) ∩ {x ∈ X : ‖x− x0‖ � r}, так
определенная функция δ удовлетворяет всем нужным требованиям. Пример
разобран.

Рассмотрим случай, когда пространство X бесконечномерно, функция f
является гладкой в окрестности точки x0, а допустимое множество Φ(σ0)
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определяется конечным числом гладких ограничений типа равенств и нера-
венств. В этом случае, если выполняется достаточное условие второго поряд-
ка в задаче (2) (см., например, [12, § 8] или [13, теорема 7.1]) и радиус R > 0
шара BR(x0) достаточно мал, то найдется ε > 0 такое, что функция δ(r) =
= εr2 удовлетворяет оценке (5). Вообще говоря, для существования функ-
ции δ, удовлетворяющей оценке (5), достаточно, чтобы выполнялись любые
достаточные условия строгого минимума второго или более высоких поряд-
ков (см., например, [13, теоремы 7.3, 14.2, 14.3]) и число R > 0 было доста-
точно мало.

В то же время следующий контрпример показывает, что в бесконечномер-
ном гильбертовом (тем более банаховом) пространстве X, если достаточные
условия строго минимума второго или более высоких порядков в задаче (2) не
выполнены, то подходящей функции δ может не существовать ни при каком
значении R > 0. При этом утверждение леммы 1 даже в задаче без ограниче-
ний нарушается. Таким образом, предположение (5) является существенным.

Прим ер 2. Пусть X = 	2 – это, как обычно, пространство вещественных
последовательностей с суммируемым квадратом и обычным скалярным про-
изведением. Обозначим через {ei} стандартный базис в 	2, т.е. последователь-
ности, у которых на i-м месте стоит единица, а на остальных – нули. Через
A обозначим положительный самосопряженный компактный линейный опе-
ратор A : X → X, который определен бесконечной диагональной матрицей,
содержащей i−1 на главной диагонали, i = 1, 2, . . . , и нули вне ее (см., напри-
мер, [14, § 6.9]).

Пусть Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0} ⊂ R с естественной топологией из R, причем
σ0 = 0, f(x) = 〈Ax, x〉. Для i ∈ N положим fi(x) := f(x, i−1) = 〈Aix, x〉, где Ai

получено из A заменой на i-м месте на диагонали i−1 на −i−1. Далее, поло-
жим x0 = 0 и ψ(σ)≡ 0. Зафиксируем произвольное R > 0 и для него положим
Φ(σ) = BR(0) ∀σ (т.е. ограничение x ∈ Φ(σ) отсутствует).

Здесь условие (7) выполняется тривиально. Условие (6) выполняется в
силу того, что

|f(x)− f(x̃)| = |〈Ax, x〉 − 〈Ax̃, x̃〉| �
� |〈Ax, x〉 − 〈Ax̃, x〉|+ |〈Ax̃, x〉 − 〈Ax̃, x̃〉| � ‖A‖‖x− x̃‖(‖x‖ + ‖x̃‖) �

� 2R‖A‖‖x − x̃‖ → 0 при ‖x− x̃‖ → 0, x, x̃ ∈ BR(0).

В качестве {ϕ(i−1)} в условии (9) можно взять любую сходящуюся к нулю по-
следовательность элементов из BR(0), например {i−1Re1}. Условие (3) выпол-
няется, так как по построению fi → f при i → ∞ равномерно по x ∈ BR(0).
Таким образом, в этом примере выполняются условия (3), (6), (7) и (9).

В то же время условие (5) нарушается, поскольку ∀r > 0 inf{f(x) : ||x|| =
= r} = 0, и соответствующей функции δ не существует. Покажем, что
утверждение леммы 1 также нарушается. Действительно, значения f(x)
положительны при x 	= 0, f(0) = 0, однако inf{fi(x) : x ∈ BR(0)} = −R2i−1
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для всех i ∈ N, и этот инфимум достигается при xi := Rei ∈ BR(0). Точки
xi = x(i−1) удовлетворяют условию (8) при ψ = 0, но последовательность {xi}
к нулю не сходится, т.е. точка x0 = 0 не является устойчивым решением за-
дачи (2). Пример разобран.

Обратимся к предположению (6). Из теоремы Кантора о равномерной
непрерывности непрерывной функции на компакте вытекает, что предполо-
жение (6) автоматически выполняется в конечномерном пространстве X.

Действительно, пусть X конечномерно. Тогда для произвольного фикси-
рованного R > 0 замкнутый шар BR(x0) компактен. Из условий x ∈ Φ(σ),
x̃ ∈ Φ(σ0) и предположения о том, что Φ(σ)⊂BR(x0) ∀σ, вытекает, что
x, x̃ ∈ BR(x0). В силу теоремы Кантора, примененной к функции f на ком-
пакте BR(x0), получаем, что |f(x)− f(x̃)| → 0 при ‖x− x̃‖ → 0, что доказы-
вает (6).

Если же пространство X бесконечномерно, то предположение (6) уже су-
щественно, даже если это пространство гильбертово. Приведем соответст-
вующий пример.

Прим ер 3. Пусть X = 	2 – гильбертово пространство, как в примере 2,
{ei} ⊂ 	2 — стандартный базис. Положим x0 = e1, R = 2, B := B2(e1),
Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0}, причем σ0 = 0 и ψ(σ) ≡ 0. Функция f(x, σ) не зави-
сит от σ и определяется по формуле

f(x, σ) = f(x) = 1−
∞∑
i=1

max{0, 1 − 2i‖x− ei‖}, x ∈ 	2, σ ∈ Σ.(13)

Поскольку носителями непрерывных функций x �→ max{0, 1− 2i‖x − ei‖} яв-
ляются попарно непересекающиеся шары B1/(2i)(ei), то функция f : X → R

корректно определена и непрерывна (в том числе на B).
Положим

Φ(0) = {e1} ∪ {ui : i = 2, 3, . . .}, где ui =

(
1− 1

2i

)
ei;

Φ(i−1) = {ai, bi},

где ai =

(
1− 1

2i

)
e1, bi =

(
1− 1

2(i+ 1)i

)
ei, i = 1, 2, . . . ;

δ(r) = r/2, r � 0.

Для проведения дальнейших построений вычислим значения функции f
в некоторых точках. Поскольку e1, ai ∈ B1/2(e1), то

f(e1) = 1−max{0, 1 − 2‖e1 − e1‖} = 0,(14)

f(ai) = 1−max{0, 1 − 2‖ai − e1‖} =
1

i
.(15)
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Поскольку ui, bi ∈ B1/(2i)(ei), то

f(ui) = 1−max{0, 1 − 2i‖ui − ei‖} = 1,(16)

f(bi) = 1−max{0, 1 − 2i‖bi − ei‖} = 1−max

{
0, 1 − 1

i+ 1

}
=

1

i+ 1
.(17)

Покажем, что для заданных X, f,Φ,Σ, x0, σ0 и R выполняются все пред-
положения леммы 1, кроме предположения (6).

Предположение (3) выполняется, так как f не зависит от σ. Инфимум
в задаче (1) конечен при любом σ 	= σ0, так как множество Φ(σ) конечно,
а инфимум в задаче (2) конечен в силу (14) и (16). Более того, f(x0) =
= f(e1) = 0 < 1 = f(x) для любого x ∈ Φ(0): x 	= x0, значит, выполняет-
ся (4). Соотношение (8) выполняется при x(i−1) = bi ∈ Φ(i−1), i = 1, 2, . . . ,
x(0) = e1 ∈ Φ(0) и ψ = 0. Неравенство (5) выполняется, поскольку

f(e1) + δ(‖ui − e1‖) (14)
= δ(‖ui − e1‖) = ‖ui − e1‖

2
=

=
1

2

√
1 +

(
1− 1

2i

)2

< 1
(16)
= f(ui)

для любого i = 2, 3, . . . . Отображение Φ полунепрерывно сверху в нуле, т.е.
выполняется (7), поскольку ‖ai−e1‖ → 0 и ‖bi−ui‖ → 0 при i → ∞. Наконец,
соотношение (9) очевидно выполняется для ϕ(i−1) = ai, i = 1, 2, . . . .

Итак, все предположения леммы 1 выполняются за исключением (6).
А это предположение (6) нарушается, поскольку ‖bi − ui‖ → 0, f(bi) → 0 и
f(ui) → 1 при i → ∞. Утверждение леммы 1 также нарушается, поскольку
x(i−1) = bi 	→ e1 = x0 при i → ∞. Пример разобран.

Обратимся к предположению (7). Следующий пример показывает, что оно
также существенно.

Прим ер 4. Пусть X = R, Σ = R, f(x, σ) ≡ x, x0 = σ0 = 0, R = 1, Φ(σ) =
= [−1; 1] при σ 	= 0, Φ(0) = {0} и ψ(σ)≡0. Тогда, очевидно, x0 = 0 не является
устойчивым решением задачи (2). Непосредственно проверяется, что в этом
примере выполнены все предположения леммы 1, кроме предположения (7).

Отметим, что предположение (7) хотя и существенно, но выполняется для
широкого класса задач, например, для всех конечномерных задач с ограни-
чением типа включений при естественных предположениях непрерывности.
Продемонстрируем это следующим примером.

Прим ер 5. Пусть X – конечномерное банахово пространство, Y – норми-
рованное пространство, а Σ – метрическое пространство. Пусть F : X × Σ →
→ Y – непрерывное отображение и C ⊂ Y – непустое замкнутое множество.

Для σ ∈ Σ положим

Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C} ∩BR(x0) 	= ∅.(18)
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Тогда многозначное отображение Φ удовлетворяет предположению (7). В са-
мом деле, для проверки (7) в силу [11, теорема 2.3.2] достаточно показать,
что Φ – замкнутое отображение. Напомним, что многозначное отображение
Φ : Σ ⇒ BR(x0) называется замкнутым, если его график gphΦ := {(σ, x) ∈
∈ Σ×BR(x0) : x ∈ Φ(σ)} замкнут.

Итак, пусть последовательность точек (σi, xi) ∈ gphΦ сходится к точке
(σ̃, x̃) ∈ Σ×BR(x0). Проверим, что (σ̃, x̃) ∈ gphΦ ⇔ x̃ ∈ Φ(σ̃) ⇔ F (x̃, σ̃) ∈ C.
По предположению имеем F (xi, σi) ∈ C, σi → σ̃ и xi → x̃ при i → ∞. Но тогда
в силу непрерывности F имеет место F (xi, σi) → F (x̃, σ̃), i → ∞. Поэтому
F (x̃, σ̃) – предельная точка для последовательности элементов F (xi, σi) ∈ C.
В силу замкнутости множества C получаем F (x̃, σ̃) ∈ C, т.е. (σ̃, x̃) ∈ gphΦ.
Значит, отображение Φ замкнуто и выполняется (7). Пример разобран.

Аналогичные рассуждения справедливы и для более общей задачи с
ограничением F (x, σ) ∈ C(σ), т.е. Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C(σ)} ∩BR(x0),
в случае, когда C : Σ → Y – полунепрерывное сверху в точке σ0 замкнуто-
значное многозначное отображение.

Основным предположением, которое необходимо проверять для примене-
ния леммы 1, является (9). Понятно, что оно существенно.

Прим ер 6. Пусть X = R, σ = [0; 1], f(x, σ)≡ x2, x0 = σ0 = 0, R = 1,
Φ(σ) = {1} при σ > 0, Φ(0) = [−1; 1] и ψ(σ)≡ 0. В этом примере очевидно вы-
полняются все предположения леммы 1, кроме условия (9). При этом точка
x0 = 0 естественно не является устойчивым решением задачи (2).

Предположение (9) тесно связано с понятием неявной функции. Ниже, при
рассмотрении конечномерных задач в разделе 5, будет сформулировано одно
из возможных условий, при котором оно выполняется. Здесь же отметим,
что в том случае, когда множество ограничений от параметра σ не зависит,
т.е. Φ(σ)≡ Φ(σ0), условие (9) выполняется при ϕ(σ)≡ x0.

Примеры, аналогичные разобранным в этом разделе примерам 3, 4, 6 и
последующим далее примерам 7, 9, можно построить для произвольного за-
ранее фиксированного R > 0.

4. Устойчивость множества решений

Рассмотрим теперь случай, когда в задаче (2) минимум непрерывной
функции f достигается не обязательно в единственной точке x0, но на за-
данном непустом множестве X0 ⊂ Φ(σ0), т.е. имеет место

f(x) = min{f(ξ, σ0) : ξ ∈ Φ(σ0)} ⇔ x ∈ X0.

Отметим, что такое множество X0 замкнуто в силу непрерывности функции f
и замкнутости множества Φ(σ0).

Следующий пример показывает, что даже в одномерном случае в зада-
че без ограничений f(x)→ min, x∈BR(x0), если выпуклое множество реше-
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ний X0 задачи (2) не одноточечно, то ни одна точка из X0 может не быть
устойчивым решением в смысле определения 1.

Прим ер 7. Пусть X = R, Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0}, x0 = 0, R = 1, ψ = 0,
функция f(x) равна нулю при x ∈ [−1/2; 1/2], строго монотонно убывает на
отрезке [−1;−1/2], строго монотонно возрастает на отрезке [1/2; 1] и непре-
рывна на [−1; 1]. Ограничения в рассматриваемой задаче (2) отсутствуют и
функция f достигает минимума на множестве X0 = [−1/2; 1/2].

Зададим функции fi(x) = f(x, i−1) непрерывными на отрезке [−1; 1] и до-
стигающими нулевого минимума в единственной точке xi ∈ [−1/2; 1/2], при-
чем множество {xi} всюду плотно в отрезке [−1/2; 1/2]. Кроме того, будем
считать, что fi ⇒ f при i → ∞ равномерно на [−1; 1]. Тогда для каждой точ-
ки x ∈ [−1/2; 1/2] из последовательности {xi} можно выделить сходящуюся к
ней подпоследовательность. Такие функции fi, как легко видеть, существуют.

Для функций fi, которые равномерно сходятся к f на отрезке [−1; 1], рас-
смотрим задачу без ограничений fi(x) → min, x ∈ [−1; 1]. По построению в
ней минимум достигается в единственной точке xi, и предельными точками
множества {xi} является целый отрезок X0 длины единица. Значит, к лю-
бой точке из множества X0 можно как угодно приблизиться минимумами
возмущенных функций fi, т.е. ни одна из этих точек не является устойчивым
решением задачи (2). Пример разобран.

Несмотря на этот пример, можно получить достаточные условия, при ко-
торых минимумы x(σ) с точностью до ψ возмущенных функций f(x, σ) на
множествах Φ(σ) сходятся в смысле расстояния dist от точки x(σ) до множе-
ства X0. Напомним, что

dist(ξ,X0) := inf{‖ξ − x‖ : x ∈ X0}, ξ ∈ X.

Вначале положим

f0 := inf{f(x, σ0) : x ∈ Φ(σ0)}.

Будем предполагать, что в дополнение к имеющимся предположениям и усло-
виям (3), (6) и (7) выполняется

f(x) � f0 + δ
(
dist(x,X0)

) ∀x ∈ Φ(σ0),(19)

где функция δ задана выше при формулировке неравенства (5). При этом
предположение (4) и тем более усиливающее его предположение (5) могут не
выполняться.

Введем также дополнительное предположение относительно функции f
о ее равномерной непрерывности на X0:

f(x) → f0 при dist(x,X0) → 0, x ∈ BR(x0).(20)
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Лемма 2. Пусть для любого σ ∈ Σ существует ϕ(σ) ∈ Φ(σ) такое, что

dist(ϕ(σ),X0) → 0 при σ → σ0(21)

и справедливы предположения (3), (6), (7), (19) и (20). Тогда для любых
x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих условию (8), имеет место

dist(x(σ),X0) → 0 при σ → σ0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Не теряя общности, будем считать, что
f0 = 0, x0 = 0 и, значит, BR(x0) = BR(0). Пусть утверждение леммы наруша-
ется. Тогда существуют такие последовательности {σi} и {xi}, что σi → σ0,
∀i xi = x(σi) ∈ Φ(σi) и выполнено (8), но последовательность {dist(xi,X0)}
к нулю уже не стремится. Отсюда существует такое число ε, что 0 < 2ε < R и,
после перехода к подпоследовательности, имеет место dist(xi,X0) � 2ε для
всех i.

Положим ψi = ψ(σi), т.е. определим ψi так же, как при доказательстве
леммы 1. В силу (7) существуют такие точки x̃i ∈ Φ(σ0), что ‖xi − x̃i‖ → 0.
Значит, при всех достаточно больших i имеет место dist(x̃i,X0) � ε. Отсюда
в силу предположения (19) f(x̃i) � δ(dist(x̃i,X0)) � δ(ε) > 0. Значит, суще-
ствует такое δ0 > 0, что f(x̃i) � 2δ0 для всех больших i. Отсюда в силу (6)
имеем f(xi) � 3

2δ0 для всех достаточно больших i. Следовательно, поскольку
в силу (3) функции fi = f(·, σi) сходятся равномерно к функции f на BR(0),
то fi(xi) � δ0 при всех больших i.

В силу свойств функции ψ имеем ψi → 0, i → ∞. Поэтому в силу (3) су-
ществует такое натуральное i0, что для всех i � i0 имеет место

|fi(x)− f(x)|+ ψi �
δ0
4

∀x ∈ BR(0).

В силу (21) существует последовательность ϕi ∈ Φ(σi), для которой имеет
место dist(ϕi,X0) → 0. Поэтому, увеличивая натуральное i0, из (20) при x =
= ϕi получаем, что f(ϕi) � δ0

4 . Из полученных неравенств при i � i0, так же,
как в лемме 1, находим, что fi(xi) � δ0/2. Но по проведенному построению
fi(xi) � δ0 > 0, т.е. получено противоречие. Лемма доказана.

Таким образом, из примера 7 и леммы 2 вытекает, что при естественных
требованиях, хотя решение с точностью до ψ возмущенной задачи x(σ) ни к
одной точке из множества X0 может не сходиться, тем не менее оно сходится
в смысле расстояния dist ко всему множеству X0.

Зам е ч а ни е 1. Если X0 = {x0}, то леммы 1 и 2 эквивалентны. Дей-
ствительно, в этом случае предположение (5) совпадает с (19), поскольку
dist(x,X0) = ‖x− x0‖; предположение (9) совпадает с (21), поскольку ϕ(σ) →
→ x0 ⇔ dist(ϕ(σ),X0) → 0; а предположение (20) равносильно непрерывно-
сти f в точке x0. Остальные предположения лемм 1 и 2 совпадают дословно.
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Предположение (19) по своему смыслу полностью совпадает с предполо-
жением (5). В частности, для конечномерного пространства X имеет место
следующий аналог примера 1.

Прим ер 8. Пусть банахово пространство X конечномерно и выполняется
условие

f(x) = f0 ∀x ∈ X0, f(x) > f0 ∀x ∈ Φ(σ0) \X0.(22)

Тогда функция δ, удовлетворяющая оценке (19), определяется по формуле

δ(r) = min
{
f(x)− f0 : x ∈ Φ(σ0), dist(x,X0) � r

}
, r � 0.

Обсудим предположение (20). Если X0 состоит из единственной точки x0,
то (20) выполняется автоматически, что является следствием непрерывности
функции f.

Если X конечномерно, то X0 компактно, поскольку замкнуто и лежит
в BR(x0). Тогда (20) выполняется также автоматически, так как являет-
ся следствием теоремы Кантора о равномерной непрерывности непрерывной
функции на компакте.

Пусть теперь X бесконечномерно, а множество X0 замкнуто и ограничено
(так как оно принадлежит BR(x0)), но не компактно. Тогда предположение
(20) существенно. Это демонстрирует следующий пример.

Прим ер 9. Предположим, что X, Σ, σ0, ψ и f(x, σ) те же, что и в при-
мере 3. Пусть x0 = 0, R = 1 и B := B1(0). Положим

a =
3

4
e1; Φ(i−1) =

{(
1− 1

2i

)
ei, a

}
, i ∈ N; Φ(0) = B.

Здесь a выбрано так, что f(a) = 1
2 .

Из определения (13) функции f очевидно, что X0 = {e1, e2, . . .} и f0 = 0.
Покажем, что выполняется (6).

Возьмем произвольные последовательности {xi ∈ Φ(i−1)} и {x̃i ∈ Φ(0)},
для которых ‖xi − x̃i‖ → 0. При каждом i, при котором ‖xi − x̃i‖ < 1/4, рас-
смотрим два случая: xi = a и xi 	= a. Пусть сначала xi = a. Тогда, поскольку
‖a− x̃i‖ < 1/4, имеем x̃i ∈ B1/2(e1). Следовательно,

f(x̃i) = 1−max{0, 1 − 2‖x̃i − e1‖} = 2‖x̃i − e1‖ � 2‖x̃i − xi‖+ 2‖xi − e1‖.

Кроме того, поскольку f(xi) = f(a) = 2‖a − e1‖ = 2‖xi − e1‖, то

f(xi) = 2‖xi − e1‖ � f(x̃i)− 2‖x̃i − xi‖.

Пусть теперь xi 	= a. Тогда xi = (1− (2i)−1)ei и непосредственным вычис-
лением (16) проверяется, что f(xi) = 1. Поскольку наибольшее значение
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функции f равно единице, то и в этом случае имеем f(xi) � f(x̃i) � f(x̃i)−
−2‖x̃i − xi‖. Таким образом, при каждом достаточно большом i имеем

f(xi) � f(x̃i)− 2‖x̃i − xi‖ = f(x̃i)− 1(i−1).

Значит, (6) выполняется.
Условие (19) выполняется при δ(r) = r, r � 0. В самом деле, пусть x ∈ B =

= Φ(0). Возможно одно из двух: либо для некоторого i � 1 имеет место
x ∈ B1/(2i)(ei), либо x /∈ B1/(2i)(ei) для всех i. В первом случае dist(x,X0) =
= ‖x− ei‖ � 2i‖x − ei‖ = f(x), а во втором случае dist(x,X0) � 1 = f(x) в си-
лу X0 ⊂B.

Очевидно, что выполняются и остальные предположения леммы 2, кроме
предположения (20), которое нарушается. Покажем это.

Действительно, для последовательности точек xi =
(
1− 1

2i

)
ei имеет место

dist(xi,X0) = ‖xi − ei‖ = (2i)−1 → 0 при i → ∞, однако f(xi) = 1 при всех i.
Но по построению f0 = 0 и, значит, f(xi) 	→ f0. Следовательно, (20) наруша-
ется.

Покажем, что утверждение леммы 2 также нарушается. Действительно,
для всех i имеем f

((
1− 1

2i

)
ei
)
= 1, а по построению f(a) = 1

2 . Следовательно,
минимум функции f на множестве Φ(i−1) при всех i достигается в единствен-
ной точке a. Поскольку при этом a /∈ X0, то утверждение леммы 2 наруша-
ется. Пример разобран.

Относительно предположения (21) справедливо замечание, вполне анало-
гичное приведенному в конце раздела 3. А именно, если множество ограни-
чений в задаче (1) от параметра σ не зависит, то условие (21) выполняется
при ϕ(σ) ≡ x ∈ X0, где x – произвольная точка из множества X0.

5. Конечномерные задачи и λ-укорочения

Обратимся к теории конечномерных экстремальных задач с параметром
σ∈Σ, где Σ⊂R

m. В ней пространство X имеет видX = R
n, а множества Φ(σ)

определяются как

Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) = 0} ∩BR(x0), σ ∈ Σ.(23)

Здесь F : Rn × R
m → R

m — заданное непрерывное отображение, n,m – на-
туральные числа, x0 ∈ R

n. Будем считать, что все множества Φ(σ) непусты,
σ ∈ Σ.

Рассмотрим задачу

f(x, σ) → min, F (x, σ) = 0, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ.(24)

Как и ранее, выделим отдельно задачу

f(x) = f(x, σ0) → inf, F (x, σ0) = 0, x ∈ BR(x0)(25)
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и будем считать, что x0 является ее строгим решением. Получим для за-
дачи (25) условия устойчивости решения x0 в предположении, что F (x, σ)
представимо в виде F (x, σ) = F (x)− σ. В этом частном случае F – заданное
непрерывное отображение F = (F1, . . . , Fm) : Rn → R

m, а Σ – это некоторая
окрестность точки σ0 ∈ R

m c заданной на Σ естественной метрикой из R
m.

Перед тем как сформулировать соответствующее утверждение, приведем
некоторые конструкции из [9]. В этом разделе координаты вектора x ∈ R

n

будем обозначать нижними индексами, т.е. положим x = (x1, . . . , xn). Ска-
лярное произведение в R

n будем обозначать через 〈·, ·〉.
Через D обозначим множество ненулевых n-мерных векторов d, у которых

все координаты di неотрицательны, а через D̂ ⊂D – множество всех ненуле-
вых целочисленных векторов z = (z1, . . . , zn) ∈ D. Для x ∈ R

n, z ∈ D̂ и d ∈ D
положим

xz :=

n∏
k=1

xzkk , |x|d :=

n∏
k=1

|xk|dk .

При этом будем считать, что xlk = |xk|l = 1 при l = 0. Вектор z = (z1, . . . , zn) –
это мультииндекc монома xz, а z1 + . . .+ zn – его степень.

Начнем со случая m = 1. Пусть заданы непрерывная функция g : Rn → R

и вектор λ ∈ R
n, причем λ > 0 (здесь и далее имеется ввиду покоординатное

неравенство λi > 0, i = 1, n).

Опр е д е л е н и е 2. Функция p : Rn → R называется λ-укорочением функ-
ции g в окрестности точки x0 ∈ R

n, если существует α > 0, для которого
выполнено:
1) существует непустое конечное множество Ẑ ⊂ D̂ такое, что

p(x) =
∑
z∈ ̂Z

pzx
z, pz ∈ R, pz 	= 0, 〈λ, z〉 = α ∀z ∈ Ẑ;

2) существуют число K > 0, конечное множество Z ⊂D и непрерывная
функция Δ : Rn → R такие, что функция g в некоторой окрестности
точки x0 представима в виде

g(x) = g(x0) + p(x− x0) + Δ(x− x0),

причем

|Δ(x− x0)| � K
∑
d∈Z

|x− x0|d, 〈λ, d〉 > α ∀d ∈ Z.

Приведем пример, иллюстрирующий определение 2.

Прим ер 10. Пусть n = 2, x0 = 0 и

g(x) = sinx31 + 2x1 sinx2 + x32 + 3x1x
2
2 + 4x21x2.
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Имеем следующие λ-укорочения (единственные для каждого λ):

λ = (1, 1) ⇒ p(x) = 2x1x2, α = 2;

λ = (1, 2) ⇒ p(x) = x31 + 2x1x2, α = 3;

λ = (2, 1) ⇒ p(x) = 2x1x2 + x32, α = 3;

λ = (1, 3) ⇒ p(x) = x31, α = 3;

λ = (3, 1) ⇒ p(x) = x32, α = 3.

Других λ-укорочений у данной функции g нет.

Опр е д е л е н и е 3. Отображение P : Rn → R
m называется λ-укорочени-

ем отображения F : Rn → R
m в окрестности точки x0, если компонента Pi

является λ-укорочением компоненты Fi в окрестности этой же точки, i =
= 1,m.

Пусть задан вектор h ∈ R
n. Будем говорить, что λ-укорочение P регулярно

по направлению h, если

P (h) = 0, imP ′(h) = R
m.

Построенные в условиях примера 10 λ-укорочения при λ = (1, 1) и
λ = (1, 2) регулярны по направлениям h = (0,±1), при λ = (1, 1) и λ = (2, 1)
регулярны по направлениям h = (±1, 0), а λ-укорочения, построенные при
λ = (1, 3) и λ = (3, 1), не имеют регулярных направлений.

Из [9, теорема 1], вытекает следующее утверждение.

Предл ожени е 1. Пусть P для λ > 0 является λ-укорочением отобра-
жения F в окрестности точки x0, которое регулярно по некоторо-
му направлению h ∈ R

n и F (x0) = σ0. Тогда существуют такие окрест-
ность O(σ0) точки σ0 и положительные числа c и β, что для любого
σ ∈ O(σ0) существует решение ϕ = ϕ(σ) уравнения F (x) = σ, для которо-
го справедлива оценка

‖ϕ(σ) − x0‖ � c‖σ − σ0‖β .

Те ор ем а 1. Пусть заданы R > 0 и непрерывное отображение F :
BR(x0) → Σ. Рассмотрим зависящую от параметра σ задачу минимизации
непрерывных функций f(x, σ) с конечным числом непрерывных ограничений
типа равенств

f(x, σ) → min, F (x) = σ, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ.(26)

Пусть существуют h ∈ R
n, вектор λ > 0 и отображение P : Rn → R

m

такие, что P является λ-укорочением отображения F в окрестности точ-
ки x0, регулярным по направлению h. Тогда для любой функции f , удовле-
творяющей только условиям (3) и (4), точка x0 является устойчивым ре-
шением задачи (26) при σ = σ0.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Положим Φ(σ) = {x : F (x) = σ}. То-
гда для рассматриваемой задачи выполнены все предположения леммы 1.
Действительно, справедливость (5) вытекает из конечномерности простран-
ства X, условия (4) и примера 1. Справедливость (6) вытекает из конеч-
номерности X и теоремы Кантора. Наконец, справедливость (7) вытекает
из конечномерности X и того, что рассматривается задача с ограничениями
только типа равенств, т.е. выполнены условия примера 5. При этом в (18)
полагаем C = {0}.

Докажем условие (9). В силу предположения теоремы относительно λ-уко-
рочения отображения F в окрестности точки x0 выполняются все условия
предложения 1 относительно решений уравнения F (x) = σ. Из него выте-
кает, что это уравнение в некоторой окрестности точки σ0 имеет такое ре-
шение ϕ(σ), что ϕ(σ0) = x0 и функция ϕ непрерывна в точке σ0. Используя
непрерывность функции ϕ и уменьшая при необходимости указанную окрест-
ность, добьемся того, чтобы иметь ϕ(σ) ∈ BR(x0) для всех σ из этой окрест-
ности. Для остальных σ ∈ Σ выберем ϕ(σ) ∈ Φ(σ) произвольно. Тогда по по-
строению ϕ(σ) ∈ Φ(σ) ∀σ ∈ Σ и, кроме того, ϕ(σ) → x0 при σ → σ0. Поэтому
условие (9) выполняется. Для завершения доказательства остается приме-
нить лемму 1. Теорема доказана.

Приведем пример использования теоремы 1.

Прим ер 11. Пусть n = 3, m = 2, x0 = 0, Σ – окрестность нуля в R
2 и

σ0 = 0. Непосредственно проверяется, что при λ = (9, 6, 4) отображение

F (x) = (x21 + x32, x
2
2 + x33), x ∈ R

3,

является в окрестности нуля λ-укорочением самого себя, регулярным по на-
правлению h = (1,−1,−1).

Рассмотрим задачу (26), в которой функции f(x, σ), σ ∈ Σ, могут быть
произвольными непрерывными в некотором шаре радиуса R > 0 с центром
в нуле в R

3 и сходящимися при σ → 0 равномерно на этом шаре к некоторой
функции f , имеющей в нуле строгий минимум. Тогда в силу теоремы 1 реше-
ние x0 = 0 задачи (26) при σ = σ0 является устойчивым. Пример разобран.

В заключение приведем результат, использующий конструкции из разде-
ла 4 и, в частности, лемму 2. Для этого предположим, что в задаче (25) мини-
мум достигается не в точке x0, а на заданном непустом множестве X0 ⊂ Φ(σ0),
где Φ(σ) имеет вид (23). При этом F (x, σ) = F (x)− σ. Иными словами, вы-
полняется

f(x) = f0 = min{f(ξ, σ0) : F (ξ) = σ0, ξ ∈ BR(x0)} ⇔ x ∈ X0.

Последнее эквивалентно тому, что имеет место (22).

Те ор ем а 2. Пусть заданы R > 0 и непрерывное отображение F :
BR(x0) → Σ. Рассмотрим зависящую от параметра σ задачу минимизации
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непрерывных функций f(x, σ) с конечным числом непрерывных ограничений
типа равенств

f(x, σ) → min, F (x) = σ, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ

и множество X0 ⊂BR(x0) такое, что F (x) = σ0 и f(x, σ0) = f0 ∀x ∈ X0.
Пусть существуют h ∈ R

n, x̃ ∈ X0, вектор λ > 0 и отображение P :
R
n → R

m такие, что P является λ-укорочением отображения F в окрест-
ности точки x̃, регулярным по направлению h, причем x̃ ∈ intBR(x0), т.е.
x̃ не лежит на границе шара BR(x0). Тогда для любой функции f , удовле-
творяющей только условиям (3) и (22), справедлив результат леммы 2.
А именно, для любых точек x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих усло-
вию (8), имеет место

dist(x(σ),X0) → 0 при σ → σ0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Для рассматриваемой задачи выпол-
нены все предположения леммы 2. В самом деле, справедливость (6) и (7)
установлена при доказательстве теоремы 1. Справедливость (19) вытекает
из конечномерности пространства X, условия (22) и примера 8. Справедли-
вость (20) вытекает из конечномерности X и теоремы Кантора. Доказатель-
ство условия (21) проведем аналогично доказательству условия (9) из преды-
дущей теоремы. А именно, в силу предположения относительно λ-укорочения
получим для уравнения F (x) = σ такое решение ϕ(σ) в некоторой окрестно-
сти σ0, что ϕ(σ0) = x̃ и функция ϕ непрерывна в точке σ0. Вновь используя
непрерывность функции ϕ и уменьшая при необходимости указанную окрест-
ность, добьемся того, чтобы иметь ϕ(σ) ∈ BR(x0) для всех σ из этой окрестно-
сти. Последнее возможно в силу предположения x̃ ∈ intBR(x0). Для осталь-
ных σ ∈ Σ выберем ϕ(σ) ∈ Φ(σ) произвольно. Тогда по построению имеем
ϕ(σ) ∈ Φ(σ) ∀σ ∈ Σ и, кроме того, ϕ(σ) → x̃ ∈ X0 при σ → σ0. Поэтому усло-
вие (21) выполняется. Для завершения доказательства остается применить
лемму 2. Теорема доказана.

Отметим, что теорема 1 непосредственно вытекает из теоремы 2 в том
случае, когда X0 = {x0}. При этом в условиях теоремы 2 полагаем x̃ = x0.
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