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ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

НА ОСНОВЕ МЕТОДА КРОТОВА1

Разработан метод исследования задачи быстродействия для линейной
дискретной системы, позволяющий в общем случае улучшать известные
верхние оценки времени быстродействия и находить гарантирующие про-
цессы управления. Получены достаточные условия, при которых имеет
место сходимость к оптимальному решению в задаче. Метод реализован
в виде эффективного численного алгоритма.
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1. Введение

Задача быстродействия известна достаточно давно как задача оптималь-
ного управления, в которой роль функционала качества играет время, за-
трачиваемое системой на достижение некоторого заданного терминального
состояния [1–3]. При рассмотрении систем с непрерывным временем данная
задача естественным образом вкладывается в общую проблематику классиче-
ской теории оптимального управления. Так, в случае линейных непрерывных
систем применение принципа максимума Понтрягина [1] гарантирует полу-
чение решения задачи в виде релейной функции управления.
Системы с дискретным временем имеют в этом смысле ряд фундаменталь-

ных отличий [4–6]. Если бо́льшую часть задач теории оптимального управле-
ния дискретными системами удается решить посредством дискретного прин-
ципа максимума [6, 7] и/или метода динамического программирования [8], то
для решения задачи быстродействия эти подходы оказываются непримени-
мы даже при наличии ограничений на линейную структуру рассматриваемой

1 Теорема 1 доказана Д.Н. Ибрагимовым за счет средств проекта Российского научного
фонда № 25-21-00018 https://rscf.ru/project/25-21-00018 в МАИ (НИУ). Теоремы 2 и 3 дока-
заны К.А. Царьковым за счет средств проекта Российского научного фонда № 22-11-00042
https://rscf.ru/project/22-11-00042 в ИПУ РАН.
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системы. Основными причинами здесь являются нерегулярность экстремума
для почти всех начальных состояний, неединственность оптимальной траек-
тории и дискретный характер функционала качества [9, 10]. Использование
многих современных результатов теории оптимального управления дискрет-
ными системами [11, 12] по отношению к указанной задаче также оказывает-
ся некорректным, а известные работы, касающиеся непосредственно задачи
быстродействия для систем с дискретным временем, охватывают только ряд
частных случаев [13, 14]. С практической точки зрения актуальным является
получение результатов, которые могут быть использованы в случае линейной
системы произвольной размерности с выпуклым множеством геометрических
ограничений на управление. При рассмотрении таких систем результаты упо-
мянутых выше работ либо труднореализуемы в вычислительном плане, либо
вовсе применимы лишь при существенных дополнительных предположениях.
В настоящей статье разрабатывается эффективный численный алгоритм

поиска оптимального по быстродействию управления для линейных дискрет-
ных систем. Одной из наиболее известных и хорошо зарекомендовавших себя
численных схем решения различных линейных задач оптимального управ-
ления является метод Кротова [15, 16]. В его основе лежат разработанные
В.Ф. Кротовым, В.И. Гурманом и М.М. Хрусталевым достаточные условия
глобальной оптимальности [17] и принцип расширения экстремальных за-
дач [18]. Ряд работ также посвящен реализации этого метода в случае дис-
кретных и дискретно-непрерывных управляемых систем, см. [19, 20]. Метод
Кротова представляет собой итерационный процесс построения последова-
тельных улучшений некоторого выбранного заранее управления заданной
динамической системой. Важнейшей особенностью метода является его нело-
кальность. Последнее означает, что в процессе применения итераций новые
управления не обязаны быть близки к найденным на предыдущих шагах ни
в смысле какого-либо расстояния в пространстве допустимых управлений,
ни в смысле значений оптимизируемого функционала качества. В случае ли-
нейных систем эта особенность проявляется наиболее явно, поскольку зача-
стую оптимальное управление удается определить уже за одну первую ите-
рацию применения метода Кротова, исходя из любого начального приближе-
ния [19, 21].
В данной работе метод Кротова применяется для поиска оптимального

по быстродействию управления при известных оценках на время быстродей-
ствия. Для построения оценок предлагается использовать несколько альтер-
нативных подходов. В общем случае в этих целях могут быть использованы
результаты работ [9, 10, 22], хотя во многих ситуациях их вычислительная
сложность оказывается значительной. Поэтому в разделе 3 предлагается но-
вый подход к построению оценок времени быстродействия для случая, когда
матрица рассматриваемой линейной системы является диагонализируемой.
После того как указанные оценки построены, возможно осуществить переход
к задаче с фиксированным временем функционирования системы. Этот пе-
реход подробно описан в разделе 4. Затем к полученной задаче применяется
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метод Кротова (раздел 5). В разделе 6 сформулирован общий численный ал-
горитм исследования задачи быстродействия. Раздел 7 содержит ряд приме-
ров, иллюстрирующих эффективность и особенности применения алгоритма
при решении конкретных задач.
В сравнении с предыдущими работами одного из авторов [9, 10, 22] не

предполагается получение аналитических условий оптимальности процесса
управления в задаче быстродействия. Вместо этого предлагается конструк-
ция численной процедуры, позволяющей в ряде случаев приближенно нахо-
дить оптимальные по быстродействию процессы. В сравнении с [22], где пред-
лагалось построение двусторонних оценок времени быстродействия на основе
геометрических методов, оценки в этой статье строятся аналитически, но для
более узкого класса систем. Полностью новой является идея использования
метода глобальных улучшений Кротова при исследовании задачи быстродей-
ствия в дискретном времени. До этого метод Кротова применялся одним из
авторов при исследовании некоторых задач оптимального управления непре-
рывными системами [23].
В рамках настоящей работы ограничимся рассмотрением стационарных

линейных дискретных систем с невырожденной матрицей и выпуклым ком-
пактным множеством геометрических ограничений на управление. Условие
невырожденности используется для обоснования сходимости предлагаемой
итерационной процедуры. Условие стационарности несущественно и принято
для простоты.

2. Постановка задачи и общая идея решения

Рассмотрим линейную стационарную систему с дискретным временем

x(k + 1) = Ax(k) + u(k), k ∈ N ∪ {0} = {0, 1, 2, . . .},(1)

где x(k) ∈ R
n – состояние системы, u(k) ∈ U – управление, U – выпуклое

компактное множество в R
n такое, что 0 ∈ intU , A ∈ R

n×n – заданная невы-
рожденная матрица (detA �= 0). Начальное условие для системы (1) фикси-
ровано:

x(0) = x0 ∈ R
n.(2)

Требуется вычислить минимальное число шагов Nmin, за которое возмож-
но перевести систему (1) из заданного начального состояния x0 в начало ко-
ординат и построить оптимальный процесс {x∗(k), u∗(k − 1)}Nmin

k=1 , удовлетво-
ряющий условию x∗(Nmin) = 0. Число Nmin будем далее называть временем
быстродействия системы (1) с начальным условием (2) и будем предполагать,
что поставленная задача разрешима, т.е. Nmin <∞.
Исследование задачи будем проводить в два обособленных этапа. Дадим

сперва их краткое описание.
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На первом этапе производится оценка времени быстродействия Nmin.
В некоторых ситуациях Nmin возможно вычислить точно, но в общем слу-
чае предполагается построение двусторонней оценки

Nmin � Nmin � Nmin,(3)

где равенство Nmin = Nmin не исключается. Для этой цели могут быть ис-
пользованы теоретические результаты из [9, 10] и алгоритмические подхо-
ды из [22]. В следующем разделе предлагается новый подход к построению
оценки (3) в том случае, когда матрица A в системе (1) имеет n линейно
независимых собственных векторов.
На втором этапе решается задача оптимального управления при фиксиро-

ванном времени N функционирования системы (1)–(2) относительно функ-
ционала ‖x(N)‖2 квадрата евклидовой нормы вектора x(N), гдеN принимает
значения Nmin, . . . , Nmin. Наименьшее N , при котором минимальное значение
‖x∗(N)‖2 равно нулю, дает время быстродействия Nmin = N , а соответствую-
щее {x∗(k), u∗(k− 1)}Nk=1 представляет собой искомый оптимальный процесс.
Метод поиска оптимального процесса сформулирован и обоснован в разде-
лах 4 и 5. Раздел 6 посвящен совместной алгоритмической реализации опи-
санных этапов.

3. Оценка времени быстродействия

Как продемонстрировано в [9, 10, 22], вычисление величины Nmin может
быть сведено к построению класса множеств 0-управляемости {Ξ(N)}∞N=0.
Здесь Ξ(N) ⊂ R

n – множество тех начальных состояний, из которых систе-
му (1) возможно перевести в начало координат за N шагов, т.е.

Ξ(N) :=

{
{ξ ∈ R

n | ∃u(0), . . . , u(N − 1) ∈ U : x(N) = 0}, N ∈ N,

{0}, N = 0,
(4)

где через x(N) обозначено решение системы (1) при x(0) = ξ.
Поскольку задача быстродействия для заданного начального состояния (2)

предполагается разрешимой, то верно включение

x0 ∈
∞⋃

N=0

Ξ(N).

Поэтому с учетом (4) имеет место

Nmin = min{N ∈ N ∪ {0} : x0 ∈ Ξ(N)}.(5)

Процесс построения {Ξ(N)}∞N=0 является весьма трудоемкой процедурой, что
обусловлено следующим представлением множеств 0-управляемости.
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Лемма 1 [9, лемма 1]. Пусть последовательность {Ξ(N)}∞N=0 определя-
ется согласно (4) и detA �= 0. Тогда для всех N ∈ N верно соотношение

Ξ(N) = −
N∑
k=1

(
A−kU

)
,

где символ суммы означает сложение множеств по Минковскому.

Операция сложения множеств, как правило, труднореализуема с вычисли-
тельной точки зрения. Пусть, к примеру, U представляет собой многогранник
в R

n. Тогда каждое множество Ξ(N) также является многогранником [24,
следствие 19.3.2] и описательная сложность многогранников Ξ(N) (т.е. число
их вершин) растет экспоненциально по N [25, теорема 4.1.2].
Однако при некоторых дополнительных предположениях относительно

матрицы A и множества U возможно вычислить двустороннюю априорную
оценку Nmin без необходимости построения последовательности {Ξ(N)}∞N=0

явным образом. Ниже рассматривается один из таких случаев.
Введем вспомогательные обозначения. Пусть umax > 0 и λ �= 0 – некоторые

действительные числа. Рассмотрим отображение F (·;umax, λ) : R → [0;+∞),
заданное в виде

F (α;umax, λ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

|α|
umax

, |λ| = 1,

−
ln
(
1− |α|

umax
(|λ| − 1)

)
ln |λ| , |λ| �= 1.

(6)

Для произвольного ϕ ∈ R через Aϕ ∈ R
2×2 обозначим матрицу поворота

Aϕ =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
,

а через BR – замкнутый шар радиуса R с центром в нуле в R
2. Также введем

обозначение для m-арного декартова произведения произвольных множеств
V1, . . . , Vm:

m⊗
i=1

Vi := V1 × . . .× Vm.

Лемма 2. Пусть в системе (1) выполнено условие Nmin < ∞, найдутся
числа λ1, . . . , λn1 �= 0, r1, . . . , rn2 > 0, ϕ1, . . . , ϕn2 ∈ R такие, что

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 . . . 0
. . .

λn1

... r1Aϕ1

...
. . .

0 . . . rn2Aϕn2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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и числа u1,max, . . . , un1,max, R1,max, . . . , Rn2,max > 0 такие, что

U =

n1⊗
i=1

[−ui,max;ui,max]×
n2⊗
j=1

BRj,max ,

где n1, n2 � 0 и n1 + 2n2 = n.
Тогда включение x0 = (x0,1, . . . , x0,n)

T ∈ Ξ(N) справедливо в том и только
том случае, когда верно неравенство

N �max

{
max
i=1,n1

F (x0,i;ui,max, λi); max
j=1,n2

F
(√

x20,n1+2j−1+x
2
0,n1+2j ;Rj,max, rj

)}
.

Для удобства читателя доказательства утверждений из этого и последую-
щих разделов отнесены в Приложение.
Отметим, что в рамках леммы 2 допустимы значения n2 = 0 или n1 = 0.

В этом случае в матрице A соответствующие блоки отсутствуют, а все ее
собственные значения являются либо действительными, либо существенно
комплексными.

Сл ед с т в и е 1. При выполнении предположений леммы 2 в силу (5) име-
ет место точное равенство

Nmin =

⌈
max

{
max
i=1,n1

F (x0,i;ui,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j ;Rj,max, rj

)}⌉
,

где �α� означает минимальное целое число не меньшее, чем α:

�α� := min{k ∈ Z : α � k}, α ∈ R.

Результат следствия 1 применим только к узкому классу систем (A,U),
описываемых условиями леммы 2. Но его можно использовать для получе-
ния двусторонних оценок времени быстродействия в случае произвольной
диагонализируемой матрицы A и выпуклого множества U . В этих целях пред-
лагается рассмотреть вспомогательные системы вида (1), удовлетворяющие
условиям леммы 2, и воспользоваться следующим утверждением.

Лемма 3. Пусть справедливо включение U ⊂ U ⊂ U , где U,U,U ⊂ R
n –

выпуклые и компактные множества, содержащие 0, задача быстродей-
ствия для x0 ∈ R

n разрешима для систем (A,U ), (A,U), (A,U ), а величины
Nmin, Nmin, Nmin – оптимальные значения критерия в задаче быстродей-
ствия для данных систем соответственно. Тогда

Nmin � Nmin � Nmin.
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Известно, что любая матрица A ∈ R
n×n, обладающая n линейно незави-

симыми собственными векторами, может быть приведена к виду, представ-
ленному в лемме 2, при помощи преобразования подобия [26, теорема 3.4.5].
Столбцы матрицы данного преобразования S ∈ R

n×n представляют собой ли-
бо собственные векторы для действительных собственных значений, либо их
мнимые и действительные части для комплексных собственных значений.
Аналогичное линейное преобразование можно применить ко всей системе
(A,U) в целом, перейдя к эквивалентной системе (S−1AS,S−1U) так, как
это продемонстрировано в [27]. А именно, справедлив следующий результат.

Лемма 4 [27, лемма 2]. Пусть S ∈ R
n×n, detS �= 0, (A,U) – система

вида (1), через {Ξ̃(N)}∞N=0 обозначен класс множеств 0-управляемости си-
стемы (S−1AS,S−1U). Тогда

Ξ(N) = SΞ̃(N), N ∈ N ∪ {0}.

В рамках рассматриваемой задачи множество S−1U может быть оценено
сверху и снизу множествами U,U ⊂ R

n, удовлетворяющими условиям лем-
мы 2. В сочетании с леммой 3 это приводит к искомым оценкам величи-
ны Nmin в исходной задаче быстродействия. Более точно, имеет место сле-
дующее.

Те ор ем а 1. Пусть в системе (1) для заданного начального состояния
x0 ∈ R

n верно, что Nmin <∞, матрица A ∈ R
n×n имеет n линейно неза-

висимых собственных векторов, detA �= 0, S ∈ R
n×n – матрица перехода в

вещественный жорданов базис матрицы A:

S−1AS = Λ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 . . . 0
. . .

λn1

... r1Aϕ1

...
. . .

0 . . . rn2Aϕn2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тогда справедлива следующая оценка Nmin:⌈
max

{
max
i=1,n1

F (y0,i;u
′′
i,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

y20,n1+2j−1 + y20,n1+2j ;R
′′
j,max, rj

)}⌉
� Nmin �

�
⌈
max

{
max
i=1,n1

F (y0,i;u
′
i,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

y20,n1+2j−1 + y20,n1+2j ;R
′
j,max, rj

)}⌉
,
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где y0 = S−1x0, а числа u′i,max, u
′′
i,max, R

′
j,max, R

′′
j,max> 0, i = 1, n1, j = 1, n2,

определяются из условия

n1⊗
i=1

[−u′i,max;u
′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′
j,max

⊂ S−1U ⊂
n1⊗
i=1

[−u′′i,max;u
′′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′′
j,max

.

Теорема 1 позволяет получить априорные оценки величины Nmin для на-
чального состояния x0 только в случае, когда у матрицы системы A суще-
ствует n линейно независимых собственных векторов. Данный факт суще-
ственен, так как результатов, аналогичных лемме 2, получить не удается, ес-
ли вещественная жорданова форма матрицы A содержит жордановы клетки,
соответствующие кратным собственным значениям. Это связано со сложно-
стью построения множеств, инвариантных относительно такого рода линей-
ного преобразования.

Зам е ч а ни е 1. В утверждении теоремы 1 фигурируют величины u′i,max,
u′′i,max, R

′
j,max, R

′′
j,max, определяющие значения двусторонней оценки времени

быстродействия Nmin. Согласно лемме 3, наибольшая точность нижней оцен-
ки будет достигаться при минимальных допустимых значениях u′′i,max, R

′′
j,max,

которые могут быть вычислены в ходе решения следующих задач выпуклого
программирования:

u′′i,max = max
u∈S−1U

|ui|, i = 1, n1,(7)

R′′
j,max = max

u∈S−1U

√
u2n1+2j−1 + u2n1+2j , j = 1, n2.(8)

Определение наилучших с точки зрения верхней оценки значений параметров
u′1,max, . . . , u

′
n1,max, R

′
1,max, . . . , R

′
n2,max представляет собой существенно более

сложную проблему. Это связано с необходимостью решения минимаксной за-
дачи, зависящей от начального состояния x0. Однако, если известен некий
набор допустимых значений этих параметров, при котором выполняется

U =

n1⊗
i=1

[−u′i,max;u
′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′
j,max

⊂ S−1U,

то можно зафиксировать все параметры, кроме одного, а последний выбрать
в результате решения одной из двух следующих оптимизационных задач:

u′i0,max = max

⎧⎨
⎩u > 0:

i0−1⊗
i=1

[−u′i,max;u
′
i,max]× [−u;u]×

×
n1⊗

i=i0+1

[−u′i,max;u
′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′
j,max

⊂ S−1U

⎫⎬
⎭ , i0 = 1, n1,

(9)
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R′
j0,max = max

⎧⎨
⎩R > 0:

n1⊗
i=1

[−u′i,max;u
′
i,max]×

j0−1⊗
j=1

BR′
j,max

× BR×

×
n2⊗

j=j0+1

BR′
j,max

⊂ S−1U

⎫⎬
⎭ , j0 = 1, n2.

(10)

4. Задача с фиксированным временем

Пусть для некоторого целого N выполняется двусторонняя оценка Nmin �
� N � Nmin, где значения Nmin � Nmin получены на основе результатов
из [9, 10, 22] или предыдущего раздела. Отметим, что метод построения оце-
нок здесь несущественен, так как в дальнейших рассуждениях будут исполь-
зованы только их числовые значения.
Введем обозначения U :={k → u(k) :{0, 1, . . . , N −1}→U}, X :={k → x(k) :

{0, 1, . . . , N} → R
n | x(0) = x0} и рассмотрим задачу

J(x(N)) = ‖x(N)‖2 → min
u∈U

.(11)

Если Nmin – время быстродействия для (1)–(2), то минимум в задаче (11) при
N � Nmin достигается и равен нулю. Если же N = Nmin, то все решения зада-
чи (11) являются решениями (оптимальными управлениями, порождающими
оптимальные процессы) в исходной задаче быстродействия для системы (1)
с начальным условием (2).
Известно [9, 28, 29], что оптимальные управления в задаче (11) в случае

N � Nmin являются особыми в том смысле, что необходимые условия опти-
мальности в виде дискретного принципа максимума оказываются бессодер-
жательны в вопросе их поиска. Различные методы регуляризации, предло-
женные в [9, 10, 15, 18, 28, 29], позволяют решить эту проблему, но приводят,
как правило, к существенным трудностям вычислительного характера. По-
этому будем подходить к решению задачи (11) с позиции построения глобаль-
но минимизирующей последовательности. Поступим следующим образом.
Пусть некоторое (не оптимальное) управление û ∈ U уже задано, этому

управлению соответствует траектория x̂ ∈ X – решение системы рекуррент-
ных соотношений (1) при u = û с начальным условием (2) – и качество дан-
ного управления û численно характеризуется значением J(x̂(N)). Построим
при этих предположениях новое управление ũ ∈ U , которому соответствует
новая траектория x̃ ∈ X и для которого качество управления J(x̃(N)) удо-
влетворяет неравенству

J(x̃(N)) < J(x̂(N)).(12)

Если это сделать удалось и J(x̃(N)) > 0, то переобозначим ũ через û и по-
вторим процедуру. Для построения улучшения ũ по заданному управлению û
будем использовать метод, предложенный В.Ф. Кротовым и развитый затем
в разных направлениях в многочисленных работах его учеников и последо-
вателей (см., к примеру, [16, 18–21, 23, 30]).
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В [16, 19, 21] было отмечено, что в случае линейных по состоянию си-
стем и линейного терминального функционала качества метод Кротова де-
монстрирует наибольшую скорость улучшения. Более того, в этом случае
существенно упрощается и сам процесс построения улучшений, так как ока-
зывается возможным применить наиболее простую, линейную, реализацию
метода. С целью использования этих преимуществ рассмотрим сперва пре-
образование регуляризации, позволяющее свести задачу (11) относительно
системы (1) и начального условия (2) к эквивалентной задаче с линейным по
состоянию функционалом.
Для x ∈ R

n положим X := xxT ∈ R
n×n. Тогда для любого k имеем

X(k + 1) := x(k + 1)x(k + 1)T = (Ax(k) + u(k))(Ax(k) + u(k))T =

= AX(k)AT +Ax(k)u(k)T + u(k)x(k)TA(k)T + u(k)u(k)T
(13)

и X(0) = x0x
T
0 . Рассмотрим задачу

J (X(N)) = tr[X(N)] → min
u∈U

.(14)

Ясно, что J (X(N)) = J (x(N)x(N)T) = J(x(N)), а задача (14) эквивалентна
задаче (11).
Напомним конструкцию классических необходимых условий оптимально-

сти в задаче (14) (см., к примеру, [31]). Составим функцию Гамильтона–
Понтрягина

H(x,X,ψ,Ψ, u) = 〈ψ,Ax + u〉+ tr
[
Ψ
(
AXAT +AxuT + uxTAT + uuT

)]
и систему двойственных уравнений

ψ(k) = ATψ(k + 1) + 2ATΨ(k + 1)u(k), ψ(N) = 0,

Ψ(k) = ATΨ(k + 1)A, Ψ(N) = −I,
где ψ ∈ R

n, Ψ ∈ R
n×n, I – единичная матрица размеров n×n. Если управле-

ние û ∈ U оптимально в задаче (14), то выполнены следующие соотношения
дискретного векторно-матричного принципа максимума:

H(x̂(k), X̂(k), ψ̂(k + 1), Ψ̂(k + 1), û(k)) =

= max
v∈U

H(x̂(k), X̂(k), ψ̂(k + 1), Ψ̂(k + 1), v),
(15)

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + û(k), x̂(0) = x0,(16)

X̂(k + 1) = AX̂(k)AT +Ax̂(k)û(k)T + û(k)x̂(k)TAT + û(k)û(k)T,

X̂(0) = x0x
T
0 ,

(17)

ψ̂(k) = ATψ̂(k + 1) + 2ATΨ̂(k + 1)û(k), ψ̂(N) = 0,(18)

Ψ̂(k) = ATΨ̂(k + 1)A, Ψ̂(N) = −I,(19)

где k принимает все возможные значения из множества {0, 1, . . . , N − 1}.
12



В соотношениях (15)–(19) X̂(k) и Ψ̂(k) выполняют роль вспомогательных
переменных регуляризации и в дальнейшем их можно убрать из рассмотре-
ния. Действительно, в силу (19) имеет место

Ψ̂(k) = −(AT)N−kAN−k = −(AN−k)TAN−k,

а для любого k справедливо равенство

H(x̂(k), X̂(k), ψ̂(k + 1), Ψ̂(k + 1), v) =

=
〈
ψ̂ (k + 1) , Ax̂(k) + v

〉
+

+ tr
[
Ψ̂ (k + 1)

(
AX̂(k)AT +Ax̂(k)vT + vx̂(k)TAT + vvT

)]
=

= 〈ψ̂(k + 1) + 2Ψ̂(k + 1)Ax̂(k), v〉 + 〈v, Ψ̂(k + 1)v〉+ Ĥ0(k) =

= 〈ψ̂(k + 1)− 2(AN−k−1)TAN−kx̂(k), v〉 − 〈v, (AN−k−1)TAN−k−1v〉+ Ĥ0(k),

где

Ĥ0(k) = 〈ψ̂(k + 1), Ax̂(k)〉+ tr[Ψ̂(k + 1)AX̂(k)AT]

не зависит от v.
Поэтому система соотношений дискретного принципа максимума (15)–(19)

эквивалентна системе

〈ψ̂(k+1)−2(AN−k−1)TAN−kx̂(k), û(k)〉−〈û(k), (AN−k−1)TAN−k−1û(k)〉=
(20)

=max
v∈U

(
〈ψ̂(k+1)−2(AN−k−1)TAN−kx̂(k), v〉−〈v, (AN−k−1)TAN−k−1v〉

)
,

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + û(k), x̂(0) = x0,(21)

ψ̂(k) = ATψ̂(k + 1)− 2(AN−k)TAN−k−1û(k), ψ̂(N) = 0.(22)

Важно отметить, что эта регуляризованная система не эквивалентна в вы-
числительном плане вырожденной системе соотношений дискретного прин-
ципа максимума для задачи (11) и теоретически позволяет находить опти-
мальные по быстродействию управления в исходной задаче. Однако, как
уже было сказано, определение оптимального управления непосредственно
из условий (20)–(22) сопряжено с серьезными вычислительными трудностя-
ми. Поэтому в соответствии с указанным выше подходом будем искать улуч-
шения ũ ∈ U заданного (неоптимального) управления û ∈ U в смысле нера-
венства (12), используя полученные регулярные конструкции.

5. Метод Кротова

Пусть û ∈ U – некоторое произвольное управление, x̂ ∈ X удовлетворя-
ет уравнению (21), а ψ̂ ∈ X ′ удовлетворяет двойственному уравнению (22).
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Здесь X ′ := {k → ψ(k) : {0, 1, . . . , N} → R
n | ψ(N) = 0}. Рассмотрим функ-

цию ϕ̂ : {0, . . . , N} × R
n → R вида

ϕ̂(k, x) = 〈ψ̂(k), x〉 − ‖AN−kx‖2.
Для k ∈ {0, . . . , N − 1} и x, u ∈ R

n введем следующие обозначения, согласо-
ванные с [15, 16]:

R̂(k, x, u) = ϕ̂(k + 1, Ax+ u)− ϕ̂(k, x),

Ĝ(x) = ϕ̂(N,x)− ϕ̂(0, x0) + J(x).

Здесь выбор обозначений ϕ̂, R̂, Ĝ связан с тем, что эти функции опреде-
ляются элементом ψ̂ ∈ X ′, т.е., в конечном счете, выбранным произвольно
управлением û ∈ U . Ясно, что по построению для любых значений k, x и u
имеет место

R̂(k, x, u) = H
(
x, xxT, ψ̂(k + 1),−(AN−k−1)TAN−k−1, u

)
− ϕ̂(k, x),

Ĝ(x)≡−〈ψ̂(0), x0〉+ ‖ANx0‖2.

Следующий результат представляет собой основное утверждение об улуч-
шении. Теоремы об улучшении были впервые сформулированы В.Ф. Крото-
вым (см., к примеру, [16, теорема 1]).
Те ор ем а 2. Пусть û ∈ U , x̂ ∈ X , ψ̂ ∈ X ′ удовлетворяют соотношени-

ям (21) и (22). Пусть ũ ∈ U удовлетворяет условию
R̂(k, x̃(k), ũ(k)) = max

v∈U
R̂(k, x̃(k), v) ∀k ∈ {0, . . . , N − 1},(23)

где x̃(0) = x0 и для k = 0, . . . , N − 1

x̃(k + 1) = Ax̃(k) + ũ(k).(24)

Тогда имеет место нестрогое улучшение в задаче (12), т.е.

J(x̃(N)) � J(x̂(N)).

Зам е ч а ни е 2. Пусть û и x̂ взяты из теоремы 2. Тогда пара (x̂, û) удо-
влетворяет соотношениям дискретного принципа максимума (20)–(22) в том
и только том случае, когда для ũ = û выполняется условие (23) при x̃ = x̂,
т.е. имеет место

R̂(k, x̂(k), û(k)) = max
v∈U

R̂(k, x̂(k), v), k = 0, . . . , N − 1.

Зам е ч а ни е 3. Условие (23) эквивалентно условию

ũ(k) ∈ Argmax
v∈U

(
〈ψ̂(k + 1)− 2(AN−k−1)TAN−kx̃(k), v〉 − ‖AN−k−1v‖2

)
.
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В качестве элементарного следствия отметим, каким образом результат
теоремы 2 связан с решениями экстремальных задач (11) и (14).

Сл ед с т в и е 2. Пусть û ∈ U – оптимальное управление в задачах (11)
и (14), а x̂ ∈ X и ψ̂ ∈ X ′ удовлетворяют соотношениям (21), (22). Тогда
для любого ũ ∈ U , удовлетворяющего условию (23), выполняется равенство
J(x̃(N)) = J(x̂(N)).

Утверждение теоремы 2 о наличии нестрогого неравенства J(x̃(N)) �
� J(x̂(N)) останется справедливым и в том случае, если условие detA �= 0
в исходной задаче не выполняется. Но для систем вида (1) с невырожденной
матрицей A возможно установить более тесную связь между неулучшаемо-
стью в смысле неравенства (12) в теореме 2 и экстремалями в задаче (14).

Те ор ем а 3. Пусть в системе (1) матрица A невырождена, û и x̂ взяты
из теоремы 2. Тогда существует единственная пара (x̃, ũ), удовлетворяю-
щая условиям (23) и (24), а равенство J(x̃(N)) = J(x̂(N)) имеет место в
том и только том случае, когда пара (x̂, û) удовлетворяет соотношениям
дискретного принципа максимума (20)–(22).

Итак, в рамках рассматриваемой задачи можно гарантировать наличие
строгого неравенства (12) при выборе нового управления ũ из условия (23),
если и только если данное управление û не является экстремальным в за-
даче (14). Непосредственно из этого вытекает возможность построения ите-
рационного алгоритма приближенного поиска оптимального управления в
исходной задаче быстродействия.
Пусть задано управление û ∈ U . Построим последовательность управле-

ний u(l) ∈ U следующим способом. Положим u(0) = û. Пусть для некоторого
l � 0 управление u(l) уже построено. Тогда для каждого k ∈ {0, . . . , N − 1} в
качестве u(l+1)(k) возьмем решение экстремальной задачи

〈ψ(l)(k + 1)− 2(AN−k−1)TAN−kx(l+1)(k), v〉 − ‖AN−k−1v‖2 → max
v∈U

,

где
ψ(l)(N) = 0, x(l+1)(0) = x0

и для k = 0, . . . , N − 1

ψ(l)(k) = ATψ(l)(k + 1)− 2(AN−k)TAN−k−1u(l)(k),

x(l+1)(k + 1) = Ax(l+1)(k) + u(l+1)(k).

Из теоремы 3 и замечания 3 с учетом компактности множества U и одно-
значной разрешимости последнего уравнения получаем
Сл ед с т в и е 3. Пусть матрица A невырождена. Тогда для любого на-

чального приближения û ∈ U построенная выше последовательность про-
цессов управления (x(l), u(l)) имеет сходящуюся в R2nN+n подпоследователь-
ность, а всякий процесс (x̃, ũ), являющийся частичным пределом последо-
вательности {(x(l), u(l))}, удовлетворяет соотношениям дискретного прин-
ципа максимума (20)–(22).
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6. Алгоритмическая реализация

В соответствии с полученными результатами имеем следующий алгоритм
приближенного решения задачи быстродействия для системы (1)–(2).

0. Вычислить двустороннюю оценку времени быстродействия Nmin � Nmin �
� Nmin. В том случае, когда матрица A имеет n линейно независимых
собственных векторов, искомая оценка может быть найдена по теореме 1
с учетом замечания 1. Положить N = Nmin. Задать величины допустимых
погрешностей вычислений ε1, ε2 > 0.

1. Положить u(0) = 0, l = 0, A(k) = AN−k, k = 0, . . . , N .
2. Найти решение x(l) системы уравнений

x(k + 1) = Ax(k) + u(l)(k), k = 0, . . . , N − 1, x(0) = x0.

3. Найти решение ψ(l) системы уравнений

ψ(k) = ATψ(k+1)− 2A(k)TA(k+1)u(l)(k), k = 0, . . . , N − 1, ψ(N) = 0.

4. Последовательно найти для каждого k ∈ {0, . . . , N − 1} решение u(l+1)(k)
экстремальной задачи

〈ψ(l)(k + 1)− 2A(k + 1)TA(k)x(l+1)(k), v〉 − ‖A(k + 1)v‖2 → max
v∈U

,

где значения x(l+1)(k) вычисляются по формулам

x(l+1)(k + 1) = Ax(l+1)(k) + u(l+1)(k), k = 0, . . . , N − 1, x(l+1)(0) = x0.

5. Проверить условие внутренней остановки

‖x(l+1)(N)‖ − ‖x(l)(N)‖ < ε1,

в случае выполнения положить ũ = u(l+1) и перейти к шагу 7.
6. Увеличить l на единицу и перейти к шагу 3.
7. Проверить условие внешней остановки

‖x̃(N)‖ = ‖x(l+1)(N)‖ < ε2,

при выполнении положить Nmin = N и закончить расчеты, иначе, при вы-
полнении неравенства N < Nmin, увеличить N на единицу и перейти к
шагу 1. Если N = Nmin, то закончить расчеты, положив Nmin = Nmin.

Поскольку матрица A в системе (1) невырождена, то алгоритм позволяет
при каждом N = Nmin, . . . , Nmin приближенно найти управление, порождаю-
щее процесс, для которого выполнены соотношения дискретного принципа
максимума (20)–(22).
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Найденное по окончании работы алгоритма значение Nmin имеет смысл
верхней оценки времени быстродействия для системы (1)–(2), а управле-
ние ũ, вообще говоря, следует считать только гарантирующим. Однако ес-
ли в задаче (14) дискретный принцип максимума является необходимым и
достаточным условием оптимальности, то тогда с точностью до ε2-погреш-
ности расчетов Nmin совпадает со временем быстродействия (т.е. при до-
статочно малом ε2 не может отличаться от времени быстродействия более
чем на единицу), а ũ порождает оптимальный по быстродействию процесс
в системе (1)–(2). В случае Nmin = Nmin значение Nmin заведомо является
временем быстродействия, при этом ũ – оптимальное по быстродействию
управление.
Шаги 1–6 алгоритма заменяют собой численный метод решения задачи

минимизации функционала J по совокупности переменных u(0), . . . , u(N −1)
при заданном значении N . Вместо решения одной задачи с квадратичным
функционалом вида (11) размерности nN на множестве UN предлагается
несколько раз последовательно решить N задач размерности n на множе-
стве U с квадратичным функционалом, записанным на шаге 4. Вычислитель-
ная практика показывает, что второй подход оказывается эффективнее в тех
случаях, когда значение N достаточно велико. Сложность решения задачи на
шаге 4 зависит от структуры множества U . Например, если U является много-
гранником, то соответствующая оптимизационная задача может быть решена
методом эллипсоидов с полиномиальной временной сложностью [32]. Отме-
тим также, что характерные значения N достаточно велики в том случае,
если исследуемая задача была получена путем высокоточной дискретизации
некоторой задачи в непрерывном времени.

7. Примеры

Для иллюстрации результатов использования предложенного подхода
к решению конкретных задач в этом разделе ограничимся случаем n = 2
как наиболее удобным для изображения траекторий управляемого процесса
в фазовом пространстве и в то же время достаточно содержательным с точки
зрения разнообразия постановок задач и особенностей их решения. Начнем
с одного академического примера, допускающего во многом аналитическое
исследование.

Прим ер 1. Рассмотрим систему вида (1)–(2)

x(k + 1) = Ax(k) + u(k), x(0) = x0 ∈ R
2,

где

A =

(
1 0

0 γ

)
, x0 =

( √
r2 − γ2 + r

γ−1

)
, γ ∈ (0; r), r > 0.

Множество U ⊂ R
2, определяющее геометрические ограничения, имеет вид

U =
{
(u1, u2) | u21 + u22 � r2

}
.
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Требуется решить для этой системы задачу быстродействия.
Ясно, что Nmin � 2, поскольку точка

Ax0 =

( √
r2 − γ2 + r

1

)

находится от нуля на расстоянии большем, чем r, а значит, за один шаг пе-
ревести систему в начало координат невозможно.
В то же время при любом γ можно положить u∗(0) = (−r, 0)T и получить

x∗(1) = Ax0 + u∗(0) =
( √

r2 − γ2

1

)
, Ax∗(1) =

( √
r2 − γ2

γ

)
,

причем точка Ax∗(1) находится на расстоянии r от нуля, так что найдется
u∗(1), для которого x∗(2) = Ax∗(1) + u∗(1) = 0. Следовательно, в этой задаче
Nmin = 2 и процесс {x∗(k), u∗(k − 1)}2k=0 является оптимальным.
Опробуем на этом примере алгоритм из раздела 6. На нулевом шаге

определим двустороннюю оценку Nmin � Nmin � Nmin. Поскольку матри-
ца A является диагональной и невырожденной, то для построения искомой
оценки по теореме 1 достаточно вычислить значения четырех параметров
u′1,max, u

′
2,max, u

′′
1,max, u

′′
2,max так, чтобы выполнялось двойное включение

[−u′1,max;u
′
1,max]× [−u′2,max;u

′
2,max]⊂ U ⊂ [−u′′1,max;u

′′
1,max]× [−u′′2,max;u

′′
2,max].

Для выполнения первого из них положим

u′1,max = u′2,max = r/
√
2,

а наилучшие значения u′′i,max с учетом замечания 1 определим из решения
задачи (7):

u′′1,max = u′′2,max = r.

При этом в силу теоремы 1 имеет место⌈
max
i=1,2

F (x0,i; r, λi)

⌉
� Nmin �

⌈
max
i=1,2

F (x0,i; r/
√
2, λi)

⌉
,

где x0,1 =
√
r2 − γ2 + r, x0,2 = γ−1, λ1 = 1, λ2 = γ, а функция F определяется

формулой (6). В частности, для любых значений r > 0 и γ ∈ (0; r)

Nmin � �F (x0,1; r, λ1)� =
⌈√

r2 − γ2 + r

r

⌉
= 2.

Если, для определенности, r = 0,5, γ = 0,1, то из верхней оценки находим

Nmin � �2,8� = 3.
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Рис. 1. Первая итерация алгоритма в примере 1.

Положим N = 2, u(0)(k)≡0. На шаге 2 алгоритма убеждаемся, что нулевое
управление не является оптимальным:

x(0)(1) =

( √
r2 − γ2 + r

1

)
, x(0)(2) =

( √
r2 − γ2 + r

γ

)
⇒ ‖x(0)(2)‖ > 0.

На шаге 3 фиксируем ψ(0)(k) ≡ 0 и переходим к шагу 4.
На шаге 4 необходимо последовательно решить две экстремальные задачи

при k = 0 и при k = 1. В частности, при k = 0 имеем задачу

u21 + γ2u22 + 2
√
r2 − γ2u1 + 2γ2u2 → min

u2
1+u2

2�r2
.

Для r = 0,5, γ = 0,1 из ее решения получаем (см. рис. 1)

u(1)(0)≈ (−0,4999,−0,01)T ⇒ x(1)(1)≈ (0,49, 0,99)T.

При тех же значениях r и γ для k = 1 находим

u(1)(1)≈ (−0,49,−0,1)T ⇒ x(1)(2)≈ 0.

Таким образом, уже на первой итерации применения алгоритма прибли-
женно построено гарантирующее управление в задаче быстродействия для
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заданной системы. Поскольку N = 2 совпадает с нижней оценкой времени
быстродействия, можно заключить, что это гарантирующее управление яв-
ляется оптимальным и Nmin = 2.
Убедимся, что вторая итерация не приводит к ухудшению результата. На

второй итерации в качестве исходного управления имеем построенное только
что управление u(1). На шаге 3 находим (r = 0,5, γ = 0,1)

ψ(1)(2) = 0, ψ(1)(1)≈ (1, 0,02)T.

На шаге 4 соответственно получаем

u(2)(0) ≈ (−0,4992,−0,028)T ⇒ x(2)(1) ≈ (0,491, 0,972)T,

u(2)(1)≈ (−0,4905,−0,97)T ⇒ x(2)(2)≈ 0.

Интересно отметить особенности геометрического содержания проведен-
ных построений.
Для этого предположим сперва, что управление в системе строится так,

чтобы на каждом шаге получать ближайшую к нулю точку из множества
достижимости. Поскольку

x(1) =

( √
r2 − γ2 + r

1

)
+ u(0),

то соответствующее управление u∗(0) является решением задачи

‖x(1)‖2 = (
√
r2 − γ2 + r + u1)

2 + (1 + u2)
2 → min

u2
1+u2

2�r2
,

в частности, при r = 0,6, γ = 0,1 имеем

u∗(0)≈ (−0,352,−0,355)T ⇒ x∗(1)≈ (0,639, 0,645)T.

Но тогда (см. рис. 2)

Ax(1)≈
(

0,639

0,064

)
,

а эта точка находится на расстоянии большем, чем 0,6 > r от нуля. Поэтому
никакое управление u∗(1) не позволит перевести систему в ноль на втором
шаге.
Заметим теперь, что первая итерация алгоритма из раздела 6 также реа-

лизует поиск ближайших точек из множеств достижимости, но не в смысле
евклидовой метрики (ср. рис. 1 и 2), а в смысле расстояний, порождаемых
нормами

‖x‖2A,N,k = ‖AN−k−1x‖2.
В частности, при k = N − 1 норма ‖ · ‖A,N,k совпадает с евклидовой при лю-
бых N и A, detA �= 0. В свою очередь вторая итерация минимизирует указан-
ное расстояние уже не до нуля, а до некоторой другой точки, определяемой
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Рис. 2. Поиск ближайших к нулю точек в примере 1.

вектором двойственных переменных ψ(k). Последнее позволяет скорректи-
ровать структуру оптимального управления в том случае, когда на первой
итерации не удалось подсчитать ответ достаточно точно. Как будет видно
из дальнейшего, такая ситуация может возникнуть, если множество U име-
ет достаточно сложную структуру, а точка x0 лежит на границе множества
0-управляемости Ξ(Nmin).

Прим ер 2. Рассмотрим систему вида (1)–(2), где

A =
4

5

(
cos(1) + sin(1) −2 sin(1)

sin(1) cos(1) − sin(1)

)
, x0 =

( −37,8

−26,1

)
.

Геометрические ограничения заданы множеством

U = {u | 〈u,Hu〉 � 1}, H =

(
2 1
1 3

)
.

Требуется решить задачу быстродействия.
Построим оценку Nmin � Nmin � Nmin. Матрица A обладает парой

комплексно-сопряженных собственных значений, равных по модулю вели-
чине r1 = 4/5. Матрица перехода в вещественный жорданов базис имеет вид

S =

(
1 1
1 0

)
.
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Рис. 3. Гарантирующий (оптимальный) процесс в примере 2.

Таким образом, рассматриваемая система удовлетворяет условиям теоремы 1
для случая n1 = 0, n2 = 1. Радиусы вписанного U и описанного U шаров для
эллипса S−1U определяются однозначно и могут быть найдены численно:

U = BR′
1,max

, R′
1,max = 0,3449, U = BR′′

1,max
, R′′

1,max = 1,2965.

Используя найденные значения R′
1,max, R

′′
1,max в теореме 1, получаем, что

8 � Nmin � 13.

Применим алгоритм из раздела 6, проведя соответствующие расчеты чис-
ленно. Зафиксируем найденную двустороннюю оценку 8 � Nmin � 13 и по-
ложим ε1 = 10−4, ε2 = 10−16. При этих значениях погрешностей для N = 8
и N = 9 условие внутренней остановки выполняется на 33-й и 9-й итера-
циях соответственно, однако условие внешней остановки выполняется толь-
ко для N = 10. При N = 10 условие внутренней остановки выполняется
уже на первой итерации. При этом оказывается найден процесс управления
{x(1)(k), u(1)(k − 1)}10k=0, представленный на рис. 3 (на этом и последующих
рис. 4, 6–8 и 10 слева приведена траектория процесса в фазовом пространстве,
а справа – значения управлений на фоне множества геометрических ограни-
чений U). Для этого процесса имеет место ‖x(1)(N)‖ < ε2. Для сравнения, при
N = 8 было найдено ‖x(33)(N)‖ ≈ 0,5, а при N = 9 было найдено ‖x(9)(N)‖ ≈
≈ 0,2. Отметим, что вычисления до внутренней остановки при N = 11, 12, 13
за одну итерацию приводят к определению процесса, для которого выпол-
няется условие внешней остановки ‖x(1)(N)‖ < ε2, и при этом имеет место
u(1)(10) ≈ . . .≈ u(1)(N)≈ 0.
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Рис. 4. Процесс (x(1), u(1)) в примере 3 при N = 11.

Формальный итог применения алгоритма из раздела 6 оказывается сле-
дующим: с точностью до ε2-погрешности вычислений верхняя оценка времени
быстродействия Nmin может быть уменьшена с Nmin = 13 до Nmin = 10, при
этом гарантирующее управление и соответствующая ему траектория имеют
вид, представленный на рис. 3.
Чтобы оценить качество полученных результатов, можно использовать

численные процедуры условной минимизации для непосредственного реше-
ния гладких конечномерных задач ‖x(9)‖2 → min и ‖x(10)‖2 → min при на-
личии конечного числа гладких ограничений типа неравенств на перемен-
ные u(k). Поскольку размерности соответствующих задач не слишком ве-
лики, их удается решить достаточно точно. В первом случае минимальное
значение примерно равно 0,041 ≈ 0,22, во втором случае оно равняется ну-
лю. Следовательно, Nmin = 10 и представленный на рис. 3 гарантирующий
процесс в действительности является оптимальным.

Прим ер 3. Рассмотрим систему вида (1)–(2), где

A =

(
31/20 −3/20

1/10 6/5

)
, x0 =

(
5,08

6,28

)
.

Геометрические ограничения заданы множеством

U =

{
(u1, u2)

∣∣∣∣∣ 4
2/3|u1 −

√
3u2|4/3

16
+

62/3|√3u1 + u2|4/3
36

� 1

}
.

Как и ранее, требуется решить задачу быстродействия.
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Рис. 5. Сходимость внутренних итераций в примере 3 при N = 11.

Построим оценку Nmin � Nmin � Nmin. Матрица A обладает парой веще-
ственных собственных значений λ1 = 3/2, λ2 = 5/4. Матрица перехода в ве-
щественный жорданов базис имеет вид

S =

(
3 1/2

1 1

)
.

Рассматриваемая система удовлетворяет условиям теоремы 1 для случая
n1 = 2, n2 = 0. Параметры вписанного U и описанного U прямоугольников
для множества S−1U определим численно:

U = [−u′1,max;u
′
1,max]× [−u′2,max;u

′
2,max], u′1,max = 0,3883, u′2,max = 1,4057,

U = [−u′′1,max;u
′′
1,max]× [−u′′2,max;u

′′
2,max], u′′1,max = 0,8834, u′′2,max = 2,4839.

Используя теорему 1, получаем оценку

3 � Nmin � 17.

Применим численно алгоритм из раздела 6 при ε1 = 10−4 и ε2 = 0,001.
Впервые условие внешней остановки оказывается выполнено при N = 11.
Распишем процесс выполнения внутренних итераций при N = 11 более
подробно. На первой внутренней итерации находим процесс управления
{x(1)(k), u(1)(k − 1)}11k=0, представленный на рис. 4. Для этого процесса
‖x(1)(N)‖ ≈ 5,37. Применение повторных итераций (l = 1, 2, . . .) приводит к
уменьшению значения ‖x(l+1)(N)‖. График зависимости ‖x(l)(N)‖ от l при-
веден на рис. 5. Процесс управления (x(116), u(116)) изображен на рис. 6.
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Рис. 6. Гарантирующий процесс в примере 3.

Низкая точность двусторонней оценки и медленная сходимость алгорит-
ма в этом примере обусловлены тем, что рассматриваемая система не яв-
ляется устойчивой, а начальное условие лежит вблизи границы множества
достижимости. Тем не менее по результатам работы алгоритма с точно-
стью до ε2-погрешности получена новая верхняя оценка времени быстро-
действия Nmin = 11 и построено соответствующее этому значению гаранти-
рующее управление. Однако эта оценка не совпадает со временем быстро-
действия, поскольку минимальное значение функционала в конечномерной
задаче ‖x(10)‖2 → min равно нулю, и в действительности Nmin = 10.

Прим ер 4. Рассмотрим систему вида (1)–(2), где

A =

( √
2/2 −√

2/2√
2/2

√
2/2

)
, x0 =

(
9,33
0,2

)
.

В этом примере рассмотрим геометрические ограничения смешанного типа,
заданные множеством

U =

[
−
√
3

2
;

√
3

2

]2
∩ B1,

где B1 – круг единичного радиуса с центром в нуле. Решим при этих условиях
задачу быстродействия.
Построим оценку Nmin � Nmin � Nmin. Матрица A обладает парой комп-

лексно-сопряженных собственных значений, равных по модулю величине
r1 = 1. При этом она уже находится в своей вещественной жордановой форме,
в связи с чем S = I. Таким образом, рассматриваемая система удовлетворя-
ет условиям теоремы 1 для случая n1 = 0, n2 = 1. Радиусы вписанного U и
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Рис. 7. Оптимальный процесс в примере 4.
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Рис. 8. Процесс (x(1), u(1)) в примере 5.

описанного U шаров для множества S−1U определяются однозначно и могут
быть найдены численно:

U = BR′
1,max

, R′
1,max =

√
3/2, U = BR′′

1,max
, R′′

1,max = 1.

Используя теорему 1, получаем оценку

10 � Nmin � 11.
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Рис. 9. Сходимость итераций к оптимальному решению в примере 5.
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Рис. 10. Приближение к оптимальному процессу в примере 5.

Применим алгоритм из раздела 6 при ε1 = ε2 = 10−4. При N =
= 10 на первой внутренней итерации находим процесс управления
{x(1)(k), u(1)(k − 1)}10k=0, представленный на рис. 7, для которого имеет ме-
сто ‖x(1)(N)‖ < ε2.
Поскольку N = 10 является нижней оценкой времени быстродействия, то

процесс, представленный на рис. 7, оптимален с точностью до ε2-погрешности
вычислений.
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Прим ер 5. Рассмотрим систему вида (1)–(2), где

A =

(
33/20 −1/5

4/5 17/20

)
, x0 =

(
4,31

21,85

)
.

Геометрические ограничения заданы тем же множеством, что и в примере 3.
Рассмотрим для этого примера задачу быстродействия.
Особенность данной постановки состоит в том, что матрица A не име-

ет двух линейно независимых собственных векторов. Поэтому здесь для по-
строения оценок времени быстродействия нельзя применить теорему 1. Тем
не менее имеется возможность использовать средства определения времени
быстродействия, разработанные в [22]. В силу [22] имеет место точное равен-
ство Nmin = 10.
Применим алгоритм из раздела 6, считая двустороннюю оценку времени

быстродействия Nmin заданной в виде 10 � Nmin � 10 и полагая ε1 = 10−4,
ε2 = 0,01. На первой внутренней итерации находим процесс управления
{x(1)(k), u(1)(k−1)}10k=0, представленный на рис. 8. Как и в примере 3, этот про-
цесс далек от оптимального – для него ‖x(1)(N)‖ ≈ 9,73. Поэтому актуально
применение повторных итераций, которое приводит к результатам, изобра-
женным на рис. 9 и 10.
Поскольку время быстродействия известно точно, полученный результат

является ε2-приближением к оптимальному решению поставленной задачи.

8. Заключение

В статье построен алгоритм исследования задачи быстродействия для ли-
нейных дискретных систем с невырожденной матрицей. Алгоритм позволя-
ет уточнять известные верхние оценки на время быстродействия и находить
соответствующие этим оценкам гарантирующие процессы управления. При
выполнении некоторых дополнительных предположений результатом работы
алгоритма является построение оптимального решения в задаче быстродей-
ствия.
Предложенный алгоритм относится к классу методов решения конечно-

мерных экстремальных задач с ограничениями на основе процедуры пониже-
ния размерности. Поскольку средний коэффициент снижения размерности в
рассматриваемой задаче определяется временем быстродействия, эффектив-
ность алгоритма возрастает с его увеличением.
В дальнейшем планируется распространить полученные результаты на

случай систем с вырожденной матрицей, а также использовать предложен-
ный подход для непосредственного вычисления времени быстродействия,
а не только его верхней оценки. Актуальным также является получение но-
вых содержательных утверждений о сходимости и определение скорости схо-
димости алгоритма в общем случае.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма 5. Пусть V1, V ′
1 ⊂ R

n1, V2, V ′
2 ⊂ R

n2. Тогда

V1 × V2 + V ′
1 × V ′

2 = (V1 + V ′
1)× (V2 + V ′

2).

Дока з а т е л ь с т в о. Включение y ∈ V1 × V2 + V ′
1 × V ′

2 по определению
суммы Минковского и декартова произведения справедливо в том и только
том случае, когда найдутся v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, v′1 ∈ V ′

1 , v′2 ∈ V ′
2 такие, что

y = (v1, v2) + (v′1, v
′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2).

Но последнее эквивалентно включению y ∈ (V1 + V ′
1)× (V2 + V ′

2). Лемма 5 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Согласно предположениям detA �= 0 и
для любого k ∈ N верны соотношения

A−k =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ−k
1 . . . 0

. . .
λ−k
n1

... r−k
1 A−kϕ1

...
. . .

0 . . . r−k
n2
A−kϕn2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

A−kU =

n1⊗
i=1

[
−|λi|−kui,max; |λi|−kui,max

]
×

n2⊗
j=1

r−k
j BRj,max .

Поэтому из определения (4) и лемм 1, 5 для произвольного N ∈ N вытекает
представление

Ξ(N) =

n1⊗
i=1

[
−

N∑
k=1

|λi|−kui,max;

N∑
k=1

|λi|−kui,max

]
×

n2⊗
j=1

N∑
k=1

r−k
j BRj,max .(Π.1)

Отсюда следует, что включение x0 ∈ Ξ(N) равносильно тому, что для всех
i = 1, n1 и j = 1, n2 выполнены соотношения

|x0,i| �
N∑
k=1

|λi|−kui,max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
Nui,max, |λi| = 1,

ui,max
1− |λi|−N

|λi| − 1
, |λi| �= 1,

(Π.2)

√
x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j �

N∑
k=1

r−k
j Rj,max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
NRj,max, rj = 1,

Rj,max

1− r−N
j

rj − 1
, rj �= 1.

(Π.3)
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Условие (Π.2) эквивалентно неравенству

N �

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

|x0,i|
ui,max

, |λi| = 1,

−
ln
(
1− |x0,i|

ui,max
(|λi| − 1)

)
ln |λi| , |λi| �= 1,

= F (x0,i;ui,max, λi).

Условие (Π.3) эквивалентно неравенству

N �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j

Rj,max
, rj = 1,

−
ln

(
1−

√
x2
0,n1+2j−1+x2

0,n1+2j

Rj,max
(rj − 1)

)

ln rj
, rj �= 1,

=

= F
(√

x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j;Rj,max, rj

)
.

Полученные выражения корректны, поскольку имеет место(
1− |x0,i|

ui,max
(|λi| − 1)

)
> 0, i = 1, n1,

⎛
⎝1−

√
x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j

Rj,max
(rj − 1)

⎞
⎠ > 0, j = 1, n2.

Действительно, при |λi| � 1 и rj � 1 эти соотношения выполняются автома-
тически. Если же |λi| > 1 или rj > 1, то их можно получить, перейдя в (Π.1) к
пределу по N → ∞ и использовав предположение Nmin <∞, в силу которого
верно, что x0 ∈ ∪∞

N=0Ξ(N) (см. детальное обоснование в [27]).
Таким образом, условия (Π.2) и (Π.3) выполняются в точности тогда, когда

N � max

{
max
i=1,n1

F (x0,i; ui,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

x20,n1+2j−1 + x20,n1+2j ; Rj,max, rj

)}
,

и тем самым лемма 2 доказана.
Доказательство леммы 3. Из (4) следует, что для любого N ∈N ∪ {0}

выполняется включение

Ξ(N)⊂ Ξ(N)⊂ Ξ(N),
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где Ξ(N),Ξ(N),Ξ(N) – множества 0-управляемости заN шагов систем (A,U ),
(A,U), (A,U ) соответственно. Поэтому неравенство Nmin � Nmin � Nmin вы-
текает непосредственно из (5). Лемма 3 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Обозначим через {Ξ̃(N)}∞N=0 класс

множеств 0-управляемости системы (Λ, S−1U). Согласно лемме 4 верно пред-
ставление

Ξ(N) = SΞ̃(N).

Отсюда следует, что включение x0 ∈ Ξ(N) верно тогда и только тогда, когда
справедливо y0 = S−1x0 ∈ Ξ̃(N). Таким образом, с учетом (5) значение време-
ни быстродействия для систем (A,U) и (Λ, S−1U) совпадает при начальных
состояниях x0 и y0 соответственно.
Положим

U =

n1⊗
i=1

[−u′i,max;u
′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′
j,max

, U =

n1⊗
i=1

[−u′′i,max;u
′′
i,max]×

n2⊗
j=1

BR′′
j,max

.

Поскольку 0 ∈ intU , а само множество U ограничено, то это же верно
для множества S−1U . Следовательно, найдутся такие значения u′i,max, u

′′
i,max,

R′
j,max, R

′′
j,max > 0, для которых имеет место U ⊂ S−1U ⊂ U .

Далее, в силу следствия 1 значение времени быстродействия Nmin для
системы (Λ, U ) и начального состояния y0 имеет вид

Nmin =

⌈
max

{
max
i=1,n1

F (y0,i; u
′
i,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

y20,n1+2j−1 + y20,n1+2j; R
′
j,max, rj

)}⌉
.

Аналогично, значение времени быстродействия Nmin для системы (Λ, U ) и
начального состояния y0 имеет вид

Nmin =

⌈
max

{
max
i=1,n1

F (y0,i; u
′′
i,max, λi);

max
j=1,n2

F
(√

y20,n1+2j−1 + y20,n1+2j ;R
′′
j,max, rj

)}⌉
.

Для завершения доказательства остается применить лемму 3.

Лемма 6. Пусть û ∈ U , x̂ ∈ X – решение (21), ψ̂ ∈ X ′ – решение (22).
Тогда

R̂(k, x̂(k), û(k)) = min
x∈Rn

R̂(k, x, û(k)) ∀k ∈ {0, . . . , N − 1},(Π.4)

Ĝ(x̂(N)) = max
x∈Rn

Ĝ(x).(Π.5)
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Дока з а т е л ь с т в о. Равенство (Π.5) очевидно выполняется, поскольку

Ĝ(x)≡−〈ψ̂(0), x0〉+ ‖ANx0‖2.
В силу (22) при всех k ∈ {0, . . . , N − 1} имеем

R̂(k, x, û(k)) = 〈ψ̂(k + 1), Ax+ û(k)〉 − ‖AN−k−1(Ax+ û(k))‖2−
−〈ψ̂(k), x〉 + ‖AN−kx‖2 = 〈ψ̂(k + 1), û(k)〉 − ‖AN−k−1û(k)‖2,

поэтому (Π.4) также выполняются. Лемма 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Пусть выполнены все перечисленные
в теореме 2 условия. Исходя из введенных в разделе 5 обозначений, в силу
леммы 6 имеем

J(x̃(N)) = Ĝ(x̃(N)) − ϕ̂(N, x̃(N)) + ϕ̂(0, x0) =

= Ĝ(x̃(N))−
N−1∑
k=0

(
ϕ̂(k + 1, x̃(k + 1))− ϕ̂(k, x̃(k))

)
=

= Ĝ(x̃(N))−
N−1∑
k=0

R̂(k, x̃(k), ũ(k))
(23)
�

(23)
� Ĝ(x̃(N))−

N−1∑
k=0

R̂(k, x̃(k), û(k))
(Π.4)
�

(Π.4)
� Ĝ(x̃(N))−

N−1∑
k=0

R̂(k, x̂(k), û(k))
(Π.5)
�

(Π.5)
� Ĝ(x̂(N))−

N−1∑
k=0

R̂(k, x̂(k), û(k)) = J(x̂(N)).

Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Покажем, что в случае невырожденной
матрицы A существует единственная пара (x̃, ũ), удовлетворяющая (23), (24).
Поскольку x̃ в силу (24) определяются по ũ однозначно, то достаточно по-
казать, что при любых значениях x̃(k) существует единственное ũ ∈ U , удо-
влетворяющее условию (23). Действительно, если это так, то при k = 0 од-
нозначно определено ũ(0) ∈ U , по которому однозначно определяется x̃(1),
затем ũ(1) и т.д. Но ũ из условия (23) находится при каждом k = 0, . . . , N
путем решения экстремальной задачи

R̂(k, x̃(k), v) → max
v∈U

,

которая в силу замечания 3 эквивалентна задаче

f(v) := 〈ψ̂(k + 1)− 2(AN−k−1)TAN−kx̃(k), v〉 − ‖AN−k−1v‖2 → max
v∈U

.

32



Покажем, что решение этой задачи существует и единственно при любом
x̃(k) ∈ R

n. Поскольку матрица квадратичной формы (AN−k−1)TAN−k−1 поло-
жительно определена при detA �= 0, то строгий глобальный максимум функ-
ции f : Rn → R при отсутствии ограничения v ∈ U достигается в точке

v∗ =
1

2
Ak+1−N (Ak+1−N )Tψ̂(k + 1)−Ax̃(k).

Возможны два случая: v∗ ∈ U или v∗ /∈ U . В первом случае v∗ – единственное
решение рассматриваемой экстремальной задачи с ограничениями. Во втором
случае условный максимум достигается в некоторой другой точке v′ ∈ U , по-
скольку функция f непрерывна, а множество U компактно. Положим α =
= f(v′) = maxv∈U f(v). Тогда множество уровня V = {v ∈ R

n | f(v) � α}
представляет собой непустой строго выпуклый компакт. При этом V ∩ U =
= {v′}. Действительно, по определению v′ ∈ V ∩ U , и если бы существовала
точка v′′ ∈ V ∩ U , v′′ �= v′, то и отрезок [v′, v′′] целиком содержался бы в мно-
жестве V ∩ U , так как множества V и U выпуклы. Но множество V строго
выпукло, поэтому 1

2(v
′ + v′′) ∈ intV , т.е. f(v′/2 + v′′/2) > α, v′/2 + v′′/2 ∈ U ,

что противоречит определению числа α. Таким образом, во втором случае
v′ – единственное решение задачи f(v) → maxv∈U .
Далее, предположим, что пара (x̂, û) не удовлетворяет соотношениям дис-

кретного принципа максимума (20)–(22). В силу замечания 2 это означает,
что найдется r ∈ {0, . . . , N − 1} такое, что

R̂(r, x̂(r), û(r)) < max
v∈U

R̂(r, x̂(r), v).

Возьмем наименьшее такое r. Тогда в силу однозначной определенности ũ ∈
∈ U имеет место

ũ(k) = û(k), k = 0, 1, . . . , r − 1,

и, следовательно, x̃(r) = x̂(r). Поэтому

R̂(r, x̂(r), û(r)) < max
v∈U

R̂(r, x̂(r), v) = max
v∈U

R̂(r, x̃(r), v) = R̂(r, x̃(r), ũ(r)).

Отсюда, возвращаясь к доказательству теоремы 2, находим, что
N−1∑
k=0

R̂(k, x̃(k), ũ(k)) =

r−1∑
k=0

R̂(k, x̃(k), ũ(k)) + R̂(r, x̃(r), ũ(r)) +

+

N−1∑
k=r+1

R̂(k, x̃(k), ũ(k)) >

N−1∑
k=0

R̂(k, x̂(k), û(k))

и, следовательно,
J(x̃(N)) < J(x̂(N)).

Если же пара (x̂, û) удовлетворяет соотношениям дискретного принципа
максимума, то в силу однозначной разрешимости условий (23), (24) имеет
место x̃ = x̂ и ũ = û. Поэтому J(x̃(N)) = J(x̂(N)). Теорема 3 полностью до-
казана.

33



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Б.Ф. Матема-
тическая теория оптимальных процессов. М.: Наука, 1969.

2. Болтянский В.Г.Математические методы оптимального управления. М.: Наука,
1969.

3. Моисеев Н.Н. Элементы теории оптимальных систем. М.: Наука, 1975.

4. Болтянский В.Г. Оптимальное управление дискретными системами. М.: Наука,
1973.

5. Евтушенко Ю.Г. Методы решения экстремальных задач и их приложения в
системах оптимизации. М.: Наука, 1982.

6. Пропой А.И. Элементы теории оптимальных дискретных процессов. М.: Наука,
1973.

7. Holtzman J.M., Halkin H. Directional convexity and the maximum principle for
discrete systems // J. SIAM Control. 1966. V. 4. No. 2. P. 263–275.

8. Беллман Р. Динамическое программирование. М.: ИИЛ, 1960.

9. Ибрагимов Д.Н., Сиротин А.Н. О задаче быстродействия для класса линейных
автономных бесконечномерных систем с дискретным временем и ограниченным
управлением // АиТ. 2017. № 10. С. 3–32.

10. Ибрагимов Д.Н. О задаче быстродействия для класса линейных автономных
бесконечномерных систем с дискретным временем, ограниченным управлением
и вырожденным оператором // АиТ. 2019. № 3. С. 3–25.

11. Lin X. Zhang W. A maximum principle for optimal control of discrete-time stochastic
Systems with multiplicative noise // IEEE Trans. Automatic Control. 2015. V. 60.
No. 4. P. 1121–1126.

12. Kurzhanskiy A., Varaiya P. Ellipsoidal Techniques for Reachability Analysis of
Discrete-Time Linear Systems // IEEE Trans. Automatic Control. 2007. V. 52. No. 1.
P. 26–38.

13. Краснощеченко В.И. Симплекс-метод для решения задачи быстродействия при
наличии ограничения на скалярное управление и фазовых ограничений // Ин-
женерный журнал: наука и инновации. 2014. № 6. Доступ в журн.
http://engjournal.ru/catalog/it/asu/1252.html

14. Cазанова Л.А. Устойчивость оптимального синтеза в задаче быстродействия //
Известия вузов. Математика. 2002. № 2. С. 46–57.

15. Кротов В.Ф., Гурман В.И. Методы и задачи оптимального управления.
М.: Наука, 1973.

16. Коннов А.И., Кротов В.Ф. О глобальных методах последовательного улучше-
ния управляемых процессов // АиТ. 1999. № 10. С. 77–88.

17. Хрусталев М.М. Необходимые и достаточные условия для задачи оптимального
управления // ДАН. 1973. Т. 211. № 1. С. 59–62.

18. Гурман В.И. Принцип расширения в задачах управления. М.: Наука. Физматлит,
1997.

34



19. Трушкова Е.А. Алгоритмы глобального поиска оптимального управления //
АиТ. 2011. № 6. С. 151–159.

20. Расина И.В. Итерационные алгоритмы оптимизации дискретно-непрерывных
процессов // АиТ. 2012. № 10. С. 3–17.

21. Кротов В.Ф., Булатов А.В., Батурина О.В. Оптимизация линейных систем
с управляемыми коэффициентами // АиТ. 2011. № 6. С. 64–78.

22. Ибрагимов Д.Н., Новожилкин Н.М., Порцева Е.Ю. О достаточных условиях
оптимальности гарантирующего управления в задаче быстродействия для ли-
нейной нестационарной дискретной системы с ограниченным управлением //
АиТ. 2021. № 12. С. 48–72.

23. Хрусталев М.М., Царьков К.А. Метод последовательного улучшения в задачах
оптимизации вероятностных критериев для линейных по состоянию диффузи-
онно-скачкообразных систем // АиТ. 2023. № 6. С. 100–121.

24. Рокафеллар Р. Выпуклый анализ. М.: Мир, 1973.

25. Weibel C. Minkowski sums of polytopes: combinatorics and computation. Suisse:
EPFL, 2007.

26. Хорн Р., Джонсон Ч. Матричный анализ. М.: Мир, 1989.

27. Берендакова А.В., Ибрагимов Д.Н. О методе построения внешних оценок пре-
дельного множества управляемости для линейной дискретной системы с огра-
ниченным управлением // АиТ. 2023. № 2. С. 3–34.

28. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Качественная теория оптимальных процессов. М.:
Наука, 1981.

29. Гурман В.И. Вырожденные задачи оптимального управления. М.: Наука. Физ-
матлит, 1977.

30. Дыхта В.А. Нестандартная двойственность и нелокальные необходимые усло-
вия оптимальности в невыпуклых задачах оптимального управления // АиТ.
2014. № 11. С. 19–37.

31. Athans M. The Matrix Minimum Principle // Inform. Control. 1967. V. 11. P. 592–
606.

32. Козлов М.К., Тарасов С.П., Хачиян Л.Г. Полиномиальная разрешимость вы-
пуклого квадратичного программирования // Журн. вычисл. матем. и матем.
физ. 1980. Т. 20. № 5. C. 1319–1323.

Статья представлена к публикации членом редколлегии М.В. Хлебниковым.

Поступила в редакцию 30.01.2024
После доработки 13.09.2024
Принята к публикации 20.09.2024

35



Автоматика и телемеханика, № 11, 2024

Линейные системы
c© 2024 г. А.А. МАРГУН, канд. техн. наук (alexeimargun@gmail.com)

(Университет ИТМО, Санкт-Петербург;
ИПМаш РАН, Санкт-Петербург)

В.Х. БУЙ, (buinguyenkhanh201095@gmail.com)
(Университет ИТМО, Санкт-Петербург)

А.А. БОБЦОВ, д-р техн. наук (bobtsov@mail.ru)
(Университет Ханчжоу Дяньцзы, Ханчжоу, Китай;

Университет ИТМО, Санкт-Петербург;
ИПМаш РАН, Санкт-Петербург)

ДИАГНОСТИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ
СИСТЕМ С ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ

ПРИ НЕИЗМЕРЯЕМОМ ВХОДЕ1

Рассматривается проблема обнаружения дефектов датчиков и приво-
дов для класса многоканальных систем с произвольной относительной
степенью. Разработанное решение основано на синтезе наблюдателей, ин-
вариантных по отношению к входному сигналу. Предложена модифика-
ция, обеспечивающая задаваемое разработчиком время сходимости, ос-
нованная на методе динамического расширения регрессора и схеме Крес-
сельмейера. Полученное решение развито на класс систем с параметри-
ческими неопределенностями. Приведены результаты моделирования, ил-
люстрирующие работоспособность предложенного подхода.

Ключевые слова: диагностирование систем, обнаружение дефектов, на-
блюдатели вектора состояния, неизмеряемый вход.
DOI: 10.31857/S0005231024110025, EDN: YMKVEJ

1. Введение

В статье рассматривается задача обнаружения дефектов датчиков и при-
водов нелинейных систем с произвольной относительной степенью и парамет-
рическими неопределенностями в условиях неизмеряемости входного сигна-
ла. Для решения задачи диагностирования технического состояния применя-
ются два основных подхода: физическая и аналитическая избыточность.
Первый подход заключается во внедрении в систему дублирующих датчи-

ков и приводов. Несмотря на свою эффективность, этот метод может приво-
дить к значительным финансовым издержкам и сталкиваться с технологи-
ческими ограничениями. Второй подход основан на создании специализиро-
ванных наблюдателей [1]. Этот метод использует математические модели и
измеримые данные системы для обнаружения неисправностей без необходи-

1 Статья подготовлена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 24-19-00454).
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мости в дополнительном оборудовании, тем самым минимизируя ограниче-
ния, связанные с физической избыточностью.
Подходы, основанные на наблюдателях, демонстрируют высокую эффек-

тивность в обнаружении неисправностей как на входах (приводах), так и на
выходах (датчиках) системы [2–4]. Основная идея заключается в анализе
различий между измеренными выходами и их оценками (рассогласования-
ми). Применение структурированных наборов наблюдателей, направленных
генераторов рассогласований или специализированных фильтров помогает
решить проблему обнаружения элементов системы с дефектами. Структу-
рированные наборы наблюдателей создаются путем разработки специфиче-
ских генераторов, каждый из которых настроен на чувствительность только
к определенному типу неисправностей. Направленные генераторы вырабаты-
вают векторы сигналов рассогласования таким образом, чтобы они изменя-
лись только в одном направлении, соответствующем определенной неисправ-
ности в пространстве рассогласований, что позволяет точно определить при-
роду неисправности. Специальные фильтры, основанные на наблюдателях,
настраиваются для чувствительности к конкретным типам отказов, что уве-
личивает точность диагностирования. Тем не менее значительным недостат-
ком этих методов является их зависимость от неточностей математической
модели системы, что может ограничивать их применение в случаях парамет-
рических и сигнальных неопределенностей.
Среди наблюдателей выделяется особая категория, известная как инвари-

антные по входу наблюдатели (unknown input observer, UIO) [5–8], которые
предназначены для оценки вектора состояния при отсутствии возможности
измерения входного сигнала. Этот тип наблюдателей особенно эффективен
в условиях наличия различных помех и возмущений в канале управления.
Основная идея этого подхода заключается в создании наблюдателей вектора
состояния, которые нечувствительны к входным сигналам.
В исследованиях [9–15] многочисленные примеры демонстрируют исполь-

зование этого класса наблюдателей для решения практических задач по об-
наружению неисправностей, диагностике датчиков и исполнительных меха-
низмов, а также децентрализованной оценке вектора состояния в таких за-
дачах, как управление формациями беспилотных автономных транспортных
средств. Эти приложения показывают эффективность инвариантных по вхо-
ду наблюдателей в различных сложных условиях использования.
Однако, как правило, синтез данных наблюдателей возможен только для

систем, в которых относительная степень (разность между степенями зна-
менателя и числителя передаточной функции) равна единице. Для систем с
более высокой относительной степенью вводятся строгие ограничения. На-
пример, исследования [16, 17] требуют измеримости производных выходного
сигнала системы. В [18, 19] авторы предлагают разделить исходное уравнение
динамики системы, чтобы выделить компоненты вектора состояния, наблю-
дение которых возможно только на основе выхода.
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В настоящей статье представлен метод диагностики датчиков и приводов
динамических многоканальных систем с произвольныой относительной сте-
пенью. Новизна полученных результатов заключается в следующем:
– разработан метод обнаружения дефектов датчиков и приводов для мно-

гоканальных систем с произвольной относительной степенью при неизмеряе-
мом входном сигнале;
– разработана модификация метода, обеспечивающая конечное, задавае-

мое разработчиком, время сходимости;
– метод расширен на класс нелинейных систем с параметрическими

неопределенностями и мультигармоническим возмущением.
Решение основано на использовании предложенного авторами ранее ме-

тода синтеза наблюдателей по выходу [7]. Разработаны модификации, обес-
печивающие применимость данного подхода к системам с параметрически-
ми неопределенностями, а также конечное, задаваемое пользователем, время
сходимости.
Статья построена следующим образом: в разделе 2 приведена постанов-

ка задачи; раздел 3 посвящен синтезу инвариантного по входу наблюдателя;
в разделе 4 описан метод обнаружения дефектов датчиков и приводов; в раз-
деле 5 представлена модификация наблюдателя, обеспечивающая конечное
время сходимости; в разделе 6 описано применение разработанного метода к
нелинейным системам с параметрическими неопределенностями; результаты
компьютерного моделирования представлены в разделе 7.

2. Постановка задачи

Рассмотрим многоканальную линейную стационарную систему{
ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + fa(t)),

y(t) = Cx(t) + fs(t),
(1)

где x(t) ∈ R
n – вектор состояния, u(t) ∈ R

m – вектор входных сигналов,
y(t) ∈ R

l – вектор измеряемых выходных сигналов, A,B,C – известные по-
стоянные матрицы соответствующих размерностей, fs(t) – сигнал отказов,
воздействующий на измерения датчиков, fa(t) – сигнал отказов, воздействую-
щий на вход системы. Система имеет вектор относительных степеней между
входами и выходами r = [r1, . . . , rl].
Сигнал отказов датчиков fs(t) представляет собой некоторую неизвестную

векторную функцию, искажающую измерения датчиков при их выходе из
строя. Сигнал отказов fa(t), воздействующий на вход системы, принимает
неизвестное ненулевое значение при выходе из строя приводов.
Введем следующие допущения.
– Пары матриц A,B и A,C управляемы и наблюдаемы соответственно.
– Матрицы B и C имеют полный столбцовый и строчный ранги соответ-

ственно [2].
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Требуется разработать метод, обеспечивающий обнаружение дефектов
датчиков и приводов в системе (1). Под решением будем понимать бинар-
ную функцию следующего вида:

J i
fault(t) =

{
1, если произошел отказ,
0 иначе,

где i – индекс диагностируемого привода или датчика. Для решения постав-
ленной задачи используем наблюдатели вектора состояния, нечувствитель-
ные по отношению ко входному сигналу. Также расширим полученные ре-
зультаты на класс нелинейных систем с параметрическими неопределенно-
стями и мультигармоническими возмущениями.

3. Синтез инвариантного по входу наблюдателя

В данном разделе приведем алгоритм построения наблюдателя, нечувстви-
тельного ко входному сигналу при условии отсутствия отказов. Представим
матрицы B и C следующим образом:

B = [B1 B2 . . . Bm], C = [CT
1 CT

2 . . . CT
l ]

T,

где Bi и Ci – столбцы и строки соответствующих матриц, и введем в рассмот-
рение

P = [C1A
r1 C2A

r2 . . . ClA
rl ]T,

N =

⎡
⎢⎢⎢⎣
C1A

r1−1B1 C1A
r1−1B2 . . . C1A

r1−1Bm

C2A
r2−1B1 C2A

r2−1B2 . . . C2A
r2−1Bm

...
...

. . .
...

ClA
rl−1B1 ClA

rl−1B2 . . . ClA
rl−1Bm

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Рассмотрим инвариантный по входу наблюдатель [7]:

˙̂x(t) =Mx̂(t) + L(y(t)−Cx̂(t)) +Gy(r)(t),(2)

где y(r)(t) = [y
(r1)
1 y

(r2)
2 . . . y

(rl)
l ], y(j)i – производная j-го порядка от i-го вы-

хода системы (1), матрицы M , L, G – решения системы уравнений⎧⎨
⎩
B −GN = 0,
M = A−GP,
F =M − LC,

(3)

где G = B(NTN)−1NT. Для пояснения процедуры выбора матрицы G рас-
смотрим простейший академический пример

A =

[
0 1
−1 −2

]
, B =

[
0
1

]
, CT =

[
1
0

]
.

Тогда матрица N примет значение 1, а GT = [0 1].
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Рассмотрим ошибку наблюдения x̃(t) = x(t)− x̂(t). Продифференцируем
ее с учетом (3) и получим динамическую модель:

˙̃x(t) = Ax(t) +Bu(t)−Mx̂(t)− L(y(t)− Cx̂(t))−Gy(r) =

= Ax(t) +Bu(t)−Mx̂(t) + LCx̂(t)−GPx(t)−GNu(t)− Ly(t) =

= (A−GP )x(t)−Mx̂(t)− LCx̃(t) =

= (M − LC)x̃(t) = Fx̃(t).

(4)

Матрица F определяет динамику замкнутой системы и выбирается разра-
ботчиком, L рассчитывается для обеспечения требуемых собственных чисел
матрицы F . Очевидно, что если F гурвицева, то ошибка наблюдения сходит-
ся к нулю. Данное условие может быть выполнено, если пара матриц (M,C)
наблюдаема, т.е. существует такая матрица L, что M − LC устойчива.
Определим необходимые и достаточные условия для существования реше-

ния системы уравнений (3).
Те ор ем а 1. Пусть объект управления описывается системой уравне-

ний (1), а наблюдатель (2) удовлетворяет следующим условиям:
a) rank(N) = rank(B);
б) пара матриц (M,C) наблюдаема.
Тогда система уравнений (3) имеет единственное решение

G = B(NTN)−1NT.

Дока з а т е л ь с т в о. Система уравнений (3) имеет решение тогда и толь-
ко тогда, когда GN = B. Перепишем его следующим образом:

NTGT = BT.

Матрица BT является элементом спектрального пространства NT. Следо-
вательно,

rank(BT) � rank(NT) ⇒ rank(B) � rank(N).

С другой стороны [20],

rank(N) = rank(PB) � min{rank(P ), rank(B)} � rank(B).

Следовательно, решение системы уравнений (3) существует тогда и только
тогда, когда rank(N) = rank(B). Получим решение для G следующим обра-
зом:

GN = B ⇒ GNNT = BNT ⇒ G = B(NTN)−1NT.

Таким образом, динамика наблюдателя зависит от матрицы F , определен-
ной в последнем уравнении системы (3). Несложно заметить, что для обеспе-
чения устойчивости матрицы F пара матриц (M,C) должна быть наблюда-
емой. Теорема доказана.
Наблюдатель вектора состояния (2) требует измеримости недоступных

производных выходного сигнала. Без потери общности предположим, что
r1 � r2 � . . . � rl. Для обеспечения возможности построения наблюдателя
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для объекта с относительными степенями ri = 1, i = 1, l введем rl опорных
переменных следующим образом:

z1(t) = x̂(t)−Gy(r−1)(t),

ż1(t) = F (z1(t) +Gy(r−1)(t)) + Ly(t),

z2(t) = z1(t)− FGy(r−2)(t),

ż2(t) = F (z2(t) + FGy(r−2)(t)) + Ly(t),

z3(t) = z2(t)− F 2Gy(r−3)(t),
. . .

żr1(t) = Fzr1(t) + F r1G

⎡
⎢⎣
y1(t)
0
. . .
0

⎤
⎥⎦+ F r1G

⎡
⎢⎢⎣

0

y
(r2−r1)
2
. . .

y
(rl−r2)
l

⎤
⎥⎥⎦+ Ly(t),

. . .

żrl(t) = Fzrl(t) + F r1G

⎡
⎢⎣
y1(t)
0
. . .
0

⎤
⎥⎦+ F r2G

⎡
⎢⎣

0
y2(t)
. . .
0

⎤
⎥⎦+ . . .+ F rlG

⎡
⎢⎣

0
0
. . .
yl(t)

⎤
⎥⎦+ Ly(t).

С использованием опорных переменных оценка вектора состояния может
быть получена следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x̂(t) = z1(t) +Gy(r−1)(t) = zrl(t) + F rl−1G

⎡
⎢⎣

0
0
. . .
yl(t)

⎤
⎥⎦+ . . .

. . .+ F r1G

⎡
⎢⎢⎣

0

y
(r2−r1−1)
2 (t)

. . .

y
(rl−r1−1)
l (t)

⎤
⎥⎥⎦+G

⎡
⎢⎢⎢⎣
y
(r1−1)
1 (t)

y
(r2−1)
2 (t)
. . .

y
(rl−1)
l (t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

żrl(t) = Fzrl(t) + F r1G

⎡
⎢⎢⎣
y1(t)
0
. . .
0

⎤
⎥⎥⎦+ F r2G

⎡
⎢⎢⎣

0
y2(t)
. . .
0

⎤
⎥⎥⎦+ . . .

. . .+ F rlG

⎡
⎢⎢⎣

0
0
. . .
yl(t)

⎤
⎥⎥⎦+ Ly(t).

(5)

Для краткости перепишем (5) следующим образом:{
x̂(t) =W1(zrl(t), y

(rl−1)(t)),

żrl =W2(zrl(t), y(t)).
(6)
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Наблюдатель вектора состояния (5) может быть построен для оценки век-
тора состояния систем с единичными относительными степенями. Однако он
может использоваться для решения задачи обнаружения дефектов систем с
произвольной относительной степенью за счет применения фильтров. Дан-
ный подход представлен в следующем разделе.

4. Метод обнаружение дефектов

Несмотря на ограничения для синтеза наблюдателя (5), он может быть
эффективно использован для диагностирования систем с произвольными от-
носительными степенями, в частности для обнаружения отказов датчиков и
приводов.

4.1. Обнаружение дефекта в системе

Для решения задачи обнаружения дефектов будем оценивать разность
между измеренным выходом и его оценкой, полученной с использованием
наблюдателя

J(t) = y(t)− Cx̂(t).(7)

Для устранения неизмеряемых производных выходного сигнала применим
к (7) линейный фильтр λrl−1

(s+λ)rl−1 , где s = d/dt, λ – положительная константа:

Jf (t) =
λrl−1

(s+ λ)rl−1
[J(t)] =

λrl−1

(s+ λ)rl−1
[y(t)]−

− C
λrl−1

(s+ λ)rl−1
[W1(zrl(t), y

(rl−1)(t))],

(8)

где

λrl−1

(s+ λ)rl−1
[W1(zrl(t), y

(rl−1)(t))] =

=
λrl−1

(s+ λ)rl−1
zrl(t) + F rl−1G

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
. . .

λrl−1

(s+ λ)rl−1
yl(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+ . . .+

+ F r1G

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

λrl−1s(r2−r1−1)

(s+ λ)rl−1
y2(t)

. . .

λrl−1s(rl−r1−1)

(s+ λ)rl−1
yl(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+G

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λrl−1s(r1−1)

(s+ λ)rl−1
y1(t)

λrl−1s(r2−1)

(s+ λ)rl−1
y2(t)

. . .

λrl−1s(rl−1)

(s + λ)rl−1
yl(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Все сигналы в уравнении (8) являются доступными для измерения. Напри-
мер, вместо неизмеримой производной y(rl−1)

l (t) в (7) в уравнении (8) исполь-
зуется фильтрованный выход (λs)rl−1

(s+λ)rl−1 yl(t). Если сигнал отказа не является
высокочастотным колебанием, то при ||J(t)|| �= 0 имеем ||Jf (t)|| �= 0. Требуе-
мая чувствительность к частотам сигнала отказа обеспечивается выбором
коэффициента λ. Сформулируем правило обнаружения дефектов в виде вы-
ражения

Jfault(t) =

{
1, если ||Jf (t)|| > σ,

0, если ||Jf (t)|| � σ,

где Jfault(t) – индикатор отказа, σ > 0 – пороговое значение, задаваемое раз-
работчиком или адаптивно настраиваемое в процессе эксплуатации системы
для обеспечения робастности по отношению к шумам измерений.

4.2. Обнаружение отказов датчиков

Для локализации отказов датчиков представим систему (1) в виде [2]
⎧⎪⎨
⎪⎩
ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + fa(t)),

yj(t) = Cjx(t) + f js (t),

yj(t) = cjx(t) + fsj(t),

(9)

где cj ∈ R
1×n – j-я строка матрицы C, матрица Cj ∈ R

(l−1)×n получена путем
удаления j-й строки из матрицы C, yj(t) – вектор y(t) без j-го элемента. Для
диагностирования j-го датчика построим наблюдатель вида (6) для системы,
описываемой первыми двумя уравнениями (9):

{
x̂j(t) =W1(z

j
rl(t), y

j(t)),

żjrl =W2(z
j
rl(t), y

j(t)),
(10)

где zjrl(t) – rl-я опорная переменная для системы (9), и введем функцию

Js,j
f (t) =

λrl−1

(s + λ)rl−1
yj(t)− Cj λrl−1

(s+ λ)rl−1
W1(z

j
rl
(t), yj(t)).

Вектор Js,j
f (t) чувствителен к отказам всех датчиков, кроме j-го. Таким

образом, можем сформулировать следующее правило для обнаружения отка-
зов датчиков:

Js,j
fault(t) =

⎧⎨
⎩

1, если ||Js,j
f (t)|| < σs,j,

0, если ||Js,j
f (t)|| � σs,k, k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , l,
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Рис. 1. Схема обнаружения отказов датчиков.

где σs,j – пороговое значение для обеспечения робастности по отношению
к шумам. Схематично система обнаружения отказов датчиков приведен
на рис. 1.

4.3. Обнаружение отказов приводов

Приведенный выше подход не может быть применен для обнаружения от-
казов приводов, так как наблюдатель нечувствителен к входному сигналу.
В связи с этим для решения данной задачи используем другой подход.
На основании теоремы 1 перепишем первое уравнение системы (1), подста-

вив вместо x(t) его оценку, полученную с помощью (2). С учетом (4) x(t) =
= x̂(t) + eFtx̃(0), тогда уравнение динамики примет вид

˙̂x(t) = Ax̂(t) +B(u(t) + fa(t)) + ε(t),(11)

где ε(t) – экспоненциально затухающая функция, влиянием которой можно
пренебречь.
Применим к (11) устойчивый линейный фильтр первого порядка и выра-

зим слагаемое, содержащее сигнал отказа:

Ja(t) =
λ

s+ λ
[Bfa(t)] =

λs

s+ λ
[x̂(t)]− λ

s+ λ
[Ax̂(t) +Bu(t)].

Для устранения неизмеряемых производных выходного сигнала, содержа-
щихся в наблюдателе (6), применим также фильтр λrl−1

(s+λ)rl−1 и получим век-
торную функцию, на основании которой проведем диагностирование отказов
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приводов:

Ja
f (t) =

sλrl

(s + λ)rl
W1

(
zrl(t), y

(rl−1)
)
−

− λrl

(s + λ)rl

(
AW1(zrl(t), y

(rl−1)) +Bu(t)
)
.

(12)

В соответствии с постановкой задачи все столбцы матрицы B линейно
независимы. Следовательно, при отказе j-го привода вектор Ja

f (t) будет со-
направлен Bj. Для обеспечения робастности и нормализации значений отка-
зов различных приводов будем использовать косинус угла между векторами
Ja
f (t) и Bj. Большее значение косинуса соответствует меньшему углу между
рассматриваемыми векторами и, следовательно, большей вероятности отка-
за j-го привода. Тогда правило обнаружения отказа для j-го привода примет
вид

Ja,j
fault(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩ 1, если

||JaT

f Bj ||
||Ja,f || ||Bj || < σa,j,

0 иначе,

где Ja,j
fault(t) принимает единичное значение при отказе j-го привода и нулевое

в противном случае.

5. Обеспечение конечного времени сходимости

Время сходимости x̂(t) к истинному значению зависит от собственных чи-
сел матрицы F . В ряде практических приложений требуется конечное время
сходимости, регулируемое разработчиком. Для обеспечения данной возмож-
ности проведем модификацию наблюдателя (5).
С учетом (4) представим вектор состояния через его оценку

x(t) = x̂(t) + eFtx̃(0).(13)

Очевидно, что для восстановления точного значения вектора состояния
требуется начальная ошибка наблюдения. Подставим (6) в (13)

x(t)−W1(zrl(t), y
(rl−1)(t)) = eFtx̃(0),

умножим на матрицу C и для устранения неизмеряемых производных выхода
применим линейный фильтр λrl−1

s+λrl−1 :

y − CW1(zrl(t), y
(rl−1)(t)) = CeFtx̃(0).

Данное уравнение может быть представлено в виде линейной регрессии

q(t) = mT(t)x̃(0),(14)
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где

q(t) =
λrl−1

s+ λrl−1

(
y(t)− CW1(zrl(t), y

(rl−1)(t))
)
,

mT(t) =
λrl−1

s+ λrl−1Ce
Ft.

Определим начальную ошибку наблюдения с использованием (14), мето-
да динамического расширения регрессора и схемы Крессельмейера [21, 22].
Умножим (14) на m(t)

m(t)q(t) = m(t)mT(t)x̃(0)

и применим устойчивый линейный фильтр H(s) = λf/(s + λf ), где λf > 0,
для получения расширенной линейной регрессии

Y (t) = Φ(t)x̃(0),

Y (t) = H(s)m(t)q(t),

Φ(t) = H(s)m(t)mT(t).

(15)

При реализации в пространстве состояний (15) имеет вид

Φ̇(t) = −λfΦ(t) +m(t)mT(t), Φ(0) = 0,

Ẏ (t) = −λfY (t) +m(t)q(t), Y (0) = 0.

Приведенная выше схема Крессельмейера позволяет обеспечить незатуха-
ющее возбуждение регрессора на время, необходимое для оценки начальной
ошибки наблюдения.
В соответствии с [21] применим к (15) n − 1 различных устойчивых ли-

нейных фильтров Hi(s) = λi/(s + λi) и умножим на присоединенную мат-
рицу Φ(t). Проведенные преобразования позволяют получить n скалярных
регрессионных уравнений

Υi(t) = Δ(t)x̃i(0), i = 1, n,

где Δ(t) = det(Φ(t)), Υi(t) = Adj(Φ(t))Yi(t), x̃i(0) – i-й элемент x̃(0).
Оценка начальной ошибки при отсутствии шумов может быть получена

тривиальным решением

ˆ̃xi(0) =
Υi(t)

max(Δ(t), ε)
,(16)

где ε – маленькое число для предотвращения деления на ноль при инициа-
лизации алгоритма.
Влияние шумов может быть снижено путем выбора соответствующего

фильтра для (15), использованием низкочастотных фильтров или фильтров
со скользящим средним. Сформулируем следующую теорему.
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Те ор ем а 2. Если матрица F имеет мнимые собственные числа, что
обеспечивает условие незатухающего возбуждения сигнала mT(t), то урав-
нения (13) и (14)–(16) обеспечивают оценку x̃(0) за конечное время.

Доказательство теоремы следует из результатов, представленных в [22], и
приведенных выше вычислений. Время сходимости задается разработчиком
путем выбора момента времени для вычисления (16).
Данная теорема и уравнение (13) обеспечивают оценку вектора состояния

за конечное время, что позволяет обеспечить требуемое время диагностиро-
вания датчиков и приводов.

6. Применение к нелинейным системам
с параметрическими неопределенностями

Рассмотрим нелинейную стационарную систему с параметрическими не-
определенностями{

ẋ(t) = Ax(t) +B[Θu(u(t) + fa(t)) + Θxx(t) + ΘyΦy(y, t) + δ(t)],

y(t) = Cx(t) + fs(t),
(17)

где

Θu =

⎡
⎢⎣
θ11u θ12u . . . θ1mu
...

...
. . .

...
θm1u θm2u . . . θmmu

⎤
⎥⎦ , Θx =

⎡
⎢⎣
θ11x θ12x . . . θ1nx
...

...
. . .

...
θm1x θm2x . . . θmnx

⎤
⎥⎦ ,

Θy =

⎡
⎢⎣
θ11y 0 0

0
. . . 0

0 0 θmmy

⎤
⎥⎦ , Φy(y, t) =

⎡
⎢⎣
ϕ1y(y, t)

...
ϕmy(y, t)

⎤
⎥⎦ ,

θiju, θijx, θiiy – неизвестные параметры, ϕiy – известные функции, δ(t) – внеш-
нее возмущение.
Введем допущение, что внешнее возмущение δ(t) имеет вид

n̄∑
i=1

Ri sin(ωit+ φi),

где Ri, ωi, φi – являются амплитудами, частотами и фазами соответственно,
n̄ – известное чиcло гармоник.
Поскольку наблюдатель (6) робастен по отношению ко входным сигналам,

то схема обнаружения отказов датчиков, приведенная на рис. 1, сохраняет
свою работоспособность. Однако неопределенности в канале управления не
позволяют применить метод для обнаружения отказов приводов. Для реше-
ния данной проблемы требуется произвести оценку неизвестных параметров.
Проведем параметризацию (17).
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Согласно теореме 2 предложенный наблюдатель обеспечивает оценку век-
тора состояния за конечное время. Подставим данную оценку в (17):

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bū(t),

˙̄zrl(t) + F rl−1Gy
(1)
l (t) + . . .+Gy(r)(t) =

= A(z̄rl(t) + F rl−1Gyl(t) + . . .+Gy(r−1)(t)) +

+B
[
Θuu(t) + Θx(z̄rl(t) + F rl−1Gyl(t) + . . .+

+Gy(r−1)(t)) + ΘyΦy(y, t) + δ(t)
]
+Bf∗a (t),

(18)

где новый неизвестный вход имеет вид

ū(t) = Θuu(t) + Θxx̂(t) + ΘyΦy(y, t) + δ(t) + f∗a (t),

f∗a(t) = Θufa(t),

z̄rl(t) = zrl(t) + eFt ˆ̃x(0).

Предположим, что в начале функционирования системы отказы приводов
отсутствуют, т.е. Bf∗a(t) = 0. Применим фильтр rl-ого порядка λ

rl
r

(s+λr)
rl , λr > 0

к уравнению (18) и преобразуем его к форме линейной регрессии

qr(t) = B[mT
r (t)Ξr + δ̄(t)],(19)

где

qr(t) =
λrlr

(s+ λr)
rl

[
˙̄zrl(t) + F rl−1Gy

(1)
l (t) + . . . +Gy(r)(t)

]
−

−A
(
z̄rl(t) + F rl−1Gyl(t) + . . .+Gy(r−1)(t)

)
,

регрессор с известными сигналами

mr(t) = [ Ur(t) Sr(t) Φr(t) ]T,

Ur(t) =
λrlr

(s+ λr)
rl [u(t)] ,

Sr(t) =
λrlr

(s+ λr)
rl

[
z̄rl(t) + F rl−1Gyl(t) + . . .+Gy(r−1)(t)

]
,

Φr(t) =
λrlr

(s+ λr)
rl [Φy(y, t)] ,

вектор неизвестных постоянных параметров

Ξr =
[
Θu Θx Θy

]T ∈ R
m̄,
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фильтрованное внешнее возмущение

δ̄(t) =
λrlr

(s+ λr)
rl [δ(t)] .

Для простоты изложения без потери общности предположим, что возму-
щающий сигнал включает в себя одну гармонику. Далее, опираясь на свой-
ство синусоидального сигнала (s2[sinωt] = −ω2 sinωt), перепишем (19) в виде

s2
[
qr(t)−BmT

r (t)Ξr

]
= −ω2

[
qr(t)−BmT

r (t)Ξr

]
,(20)

где ω – частота синусоидального сигнала.
Для идентификации неизвестных параметров уравнения (20) требуется

только его первая строка. Умножим обе стороны уравнения (20) на матри-
цу B̄ такую, что B̄B = 1, и, применяя линейный устойчивый фильтр второго
порядка λ2

δ

(s+λδ)
2 , получим

qδ(t) = mT
δ (t)Ξδ,(21)

где

mT
δ (t) =

[
s2λ2δ

(s+ λδ)
2

[
mT

r (t)
]
,

λ2δ
(s+ λδ)

2

[−B̄qr(t)] , λ2δ
(s+ λδ)

2

[
mT

r (t)
]]
,

Ξδ =
[
Ξr ω2 ω2Ξr

]T
,

qδ(t) =
s2λ2δ

(s+ λδ)
2

[
B̄qr(t)

]
.

Отметим, что если сигнал δ̄(t) содержит несколько гармоник, то систе-
ма (19) также может быть приведена к виду линейной регрессии [23].
Для оценивания неизвестных параметров в линейном регрессионном урав-

нении (21) применим метод идентификации FT DREM, описанный в (14)–(16)
[19, 20]. Далее, фильтрованное внешнее возмущение может быть легко вычис-
лено следующим образом:

δ̄r(t) = B̄qr(t)−mT
r (t)Ξ̂r = θsin sin(ω̂t) + θcos cos(ω̂t) = mT

δ̄ (t)θδ̄,(22)

где mT
δ̄
(t) =

[
sin(ω̂t) cos(ω̂t)

]
, θδ̄ =

[
θsin
θcos

]
, θsin, θcos – амплитуды фильтро-

ванного внешнего возмущения.
Очевидно, что уравнение (22) имеет форму линейного регрессионного

уравнения, к которому можно применить любой метод идентификации для
оценки амплитуды внешнего возмущения.
В итоге все неизвестные параметры исходной системы идентифицированы,

что позволяет применить метод обнаружения отказов приводов, описанный
в (11) и (12).
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Таким образом, обобщенный алгоритм для системы с параметрическими
неопределенностями может быть описан следующими шагами:
1) Построить инвариантные по входу наблюдатели (5).
2) Использовать инвариантные по входу наблюдатели и метод, описанный
в (7)–(10) для обнаружения отказов датчиков.

3) Основываясь на функционирующих без отказов датчиках, построить
инвариантные по входу наблюдатели, параметризовать исходную систе-
му в форме (17).

4) Оценить неизвестные параметры исходной системы с помощью метода,
описанного в (18)–(22).

5) Произвести оценку отказов приводов.

Зам е ч а ни е 1. Следует обратить внимание, что вектор состояния оцени-
вается на основе выходов исходной системы. Это означает, что хотя бы один
выход должен иметь достоверное значение. То есть необходимо построить как
минимум два инвариантных по входу наблюдателя для обнаружения отказов
датчиков. С другой стороны, для обнаружения отказов приводов предложен-
ное решение требует построения только одного инвариантного по выходу на-
блюдателя, что позволяет решить поставленную задачу даже при наличии
единственного входного сигнала.

7. Компьютерное моделирование

Для демонстрации эффективности предложенного метода проведем ком-
пьютерное моделирование. Рассмотрим следующую нелинейную параметри-
чески неопределенную систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1(t)=x2(t),

ẋ2(t)=k1x1(t)+k2x2(t)+k3x3(t)+k4x3(t)+k5(u(t)+fa(t))+k6 sin(y1),

ẋ3(t)=x4(t),

ẋ4(t)=x1(t)− 2x3(t),

y1(t)=x1(t) + υ1(t),

y2(t)=x3(t) + fs(t) + υ2(t),

y3(t)=x4(t) + υ3(t),

(23)

где k1, k2, k3, k4, k5, k6 – неизвестные параметры, fs(t) – сигнал отказа дат-
чика, fa(t) – сигнал отказа приводов, υ1(t), υ2(t), υ3(t) – шумы измерений с
гауссовким распределением, математическое ожидание которого 0,005, дис-
персия 0,005.
Перепишем (23) в форме пространства состояний, соответствующей поста-

новке задачи (17):{
ẋ(t) = Ax(t) +B

[
[ θ1 θ2 θ3 θ4 ]x(t) + θ5(u(t) + fa(t)) + θ6 sin(y1)

]
,

y(t) = Cx(t) + Csfs(t) + υ(t),
(24)
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где

A =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−4 −3 2 0
0 0 0 1
1 0 −2 0

⎤
⎥⎥⎦, B =

⎡
⎢⎢⎣

0
1
0
0

⎤
⎥⎥⎦, C =

⎡
⎣ 1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎦, Cs =

⎡
⎣ 0

1
0

⎤
⎦,

u(t) = 1 + 2 sin(t), υ(t) = [υ1(t)υ2(t)υ3(t)]
T.

Уравнения (24) содержат неизвестные параметры, связанные с параметра-
ми системы θ1 = k1 + 4 = −1, θ2 = k2 + 3 = 3, θ3 = k3 − 2 = −3, θ4 = k4 = 1,
θ5 = k5 = 2, θ6 = k6 = −2. Отметим, что при построении системы диагности-
рования коэффициенты θi считаются неизвестными и определяются в про-
цессе оценки.
Зададим сигналы отказов следующим образом. Сигнал отказа второго дат-

чика fs(t) равен нулю до момента времени t = 5 секунд, после чего принимает
ненулевое значение 3 + cos(t). Отказ привода происходит в 15-ю секунду, и
его сигнал принимает значение fa(t) = 5.
Видно, что система (24) имеет относительные степени r1(y1) = 2,

r2(y2) = 4, r3(y3) = 3. Построим три наблюдателя с использованием опорных
переменных (5) для x̂i(t), i = 1, 2, 3. Матрицы Li выбираются таким образом,
чтобы матрицы F i =M i − LiCi были гурвицевыми или, при применении ал-
горитма с конечным времени сходимости, имели собственные числа, лежащие
на мнимой оси. Матрицы Ci ∈ R

(l−1)×n получены путем удаления i-й строки
из матрицы C.
Для сравнения наблюдателей с асимптотической и с конечной сходимо-

стью первый наблюдатель был синтезирован с гурвицевой матрицей F 1,
а матрицы F 2 и F 3 имеют мнимые собственные числа:

L1 = place((M1)T, (C1)T,
[ −4 −5 −6 −7

]
)T, F 1 =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 −76
2 0 0 −150
0 0 −7 0
1 0 0 −15

⎤
⎥⎥⎦ ,

L2 =

[
0 5 0 1
0 1 0 0

]T

, F 2 =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−5 0 0 −1
0 0 0 1
0 0 −2 0

⎤
⎥⎥⎦ ,

L3 =

[
0 5 0 1
0 1 0 1

]T

, F 3 =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−5 0 −1 0
0 0 0 1
0 0 −3 0

⎤
⎥⎥⎦ .

Параметры алгоритмов оценки зададим следующим образом λ0
s+λ0

=

= λ1
s+λ1

= . . . = λδ
s+λδ

= 5
s+5 , a0 = a1 = . . . = aδ = 0,5, ε1 = ε2 = . . . = εδ = 10−7,

пороговое значение σ = 5.
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Рис. 2. Ошибки оценивания вектора начальных условий.
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Рис. 3. Сигналы рассогласования при отказе второго датчика.

На рис. 2–5 показаны результаты моделирования. Переходные процессы
ошибок оценивания начальных условий представлены на рис. 2. Видно, что
данные сигналы сходятся к нулю. На рис. 3 представлены сигналы рассогла-
сования при отказе второго датчика. Данные сигналы сходятся к нулю после
оценки начальных условий. При наступлении отказа датчика Js,2

f (t) продол-
жает сохранять нулевое значение, а Js,1

f (t) и Js,3
f (t) отклоняются, что сви-

детельствует о корректной локализации отказа второго датчика. Сравнивая
результаты наблюдателей Js,1

f (t) и Js,3
f (t) необходимо отметить, что исполь-

зование наблюдателя с конечным временем сходимости позволяет быстрее
произвести обнаружение дефектов. На основе датчиков, не подверженных
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Рис. 5. Сигнал рассогласования при отказе привода.

влиянию отказов, формируется инвариантный по входу наблюдатель для ди-
агностирования привода.
На рис. 4 представлены графики оценивания неизвестных параметров.

Сигнал оценки отказа привода приведен на рис. 5. Данный сигнал сходит-
ся к нулю в результате идентификации параметров и принимает ненулевое
значение после 15 секунд, что свидетельствует о корректном обнаружении
дефекта.
Для обеспечения робастности по отношению к шумам, в правило выдачи

сигнала обнаружения отказа вводится пороговое значение σ. Использование
фильтров также позволяет снизить воздействие шумов измерений на метод
диагностирования, однако фильтрация неизбежно вносит запаздывание в ди-
агностические сигналы.
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8. Заключение

В статье представлен метод диагностирования датчиков и приводов для
многоканальных линейных систем с произвольной относительной степенью.
Данный подход основан на наблюдателях, инвариантных по отношению ко
входному сигналу. Для разработанного наблюдателя предложены модифи-
кации, обеспечивающие конечное время сходимости, задаваемое пользовате-
лем, и применимость к системам с параметрическими неопределенностями
и мультигармоническими возмущениями. Проведено компьютерное модели-
рование, подтверждающее эффективность и работоспособность предложен-
ного подхода. Полученный результат также может быть расширен на класс
нестационарных систем, параметры которых являются выходами линейных
генераторов.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛИЧЕСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ В ГРАФАХ,
ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩИХ КЛАСТЕРНЫМ ПРИСОЕДИНЕНИЕМ1

Модель кластерного присоединения (КП), предложенная Багроу и
Брокманном (2013 г.), может быть использована как инструмент эво-
люции ненаправленных случайных сетей. В статье вводится обобщенное
определение модели КП. Теоретические результаты получены для новой
модели КП, которую можно рассматривать как предел прежней, когда
параметр модели α стремится к нулю, а параметр ε = 0. Предметом иссле-
дования является количество треугольников связанных узлов в графе на
шаге эволюции n – важная характеристика кластеризации сети. Доказа-
но, что количество треугольников стремится к бесконечности с вероятно-
стью единица для предложенной модели эволюции при n→ ∞, а скорость
роста среднего количества треугольников EΔn на шаге эволюции n � 2
выше логарифмической. Компьютерное моделирование использовано для
моделирования последовательностей количества треугольников. Данное
моделирование основано на обобщенной модели урн Пойа–Эггенбергера,
что предложено впервые.

Ключевые слова: кластерное присоединение, коэффициент кластериза-
ции, вес узла, случайный граф, эволюция, модель урн.
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1. Введение

Случайные графы используются для моделирования реальных сетей (real-
world networks) [1]. Это графы, в которых структура соединения узлов слу-
чайна ввиду динамики (эволюции) сетей во времени. Случайные графы мо-
гут быть описаны вероятностным распределением или случайным процес-
сом, которые их генерируют [1–3]. Примером случайного графа служит граф
Эрдеша–Реньи, где ребро между любыми двумя различными вершинами гра-
фа появляется с некоторой фиксированной вероятностью p, независимо от
других пар вершин.

1 Исследование Маркович Н.М. выполнено за счет Российского научного фонда (грант
№ 24-21-00183). Авторы выражают благодарность М.С. Рыжову за проведенное компью-
терное моделирование, а также анонимным рецензентам за ценные замечания, позволившие
существенно улучшить статью.
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Статья посвящена кластерному присоединению (КП), предложенному
в [4], которое может быть использовано в качестве модели эволюции нена-
правленных локальных случайных сетей, когда узлы принадлежат какому-то
сообществу. Идея КП в том, что вновь присоединенный новый узел выбирает
существующие узлы не с большим числом связей, а по принципу их при-
надлежности к сильно связанным группам узлов (что характерно, в част-
ности, для социального поведения людей) и присоединяется к этим узлам
новыми ребрами. КП предназначен для моделирования локальных сетей и
не ведет к появлению узлов с большим числом связей, в отличие от предпо-
чтительного присоединения (ПП), которое реализует так называемый прин-
цип «богатый-становится-богаче» («rich-get-richer»). Новый узел, согласно
КП, присоединяется к m � 2 существующим узлам. Например, в социаль-
ных сетях индивиды могут иметь друзей не среди популярных людей, а в
своем окружении, формируя тесные сообщества. КП может соответствовать
модели управления развитием региона с отсутствием больших мегаполисов
или модели общества с примерно равным распределением благ, при котором
обогащение отдельных узлов невозможно. КП может быть использовано в
медицине при моделировании эволюции нейронных сетей мозга, в биологии
при описании коммуникаций в стаях животных [4].
В [4] предлагается модель присоединения нового узла к существующе-

му узлу i с вероятностью, пропорциональной его коэффициенту кластери-
зации ci,n на шаге эволюции n:

PCA(i, n) ∝ cαi,t + ε,(1)

где коэффициент кластеризации узла i ∈ Vn определяется как

ci,n =

{
0, Di,n = 0 или Di,n = 1,
2Δi,n/ (Di,n (Di,n − 1)) , Di,n � 2,

Di,n – степень узла i (число его связей с другими узлами), Δi,n – количе-
ство треугольников, к которым он принадлежит, 0 � ε � 1, α � 0 – парамет-
ры модели.2 КП нового узла к существующим узлам, как правило, снижает
коэффициент кластеризации узла [4]. Несмотря на то, что КП ведет к много-
численным новым феноменам таким, как формирование сообщества вокруг
новых узлов, всплески модулярности и распределения с легкими хвостами
для количества связей узлов, см. [4], КП не получил дальнейшего развития.
Многие утверждения в [4] не были строго доказаны, как, например, подтвер-
ждение легких хвостов распределения количества связей узлов, исследование
кластерной структуры модулярности, что имеет большее значение для ана-
лиза связности узлов в сети.
Цель статьи – теоретическое исследование более общей, чем в [4], модели

КП для случая, когда один из ее параметров α→ 0, а другой параметр ε = 0.

2 x ∝ y означает, что существует ненулевая константа C такая, что x = Cy.
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Эта модель сводится к последовательному выбору m � 2 существующих уз-
лов, входящих в треугольники, вновь присоединенным новым узлом на каж-
дом шаге эволюции. При этом количество узлов и ребер в графе неслучайны,
а случайность привносится выбором существующего узла с вероятностью,
пропорциональной его весу.
Треугольник соединенных узлов – наиболее изучаемый подграф, который

может быть рассмотрен как базовое сообщество. Возможно, впервые он был
предложен к изучению в [5]. Количество треугольников также задействова-
но в вычислении коэффициента кластеризации. Этот коэффициент являет-
ся важной характеристикой кластерной структуры случайных графов, так
как он выражает долю соседних узлов узла, соединенных ребрами. Предель-
ное поведение количества треугольников узлов привлекает внимание многих
ученых, см., например, [6–8]. Цель работы – исследовать асимптотическое
поведение общего количества треугольников в графе Δn при n→ ∞ и полу-
чить оценку снизу для математического ожидания EΔn для предлагаемой
модели КП, что является новым результатом.
Структура статьи следующая. Описание модели приводится в разделе 2.

В разделе 3 обсуждается последовательный выбор существующих узлов но-
вым узлом. Основные результаты содержатся в разделе 4. В разделе 5 приво-
дятся результаты компьютерного моделирования. Раздел 6 содержит выводы.
Доказательства приведены в Приложениях.

2. Описание предельной модели

Пусть Gn = (Vn, En), n = 1, 2, . . . – последовательность случайных графов,
где Vn – множество узлов, En – множество ребер, а множество номеров гра-
фов может быть интерпретировано как дискретное время, поскольку графы
генерируются в ходе эволюции. Эволюция начинается с исходного графа G1,
в котором число узлов и ребер фиксировано. Применим обозначения из [1].
Обозначим через #A мощность (число элементов) произвольного конечного
множества A. Для графа Gn имеем

#Vn = #V1 + n− 1, #En = #E1 +m(n− 1),∀n ∈ N,(2)

где натуральное число m � 2 – параметр модели КП.
Приведем более общее, чем в [4], определение модели КП.
Опр е д е л е н и е 1. Граф Gn+1 образуется из Gn по правилу из двух ча-

стей:
а) детерминированная часть: новый узел #V1+n ∈ Vn+1 \Vn добавляется

к Gn;
б) стохастическая часть: каждый узел i ∈ Vn снабжается весом

pi,n =
f (ci,n) + ε∑

j∈Vn
(f (cj,n) + ε)

,(3)
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где f : [0, 1] → [0,∞) – детерминированная и неубывающая функция присое-
динения, удовлетворяющая условию

(4) f(0) = 0,

ε � 0 – параметр модели КП. Существующие узлы i1, . . . , im ∈ Vn выбира-
ются последовательным выбором3 с вероятностями, пропорциональными
их весам, и каждый из них присоединяется только одним ребром к новому
добавленному узлу #V1 + n на каждом шаге эволюции.
По определению 1 параметр ε не обязательно ограничен сверху единицей в

силу нормализации в формуле (3) и этим отличается от модели КП в [4]. Что-
бы исключить случай отсутствия эволюции Gn = G1, n � 2 из рассмотрения,
предположим, что начальный граф G1 удовлетворяет условию:

(5) #V1 � m

при ε > 0, и

(6) #Ṽ1 � m

при ε = 0. Здесь Ṽn = {i ∈ Vn : ci,n > 0}, n � 1. Из (2) и (5) следует Vn � m,
а при ε = 0 из (6) следует #Ṽn � m для каждого n ∈ N. Отсюда для ε � 0
и ∀n ∈ N существует хотя бы один набор узлов i1, . . . , im ∈ Vn, который мо-
жет быть выбран с положительной вероятностью методом последовательного
выбора.
Заменив в (3) ci,n на Di,n и область определения функции f(x) на {0}∪N,

получим определение модели ПП, см. стр. 5 в [9]. Подставив

f(x) = xα, α > 0(7)

в (3), получим веса (1) для введенной в [4] модели КП.
Учитывая (4), веса (3) могут быть переписаны как

pi,n(ε) =
1

#Vnε+
∑

j∈Ṽn
f (cj,n)

{
ε, i ∈ Vn \ Ṽn
f (ci,n) + ε, i ∈ Ṽn.

(8)

Величина ε определяет, из какого множества узлов выбираются узлы
i1, . . . , im последовательным выбором: это множество Ṽn при ε = 0 и множе-
ство Vn при ε > 0. При ε > 0, используя неравенствa

(9) #Vn � #Ṽn, n � 1,

из (8) получим неравенства для весов

(10)
1

Cf,ε#Vn
� pi,n(ε) �

Cf,ε

#Vn
, n � 1, i ∈ Vn,

3 Описание последовательного выбора узлов при m = 2 дано в разделе 3.
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где Cf,ε = (f(1) + ε) /ε. Из (10) следует, что pi,n → 0 почти наверное при
n→ ∞. В случае ε = 0 поведение весов pi,n, i ∈ Ṽn менее очевидно. Заметим,
что pi,n, i ∈ Ṽn сильно зависят от положительной случайной величины #Ṽn,
а последовательность #Ṽ1,#Ṽ2, . . . формируется случайным образом:
#Ṽn+1 = #Ṽn + 1 верно лишь в случае, когда между последовательно вы-
бранными узлами i1, . . . , im ∈ Ṽn найдется хотя бы одна пара узлов, связанная
ребром из множества En.
Поэтому при ε = 0 рассмотрим модель КП с функцией присоединения

(11) f(x) =

{
0, x = 0,
1, x > 0.

Если функция присоединения имеет вид (7) или (11), то Cf,ε = (1 + ε)/ε. Под-
ставив (11) в (12), получим

pi,n(ε) =

⎧⎨
⎩
ε/
(
#Vnε+#Ṽn

)
, i ∈ Vn \ Ṽn, Vn \ Ṽn �= ∅,

(1 + ε)/
(
#Vnε+#Ṽn

)
, i ∈ Ṽn.

(12)

Ограничимся случаем ε = 0, при котором выбор узла из Vn \ Ṽn исключен
с вероятностью 1, a веса узлов, принадлежащих множеству Ṽn, равномерно
распределены:

(13) pi,n(0) =

{
0, i ∈ Vn \ Ṽn, Vn \ Ṽn �= ∅,
1/#Ṽn, i ∈ Ṽn.

Последовательность функций fn(x) = x1/n, n = 1, 2, . . . сходится к f(x)
в (11) поточечно. Поэтому модель КП с функцией присоединения (11) и ε = 0
может быть рассмотрена как предельная (при α ↓ 0) для семейства моделей
КП с функцией присоединения (7) и параметром ε = 0.

3. Последовательный равномерный выбор узлов

Пусть Gn – наблюдаемый граф. Цель данного раздела показать, что для
эволюции моделью КП достаточно знать множества Ẽn и Ẽn ∩ En. Из (13)
следует, что добавленный узел #V1 + n с положительной вероятностью мо-
жет быть присоединен только к существующим узлам {i ∈ Vn : Δi,n > 0}, т.е.
принадлежащим хотя бы одному треугольнику.
Пусть последовательность множеств E1, E2, . . . такова, что для любого

n� 1 пара (Vn, En) представляет собой полный граф. Обозначим через Wn

пару узлов {i1, i2} из Vn, выбранных методом последовательного выбора (т.е.
случайного выбора без возвращения). Последовательный выбор начинается
с выбора узла i1 из Vn с вероятностью (13). Вероятности оставшихся #Vn− 1
узлов затем нормируются как pi,n/(1 − pi1,n). Процесс повторяется, выбира-
ется узел i2. Для эволюции по модели КП не имеет значения, какой узел
будет выбран первым в паре. Поэтому далее будем предполагать, что Wn –
двумерный случайный вектор со значениями в En.
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Рис. 1. Реализация случайного графа (Vn, En), сгенерированного мо-
делью КП при n = 5000 (слева) и n = 10 000 (справа): узлы из Ṽn
показаны черным цветом, ребра из Ẽn ∩ En темно-серым цветом,
остальная часть графа светло-серая.

Предл ожени е 1. Случайный вектор Wn равномерно распределен на
множестве Ẽn.
Из предложения 1 следует, что правило присоединения б) из определе-

ния 1 с функцией присоединения (11) и параметрами ε = 0, m = 2 не отдает
предпочтения паре узлов с относительно большими коэффициентами класте-
ризации. Это означает отсутствие эффекта «богатый-становится-богаче» в
рассматриваемой модели КП.
Равенство P (Wn = {i, j}) = 0, i, j ∈ Vn \ Ṽn означает, что узлы из множе-

ства Vn \ Ṽn не принимают участия в формировании графа Gn+1, поскольку
вновь добавляемые узлы не присоединяются к таким узлам. Разбиение мно-
жества Vn на подмножества активных узлов Ṽn и неактивных узлов Vn \ Ṽn
позволяет использовать модель КП для моделирования различных сообществ
из двух классов.

Прим ер 1. На рис. 1 показаны упомянутые выше классы для одной реа-
лизации модели КП (Vn, En) при n ∈ {5000, 10 000}, где начальный граф G1 –
четырехугольник со всеми диагоналями, кроме одной:

V1 = {1, 2, 3, 4}, E1 = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 4}}.

4. Основной результат

Количество треугольников в графе Gn выражается через количество тре-
угольников узлов:

Δn =
1

3

∑
i∈Ṽn

Δi,n.

Рассмотрим модель КП с параметром ε = 0 и функцией присоединения (11).
В [4] отмечено, что эмпирическое исследование модели КП с параметром
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m > 2 требует громоздких вычислений из-за сложной комбинаторики. По-
этому ограничимся случаем m = 2.

Те ор ем а 1. Пусть Gn, n = 1, 2, . . . – последовательность графов, по-
рожденная моделью КП с параметрами ε = 0, m = 2 и функцией присоеди-
нения (11). Пусть начальный граф (V1, E1) конечен и удовлетворяет усло-
вию (6). Тогда

(14) Δn → ∞, n→ ∞

с вероятностью 1.

Пусть последовательность множеств Ẽ1, Ẽ2, . . . такая, что для любого n� 1(
Ṽn, Ẽn

)
– полный граф, т.е. Ẽn – множество всех возможных ребер между

узлами из Ṽn. Некоторые ребра из Ẽn могут не существовать в графе Gn.
Ниже в следствии 1 дается оценка снизу математического ожидания EΔn.
Сл ед с т в и е 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда

(15) EΔn −Δ1 >
#
(
Ẽ1 ∩E1

)
3#Ẽ1

ln(n− 1), n � 2.

5. Компьютерное моделирование

Рассмотрим моделирование последовательности Δn, n � 1. Чтобы иссле-
довать рост выборочного среднего Δn моделирование последовательности
графов Gn, n � 1 не требуется. Достаточно смоделировать последователь-
ность множеств Ẽn, n � 1.
Будем рассматривать неупорядоченные пары узлов из множества Ẽn, как

обобщенную модель урны Пойа–Эггенбергера. Для каждого n � 1 множе-
ство Ẽn разделим на два подмножества: Ẽn ∩ En и Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

)
. Каждая

неупорядоченная пара узлов из Ẽn ∩ En интерпретируется как белый шар, а
пара узлов, принадлежащих множеству Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

)
, – как черный шар.

Следовательно, урна (или множество Ẽn) содержит #
(
Ẽn ∩ En

)
белых и

#
(
Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

))
черных шаров.

На каждом шаге n � 1 из урны извлекается (с возвращением) равноверо-
ятно один шар (см. предложение 1). Исходя из цвета шара, урна пополняется
по следующему правилу. Если извлечен белый шар, то в урну добавляется два

белых и
(
(1/2)

(
1 +

√
1 + 8#Ẽn

)
− 2

)
чeрных шара. Мощности #Ṽn и #Ẽn

связаны соотношением #Ṽn

(
#Ṽn − 1

)
= 2#Ẽn (см. (П.1.1)), и поэтому в ур-

ну добавлен #Ṽn + 1 шар. Если извлечен черный шар, то содержимое урны
не меняется.
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Отметим, что количество добавленных черных и/или белых шаров фик-
сировано в классической модели урны Пoйа–Эггенбергера (см., например,
[10, с. 437]), а количество добавленных черных шаров в рассматриваемом
здесь случае зависит от #Ẽn. Другие обобщения модели урны Пoйа–
Эггенбергера можно найти в [12].
Имея в виду, что пары узлов из Ẽn распределены равномерно (см. пред-

ложение 1), приведем простой алгоритм для моделирования последователь-
ности Δn, n � 1.

Алг о ри тм 1.
1. Начальный шаг. По начальному графу G1 вычислить Δ1, #Ṽ1,

#
(
Ẽ1 ∩E1

)
и #

(
Ẽ1 \

(
Ẽ1 ∩ E1

))
.

2. Эволюционный шаг. Для любого n � 1 сгенерировать значение дис-
кретной случайной величины ξn, равномерно распределенной на множестве
{1, . . . ,#Ẽn}. Если ξn > #

(
Ẽn ∩ En

)
, то

#
(
Ẽn+1 ∩ En+1

)
= #

(
Ẽn ∩ En

)
,

#
(
Ẽn+1 \

(
Ẽn+1 ∩ En+1

))
= #

(
Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

))
.

Если ξn � #
(
Ẽn ∩ En

)
, то

#
(
Ẽn+1 ∩ En+1

)
= #

(
Ẽn ∩ En

)
+ 2,

#
(
Ẽn+1 \

(
Ẽn+1 ∩ En+1

))
= #Ẽn+1 −#

(
Ẽn+1 ∩ En+1

)
,

где

#Ẽn+1 := #
(
Ẽn ∩ En

)
+#

(
Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

))
+ (1/2)

(
1 +

√
1 + 8#Ẽn+1

)
.

В обоих случаях

Δn+1 = Δ1 −#Ṽ1 + (1/2)

(
1 +

√
1 + 8#Ẽn+1

)
.

Заметим, что при реализации алгоритма на каждом шаге необходимо хра-
нить четыре величины: Δ1, #Ṽ1, #

(
Ẽn ∩ En

)
и #

(
Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

))
.

Для каждого начального графа G1 сгенерировано 100 независимых по-
следовательностей Δ

(j)
1 , . . . ,Δ

(j)
N длины N = 106, где индекс (j) обозначает

номер последовательности. Следующие полные графы выбраны в качестве
начальных: 1) треугольник G1,1; 2) полный граф G1,2 с числом вершин 17;
3) полный граф G1,3 с числом вершин 51. С использованием формулы

Δ̄n(G1,�) =
1

100

100∑
j=1

Δ(j)
n
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Рис. 2. Графики {(n, Δ̄n(G1,�)−Δ1(G1,�)), 0 � n � 106}, где кривые с
�∈{1, 2, 3} представлены соответственно черным, пунктирным чeрным
и светло-серым цветом.

составлена последовательность выборочных средних Δ̄n(G1,�), 1 � n � N
для каждого начального графа G1,�. Графики {(n, Δ̄n(G1,�)−Δ1(G1,�)),
1 � n � N}, где � ∈ {1, 2, 3} и N = 106, представлены на рис. 2. Время вы-
полнения расчетов составило 152,88 секунды.
Метод наименьших квадратов применяется для аппроксимации дискрет-

ных данных {(
n, Δ̄n(G1,�)−Δ1(G1,�)

)
, 2× 105 � n � N

}
,{(

n, Δ̄n(G1,�)−Δ1(G1,�)
)
, 5× 105 � n � N

}
функцией ϕ(n) = c1 + c2n

c3. Оценки c1, c2 и c3 представлены в таблице.

Оценки параметров c1, c2 и c3
2× 105 � n � 106

Начальный граф ĉ1 ĉ2 ĉ3
G0,1 1 2,827 0,499
G0,2 680 3,179 0,492
G0,3 20 825 6,564 0,447

5× 105 � n � 106

Начальный граф ĉ1 ĉ2 ĉ3
G0,1 1 2,831 0,499
G0,2 680 3,234 0,491
G0,3 20 825 6,133 0,452
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Из моделирования получены следующие выводы.
1. Результаты моделирования, представленные на рис. 2, достаточно близ-
ки к теоретическим. Действительно, EΔn и эмпирическое среднее Δ̄n

возрастают с увеличением n, см. следствие 1 и рис. 2.
2. Δ̄n растет, как C

√
n, где 2× 105 � n � 106, см. таблицу. Этот результат

моделирования не противоречит следствию 1. Отметим, что из этого
результата не следует, что Δ̄n имеет ту же (или близкую) скорость роста
при n > 106.

3. При моделировании количества треугольников Δn при n > 106 возник-
ли сложности, связанные с ограниченностью оперативной памяти ком-
пьютера.

4. Графики
(
n, Δ̄n(G1,1)−Δ1(G1,1)

)
и
(
n, Δ̄n(G1,2)−Δ1(G1,2)

)
близки, в

то время как график
(
n, Δ̄n(G1,3)−Δ1(G1,3)

)
имеет смещение по верти-

кальной оси относительно двух других графиков при 0 � n � 106, что
вероятно связано с размером графа G1,3. Можно предположить, что
влияние относительно большого начального графа должно быть устра-
нено при большом n.

6. Заключение

Аналогично [9], где предложено общее определение моделей эволюции ПП,
в настоящей работе введено новое обобщенное определение модели КП. Класс
функций присоединения, представленный в определении 1, достаточно ши-
рок, чтобы с помощью модели КП можно было моделировать эволюцию во
многих случайных системах и сетях, где вновь присоединяемые узлы более
вероятно присоединяются к тесно связанным группам узлов, а не к узлам с
большим количеством связей.
Исследованы теоретические свойства предельной модели КП, в которой

новые узлы присоединяются методом последовательного выбора (случайного
выбора без возвращения) к существующим двум узлам с вероятностями, об-
ратно пропорциональными числу узлов, входящих в треугольники. Данная
модель может быть представлена, как предел модели КП, предложенной в [4],
при α→ 0, ε = 0 и функции присоединения (11). В силу специфики весов (3)
случаи ε > 0 и ε = 0 должны быть исследованы отдельно.
Основные результаты статьи относятся к случаю ε = 0. В теореме 1 до-

казано, что количество треугольников Δn стремится к бесконечности почти
наверное при стремлении шага эволюции n к бесконечности. При этом на-
чальный граф должен содержать не менее m узлов, входящих в треуголь-
ники, чтобы начать эволюцию. Следствие 1 показывает, что скорость роста
среднего количества треугольников EΔn выше логарифмической для шага
эволюции n � 2. Результаты моделирования не противоречат теоретическим
результатам. Уточнение верхней и нижней границ для EΔn – цель дальней-
шего исследования.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л ожения 1. Пусть {i, j} ∈ Ẽn. Для каждого
узла i ∈ Ṽn рассмотрим случайное событие An,i ≡ {выбран узел i}. По закону
полной вероятности

P (Wn = {i, j}) = P (An,j|An,i)P (An,i) + P (An,i|An,j)P (An,j) =

=
2

#Ṽn

(
#Ṽn − 1

) =
1

#Ẽn

.(П.1.1)

Используя (П.1.1), получаем

P
(
Wn ∈ Ẽn

)
=

∑
{i1,i2}∈Ẽn

P (Wn = {i1, i2}) = 1.

Отсюда следует P
(
Wn ∈ En \ Ẽn

)
= 0 и, соответственно, P (Wn = {i, j}) = 0

для любой пары узлов {i, j} ∈ En \ Ẽn.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Представим множество ребер En, n � 1 как множество неупорядоченных
пар узлов. Для любого n � 1 разделим множество Ẽn на подмножества:
Ẽn ∩ En и Ẽn \

(
Ẽn ∩ En

)
. Ẽn ∩ En состоит из неупорядоченных пар узлов,

соединенных ребрами в графе Gn. Пусть Bn = {Wn ∈ Ẽn ∩ En}, n � 1 – слу-
чайное событие, такое что неупорядоченная пара узлов Wn, выбранных по-
следовательным выбором, связана ребром из En.
Обозначим через Bc событие, противоположное к B. Пусть n, k ∈ N

и � ∈ N ∪ {0} такие, что n � 2, 1 � k < n, 0 � � � n− k. Событие
(Bk ∩ · · · ∩Bn−1)� обозначает объединение (n − k)!/(�!(n − k − �)!) непе-
ресекающихся случайных событий таких, что � событий Bj заменены на их
противоположные в пересечении Bk ∩ · · · ∩Bn−1. Если происходит случайное
событие (Bk ∩ · · · ∩Bn−1)�, то � пар узлов среди Wk, . . . ,Wn−1 не соединены,
а оставшиеся n− k − � пар соединены. Например, при k = 1, n = 4 имеем

� = 0 : (B1 ∩B2 ∩B3)0 = B1 ∩B2 ∩B3,

� = 1 : (B1 ∩B2 ∩B3)1 = (B1 ∩B2 ∩Bc
3) ∪ (B1 ∩Bc

2 ∩B3) ∪ (Bc
1 ∩B2 ∩B3),

� = 2 : (B1 ∩B2 ∩B3)2 = (B1 ∩Bc
2 ∩Bc

3) ∪ (Bc
1 ∩B2 ∩Bc

3) ∪ (Bc
1 ∩Bc

2 ∩B3),

� = 3 : (B1 ∩B2 ∩B3)3 = Bc
1 ∩Bc

2 ∩Bc
3.

Согласно предложению 1

(П.2.1) P (Bn) =
∑

{i1,i2}∈Ẽn∩En

1

#Ẽn

=
#
(
Ẽn ∩En

)
#Ẽn

.
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Пусть n� k−1 и k� 1. Если произошло случайное событие (Bk∩ · · · ∩Bn−1)�,
то

#
(
Ẽn ∩ En

)
= #

(
Ẽk ∩ Ek

)
+ 2(n− �− k),

#Ẽn = #Ẽk + (n− �− k)#Ṽk + (1/2)(n − �− k)(n − �− k − 1).

Тогда из (П.2.1) получим

P (Bn| (Bk ∩ · · · ∩Bn−1)�) = pn−� (Gk) ,

где

(П.2.2) pn (Gk) =
#
(
Ẽk ∩Ek

)
+ 2(n− k)

#Ẽk + (n − k)#Ṽk + (1/2)(n − k)(n− k − 1)
.

Докажем неравенства, которые будут использованы при доказательстве тео-
ремы 1.
Лемма 1. Пусть предположения теоремы 1 выполнены. Для любых на-

туральных чисел k � n

pn (Gk) > 0,(П.2.3)
pn (Gk) > pn+1 (Gk) .(П.2.4)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Из предположения (6) следует, что
Ẽk �= ∅ и Ẽk ∩ Ek �= ∅ для любого натурального k. В связи с этим (П.2.3)
следует из (П.2.2).
Далее, с использованием (П.2.2) неравенство (П.2.4) сводится к следую-

щему:

#Ṽk

{
#
(
Ẽk ∩ Ek

)
−#Ṽk+1

}
+(n−k)#

(
Ẽk ∩Ek

)
+(n−k)(n−k+1)> 0.

Достаточно показать, что для любого начального графа, удовлетворяюще-
го (6), выполняется неравенство

(П.2.5) #
(
Ẽk ∩ Ek

)
> #Ṽk − 1.

Используем метод математической индукции для доказательства (П.2.5).
Рассмотрим граф

(
Ṽ1, Ẽ1 ∩ E1

)
. Минимальное число ребер в Ẽ1 ∩ E1 зависит

от #Ṽ1. Если #Ṽ1 = 3, то граф с минимальным числом ребер – это треуголь-
ник, для которого #

(
Ẽ1 ∩ E1

)
= 3. Поэтому (П.2.5) выполнено для k = 1

в случае #Ṽ1 = 3. Если #Ṽ1 > 3, то граф с минимальным числом ребер со-
стоит из #Ṽ1 − 2 треугольников с одной общей стороной (см. пример 1 для
#Ṽ1 = 4). Для таких графов выполнено #

(
Ẽ1 ∩ E1

)
= #Ṽ1 + 1. Это означа-

ет, что (П.2.5) с k = 1 и #Ṽ1 > 3 снова выполнено.
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Выдвинем гипотезу индукции, что (П.2.5) выполнено. Покажем, что
(П.2.5) выполнено, когда k заменено на k+1. Если случайное событие Bk про-
изошло, то имеем #

(
Ẽk+1 ∩Ek+1

)
= #

(
Ẽk ∩ Ek

)
+ 2 и #Ṽk+1 = #Ṽk + 1.

Используя (П.2.5), получим

#
(
Ẽk+1 ∩ Ek+1

)
−#Ṽk+1 + 1 =

{
#
(
Ẽk ∩ Ek

)
−#Ṽk + 1

}
+ 1 > 0.

Случай, когда событие Bk не происходит, может быть рассмотрен аналогично.
Лемма 2. При условиях теоремы 1

(П.2.6) P (Bn) > P (Bn|B1 ∩ · · · ∩Bn−1) , n = 2, 3, . . .

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. По закону полной вероятности

P (Bn) =

n−1∑
�=0

P (Bn| (B1 ∩ · · · ∩Bn−1)�)P ((B1 ∩ · · · ∩Bn−1)�) .

Из леммы 1 следует, что для любого 1 � � � n− 1

P (Bn|B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn−1) < P (Bn| (B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn−1)�) .

Используя последнее неравенство, получаем

P (Bn) > P (Bn|B1 ∩ · · · ∩Bn−1)

n−1∑
�=0

P ((B1 ∩ · · · ∩Bn−1)�) .

Отсюда следует утверждение (П.2.6), так как последняя сумма равна 1.
Доказательство теоремы 1 – это проверка условий нижеприведенной лем-

мы Борелля–Кантелли.

Лемма 3 [10, с. 79]. Пусть на одном вероятностном пространстве
определены случайные события C1, C2, . . . , удовлетворяющие условию корре-
лированности: при любых натуральных u и v таких, что u �= v, случайные
события Cu и Cv являются отрицательно коррелированными или некорре-
лированными. Если

∑∞
n=1 P (Cn) = ∞, то P{Cn б.ч.} = 1.4

Лемма 4. Пусть условия теоремы 1 выполнены. Тогда случайные собы-
тия B1, B2, . . . удовлетворяют условию коррелированности, т.е.,

(П.2.7) P (Bu ∩Bv) � P (Bu)P (Bv) .

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Если min{u, v} = 1, то предположе-
ние (6) влечет 0 < #

(
Ẽ1 ∩E1

)
� #

(
Ẽ1

)
, см. доказательство леммы 1. То-

гда из (П.2.1) следует, что P (B1) > 0. Если min{u, v} > 1, то комбинируя
4 Через {Cn б.ч.} обозначается событие, состоящее в том, что произойдет бесконечно

много событий из C1, C2, . . . [11].
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(П.2.3) и (П.2.6), получаем P
(
Bmin{u,v}

)
> pmin{u,v}(G1) > 0. Доказано, что

P
(
Bmin{u,v}

)
> 0 для любых натуральных u и v. Применив определение

условной вероятности, перепишем условие коррелированости (П.2.7) следую-
щим образом:

(П.2.8) P
(
Bmax{u,v}

)− P
(
Bmax{u,v}|Bmin{u,v}

)
� 0.

Достаточно доказать, что неравенство (П.2.8) выполняется при max{u, v} =
= n+ k и min{u, v} = n, где n и k – любые натуральные числа.
Если k = 1, то применив формулу полной вероятности вместе с (П.2.4),

получим

P (Bn+1)− P (Bn+1|Bn) = (1− p1(Gn)) (p1(Gn)− p2(Gn)) � 0.

Здесь равенство верно при #
(
Ẽn ∩ En

)
= #

(
Ẽn

)
.

Пусть теперь k � 2. Утверждаем, что

P (Bn+k) = J +

k−1∑
�=0

pn+k−�−1(Gn)P (B
c
n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�),(П.2.9)

P (Bn+k|Bn) = J +

k−1∑
�=0

pn+k−�(Gn)P (B
c
n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�),(П.2.10)

где

J =

k−1∑
�=0

pn+k−�(Gn)P (Bn ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�) .

Из (П.2.9), (П.2.10) немедленно следует, что разность P (Bn+k)−P (Bn+k|Bn)
равна

k−1∑
�=0

{pn+k−�−1(Gn)− pn+k−�(Gn)}P (Bc
n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�) =

=

k−1∑
�=0

{pn+k−�−1(Gn)− pn+k−�(Gn)}{1− pn−�(Gn)}P ((Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�) .

Из (П.2.3), (П.2.4) следует, что последняя сумма положительная.
Докажем (П.2.9). Применяя формулу полной вероятности, получим

P (Bn+k) = P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)0)P ((Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)0)+

+

k−1∑
�=1

P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)�)P ((Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)�)+

+P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)k)P ((Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)k) .
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Используя тождество

(Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)� = {Bn ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�}∪
∪ {

Bc
n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�−1

}
,

получим

P (Bn+k) =

{
P (Bn+k|Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)P (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)+

+
k−1∑
�=1

P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)�)P (Bn ∩ (Bn+1 · · · ∩Bn+k−1)�)

}
+

+

k−1∑
�=1

P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)�)P
(
Bc

n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�−1

)
+

+ P
(
Bn+k|Bc

n ∩ · · · ∩Bc
n+k−1

)
P
(
Bc

n ∩ · · · ∩Bc
n+k−1

)
.

Применив (П.2.2), получим, что сумма в фигурных скобках равна J . Заменив
переменную суммирования на s = �− 1, получим

k−1∑
�=1

P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)�)P
(
Bc

n ∩ (Bn+1 · · · ∩Bn+k−1)�−1

)
=

=
k−2∑
s=0

P
(
Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)s+1

)
P (Bc

n ∩ (Bn+1 · · · ∩Bn+k−1)s) =

=
k−1∑
s=0

P
(
Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)s+1

)
P (Bc

n ∩ (Bn+1 · · · ∩Bn+k−1)s)−

−P (Bn+k| (Bn ∩ · · · ∩Bn+k−1)k)P
(
Bc

n ∩ (Bn+1 · · · ∩Bn+k−1)k−1

)
.

Применяя (П.2.2) еще раз, получим доказательство (П.2.9).
Тождество (П.2.10) может быть проверено похожим образом. Для этого

достаточно применить формулу полной вероятности и тождество

(Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)� = {Bn ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�}∪
∪ {Bc

n ∩ (Bn+1 ∩ · · · ∩Bn+k−1)�} .
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Разность количества треугольников

в графах Gn и G1, так же как и разность числа узлов, входящих в тре-
угольники, могут быть выражены через индикаторы случайных событий Bj

следующим образом:

Δn −Δ1 =

n−1∑
j=1

I {Bj} ,(П.2.11)

#Ṽn −#Ṽ1 =

n−1∑
j=1

I {Bj} , n � 2,(П.2.12)
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где I {·} обозначает индикатор события. Из (П.2.11), (П.2.12) следует, что
количествo треугольников Δn линейно связано с мощностью множества Ṽn:

(П.2.13) Δn = #Ṽn +
(
Δ1 −#Ṽ1

)
, n � 2.

В виду (П.2.11) утверждение (14) следует из

n−1∑
j=1

I {Bj} → ∞, n→ ∞

с вероятностью единица, что эквивалентно,

P (Bn б.ч.) = 1.

Докажем, что последовательность B1, B2, . . . удовлетворяет условиям леммы
Борелля–Кантелли (см. лемму 3). Одно из них проверено в лемме 4. Доста-
точно доказать, что

(П.2.14)
∞∑
n=1

P (Bn) = ∞.

В силу лемм 1, 2,
∞∑
n=1

P (Bn) >
∞∑
n=3

pn(G1).

Заметим, что из (П.2.2) следует

(П.2.15) pn(G1) >
#
(
Ẽ1 ∩ E1

)
+ 2(n − 1)

n#Ẽ1 + (1/2)(n − 1)(n − 2)
.

Используя неравенство #
(
Ẽ1 ∩ E1

)
� #Ẽ1, можно доказать, что правая

часть (П.2.15) превышает #
(
Ẽ1 ∩ E1

)
/
((

3#Ẽ1

)
(n− 2)

)
при n � 3. Сле-

довательно,
∞∑
n=1

P (Bn) >
#
(
Ẽ1 ∩ E1

)
3#Ẽ1

lim
N→∞

HN ,

где HN =
∑N

n=1 1/n. Соотношение (П.2.14) вытекает путем применения нера-
венства HN > ln(N) и соотношения limN→∞ ln(N) = ∞.
Для доказательства следствия 1 заметим, что из (П.2.11) следует неравен-

ство

E (Δn)−Δ1 =

n−1∑
j=1

P (Bj) >

n+1∑
j=3

pj(G1), n � 2.

Из доказательства (П.2.14) следует, что последняя сумма больше, чем(
#
(
Ẽ1 ∩ E1

)
/
(
3#Ẽ1

))
ln(n − 1). Этим завершается доказательство нера-

венства (15).
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ПОДХОДЫ К ОПТИМИЗАЦИИ МЕТОДОВ НАВЕДЕНИЯ
НА ВЫСОКОСКОРОСТНЫЕ ИНТЕНСИВНО МАНЕВРИРУЮЩИЕ
ЦЕЛИ. ЧАСТЬ 1. ОБОСНОВАНИЕ ТРЕБОВАНИЙ К СПОСОБАМ

ОПТИМИЗАЦИИ МЕТОДОВ НАВЕДЕНИЯ

В воздушно-космическом противоборстве все большее применение
находят высокоскоростные летательные аппараты, способные выпол-
нять сложные пространственные маневры, обладающие рядом технико-
экономических и тактических преимуществ. В связи с этим весьма ак-
туальной задачей является оптимизация систем перехвата этих целей.
На основе анализа траекторных особенностей полета высокоскоростных
летательных аппаратов рассмотрены особенности функционирования си-
стем их перехвата. Сформулированы требования к способам оптимизации
методов наведения.

Ключевые слова: высокоскоростной летательный аппарат, сложный ма-
невр, система перехвата, метод наведения, способ оптимизации, стати-
стическая теория оптимального управления, обратные задачи динамики,
градиентный способ, интеллектуальное управление.

DOI: 10.31857/S0005231024110041, EDN: YMDCII

1. Введение

Анализ особенностей военно-технического противоборства в воздушно-
космической сфере [1] позволяет констатировать усиление роли и значимости
высокоскоростных летательных аппаратов (ВСЛА) [2], способных совершать
сложные пространственные маневры. Использование таких ЛА в качестве
средств поражения позволяет получить в противоборстве целый ряд технико-
экономических и тактических преимуществ [3].
Технико-экономические преимущества обусловлены очень высокой затрат-

ностью людских, материальных, финансовых и временных ресурсов, направ-
ленных на разработку и эксплуатацию систем противодействия, по сравнению
с затратами на изготовление и применение ВСЛА как средств поражения.
Тактические преимущества ВСЛА обусловлены [3]:
• значительным сокращением подлетного времени к цели, а соответствен-
но и уменьшением времени на подготовку противодействия, предопре-
деляющим необходимость увеличения дальности действия систем пере-
хвата;
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• качественным сокращением арсенала возможных средств перехвата;
• практической невозможностью обеспечения всеракурсного перехвата;
• качественным ухудшением условий их обнаружения и сопровождения;
• неспособностью традиционных методов самонаведения обеспечивать
эффективный перехват;

• способностью одновременно реализовать высокие показатели эффек-
тивности поражения целей, собственной живучести и динамичности.

В связи с этим все более востребованной является разработка более совер-
шенных систем перехвата ВСЛА, способных нивелировать эти преимущества.
Следует подчеркнуть, что в основе функционирования таких систем прежде
всего должны лежать более совершенные методы наведения и процедуры их
информационного обеспечения, что предопределяет необходимость проведе-
ния анализа возможностей различных способов оптимизации по разработке
более совершенных методов наведения, обеспечивающих перехват ВСЛА.
Целью статьи является анализ особенностей гипотетических систем пере-

хвата ВСЛА, обоснование на его основе требований к способам оптимизации
методов наведения и качественный анализ их возможностей.

2. Особенности систем перехвата ВСЛА

Системы перехвата ВСЛА должны обеспечивать:
– устойчивое управление перехватчиком на больших расстояниях при со-
вершении целью сложных маневров в условиях допустимых ограниче-
ний на величину сигналов управления;

– управление, предотвращающее при совершении маневров выход за пре-
делы границ потери устойчивости;

– устойчивое наведение при воздействии на перехватчик различного рода
возмущений;

– наведение на цель в составе группы;
– реализуемость управления.
Высокая скорость полета ВСЛА предопределяет, в первую очередь, необ-

ходимость учета ее влияния на эффективность систем перехвата. Прежде все-
го это связано с увеличением различного рода запаздываний в реагировании
перехватчика на маневр цели, обусловленных его инерционностью. Кроме то-
го, это предопределяет необходимость увеличения дальности действия систем
перехвата, компенсирующего уменьшение времени на подготовку противо-
действия. В свою очередь, увеличение дальности действия систем перехвата
приводит к качественному уменьшению угловой скорости линии визирова-
ния цели, основного информационного параметра большинства существую-
щих методов самонаведения [4–7]. Эта особенность предопределяет необходи-
мость использования нестационарных методов наведения [8], при реализации
которых вначале устраняются угловые ошибки по направлению полета, а за-
тем линейные промахи, основанные на минимизации угловой скорости линии
визирования (УСЛВ).
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Сложный характер пространственных перемещений высокоскоростных це-
лей со сменой знака производных параметров относительного и абсолютного
движения [9] обусловливает ряд особенностей функционирования систем их
перехвата:

• неэффективность использования методов наведения в наивыгоднейшую
упрежденную точку встречи [4] из-за периодического ее смещения в
пространстве при маневре цели;

• принятие специальных мер по уводу носителя от границ потери устой-
чивости при выполнении им маневра по перехвату цели [10];

• использование в законе наведения высоких производных угловых коор-
динат, компенсирующих инерционность перехватчика [11];

• случайный характер времени наведения [4].
Следует подчеркнуть, что наиболее эффективным является использование

ВСЛА в составе группы. В связи с этим весьма востребованной становит-
ся задача индивидуального наведения перехватчика на цель в составе груп-
пы [10–14]. В свою очередь это предопределяет необходимость использования
траекторного управления наблюдением [10, 15–17], в рамках которого траек-
тория наведения перехватчика на первом этапе должна обеспечить разреше-
ние участников группы с выделением интересующей цели, а затем наведение
на нее с минимизацией промаха.
Реализуемость при заданных ограничениях обеспечивается как минимум

тремя условиями:
• соответствующими динамическими свойствами носителя, характери-
зующими его маневренность;

• возможностью устойчивого формирования оценок всех координат отно-
сительного и абсолютного движения цели, используемых в методе на-
ведения;

• выполнением ограничений на рабочий диапазон координат состояния,
управляющие перегрузки носителя и ошибки автоматического сопро-
вождения по угловым и линейным координатам.

Высокая степень неопределенности условий применения, широкий спектр
возможных маневров и их непредсказуемость предопределяют несовершен-
ство моделей состояния, используемых при синтезе методов наведения и их
информационного обеспечения. Эта особенность обусловливает в ряде слу-
чаев использование в качестве требуемых координат в законе управления
непосредственно результатов измерений с точностью до ошибок измерений,
отражающих действительное состояние системы “ВСЛА–перехватчик”.
Использование в качестве основного источника информации бортовой ра-

диолокационной системы (РЛС) предопределяет необходимость учета двух
ее особенностей:

• использование открытого радиоканала, по которому могут поступать
различного рода радиопомехи;

• зависимость точности и достоверности формируемых измерений от гео-
метрии взаимного расположения носителя РЛС и сопровождаемой цели.
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Это требует формирования сигналов управления носителем, которые обес-
печивают не только решение конечной задачи, но и наилучшие условия для
наблюдений цели [10, 11]. Возможность решения перечисленных выше за-
дач во многом зависит от используемого при проектировании метода опти-
мизации.

3. Особенности систем перехвата ВСЛА

Адаптация динамических свойств носителя к требованиям используемого
метода наведения является очень сложной и дорогостоящей задачей. В связи
с этим целесообразно оптимизировать метод наведения под готовый носи-
тель, компенсируя его недостаточную динамичность дополнительными кор-
ректирующими сигналами на основе высоких производных угловых коорди-
нат. Необходимо отметить, что формирование оптимальных оценок высоких
производных угловых координат при измерении только бортовых пеленгов
тоже является достаточно сложной задачей [9].
Противодействие высокоскоростным средствам поражения предопределя-

ет необходимость решения целого ряда теоретических и прикладных задач
управленческого и информационного планов, которые должны быть реше-
ны в процессе разработки конкретных систем перехвата. При этом основу
решения теоретических задач составляет разработка (выбор и обоснование)
математического аппарата оптимизации. Суть решения прикладных задач
сводится к получению конкретных методов наведения и автоматического со-
провождения цели на основе выбранного аппарата оптимизации.
В связи с этим представляет интерес оценка (хотя бы на качественном

уровне) потенциальных возможностей различных способов оптимизации при
решении задач синтеза методов наведения перехватчиков ВСЛА.
В рамках любого способа оптимизации [10–14, 18–22] необходимо опреде-

лить:
• критерии (правила), определяющие соответствие оптимизируемой си-
стемы своему назначению;

• показатели совершенства, по которым можно качественно определить
предпочтительность того или иного варианта разрабатываемой системы
перехвата;

• набор ограничений на координаты состояний и величину сигналов
управления;

• класс исходных моделей состояния, в рамках которого обеспечивается
реализация поставленных задач;

• вид управляющего сигнала, обеспечивающего инвариантность к усло-
виям применения;

• сложность (скорость) формирования сигнала управления (в рамках вы-
бранных критериев), показателей и исходных моделей;

• набор оптимальных оценок координат состояния, необходимый для реа-
лизации метода наведения.
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С точки зрения размера рабочей области применения, в рамках которой
реализуется приемлемая адекватность условиям применения и универсаль-
ность формируемых управлений, наиболее целесообразным является исполь-
зование линеаризованных нестационарных моделей [10], объединяющих до-
стоинства линейных и нелинейных представлений.
При этом используемые модели состояния должны обеспечивать учет раз-

личных видов возмущений без расширения вектора состояния.
Несомненное достоинство нестационарных моделей состояния – возмож-

ность формирования нестационарных методов наведения, позволяющих из-
менять управляющие приоритеты в процессе функционирования [5, 8]. При
этом для устранения зависимости эффективности управления от высоты, ха-
рактерной для аэродинамических рулей, в качестве сигналов управления це-
лесообразно выбирать поперечные ускорения.
Следует подчеркнуть, что даже в рамках одного способа оптимизации в

зависимости от вида исходной модели и выбранного функционала качества
можно получить различные варианты законов управления. Особенности ма-
тематических моделей в пространстве состояния, их классификация и взаи-
мосвязь с методами оптимизации подробно рассмотрены в [10].
В качестве показателей совершенства сформированных методов наведения

систем перехвата ВСЛА, как правило, используются результаты выполнения
целевого назначения: текущие и конечный промахи, ошибки наведения по
угловым координатам, перегрузки, время наведения и т.д.
В общем случае набор ограничений определяется диапазоном обслуживае-

мых координат (дальность, скорость, ракурсы перехвата, допустимые про-
махи и т.д.) и величиной допустимых перегрузок, в рамках которых система
реализует свое назначение.
Обобщая изложенное выше, можно прийти к заключению, что в приложе-

нии к задаче перехвата ВСЛА математический аппарат оптимизации должен
обеспечивать:

• возможность формирования нестационарных методов самонаведения,
способных перераспределять управленческие приоритеты в процессе пе-
рехвата;

• реализуемость, основанную на возможности использования носителей
с реализуемой на практике маневренностью и способности устойчивого
формирования всех оценок координат состояния, используемых в мето-
де наведения, в рамках ограничений, накладываемых на диапазон об-
служиваемых координат и величину управляющих сигналов;

• эффективный увод носителя и систем информационного обеспечения от
границ потери устойчивости, что предопределяет необходимость фор-
мирования законов наведения с нелинейной (кубической) зависимостью
от ошибок управления [14, 22];

• учет измеряемых возмущений без расширения вектора состояния;
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• возможность формирования метода наведения при неизвестном време-
ни перехвата;

• универсальность, характеризующую способность системы перехвата
функционировать в широком поле условий применения, в том числе и
в условиях их несоответствия моделям, положенным в основу синтеза;

• относительную простоту формирования закона управления в рамках
реализуемых требований к вычислительной производительности борто-
вых вычислителей;

• возможность информационного обеспечения синтезированных методов
наведения.

4. Заключение

Далее в серии статей будут рассмотрены возможности различных подходов
к оптимизации методов наведения на ВСЛА на основе:

• математического аппарата статистической теории оптимального управ-
ления (СТОУ) при минимизации квадратичных и квадратично-биквад-
ратных функционалов качества;

• концепции обратных задач динамики;
• градиентного поиска;
• интеллектуального управления.
При этом в рамках СТОУ будут рассмотрены подходы к синтезу метода

наведения на ВСЛА:
• на основе классического варианта [10, 15, 19–21] синтеза управления,
оптимального в постановке Летова–Калмана;

• на основе варианта локальной оптимизации с использованием транс-
формации входных сигналов, воздействующих на заданный тип носи-
теля;

• на основе формирования закона наведения по результатам прогноза по-
ложения цели на интервал времени, определяемый инерционностью пе-
рехватчика;

• на основе учета несоответствия динамических свойств цели и перехват-
чика непосредственно в законе наведения;

• на основе минимизации локальных квадратично-биквадратных функ-
ционалов качества [14, 22].
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Изучается обобщенная математическая модель управляемого ленточ-
ного конвейера с переменным углом между горизонтальной плоскостью и
плоскостью ленты. Модель задается с помощью нелинейной системы че-
тырех дифференциальных уравнений с переключениями. Учитываются
линейное перемещение ленты конвейера, изменение импульса системы,
осевое и линейное трение, демпфирование горизонтального положения
конвейера, а также факторы плавной погрузки и мгновенной разгрузки
грузов. Рассмотрены условия стабилизации описанной модели с учетом
имитационных компонентов, связанных с характером режимов погруз-
ки и разгрузки конвейерной ленты. Для управления угловым положе-
нием конвейера выполнен синтез ПИД-регулятора, нейро-ПИД регулято-
ра и нейросетевых регуляторов рекуррентного и нерекуррентного типов.
Управление линейной скоростью реализовано на основе введения сколь-
зящего режима. Представлена интерпретация вычислительных экспери-
ментов, проведен сравнительный анализ эффективности управления для
различных видов регуляторов.
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1. Введение

Проектирование, автоматизация и мониторинг систем конвейерного транс-
порта являются актуальными направлениями исследований [1–11]. В круг
важных задач входят, например, задачи стабилизации тягового фактора кон-
вейера, мониторинг динамической нагрузки конвейерных лент, оптимиза-
ция параметров управления конвейером, проектирование интеллектуальных
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конвейерных систем, создание многофункциональных систем непрерывного
транспорта. Решение указанных задач связано с необходимостью использова-
ния методов теории управления, теории оптимизации, а также инструментов
искусственного интеллекта.
В математическом моделировании управляемых технических систем, в том

числе систем конвейерного транспорта, используются такие инструменты ис-
кусственного интеллекта, как нечеткое управление, искусственные нейронные
сети и машинное обучение [4, 12–20]. Например, в [16] рассматриваются во-
просы построения нечеткой трекинговой системы для отслеживания состоя-
ния конвейера. В [17] изучены аспекты оптимизации управления конвейера
с применением искусственных нейронных сетей. В [18] рассмотрены вопросы
применения моделей машинного обучения для высокоточной классификации
типов нагрузок на резиновую конвейерную ленту.
Как известно, конвейерные системы характеризуются переключательным

режимом функционирования. При описании и изучении динамических моде-
лей конвейерного транспорта целесообразно использовать понятия и методы
теории систем с переключениями [21–23], методы синтеза различных типов
регуляторов, включая ПИД-регулятор [24, 25]. Изучение поведения систем с
переключениями в ряде важных случаев связано с введением скользящих ре-
жимов [26]. Разработка компьютерных моделей переключаемых систем рас-
смотрена, например, в [23]. Важной задачей является анализ устойчивости
переключаемых систем [27–29]. При исследовании систем с переключениями
могут использоваться алгоритмы численной оптимизации, связанные с ме-
тодами, инспирированными природой, среди которых популярен метод диф-
ференциальной эволюции [30, 31]. Машинное обучение с подкреплением [32]
может находить применение при построении управляемых систем с переклю-
чениями. Компьютерное моделирование систем с переключениями осуществ-
ляется при поддержке языков высокого уровня, среди которых можно отме-
тить Python и Julia [33, 34] с привлечением соответствующих математических
библиотек.
Управление динамическими системами на основе ПИД-регулятора широко

известно и рассмотрено в ряде работ, в частности в [35]. Известны различные
алгоритмы нахождения оптимальных значений ПИД-регулятора [25, 36, 37].
В [25] предлагается новый подход к задаче настройки и оптимизации пара-
метров ПИД-регулятора, основанный на сведении проблемы к задаче оптими-
зации. В соответствии с этим подходом качество регулятора оценивается по
квадратичному критерию от выхода системы. ПИД-регулятор настраивается
против неопределенности в начальных условиях так, чтобы выход системы
был равномерно малым, при этом дополнительно гарантируется заданная
степень устойчивости замкнутой системы. В [38] представлен анализ функ-
ционирования ПИ-регуляторов и ПИД-регуляторов в режиме интегрального
насыщения, возникающего при наличии ограничений на выходе регулятора.
В [24] приводится обзор используемых форм ПИД-регуляторов, а также алго-
ритмов их автоматической настройки и адаптивного управления. Вопросы ре-
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гулирования параметров ПИД-регулятора ленточного конвейера для транс-
портировки угля изучены в [39] с применением нейронной сети, а именно,
построена нейросетевая модель управления крутящим моментом.
Интерес представляет сравнительный анализ функционирования ПИД-

регулятора и нейросетевого регулятора в одинаковых условиях [40]. Для на-
стройки коэффициентов ПИД-регулятора достаточно эффективные резуль-
таты показало использование метода дифференциальной эволюции из соста-
ва математической библиотеки Scipy. В [40] предложены методы исследова-
ния модели ленточного конвейера на основе построения ПИД-регуляторов и
нейросетевых регуляторов. В указанной работе рассматривалась упрощенная
модель ленточного конвейера без учета осевого сопротивления и демпфиро-
вания, а также без учета плавности погрузки и разгрузки грузов.
В [41] разработана такая модифицированная математическая модель лен-

точного конвейера, которая учитывает осевое сопротивление и динамиче-
ское изменение угла между горизонтальной плоскостью и плоскостью ленты
конвейера. Осуществлен синтез нейросетевого регулятора и ПИД-регулятора
для управления изучаемой моделью. Предложено решение задач оптималь-
ного управления с применением построенных регуляторов. Представлены ре-
зультаты компьютерных экспериментов по изучению траекторной динамики.
Синтез законов управления для стабилизации угла подъема конвейерной лен-
ты осуществлен с учетом переменной массы грузов, а также с учетом измене-
ния центра масс конвейера. Рассмотрены вопросы адаптивности нейросете-
вого управления и ПИД-управления по отношению к линейному увеличению
осевого сопротивления.
В [42] решается задача синтеза нейросетевого регулятора для такой мо-

дели ленточного конвейера с динамическим изменением угла между гори-
зонтальной плоскостью и плоскостью ленты конвейера, которая учитывает
факторы плавной погрузки и мгновенной разгрузки грузов, без учета осевого
сопротивления. Проведен сравнительный анализ результатов компьютерного
исследования этой модели с результатами для модели, рассмотренной в [41].
Уточнение моделей, рассмотренных в [40–42], может проводиться в направ-

лении, связанном с анализом влияния различных факторов, среди которых
следует отметить воздействие переходных процессов на динамику системы
при изменении режимов и характера нагрузки конвейера, а также с анализом
влияния различных диссипативных эффектов и с регулированием положения
конвейера на основе демпфирующих подсистем.
Статья состоит из семи разделов. В разделе 2 приведено описание и ана-

лиз обобщенной модели управляемого ленточного конвейера. Сформулиро-
вана задача оптимального управления перемещением ленты и угловым по-
ложением конвейера. Предложены условия стабилизации описанной модели.
В разделе 3 осуществлен синтез ПИД-регулятора, нейро-ПИД регулятора и
нейросетевых регуляторов рекуррентного и нерекуррентного типов. Управле-
ние линейной скоростью реализовано на основе введения скользящего режи-
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ма. В разделе 4 приведены результаты вычислительных экспериментов, дана
интерпретация траекторной динамики с применением управления на осно-
ве различных типов регуляторов. В разделе 5 приведен сравнительный ана-
лиз эффективности синтезированных регуляторов, представлены результаты
измерения быстродействия. В разделе 6 приведено обсуждение результатов
настоящей работы, отмечены качественные эффекты применения интеллек-
туального управления.

2. Описание и анализ обобщенной модели
управляемого ленточного конвейера

Рассматривается задача синтеза системы управления ленточным конвейе-
ром с динамически изменяемым углом подъема ленты. Фазовое пространство
модели системы образуется следующими координатами: линейное перемеще-
ние ленты, импульс системы и угол подъема над плоскостью. На движущийся
конвейер в случайные моменты времени производится погрузка и выгрузка
объектов с разной массой, которая способна повлиять на характеристики его
движения. Пренебрегаем растяжением ленты, а также считаем пренебрежи-
тельно малым влияние момента импульса на изменение угловой скорости.
Требуется обеспечить выход на стационарный режим с сохранением линей-
ной скорости и постоянного угла подъема в процессе функционирования кон-
вейера. С учетом указанных условий математическую модель системы управ-
ления ленточным конвейером можно представить в виде системы дифферен-
циальных уравнений

(1)

ẋ =
p

m
,

ṗ = up(t)− k
p

m
− (m−m0)g sin(α),

α̇ = ω,

ω̇ =
uα(t)− lω

mcε2
− g cos(α)

ε
+

1(
α+

(
ε0
g

) 1
τ

)τ ,

up, uα ∈ U, ε ∈ E, m ∈M,

где x – перемещение ленты конвейера, p – импульс системы, α – угол подъема
конвейера относительно нулевого положения, ω – угловая скорость конвейе-
ра, g – ускорение свободного падения, m0 – масса ленты конвейера, m – общая
масса системы, up(t) – функция управления тягой конвейера, uα(t) – функция
управления углом подъема ленты, ε – положение центра масс конвейера отно-
сительно нижнего ролика, c – коэффициент, определяющий момент инерции
конвейера, k – коэффициент трения качения, l – коэффициент осевого со-
противления, ε0 – усредненное положение центра тяжести, τ – коэффициент
жесткости демпфирования. Множества M , E, U включают в себя значения
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массы грузов, центра масс и управлений соответственно. Изменения режи-
мов функционирования в модели (1) совершаются в моменты выбора соот-
ветствующих значений m1 = m−m0 и ε согласно определенному правилу,
задающему схему переключений.
Для реализации выбора значений ε и m1 разработана схема переключе-

ний, реализующая имитационное моделирование погрузки и разгрузки грузов
в произвольные моменты времени. Авторы предлагают реализацию расче-
та конкретных значений векторов (ε,m1) на основе имитационного алгорит-
ма. Изменение массы грузов на ленте определяется алгоритмами переключе-
ний масс двух типов: 1) c мгновенной погрузкой и мгновенной разгрузкой,
2) с плавной погрузкой и мгновенной разгрузкой. Физический смысл плавной
погрузки заключается в постепенной передаче кинетической энергии от лен-
ты к грузу. В случае мгновенной погрузки данный эффект не учитывается.
Описание режимов погрузки и разгрузки предложено в [42].

Опр е д е л е н и е 1. Управляемую систему (1), моделирующую движение
конвейерной ленты с учетом переключений, будем называть стабилизируе-
мой в локальном смысле, если справедливо следующее свойство: любая тра-
ектория системы (1) для t ∈ (t1,∞) находится внутри некоторой трубки
в многомерном фазовом пространстве.

Опр е д е л е н и е 2. Под состоянием системы понимается вектор θ =
= (ẋ, α, ω) фазовых параметров системы (1).

Опр е д е л е н и е 3. Под целевым состоянием λ системы (1) будем пони-
мать состояние равновесия λ = (s̄, ᾱ, 0), которое система (1) должна до-
стигать в процессе управления.

Здесь рассматривается такая задача стабилизации системы (1), для реше-
ния которой необходимо: а) обеспечить переход из начального состояния λ0
в целевое состояние λ за наименьшее время; б) поддерживать состояние си-
стемы в малой окрестности ε целевого состояния λ для t→ ∞.
В качестве меры стабилизируемости можно выбрать норму разности меж-

ду вектором целевого состояния λ и частичным фазовым вектором систе-
мы (1). При указанном выборе меры стабилизируемости с учетом выполнения
некоторого условия, которое можно интерпретировать как ограниченность
ошибки на бесконечном интервале времени, нетрудно сформулировать доста-
точное условие стабилизируемости системы (1) в локальном смысле. В обос-
новании этого достаточного условия используем определение стабилизации в
локальном смысле, определение целевого состояния, а также свойства фазо-
вых переменных системы (1), значимых для динамики рассматриваемой мо-
дели конвейера с переменным углом подъема (а именно переменных ẋ, α, ω).
Далее, пусть ошибка в системе (1) равна σ = λ− θ. С учетом ука-

занной ошибки примем, что существуют такие функционалы управления
u1, u2, ζ1, ζ2, задающие обратную связь, для которых справедливы равенства

(2) up(t) = u1(ζ1(σ(t))), uα(t) = u2(ζ2(σ(t))).
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Те ор ем а 1. Пусть t ∈ [t1,∞). Если с учетом (2) выполняется условие

(3) ∀θ(t) : t ∈ [t1,∞) ∃δ : ‖σ‖ ∈ [0, δ),

то система (1) стабилизируема в локальном смысле.

Действительно, выполнение условия (3) для любого t задает некоторую
δ-окрестность целевого состояния, в которой может находиться изображаю-
щая точка траектории. Множество таких окрестностей геометрически обра-
зуют трубку. Таким образом, система (1) являетcя стабилизируемой в ло-
кальном смысле.
Понятие стабилизации в локальном смысле отвечает случаям «частичной»

стабилизации конвейерной системы, когда существуют траектории с неуга-
сающими колебаниями или траектории, «параллельные» λ. В этих случаях
задача управления имеет лишь частичные решения.
В случаях полной стабилизации система (1) всегда дает адекватный ответ

на возмущения, при этом скорость стабилизации системы с учетом возникаю-
щих возмущений пропорциональна отклонению от центра «трубки». С фор-
мальной точки зрения производная ошибки пропорциональна величине самой
ошибки по выбранной метрике. Указанное условие стабилизации является
более строгим, что позволяет охарактеризовать понятие стабилизируемости
системы в общем.

Опр е д е л е н и е 4. Система (1) называется стабилизируемой в общем,
если на некотором временном интервале t ∈ (t0, tk) при постоянстве возму-
щений (т.е. m1 = const) ошибка стремится к нулю.

С учетом имитационной составляющей рассматриваемой модели стабили-
зируемой в общем может считаться система, в которой перечисленные усло-
вия выполняются в отсутствие возмущений, изолированных по времени. Име-
ет место следующая

Те ор ем а 2. Пусть для системы (1) с учетом (2) выполнено условие (3).
Если при dm1

dt = 0 дополнительно выполнено условие

(4) ∀θ(t) : t ∈ [t1,∞) ∃δ1(t) � δ : ‖σ‖ ∈ (0, δ1(t)), δ̇1(t) < 0,

то система (1) стабилизируема в общем.

Действительно, если при постоянной массе грузов выполнены условия (3)
и (4), то траектория изолирована в постоянно сужающейся трубке до тех пор,
пока не выполняется σ = �0, что означает отсутствие ошибки. Для обеспечения
оптимального управления системой (1) к условиям теорем 1 и 2 требуется
добавление критериев оптимальности.
Далее будем рассматривать два критерия оптимальности применительно

к стабилизации углового положения: комплексный критерий и упрощенный
критерий. Комплексный критерий оптимальности (относительно использова-
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ния двух фазовых переменных α, ω) имеет вид

(5) C1 =

t2∫
t1

‖S − (α, ω)‖dt, S = (ᾱ, 0).

Во-первых, рассмотрим задачу минимизации критерия (5) с учетом ошиб-
ки по отклонению углового положения и угловой скорости. Для системы,
стабилизируемой в общем, критерий (5) можно редуцировать к виду

(6) C2 =

t2∫
t1

|ᾱ− α|dt.

Во-вторых, рассмотрим задачу минимизации критерия (6) с учетом ошиб-
ки по отклонению углового положения. Редуцирование критерия (5) связано
с пропорциональной зависимостью ошибки по отклонению углового положе-
ния и угловой скорости при выполнении условий теоремы 2.

3. Синтез регуляторов

Управление движением конвейера осуществляется с помощью регулято-
ров для управления линейной скоростью и углом подъема. Для управления
линейной скоростью используется регулятор на основе скользящего режима

если ẋ � s̄ то up = −ū иначе up = ū,

где s – заданная линейная скорость движения, ū – фиксированное значение
управления.
Предварительные вычислительные эксперименты показали, что реализа-

ция управления угловым положением с помощью введения в скользящий ре-
жим не приводит к стабилизации системы (1). В связи с этим выполним
построение и проведем сравнительный анализ следующих типов регулято-
ров для управления угловым положением системы (1): регулятора на осно-
ве ПИД-управления, нейросетевого регулятора, рекуррентного нейросетевого
регулятора и рекуррентного нейро-ПИД регулятора. Используется стандарт-
ная структура ПИД-регулятора и нейросетевого регулятора [40–42]. Струк-
тура рекуррентных регуляторов представлена на рис. 1, 2.
На рис. 1 представлена схема нейросетевого регулятора реккурентного ти-

па с топологией 3-4-1 и тангенциальными функциями активации в скрытом и
выходном слоях. На вход подается значение ошибки, значение угловой скоро-
сти движения конвейера и значение выхода нейросети, полученное с учетом
единичной задержки. На рис. 2 представлена схема рекуррентного нейро-
ПИД регулятора, в котором нейросеть с топологией 3-4-3 используется для
подстройки коэффициентов ПИД-регулятора.
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Нейросеть
3-4-1

(tanh, tanh)
u�(t)

e

e
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Рис. 1. Схема рекуррентного нейросетевого регулятора.

Нейросеть
3-4-3

(DReLU, DReLU)
ПИД-регулятор u�(t)

e

e
.

�i

(P, I, D)

Рис. 2. Схема рекуррентного нейро-ПИД регулятора.

На рис. 1 и 2 используются следующие обозначения: e – значение ошибки
углового положения, ė – производная по времени от ошибки углового положе-
ния, uα(t) – значение управления, Δi – оператор единичной задержки. С уче-
том различия диапазонов выходных значений u (для нейросетевого регуля-
тора с тангенциальной функцией активации u ∈ (−1, 1), а для нейро-ПИД-
регулятора u ∈ (0,∞)) применяется контур усиления и фильтрации для по-
лучения значения uα (t). Для рекуррентного нейросетевого регулятора приме-
няется симметричная относительно начала координат тангенциальная функ-
ция активации. Рекуррентный нейро-ПИД регулятор в скрытом слое реали-
зует функцию активации DReLU, а в выходном слое используется функция
активации ReLU. Указанные функции активации являются стандартными и
используются при нейросетевом моделировании [17, 18].
В каждом алгоритме управления угловым положением, реализующем тот

или иной синтезированный регулятор, задан параметр Δt периода управле-
ния. В зависимости от заданного Δt меняется характер траекторной дина-
мики системы (1). Для периода управления Δt � 0,05 характерно снижение
равномерности траекторий углового положения ленты, а также наблюдается
«зубчатая» форма графика линейной скорости.
Следует отметить, что регуляторы угла и линейной скорости могут рабо-

тать с разными периодами. Функционирование регуляторов с разными пе-
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риодами связано с необходимостью минимизации количества переключений
и сбережения ресурса оборудования, а также с реализуемостью управления
на практике. Различающиеся периоды управления связаны с ограничением
на инерционность. Представляет интерес изучение такой модели конвейер-
ной системы, для которой учитывается допустимая инерционность привода
конвейера.
При уменьшении периода управления и при соответствующем уменьшении

максимального шага дифференцирования решателя ОДУ наблюдается более
ровный характер траектории линейной скорости конвейерной ленты за счет
увеличения количества переключений в скользящем режиме. Следует отме-
тить, что увеличение периода управления приводит к снижению робастности
управления по отношению к возмущениям в системе (1). Под робастностью
понимается сохранение диапазона значений и структуры управления по от-
ношению к возмущениям в системе.
Для расчета параметров всех разработанных регуляторов углового по-

ложения используется процедура обучения с подкреплением на основе эво-
люционного алгоритма оптимизации (дифференциальная эволюция). Расчет
функции потерь для модели (1) состоит из следующих шагов: 1) установка
параметров регулятора; 2) расчет n траекторий (в рассматриваемом примере
n = 3) с учетом применения регулятора; 3) расчет усредненного значения (6)
для n траекторий. Предложенные топологии для нейросети прямого распро-
странения и рекуррентной нейросети подобраны путем вычислительных экс-
периментов при ограниченном времени обучения. Для нейросетевых регу-
ляторов (прямого распространения и рекуррентного) наилучшие результаты
показывает тангенциальная функция активации в скрытом слое с учетом наи-
меньшего среднего значения (6). Усиление и фильтрация сигнала управления
для регуляторов осуществляется следующим образом: для нейросетевых ре-
гуляторов применяется коэффициент усиления ν = 100, для ПИД-регулятора
отсекаются все значения uα /∈ (−100, 100).
С учетом структуры синтезированных регуляторов разработана компью-

терная программа для численнного моделирования динамики управляемой
модели (1). Далее приведены результаты проведенных вычислительных экс-
периментов.

4. Результаты вычислительных экспериментов

Параметрическая оптимизация разработанных регуляторов выполнена с
помощью алгоритмов, основанных на обучении с подкреплением. Результа-
ты моделирования приведены на рис. 4–8. Вначале рассмотрим результа-
ты вычислительных экспериментов с использованием управления на осно-
ве ПИД-регулятора. Начальные условия и начальные параметры имеют вид
(x; p;α;ω) = (0; 0; 0,5; 0), (m0;m; k; g; c; ε; τ) = (0,1; 1,5; 0,5; 9,8; 0,5; 1; 10) со-
ответственно. При проведении вычислительных экспериментов учитывается
случай плавной погрузки и мгновенной разгрузки ленты.
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Рис. 3. Графики линейной скорости ленты для модели (1) с применением
регулятора на основе скользящего режима и ПИД-регулятора.
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Рис. 4. Совокупность траекторий системы (1) c учетом управления на
основе ПИД-регулятора.
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Рис. 5. График управления для ПИД-регулятора.

На рис. 3, 4 представлены траектории, соответствующие пяти «прогонам»
системы (1) с одинаковыми параметрами, но при различных событиях пере-
ключений.
На рис. 3 проиллюстрирована стабилизация линейной скорости с оди-

ночными отклонениями, связанными с погрузкой и разгрузкой грузов. На
рис. 4,a представлена совокупность траекторий колебательного характера со
средними значениями, стремящимися к λ. Рисунок 4,б демонстрирует гра-
фики угловой скорости конвейера, на которых также можно отметить откло-
нения, связанные с погрузкой и разгрузкой грузов. Рисунок 4,в показывает
вариативность полученных траекторий по отношению к наступлению собы-
тий переключения режимов. На рис. 4,г можно наблюдать скачкообразные
изменения, связанные с одномоментным изменением импульса системы (1)
при разгрузке.
Следует отметить, что для ПИД-регулятора при выбранных факторах вы-

числительного эксперимента условия теоремы 1 выполняются, однако имеет
место дефицит управления с невозможностью получения устойчивой отрица-
тельной обратной связи в контуре управления.
На рис. 5 изображен график uα(t) для ПИД-регулятора. Согласно рис. 5,

график управления расположен выше оси абсцисс, при этом отслеживаются
точки устранимых разрывов.
Далее рассмотрим результаты моделирования динамики системы (1) на ос-

нове использования нейросетевого регулятора с нейросетью прямого распро-
странения. На рис. 6 представлены результаты пяти «прогонов» системы (1),
а также график управления.
Результаты показали, что нейросетевой регулятор демонстрирует значи-

тельно большую по сравнению с ПИД-регулятором эффективность при реа-
лизации управления моделью (1). Рисунки 6,a,б демонстрируют значительно
меньшие отклонения от λ при погрузке и разгрузке грузов, однако рис. 6,в
демонстрирует повторяемую картину переходного процесса независимо от
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Рис. 6. Совокупность траекторий и управление для системы (1) c учетом
реализации нейросетевого регулятора.

внешних условий для рекуррентного нейросетевого регулятора. Графики ли-
нейной скорости и импульса при реализации нейросетевого регулятора по
своему характеру аналогичны графикам, представленным на рис. 3 и рис. 4,г
соответственно. Следует отметить, что при малых отрицательных значениях
ошибки возникает недостаток обратной связи, при этом для нейросетевого
регулятора также выполняются условия теоремы 1.
График управления для нейросетевого регулятора отличается от графика

управления на основе ПИД-регулятора наличием отрицательных значений
и сегментами постоянных положительных значений управления, что свиде-
тельствует о более выраженной обратной связи.
Результаты моделирования с применением управления на основе рекур-

рентного нейросетевого регулятора представлены на рис. 7.
Согласно рис. 7,a,б рекуррентный нейросетевой регулятор демонстрирует

наиболее высокую по сравнению с рассмотренными ранее регуляторами эф-
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Рис. 7. Совокупность траекторий и управление для системы (1) с учетом
реализации рекуррентного нейросетевого регулятора.

фективность управления угловым положением конвейерной системы. Соглас-
но графику углового положения динамика системы близка к стационарной
вблизи ожидаемого состояния равновесия. Незначительный разброс траекто-
рий связан с погрузкой и с разгрузкой грузов. Графики линейной скорости и
импульса при реализации рекуррентного нейросетевого регулятора по своему
характеру аналогичны графикам линейной скорости и импульса, полученным
при реализации ПИД-регулятора и нейросетевого регулятора нерекуррентно-
го типа. Рисунок 7,в демонстрирует незначительную вариативность, которая
связана с погрузкой и разгрузкой грузов. На рис. 7,г представлен график
управления для нейросетевого рекуррентного регулятора. В переходном про-
цессе отмечаются высокочастотные осцилляции, на смену которым приходят
стационарные режимы с преимущественно постоянными небольшими значе-
ниями управления.
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Рис. 8. Совокупность траекторий и управление для системы (1) с учетом
реализации рекуррентного нейро-ПИД регулятора.

На рис. 8 приведены результаты моделирования для рекуррентного нейро-
ПИД регулятора.
Согласно рис. 8,a,б, рекуррентный нейро-ПИД регулятор демонстрирует

относительно невысокую эффективность управления (по сравнению с ПИД-
регулятором, нейросетевым регулятором и рекуррентным нейросетевым ре-
гулятором). Наблюдается значительный дефицит обратной связи, при этом
траектории системы существенно отдаляются от λ при погрузке и разгрузке
грузов. Рисунок 8,в демонстрирует вариативность траекторий конвейерной
системы при погрузке и разгрузке грузов. Графики линейной скорости и им-
пульса при реализации реккурентного нейро-ПИД регулятора по своему ха-
рактеру аналогичны графикам линейной скорости и импульса, полученным
при реализации ПИД-регулятора.
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На рис. 8,г можно отметить продолжительные высокочастотные колебания
на графике управления, что свидетельствует о самовозбуждении в контуре
обратной связи и низком уровне робастности управления. Тем не менее усло-
вия теоремы 1 с учетом применения указанного регулятора выполняются.

5. Сравнительный анализ эффективности синтезированных регуляторов

Средние значения критериев оптимальности и средневзвешенные значе-
ния ошибки приведены в таблице. Следует отметить, что критерий C2 может
быть найден для каждого из рассматриваемых регуляторов, однако его ин-
формативность снижается в случае отсутствия данных о стабилизируемости
системы в общем.

Рис. 9. Замеры быстродействия для ПИД-регулятора.

Рис. 10. Замеры быстродействия для нейросетевого регулятора.

Рис. 11. Замеры быстродействия для нейро-ПИД регулятора.
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Средние значения критериев оптимальности и средняя ошибка для различных
типов регуляторов

Тип регулятора C1 C2
Среднее

(mean(e(t)))
ПИД-регулятор 1,7412 0,3654 0,0022

Нейросетевой регулятор 0,4906 0,1333 −0,0033

Рекуррентный нейросетевой регулятор 0,3632 0,0597 −0,0012

Нейро-ПИД регулятор 1,2762 0,6517 0,0648

Согласно таблице, наибольшую эффективность демонстрирует рекуррент-
ный нейросетевой регулятор, так как имеет наименьшие значения всех трех
показателей. Также следует отметить различное максимальное быстродей-
ствие регуляторов при реализации в виде компьютерных программ. Замеры
производительности с помощью библиотеки BenchmarkTools представлены на
рис. 9–11 (конфигурация ЭВМ: CPU AMD Ryzen 5 5600X, RAM 16GB).
На рис. 9–11 через (min . . .max) обозначен диапазон времени выполнения,

через (median) обозначено медианное время выполнения, (mean ±σ) показы-
вает среднее время со среднеквадратичестким отклонением, GC показывает
процентное влияние на время при выполнении сборки мусора. Можно отме-
тить, что ПИД-регулятор демонстрирует значительно большее максимальное
быстродействие, чем нейросетевой и нейро-ПИД регуляторы. Однако следует
отметить, что все виды регуляторов имеют максимальное быстродействие не
менее одного миллиона подсчетов в секунду для рассматриваемой конфигу-
рации ЭВМ.
Быстродействие разработанных регуляторов имеет существенное значение

при решении таких задач, как задачи эффективной реализации указанных
регуляторов в виде встраиваемых устройств и задачи увеличения эффектив-
ности алгоритмов обучения с подкреплением.

6. Обсуждение результатов

В рамках настоящей работы выполнена оценка влияния шага интегрирова-
ния и периода управления на точность расчетов и эффективность синтезиро-
ванных регуляторов. Осуществлен выбор подходящего шага интегрирования
и периода управления с учетом результатов предварительных экспериментов.
Подобранный шаг интегрирования позволил выявить эффекты, связанные
с точностью моделирования управляемой конвейерной системы. Структуру
управления для нейросетевого регулятора можно визуализировать в виде теп-
ловой карты, поскольку в указанном типе регулятора отсутствует интеграль-
ный компонент. Тепловая карта приведена на рис. 12.
Согласно рис. 12, значения управления для нейросетевого регулятора об-

разуют такие две области со значениями −1 и 1, которые разделены криволи-
нейной границей с нечетким переходом. Указанная граница образует допусти-
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Рис. 12. Тепловая карта значений нейросетевого регулятора.

мые значения переменной управления (согласно рис. 6,г), что свидетельствует
о принадлежности значений e и ė этой границе при наличии эффективного
управления.
Результаты вычислительных экспериментов, представленные на рис. 3–8,

показывают, что среди синтезированных регуляторов наиболее эффективным
является рекуррентный нейросетевой регулятор, что подтверждается наи-
меньшими значениями C1, C2 (см. таблицу). Нейросетевой регулятор прямого
распространения также показывает достаточно высокую эффективность по
сравнению с ПИД-регулятором и нейро-ПИД регулятором, однако характе-
ризуется более высокими значениями C1, C2, чем рекуррентный нейросете-
вой регулятор. ПИД-регулятор демонстрирует ограниченные возможности по
стабилизации системы (1), поскольку быстрые события погрузки и разгруз-
ки приводят к возникновению продолжительного переходного процесса, что
дестабилизирует динамику системы. Нейро-ПИД регулятор показал недоста-
точную эффективность при стабилизации системы (1), средняя ошибка име-
ет большое положительное значение (mean(e(t)) = 0,05), что свидетельствует
о дефиците регулирования даже в отсутствие дестабилизирующих событий.
Однако следует отметить, что среднее значение C1 для нейро-ПИД регуля-
тора ниже аналогичного значения для ПИД-регулятора.
Условия стабилизации, предложенные в теоремах 1 и 2, использованы при

интерпретации результатов функционирования ПИД-регулятора и нейросете-
вых регуляторов различных типов для системы (1). Указанные условия могут
служить в качестве методического обеспечения при проведении дальнейших
исследований в области разработки новых алгоритмов и синтеза новых ин-
теллектуальных регуляторов.
Для выполнения вычислительных экспериментов использовано программ-

ное обеспечение на языке Julia. Разработка указанного программного обес-
печения осуществлена с привлечением библиотек DifferentialEquations, Plots,
BlackBoxOptim, а также оригинальной библиотеки нейросетевых вычисле-
ний.
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7. Заключение

В настоящей работе представлено развитие подхода к моделированию и
стабилизации систем конвейерного транспорта с интеллектуальным управле-
нием. Дано формализованное описание математической модели управляемо-
го ленточного конвейера с переменным углом подъема. Сформулирована и
решена в практически важных частных случаях задача оптимального управ-
ления перемещением ленты и угловым положением конвейера. Условия ста-
билизации описанной модели разработаны с учетом имитационных компонен-
тов, отвечающих за логику погрузки и разгрузки конвейерной ленты. Синтез
алгоритмических и интеллектуальных регуляторов, а также выбор условий
проведения вычислительных экспериментов позволили выполнить интерпре-
тацию результатов и описать новые качественные эффекты для технических
систем конвейерного транспорта.
Проведенные исследования показали, что нейросетевые регуляторы раз-

личных типов для модели конвейерного транспорта с переключениями обла-
дают значительными возможностями по адаптивности управления. В част-
ности, указанные типы регуляторов «подстраиваются» под изменение коэф-
фициента усиления в контуре управления и под изменение периода управле-
ния Δt, стабилизируя систему (1). Кроме того, важным аспектом является
то, что наиболее высокая эффективность обучения нейросети достигается при
недостаточно большом значении коэффициента усиления, повышение которо-
го после обучения улучшает качество управления. При этом нейросеть нере-
куррентного типа не содержит интегральных компонентов ошибки (в отличие
от ПИД-регулятора), однако успешно справляется с задачей управления си-
стемой (1).
Результаты сравнения эффективности предложенных в работе интеллек-

туальных и алгоритмических регуляторов могут найти применение в зада-
чах проектирования и оптимизации новых систем конвейерного транспорта,
а также при проектировании других типов управляемых технических систем.
К перспективным направлениям работы относятся построение и анализ моде-
лей более сложных управляемых конвейерных систем с динамическим пози-
ционированием (например, моделей многозвенных конвейерных систем или
конвейерных систем с подвижным основанием). Кроме того, к перспекти-
вам развития работы можно отнести обобщение модели с целью расширения
имитационной части и усовершенствование логики переключений, а также
построение новых типов гибридных интеллектуальных регуляторов для до-
стижения более высокой эффективности и быстродействия.
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Заметки, хроника, информация

90 ЛЕТ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ
ВЛАДИМИРА ИОСИФОВИЧА ГУРМАНА

26 сентября 2024 г. исполнилось 90 лет со дня рождения доктора техниче-
ских наук, профессора Владимира Иосифовича Гурмана (26 сентября 1934 г.–
8 июня 2016 г.), известного советского и российского ученого, крупного спе-
циалиста по математической теории оптимального управления и ее приложе-
ниям, автора и соавтора ряда статей, опубликованных в журнале “Автома-
тика и телемеханика” в течение многих десятилетий. Владимир Иосифович
был членом редколлегии этого журнала. В.И. Гурман внес большой вклад
в математическую теорию оптимального управления и ее приложения, рабо-
тал в ВУЗах и научных учреждениях разных городов (Москва, Иркутск,
Переславль-Залесский, Улан-Удэ), подготовил ряд кандидатов и докторов
наук. Научно-исследовательской и педагогической деятельности Владимира
Иосифовича посвящены статьи [1–5], причем в статьях [2, 5] приведены спис-
ки публикаций, где Владимир Иосифович является автором или соавтором.
Более 50 лет назад вышли книги [6, 7], где Владимир Иосифович являет-

ся соавтором. Эти книги дают как фундаментальные результаты по теории
оптимального управления, так и соответствующие результаты по математи-
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ческим моделям управления динамикой полета (о Вадиме Федоровиче Кро-
тове, являющемся первым автором, см. в [8]). В последующие годы вышли
монографии [9] (1977 г.), [10] (1985 г.), [11] (1997 г.) Владимира Иосифовича,
а также книги [12–17] в соавторстве. В работах Владимира Иосифовича и
соавторов гармонично сочетаются разные направления: по преобразованию
задач оптимального управления, условиям оптимальности, методам оптими-
зации, аналитическому исследованию задач, математическому моделирова-
нию (в частности, эколого-экономические задачи в [10, § 5.5] применительно
к Байкальскому региону, задачи квантового управления [10, § 5.4], [18]).
Еще недавно Владимир Иосифович был активным организатором научных

симпозиумов “Обобщенные постановки и решения задач управления” [19, 20].
Последними были статьи [21, 22], посвященные важным вопросам теории оп-
тимального управления. Владимир Иосифович останется в памяти научно-
го сообщества как один из основных создателей теории вырожденных за-
дач оптимального управления и в прикладном аспекте как один из ведущих
специалистов по математическим моделям управления в динамике полета и
региональными социо-эколого-экономическими системами. Светлая память
об юбиляре будет и дальше в сердцах его учеников, коллег, последовате-
лей. Молодым ученым, которые специализируются по теории оптимально-
го управления и ее приложениям и еще не читали работы В.И. Гурмана,
В.Ф. Кротова, рекомендуем начать с книги [7].
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