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Рассмотрен переходной режим двухфазной системы массового обслу-
живания (СМО) с пуассоновским входным потоком, экспоненциальным
распределением времени обслуживания на каждой фазе и ограничением
на суммарный размер буфера двух фаз. Найдены нестационарные веро-
ятности состояний системы с использованием преобразования Лапласа.
Проведен численный расчет и анализ характеристик производительности
системы в переходном режиме с параметрами, соответствующими опти-
ческим сетям нового поколения.
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1. Введение

Многофазные системы массового обслуживания, или так называемые тан-
демные сети, широко используются для описания работы телекоммуникаци-
онных систем, в которых процесс обработки заявок состоит из нескольких
этапов [1]. К ним можно отнести, например, многокаскадные коммутацион-
ные системы или сеть базовых станций линейной топологии. При этом ста-
ционарный режим работы таких систем является хорошо изученным как для
случая пуассоновского, так и коррелированного входного потока. Отметим
лишь некоторые последние работы по данной теме [1–7].

В последние годы помимо исследования стационарного режима СМО про-
должено исследование и переходного режима их работы. Например, при про-
ектировании оптических телекоммуникационных сетей ввиду характерных
для них высоких скоростей передачи информации важной задачей является
исследование изменения характеристик производительности системы во вре-
мени и оценка времени переходного режима в случае перезагрузки системы
или выхода из строя обслуживающих устройств [8]. Аналогичная ситуация
складывается и при исследовании сетей нового поколения 5G и 6G [9]. В свя-
зи с актуальностью данной проблемы в последние годы увеличилось число

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 23-29-00795, https://rscf.ru/project/23-29-00795/).
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работ, посвященных изучению переходного режима работы СМО и их неста-
ционарных марковских моделей [10–19]. Одной из первых работ, где автор
ставит такую задачу для двухфазной СМО с пуассоновским входным пото-
ком, бесконечным буфером на первой фазе и нулевым буфером на второй фа-
зе, является статья еще 1967 г. [20]. В дальнейших работах исследуются более
сложные системы, такие как системы c временем обслуживания фазового ти-
па [11, 12], тандемные сети различного вида [14, 15]. Следует отметить, что в
большинстве данных работ авторы не приводят конечные выражения, позво-
ляющие анализировать характеристики производительности СМО в переход-
ном режиме, а пользуются готовыми численными методами существующих
пакетов программ. Анализ устойчивости нестационарных марковских про-
цессов с непрерывным временем, описывающих функционирование главных
классов СМО с нестационарными входными потоками, в том числе изменяю-
щихся по синусоидальному закону проведен в [10, 13, 18, 19]. В [21–23] проана-
лизированы основные характеристики производительности однолинейных и
многолинейных СМО с пуассоновским и коррелированным потоками в неста-
ционарном режиме.

В настоящей работе исследуются нестационарные характеристики произ-
водительности двухфазной СМО с ограничением на суммарный объем буфе-
ра двух фаз. Одним из примеров реальной системы, модель которой пред-
ставляет собой данная СМО, является станция технического обслуживания
автомобилей с двумя этапами обслуживания: диагностикой и ремонтом. Ав-
томобили, находящиеся в очереди на обслуживание на каждом этапе, разме-
щаются на общей автомобильной стоянке с некоторым числом парковочных
мест, что и определяет ограничение на суммарное количество автомобилей,
одновременно находящихся на станции технического обслуживания. Стацио-
нарный режим данной СМО исследован в [24]. Исследование нестационарно-
го режима такой системы в мировой литературе отсутствует, что определяет
новизну настоящей статьи.

Структура статьи следующая. В разделе 3 приводятся дифференциальные
уравнения, описывающие функционирование двухфазной СМО, для удобства
записи которых вводятся новые функции. В разделе 4 представлено выраже-
ние для нахождения вероятностей состояний двухфазной СМО, содержащее
вспомогательную матрицу, элементы которой находятся с использованием ап-
парата преобразования Лапласа. В разделе 5 приведены выражения для на-
хождения основных показателей производительности двухфазной СМО в пе-
реходном режиме. Численные результаты исследования представлены в раз-
деле 6.

2. Постановка задачи

Рассматривается двухфазная СМО с одним однолинейным обслуживаю-
щим устройством на каждой фазе. Входной поток является пуассоновским с
интенсивностью λ, время обслуживания заявок устройствами первой и вто-
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Рис. 1. Граф состояний системы.

рой фазы имеет экспоненциальное распределение с интенсивностями µ1 и µ2

соответственно. После завершения обслуживания заявки на первой фазе каж-
дая заявка переходит на вторую фазу. Число заявок на первой и второй фазе
может принимать значения n1 = 0, N , n2 = 0, N соответственно, где N – мак-
симальное число заявок в системе. При этом на суммарный размер буфера
двух фаз системы накладывается ограничение, такое что n1 + n2 6 N в лю-
бой момент времени. Новая заявка может поступить в систему только при
условии n1 + n2 < N (рис. 1).

Целью данной работы является анализ характеристик производительно-
сти описанной выше системы в переходном режиме, таких как время пере-
ходного режима, вероятность потерь, пропускная способность, среднее число
заявок в системе.

3. Построение дифференциальных уравнений,
описывающих функционирование двухфазной СМО

с ограничением на суммарный размер буфера

Марковский процесс, описывающий работу исследуемой СМО состоит из
R = 1

2

(

N2 + 3N + 2
)

состояний системы S (n1, n2, t), когда в момент време-
ни t на первой фазе обслуживается n1 заявок, на второй фазе – n2 заявок,
при этом n1 + n2 6 N (рис. 1). Система дифференциальных уравнений для
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такой СМО имеет вид:

dP (0, 0, t)

dt
= −λP (0, 0, t) + µ2P (0, 1, t), (n1, n2 = 0);

dP (0, n2, t)

dt
= −(λ+ µ2)P (0, n2, t) + µ2P (0, n2 + 1, t) + µ1P (0, n2 − 1, t),

(n1 = 0, n2 = 1, N − 1);

dP (0, N, t)

dt
= −µ2P (0, N, t) + µ1P (1, N − 1, t), (n1 = 0, n2 = N);

dP (n1, 0, t)

dt
= − (λ+ µ2)P (n1, 0, t) + µ2P (n1, 1, t) + λP (n1 − 1, 0, t) ,

(n1 = 1, N − 1, n2 = 0);

dP (N, 0, t)

dt
= −µ1P (N, 0, t) + λP (N − 1, 0, t), (n1 = N,n2 = 0);

dP (n1, n2, t)

dt
= − (λ+ µ1 + µ2)P (n1, n2, t) + µ2P (n1, n2 + 1, t) +

+ µ1P (n1 + 1, n2 − 1, t) + λP (n1 − 1, n2, t), (n1, n2 > 0, n1 + n2 < N);

dP (n1, n2, t)

dt
= − (µ1 + µ2)P (n1, n2, t) + µ1P (n1 + 1, n2 − 1, t) +

+ λP (n1 − 1, n2, t), (n1, n2 > 0, n1 + n2 = N).

(1)

При этом следует отметить, что хорошо известный подход к построению
системы дифференциальных уравнений, предусматривающий использование
различных форм записи уравнений при различных допустимых значениях
n1 и n2, является очень неудобным для расчета и анализа характеристик
СМО в переходном режиме. Для удобства дальнейшего решения и анализа
системы (1) введем функции

υ1 (x,M) =
|x−M + 0,5|+ x−M + 0,5

2 |x−M + 0,5| ,(2)

υ2 (x,K) =
|K − x− 0,5|+K − x− 0,5

2 |K − x− 0,5| ,(3)

где M = 0, N , K = 0, N . Тогда система (1) может быть записана в виде

(4)
dP (n1, n2, t)

dt
= − [λυ2 (n1 + n2, N − 1) + µ1υ1 (n1, 1) + µ2υ1 (n2, 1)]×

× P (n1, n2, t) + µ1υ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N)P (n1 + 1, n2 − 1, t) +

+ µ2υ2 (n1 + n2, N − 1)P (n1, n2 + 1, t) +

+ λυ1 (n1, 1) υ2 (n1 + n2, N)P (n1 − 1, n2, t) ,

где n1 = 0, N , n2 = 0, N , n1 + n2 6 N . Описанная система может быть пред-
ставлена в матричном виде:

d~P (t)

dt
= A~P (t) ,(5)
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где A – матрица коэффициентов системы дифференциальных уравнений (4),
~P (t) = {P (n1, n2, t)}T – вектор-столбец вероятностей состояний системы.
Для построения матрицы A дополнительно введем функцию

ϑ (nk, nl) = (N + 1)nk + nl −
nk (nk − 1)

2
+ 1,(6)

преобразующую число заявок nk, nl в первом и втором буфере соответственно
в номер столбца или строки этой матрицы. Краткое описание функций (2),
(3) и (6) приведено в Приложении. Тогда элементы матрицы системы (5),
расположенные на главной диагонали, записываются в виде

Aϑ(n1,n2),ϑ(n1,n2) = − [λυ2 (n1 + n2, N) + µ1υ1 (n1, 1) + µ2υ1 (n2, 1)] .(7)

Остальные ненулевые элементы определяются соотношениями

(8) Aϑ(n1,n2),ϑ(n3,n4) = µ1υ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N + 1) ;

Aϑ(n1,n2),ϑ(n1,n5) = µ2υ2 (n1 + n2, N) ;

Aϑ(n1,n2),ϑ(n6,n2) = λυ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N + 1) .

Здесь n1 = 0, N , n2 = 0, N , n3 = n1+1, n4 = n2 − 1, n5 = n2+1, n6 = n1 − 1.
Оставшиеся элементы Ai,j матрицы A в (5) равны нулю. Новая функция (6)
также необходима для упорядоченного построения вектора-столбца вероятно-
стей состояний системы в момент времени t в уравнении (5). Действительно,
в терминах nk и nl он имеет вид

(9) ~P (t) = {p (0, 0, t) , . . . , p (0, N, t) , p (1, 0, t) , . . . ,

p (1, N − 1, t) , . . . , p (N − 1, 0, t) , p (N − 1, 1, t) , p(N, 0, t)}T ,

где T – оператор транспонирования. Однако для корректного решения (5)
необходимо использовать не двумерный массив чисел nk и nl при указании
состояния системы, а порядковый номер от 1 до R = 1

2

(

N2 + 3N + 2
)

. Для
этого, используя функцию (6), окончательно получим

(10) ~P (t) = {P (1, t) , P (2, t) , P (3, t) , P (4, t) , . . . ,

P (ϑ (nk, nl) , t) , . . . , P (ϑ (N, 0) , t)}T ,

где P (ϑ (nk, nl) , t) соответствует p (nk, nl, t) в (9).

Таким образом, использование функций ϑ (nk, nl), υ1 (x,M), υ2 (x,K) поз-
воляет построить матрицу коэффициентов в (5) в общем виде для любого
числа заявок N .
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4. Вероятности состояний двухфазной СМО
в переходном режиме

Для связи вероятностей состояний системы в момент времени t с вероятно-
стями состояний системы в некоторый начальный момент времени t0 введем
матрицу L, порядок которой на единицу больше порядка фундаментальной
матрицы системы уравнений (4) и такую что

~P (t) = L (t− t0) ~P (t0) ,(11)

где ~P (t) = {P (ϑ (n1, n2) , t)}T – вектор столбец вероятностей состояний си-
стемы в момент времени t.

Применим прямое преобразование Лапласа к системе уравнений (5):

∞
∫

0

e−st d
~P (t)

dt
dt =

∞
∫

0

e−st
A~P (t)dt.(12)

Тогда элемента матрицы L (t− t0) определяются следующей теоремой.

Те ор ем а 1. Элементы матрицы L (t− t0) двухфазной СМО c ограни-

чением N на суммарный размер буфера двух фаз, описываемой системой

уравнений (4), имеют вид

Ll,j (t− t0) =
R
∑

k=1

(−1)l+j ∆j,l(sk)
d∆(s)
ds

∣

∣

∣

s=sk

exp (sk (t− t0)),(13)

где ∆(s) – определитель матрицы B = A− sI, A – матрица коэффициен-

тов в (5), I – единичная диагональная матрица, s = α+ iβ – независимая

переменная в комплексной области, i =
√
−1, ∆li(s) – определитель минора

элемента Bli матрицы B, sk – k-й корень многочлена ∆(s) в случае, когда

все его корни простые, R = (N2 + 3N + 2)/2 – количество корней многочле-

на ∆(s), равное количеству дифференциальных уравнений в системе (4).

Дока з а т е л ь с т в о. Учитывая, что
∫

∞

0 e−st
(

d~P (t)
dt

)

dt = s ~P (s)− ~P (0),

где ~P (0) – вектор столбец начальных условий, а также то, что в данном
случае A – постоянная матрица, проведем преобразования

(14) s ~P (s)− ~P (0) = A~P (s) ⇒ A~P (s)− s ~P (s) =

= −~P (0) ⇒ (A− sI) ~P (s) = −~P (0) .

В результате получаем систему линейных неоднородных алгебраических
уравнений

B~P (s) = −~P (0)(15)
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с постоянными коэффициентами. С учетом (4) система (15) может быть за-
писана в виде

(16) − [λυ2 (n1 + n2, N − 1) + µ1υ1 (n1, 1) + µ2υ1 (n2, 1) + s]P (n1, n2, s)+

+ µ1υ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N)P (n1 + 1, n2 − 1, s)+

+ µ2υ2 (n1 + n2, N − 1)P (n1, n2 + 1, s)+

+ λυ1 (n1, 1) υ2 (n1 + n2, N)P (n1 − 1, n2, s) = P (n1, n2, 0) ,

где n1 = 0, N , n2 = 0, N , n1 + n2 6 N . Тогда в соответствии с (7) и (8) нену-
левые элементы матрицы B записываются как

(17) Bϑ(n1,n2),ϑ(n1,n2)(s) =− [λυ2 (n1+n2, N)+µ1υ1 (n1, 1)+µ2υ1 (n2, 1)+ s] ;

Bϑ(n1,n2),ϑ(n3,n4)(s) = µ1υ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N + 1) ;

Bϑ(n1,n2),ϑ(n1,n5) = µ2υ2 (n1 + n2, N) ;

Bϑ(n1,n2),ϑ(n6,n2)(s) = λυ1 (n2, 1) υ2 (n1 + n2, N + 1) .

Для нахождения изображений элементов матрицы L необходимо использо-
вать линейно независимые начальные условия. Такими условиями являются:

(18) P (N1, N2, 0) = 1(N1 = 0, N,N2 = 0, N,N1 +N2 6 N);

P (n1, n2, 0) = 0(n1 6= N1, n2 6= N2).

Решения системы (16) при P (n1, n2, 0) = 1 (n1 = n2 = 0), P (n1, n2, 0) = 0
(n1 = 1, N , n2 = 1, N, n1 + n2 6 N) дают первый столбец изображений эле-
ментов матрицы преобразования, решения системы (15) при P (0, 1, 0) = 1
и остальных P (n1, n2, 0) = 0 дают второй столбец изображений элементов
матрицы преобразования. Аналогично находятся все столбцы изображений
элементов матрицы преобразования L (s− s0). Для получения изображения
матрицы L целесообразно использовать метод Крамера. В соответствии с
этим методом элементы матрицы, являющиеся линейно независимыми реше-
ниями (16), представляют собой дроби вида

Ll,j (s− s0) = (−1)l+j ∆j,l(s)

∆(s)
,(19)

где ∆(s) – определитель матрицы B, ∆jl(s) – минор элемента Bjl матрицы B.
Теперь рассмотрим обратное преобразование Лапласа. Прежде всего отме-
тим, что изображение элемента матрицы преобразования вероятностей (19)
представляет собой правильную дробь

(20) Ll,j (s− s0) = (−1)l+j ∆j,l(s)

∆(s)
=

= (−1)l+j ans
n + an−1s

n−1 + . . .+ a2s
2 + a1s+ a0

bmsm + bm−1sm−1 + . . .+ b2s2 + b1s+ b0
.

70



Причем n < m, поскольку числитель – это определитель алгебраического до-
полнения элемента матрицы, определитель которой стоит в знаменателе. То-
гда дробь в (20) может быть разложена на простые множители

L(s) =
∆j,l(s)

∆(s)
=A1

1

s− s1
+A2

1

s− s2
+ . . .+Am

1

s− sm
=

m
∑

k=1

Ak
1

s− sk
.(21)

Для нахождения коэффициентов Ak умножим обе части (21) на (s− s1) и
получим

L (s) =
∆j,l(s)

∆(s)
(s− s1) = A1 + (s− s1)

m
∑

k=2

Ak

1

s− sk
.(22)

Правая часть (22) при s → s1 равна A1, поскольку s− s1 → 0. Левая часть
представляет собой неопределенность 0/0, так как множитель s− s1 присут-
ствует и в числителе, и в знаменателе. Раскроем эту неопределенность по
правилу Лопиталя и получим левую часть в виде

lim
x→x1

∆j,l(s)

∆(s)
(s− s1) = lim

x→x1

∆j,l(s) + (s− s1)
d∆j,l(s)

ds
d∆(s)
ds

=
∆j,l(s1)

[

d∆(s)
ds

]

|s=s1

.(23)

Учитывая (22) и (23), получим

A1 =
∆j,l(s1)

[

d∆(s)
ds

]

|s=s1

.(24)

Аналогично находим k-й коэффициент в (22) как

Ak =
∆j,l(sk)

[

d∆(s)
ds

]

|s=sk

.(25)

Таким образом, выражение (21) принимает вид

L (s) =

m
∑

k=1

∆j,l(sk)
[

d∆(s)
ds

]

|s=sk

· 1

s− sk
.(26)

Применив к (26) обратное преобразование Лапласа и проведя математи-
ческие преобразования

(27) L (t) =
1

2πi

σ+i∞
∫

σ−i∞

m
∑

k=1

∆j,l(sk)
[

d∆(s)
ds

]

|s=sk

exp(st)ds

s− sk
=

=
1

2πi

m
∑

k=1

∆j,l(sk)
[

d∆(s)
ds

]

|s=sk

σ+i∞
∫

σ−i∞

exp(st)ds

s− sk
=

m
∑

k=2

∆j,l(sk)
[

d∆(s)
ds

]

|s=sk

exp(skt),

получим выражение для оригинала от изображения (26) в форме (12). Тео-
рема доказана.
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Подставив (27) и выражение (11), можно найти вероятности состояний
двухфазной СМО в переходном режиме при заданных начальных условиях.
Эти выражения позволяют расчитать и провести анализ показателей произ-
водительности рассматриваемой системы в произвольный момент времени t
как в переходном, так и в стационарном режимах: время до выхода системы
в стационарный режим, вероятность потерь, пропускная способность, число
заявок, обслуживаемых в каждой фазе.

5. Показатели производительности двухфазной СМО
в переходном режиме

5.1. Время переходного режима

Время переходного режима — это время, за которое СМО переходит в
стационарный режим. В соответствии с [22] время переходного режима опре-
деляется наименьшим по модулю значением действительной части полюса
изображений вероятностей состояний:

τtr =
k

αmin
.(28)

Здесь ∀αj ∈ Γ: (Γ = αj , αj > αmin =⇒ αj = αmin) и k > 0, k ∈ R. Значение k
выбирается исходя из постановки конкретной задачи. В [22] было показано,
что переходной режим можно считать завершенным при k = (3÷ 5).

5.2. Вероятность потерь

Так как максимальное число заявок в системе n1 + n2 = N , то все заявки
в состояниях (i,N − i), i = 0, N будут потеряны. Учитывая, что нахождение
заявок в указанных состояниях являются независимыми событиями, сумма
вероятностей этих состояний в момент времени t

Ploss (t) =

N
∑

i=0

P (i,N − i, t) =

N
∑

i=0

P (ϑ (i,N − i) , t)(29)

определяет вероятность потерь заявок.

5.3. Пропускная способность

Поскольку выражение (29) определяет результирующую вероятность по-
терь заявок в системе, то очевидно, что заявки, поступающие в систему, нахо-
дящуюся в любых других состояниях, будут обслуживаться. Тогда пропуск-
ная способность в момент времени t в переходном режиме равна

(30) A (t) = [1− Ploss (t)]λ =

[

1−
N
∑

i=0

P (i,N − i, t)

]

λ =

=

[

1−
N
∑

i=0

P (ϑ (i,N − i) , t)

]

λ.

72



Так как пропускная способность фактически представляет собой интенсив-
ность обслуживания системой поступивших в нее заявок, то тогда за время dt
система обслуживает A(t)dt заявок. Следовательно, за время переходного ре-
жима число обслуженных заявок равно

Zservice tr =

t0+τtr
∫

t0

λ

[

1−
N
∑

i=0

P (ϑ (i,N − i) , t)

]

dt,(31)

а число потерянных заявок равно

Zloss tr =

t0+τtr
∫

t0

λ

N
∑

i=0

P (ϑ (i,N − i) , t) dt.(32)

Таким образом, сумма (31) и (32) дает λτtr – число заявок, поступивших
за время переходного режима, что подтверждает правильность полученных
соотношений.

5.4. Число заявок, обслуживаемых на каждой фазе в переходном режиме

Пусть P (n1, n2, t) – вероятность нахождения n1 заявок на первой фазе
и n2 – заявок на второй фазе в момент времени t, тогда число заявок на
первой фазе при условии, что система находится в состоянии (n1, n2), рав-
но n1P (n1, n2, t). Суммируя n1P (n1, n2, t) по всем возможным состояниям,
получим среднее число заявок на первой фазе в момент времени t как

Zphase1 (t) =

N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[n1P (n1, n2, t)] =

N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[n1P (ϑ (n1, n2) , t)] ,(33)

где n1 +n2 6 N . Аналогично, среднее число заявок на второй фазе в момент
времени t в переходном режиме равно

Zphase2 (t) =
N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[n2P (n1, n2, t)] =
N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[n2P (ϑ (n1, n2) , t)] ,(34)

где n1 +n2 6 N . Тогда среднее число заявок в системе в переходном режиме
будет

(35) Z (t) =

N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[(n1 + n2)P (n1, n2, t)] =

=

N
∑

n1=0

N
∑

n2=0

[(n1 + n2)P (ϑ (n1, n2) , t)] ,

где n1 + n2 6 N .
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6. Численное исследование переходного режима двухфазной СМО

Рассмотрим переходной режим работы двухфазной СМО, адекватно
описывающей функционирование коммутатора полностью оптической сети.
В представляемом численном эксперименте значения λ = 8 · 106 пакетов/c,
µ1 = 15 · 106 пакетов/c, µ2 = 10 · 106 пакетов/c (λ < µ2 < µ1) соответствуют
реальным характеристикам современных оптических сетей [25]. Здесь n1 –
число пакетов, находящихся в первой фазе обслуживания, n2 – число паке-
тов, находящихся во второй фазе обслуживания, N = n1 + n2 = 4 – макси-
мальное число пакетов в системе. Малый размер буфера в данном числен-
ном примере определяется техническими ограничениями современных опти-
ческих устройств.

Для анализа характеристик производительности рассматриваемой СМО
прежде всего строится матрица A в соответствии с (7) и (8), затем матри-
ца B в соответствии с (17). Далее записываются элементы матрицы L(t) в
соответствии с (13). Для этого находятся полюсы функций, описывающих
элементы матрицы L(s− s0) в терминах преобразования Лапласа:

s0 = 0, s1 = −1,2 · 107, s2 = −2,8 · 107,
s3,4 = −3,9 · 107 ± i1,9 · 107, s5,6 = −3,2 · 107 ± i9,9 · 107,
s7,8 = −2,8 · 107 ± i1,2 · 107, s9,10 = −5,1 · 107 ± i1,4 · 107,

s11,12 = −1,5 · 107 ± i6,0 · 107, s13,14 = −2,2 · 107 ± i4,0 · 107.

Один из этих полюсов равен нулю, все остальные имеют отрицательную
действительную часть. Это свидетельствует о наличии стационарного режи-
ма в системе. Более того, 12 из 15 полюсов являются попарно комплексно-
сопряженными, что свидетельствует о колебательном характере вероятностей
состояний в переходном режиме. Действительно, экспонента от комплексного
числа в (12) является комбинацией тригонометрических функций в соответ-
ствии с формулой Эйлера.

Исследование полюсов изображений вероятностей состояний также поз-
воляет вычислить постоянную времени по формуле (28) τ = 1/ |αmin| =
= 1/5 138 202,473908113 = 1,9462 · 10−7 с и время переходного режима τtr =
= 5τ = 9,731 · 10−7 с.

На рис. 2 представлена зависимость вероятностей состояний от времени
для рассматриваемого случая. На рисунке обозначено: Pidle(t) – вероятность
того, что система свободна; Pphase1(t), Pphase2(t) – зависимости вероятностей
состояний нахождения заявок только в первой и только во второй фазах
обслуживания соответственно; Ploss(t) – вероятность потерь, вычисленная в
соответствии с (29).

По рис. 2 видно, что время переходного режима, вычисленное по (28), со-
ответствует времени выхода на стационарный режим по графикам вероят-
ностей состояний. Колебательный характер переходного режима наглядно
виден по зависимости вероятности нахождения заявок на первой фазе обслу-
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Рис. 2. Зависимость вероятностей состояний системы от времени в пере-
ходном режиме.

Рис. 3. Зависимость среднего числа заявок на каждой фазе от времени.
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Рис. 4. Зависимость пропускной способности системы от времени в пере-
ходном режиме.

живания Pphase1(t) (рис. 3). Отметим, что вероятности состояний в стационар-
ном режиме, полученные авторами с использованием предлагаемого подхода,
равны стационарным вероятностям, рассчитанным с использованием хорошо
известной методики [24]. Действительно, из рис. 2 видно, что πidle = 0,167,
πloss = 0,172, πphase1 = 0,24, πphase2 = 0,49, что соответствует стационарным
вероятностям, рассчитанным по формулам (6) и (7), представленным в [24].

Далее показатели производительности рассматриваемой СМО расчитыва-
ются в соответствии с разделом 5 данной работы.

На рис. 4 представлена зависимость пропускной способности системы от
времени в переходном режиме, вычисленная в соответствии с (30). Пропуск-
ная способность системы в начальный момент времени равна 8 · 106 пакетов/c
и уменьшается до стационарного значения 6,62 · 106 пакетов/c. Исследование
изменений пропускной способности полностью оптического коммутатора в
переходном режиме позволяет получить более точные оценки его производи-
тельности с учетом возможных перезагрузок коммутатора при смене марш-
рутов передачи информации в полностью оптических сетях.

На рис. 5 представлены зависимости от времени количества пакетов на
первой и второй фазах, а также общего количества пакетов в системе в пе-
реходном режиме, вычисленных в соответствии с (33)–(35). Видно, что до
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Рис. 5. Зависимость вероятностей состояний системы от времени в пере-
ходном режиме.

момента t = 0,28 · 10−7 с число пакетов на первой фазе превышает число па-
кетов на второй фазе. В то же время в стационарном режиме среднее чис-
ло пакетов на первой фазе меньше, чем на второй фазе обслуживания, что
очевидно, так как µ1 > µ2. Учитывая, что число заявок на первой и второй
фазах исследуемой СМО соответствует числу пакетов, обрабатываемых на
первом и втором каскадах полностью оптического коммутатора [8], получен-
ные результаты позволяют оценить степень заполнения буферов коммутатора
в течение переходного режима. Следует отметить, что исследование разме-
ра буфера полностью оптического коммутатора является необходимым для
уменьшения вероятности потерь в связи с небольшим физическим размером
оптического буфера и высокой скоростью передачи информации полностью
оптических сетей.

При увеличении размерности буфера возрастает размерность матриц
в (12), что требует дополнительных затрат вычислительных ресурсов. На
рис. 4 представлен расчет двухфазной системы с объемом буфера N = 15:
вероятности потерь Ploss(t) и вероятности того, что система является пустой,
Pidle(t). Из графика видно, что при увеличении размера буфера вероятность
потерь в стационарном режиме уменьшилась – πloss = 0,1, а время переход-
ного режима увеличилось – τtr = 4 · 10−7 с.
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7. Заключение

В данной работе рассмотрен и проанализирован переходной режим двух-
фазной СМО с пуассоновским входным потоком, экспоненциальным законом
распределения времени обслуживания на каждой фазе и ограничением на
суммарный размер буфера двух фаз. Ранее нестационарный режим такой
системы не рассматривался в мировой литературе. Однако он представляет
интерес для различных приложений, в частности при проектировании ком-
мутаторов полностью оптической сети. Следует отметить, что исследование
нестационарного режима полностью оптического коммутатора позволяет бо-
лее точно оценить его характеристики производительности, существенно от-
личающиеся от стационарных значений в связи с высокой скоростью переда-
чи информации полностью оптических сетей [8].

Представлена система дифференциальных уравнений, описывающих
функционирование данной СМО, решение которой записано с использовани-
ем преобразования Лапласа. Получены характеристики производительности
системы в переходном режиме, такие как вероятность потерь, пропускная
способность, среднее число обслуживаемых заявок и время переходного ре-
жима. Очевидно, что с увеличением размера буфера получение численных
решений характеристик двухфазной СМО с ограниченным буфером является
трудоемкой в вычислительном отношении задачей и требует использования
высокопроизводительных вычислительных систем или применения подходов
на основе имитационного моделирования и машинного обучения [26].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Формально исключение определенных слагаемых в уравнениях (4) и со-
хранение оставшихся можно осуществить с помощью функции Хевисайда.
Однако эта функция, по сути, является логической, а не аналитической и,
следовательно, не позволяет записать выражение для вероятностей состоя-
ний системы в общем виде. В частности, при ее использовании в программ-
ном коде необходимо организовывать дополнительные циклы. Поэтому для
возможности компактного аналитического представления системы уравне-
ний (4) была введена функция

σ1 (x, x0) =
|x− x0|+ x− x0

2 |x− x0|
,(Π.1)

которая является аналитической. Таким образом, функция, ограничивающая
снизу допустимые состояния системы, имеет вид

υ1 (x,M) =
|x−M + 0,5|+ x−M + 0,5

2 |x−M + 0,5| .(Π.2)

Например, при M = 0 функция υ1 (x,M) имеет вид, представленный на
рис. 6.
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Рис. 6. Функция υ1 (x, 0).

Рис. 7. Функция υ2 (x, 4).

Рис. 8. Функция υ (x, 0, 4).

Смещение на 0,5 по оси времени выбрано в связи с тем, что в противном
случае при состоянии x = M системы эта функция была бы неопределенна,
а ее производная стремилась бы к бесконечности в этой точке. Аналогично
с (П.1) введем функцию

σ2 (x, x0) =
|x0 − x|+ x0 − x

2 |x0 − x| .(Π.3)

Таким образом, функция, ограничивающая сверху допустимые состояния
системы, может быть записана в виде

υ2 (x,K) =
|K − x− 0,5|+K − x− 0,5

2 |K − x− 0,5| ,(Π.4)
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где K = 0, N – состояние системы. При K = 4 функция υ2 (x,M) имеет вид,
представленный на рис. 7.

Очевидно, что функция, ограничивающая допустимый интервал значений
от наименьшего M до наибольшего K, принимает вид

(Π.5) υ (x,M,N) = υ1 (x,M) υ2 (x,N) =

=
(|x−M + 0,5|+ x−M + 0,5) (|K − x− 0,5|+K − x− 0,5)

4 |x−M + 0,5| |K − x− 0,5| .

Например, при M = 0 и K = 4 она имеет вид, представленный на рис. 8.

Применительно к решаемой задаче x может принимать значения n1, n2,
n1 + n2 и т.д. Преимуществом функций (П.2), (П.4) и (П.5) является отсут-
ствие условий “если”. Однако следует отметить, что такие условия все-таки
существуют при раскрытии модуля. Тем не менее несмотря на то, что дан-
ные функции не ускоряют процесс вычисления, они позволяют проводить
аналитическое исследование полученных выражений и упрощают программ-
ный код.

Для нахождения функции ϑ (nk, nl) (см. (6)), которая преобразует пару
чисел nk, nl, характеризующих состояние системы, в номер столбца матри-
цы A, проанализируем следующую закономерность для N = 4: для nk = 0
значения nl изменяются от 0 до N , а значения ϑ (nk, nl) изменяются от 1 до
N + 1; для nk = 1 значения nl изменяются от 0 до N − 1, а значения ϑ (nk, nl)
изменяются от N + 2 до 2N + 1; для nk = 2 значения nl изменяются от 0 до
N − 2, а значения ϑ (nk, nl) изменяются от 2N + 2 до 3N ; для nk = 3 значе-
ния nl изменяются от 0 до N − 3, а значения ϑ (nk, nl) изменяются от 3N + 1
до 4N − 2; для nk = 4 имеем nl = 0 и ϑ (nk, nl) = 4N − 1. Следовательно, в вы-
ражении для ϑ (nk, nl) должно присутствовать слагаемое nk (N + 1), а также
слагаемое nl. Таким образом, для nk = 0:

ϑ (0, nl) = (N + 1)nk + nl + 1 = (N + 1)nk + nl + 0 · (−0,5) + 1,(Π.6)

для nk = 1:

ϑ (1, nl) = (N + 1)nk + nl + 1 = (N + 1)nk + nl − 1 · 0 + 1,(Π.7)

для nk = 2:

ϑ (2, nl) = (N + 1)nk + nl + 0 = (N + 1)nk + nl − 2 · 0,5 + 1,(Π.8)

для nk = 3:

ϑ (3, nl) = (N + 1)nk + nl − 2 = (N + 1)nk + nl − 3 · 1 + 1,(Π.9)

для nk = 4:

ϑ (4, nl) = (N + 1)nk + nl − 5 = (N + 1)nk + nl − 4 · 1,5 + 1,(Π.10)
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для nk = m:

(Π.11) ϑ (m,nl) = (N + 1)m+nl − (m+1) = (N + 1)m+nl −m
m− 1

2
+1.

Таким образом, выражения (П.6)–(П.11) связывают пару чисел в соответ-
ствующий порядковый номер элемента в строке (столбце) матрицы коэффи-
циентов. Легко проверить, что соотношение (6) справедливо для любых N .
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