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Показано, что при отсутствии математической модели линейного
непрерывного или дискретного динамического объекта закон управле-
ния, обеспечивающий субоптимальное гашение начального и/или внеш-
него возмущений, может быть реализован по экспериментальным и апри-
орным данным. В основе подхода лежат методы построения робастного
управления, теория двойственности и аппарат линейных матричных нера-
венств.
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1. Введение

В последнее время все возрастающее внимание в теории управления уде-
ляется построению законов управления для динамических объектов в усло-
виях большой неопределенности относительно их математических моделей,
действующих внешних возмущений и неизвестных начальных условий. В ра-
ботах этого направления предполагается, что с объектом можно провести
серию экспериментов, задавая входные воздействия и измеряя выходные пе-
ременные. Задача состоит в том, чтобы на основе полученных измерений,
а также априорных данных, не идентифицируя неизвестные параметры объ-
екта, непосредственно определить параметры обратных связей, при которых
гарантируется определенное качество замкнутой системы управления.

В [1] было установлено, что для полной характеризации линейной ста-
ционарной динамической системы может быть использована единственная
траектория, полученная при выполнении так называемого условия неисче-
зающего возбуждения. С учетом этого фундаментального результата в [2] для
объектов с неизвестными матрицами уравнения динамики состояния и задан-
ными матрицами уравнения целевого выхода были предложены различные
варианты прямого синтеза законов управления на основе экспериментальных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Научно-образовательного математиче-
ского центра “Математика технологий будущего” (соглашение № 075-02-2023-945).
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данных, в которых выполняется указанное условие. В [3] было показано, что
для построения законов управления по экспериментальным данным доста-
точно выполнения условия информативности данных по отношению к синте-
зируемому закону управления, которое менее ограничительно по сравнению с
условием неисчезающего возбуждения. В [4] построение H2- и H∞-оптималь-
ных законов управления полностью неопределенным дискретным объектом
по измерениям входа и выхода осуществляется на основе матричного вари-
анта S-леммы [5], а в [6] – на основе леммы Питерсена [7]. В [8, 9] параметры
обратной связи по состоянию находятся на основе априорных данных и из-
мерений входа и выхода дискретного неопределенного объекта, на который
действует неизмеряемое возмущение из определенного класса.

В настоящей работе синтез обобщенных H∞-субоптимальных, обеспечи-
вающих гашение начального и/или внешнего возмущения и, как частный
случай, линейно-квадратичных законов управления для непрерывных и дис-
кретных объектов с полностью неизвестными матрицами уравнений дина-
мики состояния и целевого выхода осуществляется на основе априорных и
экспериментальных данных. В основу синтеза положен подход, применен-
ный в [9] и состоящий в “погружении” неопределенной системы в искусствен-
ную систему с известными уравнениями и с дополнительным возмущением,
влияние которого соответствует влиянию неизвестных слагаемых в исходном
уравнении. Идея такого искусственного “погружения” или, другими словами,
представление неопределенной системы в виде системы, в обратной связи ко-
торой находится блок с неизвестными ограниченными параметрами или неиз-
вестный ограниченный оператор, активно применялась в синтезе робастного
управления на основе H∞-оптимального управления (см. обзор [10]). Однако
непосредственное применение такого подхода к синтезу законов управления
на основе экспериментальных данных вызывало трудности. В данной работе
показано, что эта проблема разрешается, если перейти от исходной неопре-
деленной системы к двойственной неопределенной системе, которую следует
“погрузить” в соответствующую расширенную систему. Для реализации та-
кого подхода потребовалось предварительно установить связь между обоб-
щенными H∞-нормами прямой и двойственной систем.

Статья структурирована следующим образом. После введения в разделе 2
дается общая постановка задачи и показывается, как на основе априорных
и экспериментальных данных выводятся два квадратичных неравенства от-
носительно неизвестных матриц уравнений динамики состояния и целево-
го выхода. В разделе 3 приводятся необходимые сведения об обобщенной
H∞-норме и доказывается утверждение о вычислении этой нормы в терминах
двойственной системы. В разделе 4 описывается процедура синтеза обобщен-
ных H∞-субоптимальных законов управления по априорным и эксперимен-
тальным данным и доказывается основная теорема. В разделе 5 приводятся
результаты ряда экспериментов с неопределенной системой, показывающие
эффективность синтезируемого управления. В разделе 6 подводятся итоги и
делаются выводы.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим неопределенную систему вида

∂x(t) = Ax(t) +Bu(t) + w(t), x(0) = x0,

z(t) = Cx(t) +Du(t),
(2.1)

где ∂ – оператор дифференцирования в непрерывном случае или опера-
тор сдвига на единицу вперед в дискретном случае, x(t)∈Rnx – состояние,
u(t)∈Rnu – управление, w(t)∈Rnw – возмущение, z(t)∈Rnz – целевой выход.
Предполагается, что возмущение w(t)∈L2(l2) и матрицы системы A, B, C
и D неизвестны. В общем плане требуется на основе априорной информации
и данных, полученных из экспериментов, синтезировать линейные обратные
связи по состоянию, при которых уровень гашения возмущений в замкнутой
системе не превышает заданное значение.

Информация о неизвестных параметрах системы (2.1) извлекается из ко-
нечного набора измерений ее траектории. А именно, допустим, что в случае
дискретной системы получены измерения ее состояния x0, x1, . . . , xN и целе-
вого выхода z0, . . . , zN−1 при выбранных управлениях u0, . . . , uN−1 и некото-
ром неизвестном возмущении w0, . . . , wN−1. Составим матрицы

Φ = (x0 · · · xN−1) , Φ+ = (x1 · · · xN ) ,

U = (u0 · · · uN−1) , W = (w0 · · ·wN−1) , Z = (z0 · · · zN−1) .

В случае непрерывной системы допустим, что имеются измерения в мо-
менты времени t0, . . . , tN−1 состояния x(t0), . . . , x(tN−1), производных со-
стояния ẋ(t0), . . . , ẋ(tN−1) и целевого выхода z(t0), . . . , z(tN−1) при выбран-
ных управлениях u(t0), . . . , u(tN−1) и некоторых неизвестных возмущениях
w(t0), . . . , w(tN−1). Составим матрицы

Φ = (x(t0) · · · x(tN−1)) , Φ+ = (ẋ(t0) · · · ẋ(tN−1)) ,

U = (u(t0) · · · u(tN−1)) , W = (w(t0) · · ·w(tN−1)) , Z = (z(t0) · · · z(tN−1)) .

Для матриц с экспериментальными данными в непрерывном и дискретном
случаях имеют место соотношения

Φ+ = ArealΦ+BrealU +W,

Z = CrealΦ+DrealU,
(2.2)

в которых Areal, Breal, Creal и Dreal – реальные неизвестные матрицы урав-
нений системы. Обозначим:

∆real =

(
Areal Breal

Creal Dreal

)
, Φ̂ =

(
Φ
U

)
, Φ̃ =

(
Φ+

Z

)
, Ŵ =

(
W
0

)

и запишем уравнения (2.2) в виде линейной матричной регрессии

Φ̃ = ∆realΦ̂ + Ŵ .(2.3)
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Допустим, что возмущение в эксперименте удовлетворяет условию

N−1∑

i=0

w(ti)w
T(ti) = WWT

6 Ω.(2.4)

В частности, если возмущение при всех t удовлетворяет ограничению
‖w(t)‖∞ 6 dw для некоторого заданного dw, которое будем называть уровнем
возмущения, то Ω = d2wnwNInx

. В случае, когда суммарная энергия возмуще-
ния во время эксперимента ограничена

∑N−1
i=0 |w(ti)|

2 6 α2, то Ω = α2I. Если
в (2.1) w(t) = Bvv(t), v(t)∈Rnv для некоторой матрицы Bv и ‖v(t)‖∞ 6 dv, то
Ω = d2vnvNBvB

T
v .

Из (2.4) следует, что

Ŵ ŴT
6

(
Ω ⋆
0 0

)
= Ω̂.(2.5)

Определим множество ∆p матриц ∆ порядка (nx+nz)×(nx+nu), которые
могли бы генерировать полученные в эксперименте матрицы Φ, Φ+ и Z при
выбранных управлениях U и некоторых допустимых возмущениях W , удо-
влетворяющих ограничению (2.4). Для этих матриц равенство Φ̃ = ∆Φ̂ + Ŵ

должно выполняться при некоторой Ŵ , удовлетворяющей (2.5). Следователь-
но,

∆p =
{
∆ : Φ̃ = ∆Φ̂ + Ŵ , Ŵ ŴT

6 Ω̂
}

и ∆∈∆p тогда и только тогда, когда

(Φ̃−∆Φ̂)(Φ̃ −∆Φ̂)T 6 Ω̂.(2.6)

Очевидно, что ∆real ∈∆p. Для дальнейшего применения представим послед-
нее неравенство в виде

(∆ Inx+nz
)Ψ1 (∆ Inx+nz

)T 6 0,(2.7)

где симметрическая матрица Ψ1 порядка 2nx +nu +nz разбивается на блоки
соответствующего порядка и вычисляется следующим образом:

Ψ1 =




ΦΦT ∗ | ∗ ∗

UΦT UUT | ∗ ∗
— — — — — — — — — — — — — — — — — —

−Φ+Φ
T −Φ+U

T | Φ+Φ+
T − Ω ∗

−ZΦT −ZUT | ZΦ+
T ZZT




.(2.8)

Таким образом, множество матриц ∆, согласованных с полученными экспе-
риментальными данными, удовлетворяет неравенству (2.7). Условия ограни-
ченности множества ∆p формулируются в следующем утверждении, доказа-
тельство которого приведено в Приложении.
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Лемма 2.1. Если информационная матрица Φ̂Φ̂T невырожденна, то

множество ∆p представляет собой невырожденный “матричный эллипсо-

ид” с центром в ∆LS, определяемый неравенством

(∆ −∆LS)(Φ̂Φ̂
T)(∆ −∆LS)

T
6 Γ,(2.9)

в котором

Γ = Ω̂ + Φ̃[Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1Φ̂− I]Φ̃T
> 0,(2.10)

а ∆LS = Φ̃Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1 – оптимальная оценка неизвестной матрицы ∆real

в (2.3) методом наименьших квадратов, минимизирующая по ∆ квадрат

матричной нормы невязки ‖Φ̃−∆Φ̂‖2F .

Из этой леммы следует, что при невырожденности информационной мат-
рицы “размер” множества ∆p определяется матрицами регрессоров Φ̂ и в
конечном итоге зависит от реального объекта, выбираемых в эксперименте
управлений U и возмущений W .

Далее, пусть имеется дополнительная информация о том, что неизвестная
матрица ∆real удовлетворяет ограничению

(∆−∆∗)(∆ −∆∗)
T
6 ρ2I, ∆∗ =

(
A∗ B∗

C∗ D∗

)
=

(
∆

(1)
∗

∆
(2)
∗

)
,(2.11)

в котором ∆∗ и ρ – заданные матрица и параметр, характеризующие центр
и размер области неопределенности. Запишем это неравенство в виде

(∆ Inx+nz
)Ψ2 (∆ Inx+nz

)T 6 0,(2.12)

где

Ψ2 =




Inx
⋆ | ⋆ ⋆

0nu×nx
Inu

| ⋆ ⋆
— — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

−A∗ −B∗ | ∆
(1)
∗ ∆

(1)T
∗ − ρ2Inx

⋆

−C∗ −D∗ | ∆
(2)
∗ ∆

(1)T
∗ ∆

(2)
∗ ∆

(2)T
∗ − ρ2Inz




.(2.13)

Обозначим: ∆a – множество матриц, которые удовлетворяют неравенству
(2.12), и ∆set = ∆p

⋂
∆a – множество матриц, которые удовлетворяют нера-

венствам (2.7) и (2.12). Очевидно, что ∆real ∈∆set (см. рис. 1).

Качество системы (2.1) при заданной матрице ∆, замкнутой управлени-
ем вида линейной стационарной обратной связи по состоянию u(t) = Θx(t),
будем оценивать уровнем гашения внешнего и начального возмущений, т.е.
обобщенной H∞-нормой

γg∞(∆,Θ) = sup
x0, w

‖z‖
(
xT0 R

−1x0 + ‖w‖2
)1/2 ,
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Рис. 1. Множество ∆set неизвестных параметров ∆, согласованных
с экспериментальными и априорными данными.

где R = RT > 0 – весовая матрица, ‖ξ‖2 =
∑∞

t=0 |ξ(t)|
2 в дискретном случае и

‖ξ‖2 =
∫∞

t=0 |ξ(t)|
2 в непрерывном случае. При отсутствии внешнего возмуще-

ния, т.е. при w(t)≡ 0, обобщенная H∞-норма принимает вид так называемой
γ0-нормы

γ0(∆,Θ) = sup
x0 6=0

‖z‖
(
xT0 R

−1x0
)1/2 ,

которая характеризует “наихудшее” значение квадратичного функционала на
траекториях системы, когда начальное состояние принадлежит эллипсоиду
xTR−1x 6 1. Если начальное состояние нулевое, то обобщенная H∞-норма
(при R → 0) превращается в обычную H∞-норму

γ∞(∆,Θ) = sup
w 6=0

‖z‖

‖w‖
.

Качество неопределенной системы (2.1), замкнутой управлением вида
u(t) = Θx(t), будем оценивать минимальной верхней границей уровня гаше-
ния внешнего и начального возмущений, т.е. минимальной верхней границей
обобщенной H∞-нормы для всех матриц объекта, согласованных с экспери-
ментальными и априорными данными:

γ∗(Θ) = sup
∆∈∆set

γg∞(∆,Θ).(2.14)

Робастное обобщенное H∞-оптимальное управление определяется как управ-
ление с матрицей параметров Θ∗, при которой достигается минимальное зна-
чение этой границы, т.е. которая является решением минимаксной задачи

inf
Θ

sup
∆∈∆set

γg∞(∆,Θ) = inf
Θ

γ∗(Θ) = γ∗(Θ∗).(2.15)

Задача заключается в том, чтобы, не имея и не строя математическую модель
системы, синтезировать робастное обобщенное H∞-субоптимальное управле-
ние с матрицей параметров Θ, при которой обобщенная H∞-норма замкну-
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той системы для всех объектов, матрицы которых согласованы с получен-
ными экспериментальными данными, ограничена заданной константой, т.е.
γ∗(Θ) < γ.

3. Обобщенная H∞-норма в терминах двойственной системы

Напомним, что обобщенная H∞-норма от входа v к выходу z

γg∞ = sup
x0, v

‖z‖
(
xT0 R

−1x0 + ‖v‖2
)1/2(3.1)

устойчивой системы

∂x(t) = Ax(t) + Bv(t),

z(t) = Cx(t)
(3.2)

удовлетворяет условию γg∞ < γ тогда и только тогда, когда разрешимы отно-
сительно матрицы Y = Y T > 0 следующие линейные матричные неравенства:
для непрерывной системы




YAT +AY ⋆ ⋆

BT −γ2I ⋆

CY 0 −I


 < 0,

(
Y ⋆

I γ2R−1

)
> 0(3.3)

и для дискретной системы



−Y ⋆ ⋆ ⋆

YAT −Y ⋆ ⋆

BT 0 −γ2I ⋆

0 CY 0 −I




< 0,

(
Y ⋆

I γ2R−1

)
> 0.(3.4)

Как показано в [11, 12], неравенства (3.3) и (3.4) означают, что для поло-
жительно определенной функции V (x) = xTY −1x с Y > γ−2R в силу систе-
мы (3.2) выполняется соответствующее из неравенств

V̇ (x) + |z|2 − γ2|v|2 < 0, ∆V (x) + |z|2 − γ2|v|2 < 0 ∀x, v.(3.5)

Следующее вспомогательное утверждение, доказательство которого приведе-
но в Приложении, позволяет характеризовать обобщенную H∞-норму систе-
мы (3.2) в терминах двойственной системы.

Лемма 3.1. Обобщенная H∞-норма системы (3.2) удовлетворяет усло-

вию γg∞ < γ тогда и только тогда, когда существует положительно опре-

деленная квадратичная форма Va(xa) = xTa Pxa с P > R, для которой по тра-

ектории двойственной системы

∂xa(t) = ATxa(t) + CTva(t),

za(t) = BTxa(t)
(3.6)
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выполняется соответствующее из неравенств

V̇a(xa(t)) + |za(t)|
2 − γ2|va(t)|

2 < 0,

∆Va(xa(t)) + |za(t)|
2 − γ2|va(t)|

2 < 0.
(3.7)

Сл ед с т в и е 3.1. При v(t) ≡ 0 γ0-норма системы (3.2) удовлетворяет

условию γ0 < γ тогда и только тогда, когда существует квадратичная фор-

ма Va(xa) = xTa Pxa с P > R, для которой по траектории двойственной си-

стемы

∂xa(t) = ATxa(t) + CTva(t)

выполняется соответствующее из неравенств (3.7) при za(t)≡ 0.

Зам е ч а ни е 1. Формально двойственная система описывается в непре-
рывном и дискретном случаях уравнениями

˙̂xa = −ATx̂a − CTv̂a,

ẑa = BTx̂a
(3.8)

и

x̂a(t) = ATx̂a(t+ 1) + CTv̂a(t),

ẑa(t) = BTx̂a(t+ 1)
(3.9)

соответственно. Как показано в доказательстве этой леммы, от систем (3.8)
и (3.9) можно перейти к системе (3.6), которая также будет называться двой-
ственной и для которой выполняется соответствующее из неравенств (3.7).

Зам е ч а ни е 2. Матрицы квадратичных форм V (x) = xTY −1x и Va(xa) =
= xTa Pxa прямой и двойственной систем, как следует из доказательства лем-
мы 3.1, связаны соотношением P = γ2Y .

4. Синтез обобщенных H∞-субоптимальных законов управления

Опишем основные шаги получения верхней границы обобщенной H∞-нор-
мы и соответствующих матриц параметров Θ законов управления для неопре-
деленной замкнутой системы

∂x(t) = (A+BΘ)x(t) + w(t),

z(t) = (C +DΘ)x(t).
(4.1)

Предполагая, что параметры Θ выбраны так, что замкнутая система устой-
чива, и учитывая введенные обозначения, представим эти уравнения в виде

∂x(t) = (Inx
0nx×nz

)∆

(
Inx

Θ

)
x(t) + w(t),

z(t) = (0nz×nx
Inz

)∆

(
Inx

Θ

)
x(t),

(4.2)
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где ∆ – неизвестная (nx + nz) × (nx + nu)-матрица, Θ – (nu × nx)-матрица
параметров регулятора. Уравнения двойственных непрерывной и дискретной
систем согласно лемме 3.1 имеют вид

∂xa(t) =

(
I

Θ

)T

∆T

(
I

0

)
xa(t) +

(
I

Θ

)T

∆T

(
0

I

)
wa(t),

za(t) = xa(t).

(4.3)

Рассмотрим систему, которую назовем расширенной, с дополнительны-
ми искусственными входом w∆(t)∈L2(l2) и выходом z∆(t), определяемую в
непрерывном и дискретном случаях уравнениями

∂x̂(t) =

(
I

Θ

)T

w∆(t),

ẑ(t) = x̂(t), z∆(t) =

(
I

0

)
x̂(t) +

(
0

I

)
ŵ(t),

(4.4)

в которых x̂(t) – состояние, ŵ(t) – возмущение, ẑ(t) – целевой выход. За-
метим, что при w∆(t) = ∆Tz∆(t) уравнения (4.4) совпадают с уравнениями
системы (4.3). Допустим, что дополнительные входной и выходной сигналы
в системе (4.4) при всех t > 0 удовлетворяют двум неравенствам

(
w∆(t)

z∆(t)

)T

Ψ1

(
w∆(t)

z∆(t)

)
6 0,

(
w∆(t)

z∆(t)

)T

Ψ2

(
w∆(t)

z∆(t)

)
6 0,(4.5)

где матрицы Ψ1 и Ψ2 заданы в (2.8) и (2.13). Множество всех таких сигна-
лов w∆(t) обозначим через W∆. При w∆(t) = ∆Tz∆(t) для всех ∆∈∆set, как
следует из (2.7) и (2.12), выполняются неравенства

(
w∆(t)

z∆(t)

)T

Ψ1

(
w∆(t)

z∆(t)

)
= zT∆(t)

(
∆T

I

)T

Ψ1

(
∆T

I

)
z∆(t) 6 0,

(
w∆(t)

z∆(t)

)T

Ψ2

(
w∆(t)

z∆(t)

)
= zT∆(t)

(
∆T

I

)T

Ψ2

(
∆T

I

)
z∆(t) 6 0.

Таким образом, w∆(t) = ∆Tz∆(t)∈W∆ и, следовательно, система (4.3) с
∆∈∆set, двойственная исходной неопределенной системе, “погружена” в рас-
ширенную систему (4.4), (4.5). С учетом леммы 3.1 это позволяет получить
верхнюю границу обобщенной H∞-нормы неопределенной системы, исполь-
зуя соответствующее свойство расширенной системы.

Те ор ем а 4.1. Верхняя граница обобщенной H∞-нормы неопределенной

системы (2.1) при законе управления u(t) = Θx(t), где Θ = QP−1, меньше γ,
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если следующие линейные матричные неравенства разрешимы относитель-

но P = PT > 0, Q, µ1 > 0 и µ2 > 0: для непрерывной системы




I −
2∑

i=1

µi Ξ
(i)
11 ⋆ ⋆ ⋆

−

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
21 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
22 − γ2I ⋆ ⋆

P −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
31 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
32 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
33 ⋆

Q−
2∑

i=1

µi Ξ
(i)
41 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
42 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
43 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
44




< 0(4.6)

и для дискретной системы




−P ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 −P + I −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
11 ⋆ ⋆ ⋆

0 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
21 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
22 − γ2I ⋆ ⋆

P −
2∑

i=1

µi Ξ
(i)
31 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
32 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
33 ⋆

Q −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
41 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
42 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
43 −

2∑

i=1

µi Ξ
(i)
44




< 0,(4.7)

где P > R,

Ξ
(1)
11 = Φ+Φ+

T −Ω, Ξ
(1)
21 = ZΦ+

T, Ξ
(1)
22 = ZZT,

Ξ
(1)
31 = −ΦΦ+

T, Ξ
(1)
32 = −ΦZT, Ξ

(1)
33 = ΦΦT,

Ξ
(1)
41 = −UΦ+

T, Ξ
(1)
42 = −UZT, Ξ

(1)
43 = UΦT, Ξ

(1)
44 = UUT,

Ξ
(2)
11 = ∆

(1)
∗ ∆

(1)T
∗ − ρ2Inx

, Ξ
(2)
21 = ∆

(2)
∗ ∆

(1)T
∗ , Ξ

(2)
22 = ∆

(2)
∗ ∆

(2)T
∗ − ρ2Inz

,

Ξ
(2)
31 = −AT

∗ , Ξ
(2)
32 = −CT

∗ , Ξ
(2)
33 = Inx

,

Ξ
(2)
41 = −BT

∗ , Ξ
(2)
42 = −DT

∗ , Ξ
(2)
43 = 0nu×nx

, Ξ
(2)
44 = Inu

.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4.1. Выясним условия, при которых су-
ществует положительно определенная квадратичная функция V̂ (x̂) = x̂TPx̂
с P > R, для которой в силу уравнений расширенной системы (4.4) при
всех w∆(t), удовлетворяющих (4.5), выполняется соответствующее из нера-
венств (3.7). Достаточным условием для этого в силу S-процедуры является

12



существование функции V̂ (x̂) = x̂TPx̂ с P > R, для которой в силу уравне-
ний (4.4) при всех x̂, ŵ, w∆ и некоторых µ1 > 0, µ2 > 0 выполняется соответ-
ствующее неравенство

˙̂
V (x̂) + |ẑ|2 − γ2|ŵ|2 −

2∑

i=1

µi

(
w∆

z∆

)T

Ψi

(
w∆

z∆

)
< 0,

∆V̂ (x̂) + |ẑ|2 − γ2|ŵ|2 −

2∑

i=1

µi

(
w∆

z∆

)T

Ψi

(
w∆

z∆

)
< 0.

(4.8)

Эти неравенства сводятся к следующим неравенствам для квадратичных
форм относительно переменных x̂, ŵ, w∆:

2x̂TP

(
I
Θ

)T

w∆ + |ẑ|2 − γ2|ŵ|2 −

2∑

i=1

µi

(
w∆

z∆

)T

Ψi

(
w∆

z∆

)
< 0,

wT
∆

(
I
Θ

)
P

(
I
Θ

)T

w∆ − x̂TPx̂+ |ẑ|2 − γ2|ŵ|2−

−

2∑

i=1

µi

(
w∆

z∆

)T

Ψi

(
w∆

z∆

)
< 0,

(4.9)

где ẑ = x̂ и z∆ = col (x̂, ŵ). Так как система (4.3), являющаяся двойственной
к исходной системе (4.2), “погружена” в расширенную систему и выполня-
ется условие (4.5), то по траекториям (4.3) при всех ∆∈∆set выполняет-
ся неравенство (3.7). Согласно лемме 3.1 отсюда следует, что для исходной
неопределенной системы при любом ∆∈∆set выполнено γg∞(∆,Θ) < γ и,
следовательно, γ∗(Θ) < γ. Осталось только записать неравенства (4.9) для
квадратичных форм в виде матричных неравенств, ввести новую матричную
переменную Q = ΘP и, применяя стандартным образом лемму Шура, полу-
чить линейные матричные неравенства (4.6) и (4.7) соответственно. Теорема
доказана.

Зам е ч а ни е 3. Для нахождения верхней границы γ0-нормы требуется
исключить слагаемое I в блоке, стоящем в первой строке и первом столб-
це неравенств (4.6) для непрерывной системы, и в блоке, стоящем во второй
строке и втором столбце неравенств (4.7) для дискретной системы. Это сле-
дует из того, что в случае γ0-нормы в неравенствах (4.8) и соответственно
в (4.9) исчезает слагаемое |ẑ|2. Для нахождения верхней границы “обычной”
H∞-нормы в условиях теоремы 4.1 следует положить R = 0.

Зам е ч а ни е 4. Согласно неущербности S-процедуры при двух квадра-
тичных ограничениях (теорема 4.1 [13]), если при некоторых µ1 и µ2 вы-
полняется неравенство µ1Ψ1 + µ2Ψ2 > 0 (что проверяется непосредственным
решением этого линейного матричного неравенства относительно µ1 и µ2),
то выполнение соответствующего неравенства (4.8) является не только до-
статочным, но и необходимым условием существования указанной функции
V̂ (x̂) = x̂TPx̂ для расширенной системы.
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Обозначим минимальное значение γ, при котором каждое из неравенств
(4.6) или (4.7) имеет решение, через γrob(Θrob), где Θrob – соответствующая
матрица параметров управления. Так как

γ∗(Θ∗) 6 γ∗(Θrob) 6 γrob(Θrob),

где Θ∗ – матрица параметров робастного обобщенного H∞-оптимального
управления, определенного в (2.15), то γrob(Θrob) является верхней границей
минимального уровня гашения возмущений в неопределенной системе при ро-
бастном обобщенном H∞-оптимальном управлении для заданных априорных
и экспериментальных данных. Отметим также, что теорема 4.1 позволяет
выяснить, является ли гарантированная обобщенная H∞-норма замкнутой
неопределенной системы (4.1) при заданной обратной связи с матрицей па-

раметров Θ̂ меньше, чем заданное число γ2. Для этого в неравенстве (4.6)
для непрерывной системы или в неравенстве (4.7) для дискретной системы

следует положить Q = Θ̂P и решить их относительно переменных P , µ1 и µ2.

5. Иллюстративный пример

Для иллюстрации рассмотрим дискретный объект вида (2.1) пятого поряд-
ка nx = 5 с двумя управлениями nu = 2, возмущением при nw = 5 и двумя це-
левыми выходами nz = 2 с матрицами, каждый элемент которых был выбран
случайно на интервале [−1, 1]. Таким образом, система содержит 49 неизвест-
ных параметров. В эксперименте начальные условия и компоненты вектора
управления выбирались случайно на интервале [−1, 1], а возмущение – так-
же случайно на интервале [−d, d]. Было сделано N = 50 измерений. Весовая
матрица начального возмущения имеет вид R = 0,01I5. На рис. 2 приведены
типичные три графика квадратов уровней гашения возмущений замкнутой
системы при управлении, синтезированном на основе только эксперименталь-
ных данных, в зависимости от уровня возмущения d в эксперименте. Сплош-
ная кривая соответствует квадрату гарантированной обобщенной H∞-нормы
γ2rob(Θrob) при законе управления с матрицей параметров Θrob, найденной
в результате решения линейных матричных неравенств (4.7) при минималь-
ном значении γ2. Штрих-пунктирная кривая отвечает квадрату уровня гаше-
ния возмущений γreal = γg∞(∆real,Θrob), т.е. обобщенной H∞-норме замкну-
той системы, состоящей из реального объекта с матрицей параметров ∆real

(если бы ее знали) и обратной связи с параметрами Θrob. Пунктирная кривая
отвечает квадрату уровня гашения возмущений γprob = γg∞(∆prob,Θrob), т.е.
обобщенной H∞-норме замкнутой системы, состоящей из пробного объекта,
которому соответствует матрица ∆prob = ∆LS + Γ1/2(Φ̂Φ̂T)−1/2, находящаяся
согласно лемме 2.1 на границе эллипсоида неопределенности ∆set, и обратной
связи с параметрами Θrob. Рост этих кривых с возрастанием уровня возму-
щения d в эксперименте объясняется тем, что при увеличении d возрастают
размеры эллипсоида ∆p неизвестных параметров ∆, согласованных с экспе-
риментальными данными.
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Рис. 2. Гарантированная обобщенная H∞-норма и обобщенные H∞-нормы
для реального и пробного объектов как функции уровня возмущения в
измерениях.

Рис. 3. Гарантированные оценки H∞-нормы как функции уровня возму-
щения в экспериментальных данных для различных видов используемой
информации.

Из рис. 2 видно, что кривая γ2rob с некоторым запасом мажорирует уровни
гашения возмущений замкнутой системы для конкретных объектов с матри-
цами ∆real и ∆prob из множества ∆set и что при найденном законе управления
с матрицей параметров Θrob обобщенные H∞-нормы замкнутых систем незна-
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чительно превышают (особенно при небольших уровнях возмущения d) свои
минимальные значения γ2 ≃ 0,26 для полностью известной модели. Заметим,
что запас, с которым γ2rob превышает γ2real и γ2prob, существенным образом за-
висит от экспериментальных данных и может быть значительно меньше, чем
на графиках, приведенных на рис. 2.

На рис. 3 приведены три гарантированные оценки обобщенной H∞-нормы,
полученные только по априорной информации, только по эксперименталь-
ным данным и совместно по априорной информации и экспериментальным
данным в зависимости от уровня возмущения d в эксперименте. Априор-
ная информация состояла в том, что неизвестные матрицы системы удовле-
творяют условию (2.11), в котором ρ = 0,1 и A∗ = Areal + (ρ/2)I , B∗ = Breal,
C∗ = Creal, D∗ = Dreal. Эти результаты говорят о том, что гарантированные
оценки норм замкнутой неопределенной системы, синтезированной при ис-
пользовании как априорных, так и экспериментальных данных, начиная с
некоторого уровня возмущений в эксперименте значительно меньше соответ-
ствующих оценок норм замкнутой системы при управлениях, синтезирован-
ных только по априорным или только по экспериментальным данным.

Отметим также следующее. Рассмотрим объект с матрицами ALS , BLS,
CLS и DLS , составляющими матрицу параметров ∆LS, полученную мето-
дом наименьших квадратов по тем же экспериментальным данным. Найдем
для него матрицу параметров обобщенной H∞-оптимальной обратной свя-
зи ΘLS = QP−1, решая линейные матричные неравенства (3.4) при Y = P ,
AY = ALSP +BLSQ, CY = CLSP +DLSQ и B = I. Это, по существу, так на-
зываемое непрямое, т.е. найденное по оценкам неизвестных параметров объ-
екта, H∞-субоптимальное адаптивное управление. Если имеется достаточное
число измерений и информационная матрица невырожденная, то обобщенная
H∞-норма замкнутой системы, состоящей из реального объекта и обратной
связи с Θ = ΘLS, может оказаться меньше, чем соответствующая гаранти-
рованная обобщенная H∞-норма при обратной связи с Θ = Θrob. Однако в
последнем случае имеется верхняя оценка обобщенной H∞-нормы замкнутой
системы для любого объекта из множества ∆set, согласованного с полученны-
ми экспериментальными данными, а для обратной связи с Θ = ΘLS получить
такую оценку из неравенств (4.7), как показывает эксперимент, удается толь-
ко при очень маленьких уровнях возмущения d. Так, в рассматриваемом при-
мере при d = 0,02 имеем γ2rob(Θrob) = 0,27, в то время как γ2rob(ΘLS) = 41,77,
а при d > 0,03 неравенство (4.7), в котором Q = ΘLSP , неразрешимо.

6. Заключение

Статья посвящена методам построения обобщенного H∞-субоптимального
и, как частный случай, линейно-квадратичного управления для линейных
непрерывных и дискретных динамических объектов при полном отсутствии
их математических моделей. В ней показано, что классические методы по-
строения робастного управления по априорным данным для динамических

16



объектов, уравнения которых содержат неизвестные параметры со значения-
ми в некоторых ограниченных множествах, при должной модификации мо-
гут быть применены к синтезу управления по априорным и эксперименталь-
ным данным. Эти методы, как известно, состоят в “погружении” неопреде-
ленной системы в некоторую расширенную систему с дополнительными вхо-
дом и выходом, удовлетворяющими квадратичному неравенству, применении
S-процедуры и приведении задачи к синтезу H∞-оптимального управления
для расширенной системы. В данной статье показано, что требуемая моди-
фикация включает в себя характеризацию критерия управления (обобщен-
ную H∞-норму системы при наличии начального и внешнего возмущений
или значение квадратичного функционала при наличии только начального
возмущения) в терминах двойственной системы, “погружение” двойственной
неопределенной системы в некоторую расширенную систему и дальнейшее
применение техники линейных матричных неравенств. В результате пара-
метры линейных субоптимальных обратных связей выражаются в терминах
решений линейных матричных неравенств, содержащих только априорные и
экспериментальные данные. Иллюстративный пример со случайно генериро-
ванным объектом пятого порядка демонстрирует, что при совместном приме-
нении априорных и экспериментальных данных качество системы управления
значительно улучшается.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2.1. Для неизвестной матрицы ∆real в (2.3)
определим оценку ∆LS методом наименьших квадратов, которая минимизи-
рует по ∆ квадрат матричной нормы невязки, т.е. функцию ‖Φ̃−∆Φ̂‖2F =

= tr (Φ̃−∆Φ̂)T(Φ̃−∆Φ̂). Вычисляя градиент по ∆ от этой функции и при-

равнивая его к нулю −2Φ̃Φ̂T + 2∆Φ̂Φ̂T = 0, найдем оптимальную оценку
∆LS = Φ̃Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1 в предположении, что информационная матрица Φ̂Φ̂T

невырожденна. Далее преобразуем неравенство (2.6) к виду

∆Φ̂Φ̂T∆T − Φ̃Φ̂T∆T −∆Φ̂Φ̃T + Φ̃Φ̃T − Ω̂ 6 0

и запишем его как

[∆− Φ̃Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1](Φ̂Φ̂T)[∆ − Φ̃Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1]T 6 Γ,

где Γ = Ω̂+Φ̃[Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1Φ̂− I]Φ̃T. Подставляя в Γ выражение для Φ̃ из (2.3)
и учитывая (2.5), получим

Γ = Ω̂ + Ŵ [Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1Φ̂− I]ŴT
> Ŵ Φ̂T(Φ̂Φ̂T)−1Φ̂ŴT

> 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3.1. Определим линейный оператор Γ, отоб-
ражающий пару (x(0), v(t))∈Rn × L2(l2) = Ξ, состоящую из начального со-
стояния системы и возмущения на входе, в целевой выход z(t)∈L2(l2) = Υ,
т.е.

Γ : Ξ = Rnx × L2(l2) → Υ = L2(l2) : (x(0), v) → z.
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Скалярные произведения в этих пространствах определяются как

〈·, ·〉Ξ = xT1 (0)R
−1x2(0) + 〈v1(t), v2(t)〉L2(l2), 〈·, ·〉Υ = 〈z1(t), z2(t)〉L2(l2).

При этом обобщенная H∞-норма совпадает с индуцированной нормой такого
оператора, так как

‖Γ‖ = sup
(x0, v)6=0

‖Γ(x0, v)‖

‖(x0, v)‖
= sup

x0, v 6=0

‖z‖
(
xT0 R

−1x0 + ‖v‖2
)1/2 = γg∞.

Покажем, что сопряженный оператор Γ∗ определяется как

Γ∗ : Υ → Ξ : v̂a(t) → (Rx̂a(0), ẑa(t)),

где x̂a(t) и ẑa(t) удовлетворяют уравнениям (3.8) и (3.9) в непрерывном и
дискретном случаях соответственно.

Действительно, в непрерывном случае в силу уравнений (3.8) имеем

d(xTx̂a)

dt
= vTẑa − zTv̂a,

а в дискретном случае в силу уравнений (3.9) имеем

xT(t+ 1)x̂a(t+ 1)− xT(t)x̂a(t) = vT(t)ẑa(t)− zT(t)v̂a(t).

Интегрируя в первом случае и суммируя во втором, получим

< z, v̂a > = xT(0)R−1[Rx̂a(0)]+ < v, ẑa > .

Таким образом,

< Γ(x(0), v), v̂a >Υ = < (x(0), v),Γ∗(v̂a) >Ξ .

Так как нормы сопряженных операторов равны, то

‖Γ‖ = ‖Γ∗‖ = sup
v̂a 6≡0

(
‖ẑa‖

2 + x̂Ta (0)Rx̂a(0)
)1/2

‖v̂a‖
.

Далее покажем, что неравенство ‖Γ∗‖ < γ выполняется тогда и только
тогда, когда существует функция V (x̂a) = x̂Ta Px̂a с P > R, для которой по
траектории непрерывной системы (3.8) или дискретной системы (3.9) выпол-
няется соответствующее из неравенств

V̇ (x̂a(t))− |ẑa(t)|
2 + γ2|v̂a(t)|

2 > 0,

∆V (x̂a(t))− |ẑa(t)|
2 + γ2|v̂a(t)|

2 > 0.
(Π.1)

Действительно, интегрируя первое неравенство или суммируя второе нера-
венство и учитывая, что P > R, получим ‖ẑa‖

2 + x̂Ta (0)Rx̂a(0) < γ2‖v̂a‖
2 для
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всех v̂a(t), т.е. ‖Γ∗‖ < γ. Обратно, пусть ‖Γ∗‖ < γ. Отсюда следует, что
‖Γ‖ < γ. Согласно [11, 12] это значит, что существует функция V (x) =
= xTY −1x с матрицей Y , удовлетворяющая неравенствам (3.3) в непрерыв-
ном случае и неравенствам (3.4) в дискретном случае. Рассмотрим здесь толь-
ко непрерывный случай, так как в дискретном случае доказательство про-
водится аналогично. Используя лемму Шура, преобразуем первое из нера-
венств (3.3) к виду

(
YAT +AY + γ−2BBT ⋆

CY −I

)
< 0.

Сделаем замену Y = γ−2P и запишем это неравенство эквивалентно в виде
следующего неравенства для квадратичной формы относительно абстракт-
ных переменных x̂a и v̂a:

2x̂Ta P (−AT x̂a − CTv̂a)− x̂TaBB
Tx̂a + γ2v̂Ta v̂a > 0,

которое совпадает с первым неравенством в (Π.1). Учитывая, что Y > γ−2R,
получим, что для функции Va(x̂a) = x̂Ta Px̂a с P > R по траектории систе-
мы (3.8) выполняется первое неравенство в (Π.1). Таким образом, неравенство
‖Γ∗‖ < γ, а значит и неравенство ‖Γ‖ = γg∞ < γ, выполняется тогда и только
тогда, когда в силу системы (3.8) или (3.9) выполняется соответствующее из
неравенств (Π.1). Теперь осталось только от уравнений (3.8) или (3.9), об-
ратив время, перейти к системе (3.6), по траекториям которой для функции
V (xa) = xTa Pxa будет выполняться соответствующее из неравенств (3.7).
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