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С учетом инвариантов движения и сингулярных ошибок измерений
(представимых в заданном конечномерном функциональном простран-
стве соответствующей линейной комбинацией с неизвестными спектраль-
ными коэффициентами) решена задача однопозиционной косвенной коор-
динатометрии по сглаженным измерениям пеленга и радиальной скоро-
сти объекта. Рассмотрена возможность применения развиваемого метода
к различным моделям движения и наблюдения. Приводятся аналитиче-
ские соотношения для оценки точностных характеристик и методических
ошибок. Дана сравнительная оценка вычислительных затрат.
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1. Введение

Вопросы, связанные с однопозиционной (активной и пассивной) коорди-
натометрией при решении широкого круга задач локации и навигации, оста-
ются актуальными и по настоящее время. Как правило, эти методы реали-
зуются с учетом прямых и косвенных измерений пеленгов, разностей фаз,
доплеровских частот, относительных мощностей сигналов и их различных
производных. При этом используется дополнительная информация от раз-
личных источников подсвета, отражателей (естественного и искусственного
происхождения), внешних управляющих систем, а также априорные данные
о структуре и некоторых параметрах излучаемого сигнала, скорости объекта,
начальной или конечной точке его маршрута, наличии участков барражиро-
вания, маневра и др. (вот лишь некоторые источники [1–33]).

Решение задач, связанных с однопозиционной координатометрией в усло-
виях помех различного типа, вполне укладывается в схему оптимального кал-
мановского оценивания в стохастической постановке (как правило, с расшире-
нием пространства состояний) с использованием прямых и псевдоизмерений
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[9, 10, 17–26, 30, 36]. Однако для широкого класса задач (например, связан-
ных с экспресс- и постобработкой траекторных и телеметрических данных в
полигонных и командно-измерительных комплексах, слежением за маневри-
рующими объектами в реальном времени и др. [2, 7, 8, 11]) на практике за-
частую используются достаточно простые неоптимальные косвенные методы
координатометрии, реализуемые на сглаженных измерениях. Они основаны
на использовании простых детерминированных моделей движения (линей-
ных, кусочно-линейных, полиномиальных, кусочно-полиномиальных, диффе-
ренциальных, кусочно-дифференциальных, групповых, кусочно-групповых и
многих других), известных аналитических зависимостей, связывающих оце-
ниваемые и измеряемые параметры, а также простых процедур сглаживания
наблюдений на базе метода наименьших квадратов (МНК) и его различных
модификаций. Такие методы уступают оптимальным методам фильтрации
(линейной и нелинейной) в плане потенциальной точности, однако легко реа-
лизуемы на практике в реальном времени в условиях качественных сглажен-
ных измерений и при их численной реализации не возникает проблем, свя-
занных с переходными процессами, сходимостью и жесткими требованиями к
объему и качеству исходной априорной информации (что зачастую характер-
но для оптимальных методов, например, при учете эффектов «размазывания
точности» или «жесткости» [9, 32]). Так, для указанных выше комплексов,
в которых традиционно реализуется многоэтапная обработка информации,
применение косвенных методов используется на этапе экспресс-обработки, а
оптимальные методы, как правило, реализуются на этапе постобработки.

Известны косвенные методы однопозиционной координатометрии, не ис-
пользующие пеленги, но оперирующие с периодическими импульсными ра-
диосигналами и ориентированные на возможность измерения непрерывного
смещения частоты принимаемого сигнала в точке наблюдения, обусловленно-
го движением либо источника излучения, либо наблюдателя [3, 7]. Принципи-
альным недостатком этих методов является необходимость учета априорной
информации о величине скорости объекта (либо источника, либо наблюда-
теля), что для практики зачастую является неприемлемым. Кроме того, за-
дача координатометрии ограничивается нахождением дальности и курсового
угла для модели прямолинейного равномерного движения, что не позволяет
оценить все параметры местоположения объекта для произвольного момен-
та времени. Попытка снять ограничение, связанное со скоростью, предпри-
нята в [27], однако в этом случае возникает необходимость отслеживания
эволюции доплеровской частоты с учетом непрерывного накопления (под-
счета) импульсов принимаемого сигнала в точке наблюдения. Очевидно, что
речь идет только о высокоскоростных объектах и жестких ограничениях на
условия наблюдения, при этом также используется модель прямолинейного
равномерного движения. Общим недостатком косвенных методов, рассмот-
ренных в [3, 7, 27], также является техническая сложность их практической
реализации.
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Известны угломерно-доплеровские методы однопозиционного определения
параметров движения (см., например, [3, 4, 7, 9, 29]), использующие не толь-
ко прямые измерения (радиальную скорость и пеленг), но и косвенные (про-
изводные различного порядка), а также не привлекающие указанную выше
априорную информацию. Данные методы ориентированы на простейшие мо-
дели движения (например, орбитальную), не учитывают возможность по-
строения нескольких независимых каналов координатометрии и появление
сингулярных ошибок первичных измерений, обесценивающих информацию,
содержащуюся в косвенных измерениях (производных от радиальной скоро-
сти и пеленга).

Заслуживает внимания метод [29], который оперирует с производными до
второго порядка включительно и позволяющий формировать адаптивные ал-
горитмы координатометрии на базе нескольких параллельных алгоритмов,
соответствующих инвариантам движения объекта. Однако анализ показал,
что полученные в [29] аналитические соотношения и соответствующие им ал-
горитмы являются зависимыми и избыточными, при этом они ориентированы
также только на модель прямолинейного равномерного движения.

В настоящей работе развивается косвенный метод однопозиционной ко-
ординатометрии, инвариантный к сингулярным ошибкам заданного класса
(представимых в заданном конечномерном функциональном пространстве со-
ответствующей линейной комбинацией с неизвестными спектральными коэф-
фициентами), позволяющий на базе полного набора инвариантов (для широ-
кого класса моделей движения) формировать семейство независимых квази-
оптимальных решений и с их помощью формировать результирующую оцен-
ку параметров движения объекта. Показан сравнительный вычислительный
эффект.

Эффективность применения инвариантов для решения целого класса
прикладных целевых задач однопозиционной и многопозиционной локации
и навигации на основе косвенных методов наглядно продемонстрирована
в [8, 11, 33, 37]. Здесь показана возможность децентрализации, распаралле-
ливания и сокращения вычислительных затрат при обработке измерений в
системах различного типа на основе инвариантов непрерывных групп Ли
преобразований (НЛГЛП) и первых интегралов, применяемых для описания
движения различных объектов.

2. Постановка задачи

Пусть в декартовой прямоугольной системе координат на отдельном участ-
ке наблюдения движение объекта описывается некоторым операторным урав-
нением (например, в векторно-алгебраической или векторно-дифференциаль-
ной форме)

(2.1) G (t,ρ,η) = 0 ∀ t ∈ [0, T ] ,
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где ρ = [x, y, z]T – вектор координат объекта (x = x(t), y = y(t), z = z(t)), η –
вектор неизвестных вещественных параметров.

Полагаем, что координаты x, y, z являются гладкими и требуемое число
раз дифференцируемыми функциями, а вектору ρ ставится в соответствие
вектор сферических координат ς = [r, λ, ϕ]T, где r – наклонная дальность,
λ – долгота, ϕ – широта. В качестве X =

[
r(1), λ, ϕ

]T примем вектор прямых
измерений (где r(1) = dr/dt), а в качестве Y – вектор косвенных измерений,
координатами которого являются производные от r(1), λ, ϕ различных поряд-
ков, необходимые для реализации одного из вариантов развиваемого мето-
да. Выберем сетку («скользящее окно», далее называемое просто «окном»)
{tn+i, i = −m,m}, где n ≥ m, m ∈ {1, 2, . . .}, tn+i ∈ [0, T ], 2m+ 1 – объем «ок-
на». Вводя обозначение μ ∈

{
r(1), λ, ϕ

}
, воспользуемся следующим аддитив-

ным уравнением наблюдения

(2.2) Hμ = μ+ sμ + ξμ,

где

μ = [μn+i, i = −m,m]T, sμ = [sμ,n+i, i = −m,m]T,

ξμ = [ξμ,n+i, i = −m,m]T, μn+i = μ (tn+i),

sμ,n+i = sμ (tn+i), ξμ,n+i = ξμ (tn+i).

В (2.2) под sμ(t) понимается сингулярная ошибка

(2.3) sμ(t) = DT
μΘμ(t),

где
Dμ =

[
dμk, k = 0,K

]T – вектор неизвестных спектральных коэффициентов,

Θμ(t) =
[
θμk(t), k = 0,K

]T – вектор заданных базисных функций.
Для представления μ = μ(t) также воспользуемся спектральной моделью

(2.4) μ(t) = AT
μΨμ(t),

где
Aμ =

[
aμb, b = 0, B

]T – вектор неизвестных коэффициентов,

Ψμ(t) =
[
ψμb(t), b = 0, B

]T – вектор заданных базисных функций.
Под ξμ понимается вектор случайных погрешностей с нулевым ма-

тематическим ожиданием и корреляционной матрицей Kμ = [kμ,n+i,n+j,
i, j = −m,m].

Модели (2.1)–(2.4) находят широкое применение при решении различных
локационных и навигационных задач. Применяя для каждого участка на-
блюдения свою модель (2.1), можно описать сложные траектории, например,
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характерные для маневрирующих объектов. В частности, весьма перспекти-
вен подход, основанный на описании таких траекторий простейшими группа-
ми Ли преобразований (например, сдвига, вращения и растяжения [8, 11, 31,
33–37]).

Требуется на основе набора инвариантов уравнения (2.1) (в частности,
первых интегралов движения или инвариантов НЛГЛП) с учетом (2.2)–(2.4)
и принятых ограничений развить косвенный метод координатометрии, не
требующий расширения пространства состояний, устойчивый к сингулярной
ошибке и обеспечивающий построение результирующей оценки параметров
движения объекта по расширенному вектору прямых и косвенных измерений
Z =

[
XT,YT

]T, координаты которого оцениваются с минимальными апосте-
риорными дисперсиями.

3. Принцип определения параметров движения
на основе инвариантов

Поставим в соответствие уравнению (2.1) скалярный инвариант
I = I (t,ρ,γI) (где γI – вектор, состоящий из некоторых производных
от координат вектора ρ), который на решениях ρ(t) и γI(t) уравнения (2.1)
удовлетворяет условию

(3.1) I (t,ρ(t),γI(t)) = C = const ∀ t ∈ [0, T ] .

При переходе в (3.1) к сферическим координатам получаем

(3.2) Q
(
t, ς(t),γQ(t)

)
= C = const ∀ t ∈ [0, T ] ,

где γQ – вектор, состоящий из некоторых производных от координат векто-
ра ς .

Способ нахождения инвариантов целиком определяется видом уравнения
(2.1).

Найдем полную производную по t левой и правой частей уравнения (3.2):

(3.3)
∂Q

∂t
+

∂Q

∂ς

(
dς

dt

)T

+
∂Q

∂γQ

(
dγQ

dt

)T

= 0 ∀ t ∈ [0, T ] .

Раскрывая в (3.3) все производные, приходим к уравнению

(3.4) W (t, ς,γW ) = 0 ∀ t ∈ [0, T ] ,

где γW – вектор, содержащий всевозможные производные от r, λ, ϕ.
Разрешая это уравнение относительно r, получаем искомую формулу для

определения дальности до объекта

(3.5) r = W−1 (t,Z) .
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Если уравнению (2.1) поставить в соответствие набор независимых инва-
риантов Il = Il (t,ρ,γI) (где l = 1, L), то по аналогии с (3.1)–(3.5) получим
набор формул

(3.6) r [l] = W−1
[l]

(
t,Z[l]

)
, l = 1, L.

Данный набор может быть использован для адаптивного варианта оцени-
вания с целью повышения точности оценивания дальности с учетом ошибок
измерений. Так, если для фиксированного t вектор Z[l] оценивается с ошиб-
кой, характеризуемой нулевым математическим ожиданием и соответствую-
щей корреляционной матрицейKZ, то дисперсию оценивания дальности мож-
но найти по формуле

(3.7) σ2
r[l] = HT

[l]KZ[l]H[l], l = 1, L,

где H[l] – вектор-столбец частных производных от (3.6) по элементам векто-
ра Z[l], вычисленных на математических ожиданиях этих элементов.

В качестве оптимального варианта оценивания дальности выбирается тот,
для которого

(3.8) l∗ = argmin
l

σ2
r[l], l∗ ∈ {1, 2, . . . , L} .

Для определения декартовых координат объекта достаточно воспользо-
ваться зависимостями

(3.9) x [l∗] = r [l∗] cosϕ cos λ, y [l∗] = r [l∗] cosϕ sinλ, z [l∗] = r [l∗] sinϕ,

где вместо угловых координат λ и ϕ подставляются либо прямые измерения,
либо их сглаженные значения.

Вместо (2.1) можно воспользоваться более общим случаем, если полагать,
что на заданном участке наблюдения используется набор вероятных моделей
Gk (t,ρ,η) = 0, где k = 0,K . В этом случае алгоритм (3.7)–(3.9) принимает
вид

(3.10)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ2
r[k,l] = HT

[k,l]KZ[k,l]H[k,l], k = 1,K, l = 1, Lk,

[k∗, l∗] = argmin
[k,l]

σ2
r[k,l], k∗ ∈ {1, 2, . . . ,K} , l∗ ∈ {1, 2, . . . , Lk} ,

x [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] cosϕ cos λ,

y [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] cosϕ sin λ,

z [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] sinϕ.

Алгоритм (3.10) позволяет распараллелить вычислительный процесс с
учетом числа используемых инвариантов и обеспечить адаптацию процедуры
оценивания параметров движения объекта к условиям наблюдения.
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4. Примеры построения и использования инвариантов

Пусть на отдельно взятом участке наблюдения уравнению (2.1) соответ-
ствует НЛГЛП общего вида [32–34]:

(4.1) Ta : ρ′ = f (a,ρ0,η0) ∀ a ∈ Δa ⊂R1,

где ρ′ = [x′, y′, z′]T, f (a,ρ0,η0) = [fx, fy, fz]
T, η0 – вектор числовых парамет-

ров группы, a – вещественный групповой параметр, такой, что при a = a0
(где a0 ∈ Δa) выполняется условие f (a0,ρ,η0) = ρ.

Модель (4.1) позволяет описать траекторию движения объекта, а если
групповой параметр рассматривать как функцию времени a = a (t,χ0) (где
χ0 – вектор в общем случае неизвестных числовых параметров), то можно
описать временной закон движения по этой траектории. Если провести за-
мену координат ρ′ = ρ, ρ = ρ0, то с учетом (2.1) получаем: ρ− f (a,ρ0,η0) =

= G (t,ρ,η) , η = [ρ0,η0,χ0]
T .

Инварианты I = I (ρ,η0) модели (4.1), не зависящие от параметров t, ρ0

и χ0, находятся путем решения следующего линейного уравнения в частных
производных

(4.2) XI (ρ,η0) = φx
∂I

∂x
+ φy

∂I

∂y
+ φz

∂I

∂z
= 0,

гдеX = φx∂/∂x + φy∂/∂y + φz∂/∂z – инфинитезимальный оператор НЛГЛП,
координаты которого находятся по формулам φx = ∂fx/∂a, φy = ∂fy/∂a,
φz = ∂fz/∂a в точке a = a0.

С учетом (4.2) для нахождения инвариантов, учитывающих временной ха-
рактер движения по траектории (4.1) и различные производные от вектора ρ,
строится расширенный оператор и соответствующее ему уравнение в частных
производных [8, 11, 31–34].

Покажем реализацию развиваемого метода на примере группы сдвига.
Пусть

Ta=t : ρ
′ = ρ+ η0t ∀ a = t ∈ Δa = [0, T ]⊂R1,

где η0 = V0 = [Vx0, Vy0, Vz0]
T – вектор скорости объекта, движущегося пря-

молинейно и равномерно. В этом случае имеем φx = Vx0, φy = Vy0, φz = Vz0 и
два независимых инварианта I[1] = xVy0 − yVx0 = xy(1) − yx(1) и I[2] = xVz0−
−zVx0 = xz(1) − zx(1), при этом с учетом (3.1) получаем γI[1](t) = γI[1] =

=
[
x(1), y(1)

]T и γI[2](t) = γI[2] =
[
x(1), z(1)

]T. Принимая во внимание (3.2) пу-
тем несложных, но громоздких преобразований, находим

Q[1]

(
t, ς(t),γQ[1](t)

)
= r2λ(1) cos2 ϕ,

Q[2]

(
t, ς(t),γQ[2](t)

)
= r2

(
ϕ(1) cos λ+ λ(1) sinλ sinϕ cosϕ

)
,
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где

γQ[1] =
[
ϕ(1)

]
и γQ[2] =

[
λ(1), ϕ(1)

]T
.

Соответственно с учетом (3.3) и (3.4) имеем

W[1] = 2r(1)λ(1) + r
(
λ(2) − 2λ(1)ϕ(1) tgϕ

)
,

W[2] = 2r(1)ϕ(1) + r

(
ϕ(2) +

(
λ(1)

)2
sinϕ cosϕ

)
,

где

γW [1] =
[
r(1), λ(1), λ(2), ϕ(1)

]T
и γW [1] =

[
r(1), λ(1), ϕ(1), ϕ(2)

]T
.

В конечном итоге, конкретизируя (3.5) и (3.6), находим две независимые
формулы для определения наклонной дальности

r [1] =
2r(1)λ(1) cosϕ

2λ(1)ϕ(1) sinϕ− λ(2) cosϕ
,(4.3)

r [2] = − 2r(1)ϕ(1)

ϕ(2) +
(
λ(1)

)2
sinϕ cosϕ

.(4.4)

В частных случаях ϕ = ϕ(1) = ϕ(2) = 0 и λ = λ(1) = λ(2) = 0 непосредствен-
но из (4.3) и (4.4) вытекают известные формулы дальнометрии (см., напри-
мер, дифференциально-геометрический метод [4]):

r [1] = −2r(1)λ(1)/λ(2), r [2] = −2r(1)ϕ(1)/ϕ(2).

Для получения других формул дальнометрии можно использовать три
новых инварианта I[3] = x(1) = Vx0, I[4] = y(1) = Vy0 и I[5] = z(1) = Vz0. Им со-
ответствуют следующие независимые формулы определения дальности

r [3] =
r(2) cosϕ− 2r(1)ϕ(1) sinϕ

ϕ(2) sinϕ+
[(
λ(1)

)2
+
(
ϕ(1)

)2]
cosϕ

,(4.5)

r [4] =
r(2) sinϕ+ 2r(1)ϕ(1) cosϕ
(
ϕ(1)

)2
sinϕ− ϕ(2) cosϕ

,(4.6)

r [5] =
r(2)

(
ϕ(1)

)2
+
(
λ(1)

)2
cos2 ϕ

.(4.7)

В отличие от [29] набор формул (4.3)–(4.7) является необходимым и доста-
точным для построения параллельного алгоритма независимой адаптивной
дальнометрии, при этом полученные соотношения записаны в компактной
(неизбыточной) форме.
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Зам е ч а ни е 1. Поскольку для всех формул (4.3)–(4.7) нет полного сов-
падения наборов измеряемых параметров, то с учетом (3.7)–(3.10) появляется
возможность организации пяти независимых каналов вычисления дальности
и адаптации к изменяющимся условиям наблюдения.

Зам е ч а ни е 2. Долгота λ не входит в явном виде ни в одну из формул,
что позволяет эффективно бороться с постоянными систематическими ошиб-
ками, присутствующими в измерениях координаты λ. Широта ϕ присутствует
в явном виде во всех формулах.

Зам е ч а ни е 3. Для более сложных моделей движения, использующих
НЛГЛП общего вида, аналогично группе сдвига находятся всевозможные ин-
варианты, соответствующие как траектории, так и временному закону дви-
жения объекта по данной траектории, а также независимые выражения для
определения дальности.

Зам е ч а ни е 4. Для маневрирующего объекта необходимо использовать
составную модель на основе допустимого набора НЛГЛП частного вида (на-
пример, сдвига, вращения и растяжения), при этом выбор той или иной част-
ной НЛГЛП на некотором участке наблюдения соответствует решению зада-
чи идентификации с минимизацией выбранной решающей функции (напри-
мер, невязки метода наименьших квадратов). Такой подход с использованием
группы вращения рассмотрен в [31], где предлагается аппроксимировать тра-
екторию объекта кусками окружностей разного радиуса.

Если модель (2.1) представляет собой некоторое дифференциальное урав-
нение, то отыскание всех возможных инвариантов для динамического случая
осуществляется в рамках известной теории группового анализа [34–36]. Одна-
ко на практике зачастую достаточно ограничиться частными инвариантами
движения, а именно так называемыми первыми интегралами дифференци-
ального уравнения. Продемонстрируем это на примере кругового орбиталь-
ного движения: G (t,ρ,η) = ρ(2) + η0R

−3
0 ρ = 0, где η = [R0, η0]

T, R0 и η0 –
радиус и гравитационный параметр Земли соответственно. Известно, что ин-
вариантами (первыми интегралами) данного движения являются выражения
I[1] = xy(1) − yx(1) и I[2] = xz(1) − zx(1), которые по внешнему виду совпадают
с рассмотренными выше инвариантами группы сдвига, однако теперь произ-
водные x(1), y(1) и z(1) не являются константами и ранее использованные
инварианты I[3] = x(1) = Vx0, I[4] = y(1) = Vy0, I[5] = z(1) = Vz0 теперь не при-
менимы. С учетом этого в качестве формул определения дальности для ди-
намического случая можно принять только выражения (4.3) и (4.4).

Зам е ч а ни е 5. Развиваемый однопозиционный косвенный метод можно
обобщить и на класс стохастических моделей, для которых применение клас-
сических инвариантов зачастую весьма ограничено, но есть возможность ис-
пользовать так называемые ε-инварианты (эпсилон-инварианты [37]). Для
них условие инвариантности выполняется приближенно (с точностью до ε),
и, следовательно, в этом случае решение задачи координатометрии может
быть выполнено приближенно.
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5. Учет флуктуационных ошибок измерений

Покажем на примере группы сдвига и условия ϕ = ϕ(1) = ϕ(2) = 0 реали-
зацию алгоритма (3.7) и (3.8). Несложно убедиться, что в данном частном
случае из всего набора формул (4.3)–(4.7) информативными являются толь-
ко две:

r [1] = −2r(1)λ(1)/λ(2), r [2] = −r(2)/
(
λ(1)

)2
.

Соответственно имеем два вектора измеряемых параметров Z[1] =

=
[
r(1), λ(1), λ(2)

]T и Z[2] =
[
r(2), λ(1)

]T. С целью уменьшения громоздкости
последующих записей примем матрицы KZ[1] и KZ[2] диагональными, т.е.

KZ[1] = diag
[
σ2
r(1)

, σ2
λ(1) , σ

2
λ(2)

]
и KZ[2] = diag

[
σ2
r(2), σ

2
λ(1)

]
.

Учитывая, что x = r cos λ и y = r sinλ, в соответствии с (3.7) находим

σ2
r[1] = 4

(
λ(2)

)−2
{(

λ(1)
)2

σ2
r(1)

+
(
r(1)

)2 [
σ2
λ(1) +

(
λ(1)/λ(2)

)2
σ2
λ(2)

]}
,(5.1)

σ2
r[2] =

(
λ(1)

)−4
[
σ2
r(2)

+ 4
(
r(2)

)2 (
λ(1)

)−4
σ2
λ(1)

]
,(5.2)

при этом в качестве приоритетной выбирается та формула определения даль-
ности, для которой

(5.3) l∗ = argmin
l

σ2
r[l], l∗ ∈ {1, 2} .

Непосредственно из (5.1)–(5.3) следует, что разрабатываемый метод, опе-
рирующий с производными до второго порядка включительно, можно эффек-
тивно применять только на сглаженных измерениях, при этом рассматрива-
ется класс высокоскоростных объектов, для которых обеспечивается необхо-
димое приращение угловых координат и радиальной скорости на заданном
интервале наблюдения [29].

6. Автокомпенсационный алгоритм сглаживания
первичных измерений

Рассмотрим с учетом (2.1)–(2.4) алгоритм автокомпенсационного несме-
щенного сглаживания применительно к параметру μ ∈

{
r(1), λ, ϕ

}
и его

производным μ(q) (где q ∈ {0, 1, 2}) в точке tn с использованием «окна»
{tn+i, i = −m,m}. Будем опираться на общий подход оценивания значений
линейных функционалов, изложенный в [38, 39].

Оценку μ(q)∗ для μ(q) ищем в виде

(6.1) μ(q)∗ = PT
μqHμ,
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где Pμq = [pμq,n+i, i = −m,m]T – вектор неизвестных весовых коэффици-
ентов, которые выбираются из условия минимизации дисперсии σ2

μq оцен-
ки μ(q)∗.

Поскольку эта оценка относится к классу линейных, то

(6.2) σ2
μq = PT

μqKμPμq.

Кроме того, потребуем выполнения условий несмещенности оценки
(μ(q) −PT

μqμ = 0) и ее инвариантности к сингулярной ошибке (PT
μqsμ = 0).

Для решения сформулированной задачи условной оптимизации используется
метод множителей Лагранжа с решающей функцией

(6.3) J
(
Pμq, ζμq,ωμq

)
= PT

μqKμPμq + ζTμqΘ
T
μPμq +

[(
ΨT

μ

)(q) −PT
μqΨμ

]
ωμq,

где ζμq и ωμq – вектор-столбцы множителей Лагранжа, Θμ =
[
θμk (tn+i) ,

i = −m,m, k = 0,K
]

– базисная матрица сингулярной ошибки, Ψμ =

=
[
ψμb (tn+i) , i = −m,m, b = 0, B

]
– базисная матрица параметра μ = μ(t).

Вектор Pμq, минимизирующий σ2
μq и обеспечивающий выполнение условий

несмещенности и инвариантности, имеет вид

(6.4) Pμq = ΛμK
−1
μ Ψμ

(
ΨT

μΛμK
−1
μ Ψμ

)−1
Ψ(q)

μn ,

гдеΛμ = E2m+1 −K−1
μ Θμ

(
ΘT

μK
−1
μ Θμ

)−1
ΘT

μ , E2m+1 – единичная матрица раз-
мером (2m+ 1)× (2m+ 1), Ψ(q)

μn = dqΨμ(t)/dt
q|t=tn

.

Дисперсия оценки μ(q)∗ находится по правилу

(6.5) σ2
μq =

(
Ψ(q)

μn

)T [(
K−1

μ Ψμ

)T
(Λμ)

TΨμ

]−1
Hμ

(
ΨT

μΛμK
−1
μ Ψμ

)−1
Ψ(q)

μn ,

где
Hμ =

(
K−1

μ Ψμ

)T
(Λμ)

TKμΛμK
−1
μ Ψμ.

Несложно показать, что математическое ожидание методической ошибки,
обусловленной не учетом «хвоста» ряда (2.4), равно

(6.6) εμq = Δ(q)
μn −PT

μqΔμn,

где Δμ = Δμ(t) – «хвост» ряда, а Δ
(q)
μn – его q-я производная в точке t = tn,

Δμn = [Δμ (tn+i) , i = −m,m]T.
В [38, с. 62] показано, что с ростом числа спектральных коэффициентов в

модели сингулярной ошибки (2.3) алгоритм (6.1)–(6.6) обеспечивает сокраще-
ние вычислительных затрат до 47% по сравнению с традиционным расширен-
ным методом наименьших квадратов. Это позволяет повысить оперативность
решения задачи сглаживания.
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С учетом (6.1)–(6.6) можно строить искомые оценки параметров движе-
ния объекта, инвариантные к сингулярным ошибкам измерений. Так, если
воспользоваться формулами (4.3) и (4.4), то можно найти устойчивые оцен-
ки наклонной дальности для двух вариантов

r [1] =
2
(
PT

r1Hr

) (
PT

λ1Hλ

)
cos

(
PT

ϕ0Hϕ

)

2
(
PT

λ1Hλ

) (
PT

ϕ1Hϕ

)
sin

(
PT

ϕ0Hϕ

)
−
(
PT

λ2Hλ

)
cos

(
PT
ϕ0Hϕ

) ,(6.7)

r [2] = −
2
(
PT

r1Hr

) (
PT

ϕ1Hϕ

)
(
PT
ϕ2Hϕ

)
+
(
PT

λ1Hλ

)2
sin

(
PT

ϕ0Hϕ

)
cos

(
PT

ϕ0Hϕ

) .(6.8)

По аналогии с (6.7) и (6.8) определяются дальности для вариантов (4.5)–
(4.7) и декартовы координаты (3.9) объекта наблюдения.

Результаты вычислительных экспериментов, представленные в [38, 39], по-
казывают высокую эффективность автокомпенсационного алгоритма сгла-
живания в аномальных условиях измерений, что позволяет формировать
устойчивые оценки производных от радиальной скорости и угловых коор-
динат, необходимые для успешного применения развитого однопозиционного
косвенного метода координатометрии. Результаты моделирования адаптив-
ного алгоритма (3.7) и (3.8) для случая прямолинейного равномерного дви-
жения объекта представлены в [29]. Они показывают, что метод применим к
высокоточным измерениям, при этом достоверность результатов координато-
метрии существенно зависит от динамики объекта и условий его наблюдения.

7. Заключение

Развитый метод существенно расширяет сферу применения квазиопти-
мальных косвенных методов оперативного оценивания применительно к ре-
шению задачи однопозиционной координатометрии, устойчивых к сингуляр-
ным ошибкам измерений и условиям наблюдения высокоскоростных объек-
тов. Данный метод как самостоятельно, так и в совокупности с традицион-
ными статистическими методами (например, наименьших квадратов, макси-
мального правдоподобия, максимума апостериорной плотности вероятности
и различных методов динамической фильтрации) может быть эффективно
использован как инструмент интеллектуально-аналитического совершенство-
вания существующих и разработки перспективных однопозиционных систем
активной и пассивной локации и навигации нового поколения.

У метода есть ограничения на классы используемых однопозиционных си-
стем в плане точности измерений, условий наблюдения, а также на типы
сопровождаемых объектов.
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