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О СКОРОСТИ ПОТОКА НА РЕГУЛЯРНОЙ
НЕОДНОРОДНОЙ ОТКРЫТОЙ ОДНОМЕРНОЙ СЕТИ
С НЕСИММЕТРИЧНЫМ РАСПОЛОЖЕНИЕМ УЗЛОВ1

Исследуется система, относящаяся к классу динамических систем, на-
зываевому контурными сетями или сетями Буслаева. Этот класс разра-
ботан с целью создания моделей трафика на сетевых структурах, для ко-
торых могут быть получены аналитические результаты. Контурные сети
могут иметь и другие приложения. В системе, называемой открытой це-
почкой контуров, отрезки, называемые кластерами, движутся по опреде-
ленным правилам по окружностям (контурам), каждый из которых имеет
общие точки (узлы) с двумя соседними контурами, кроме крайнего лево-
го и крайнего правого контура, имеющих по одному соседнему. Найдены
результаты о средней скорости движения кластеров с учетом задержек
при прохождении узлов. Полученные результаты обобщают результаты,
полученные ранее для частного случая рассматриваемой системы.

Ключевые слова: динамические системы, математические модели трафи-
ка, контурные сети.

DOI: 10.31857/S0005231023090064, EDN: JTGACT

1. Введение

Класс математических моделей трафика образуют модели, в которых ча-
стицы движутся на одномерной или двумерной решетке. Такие модели мо-
гут интерпретироваться как клеточные автоматы [1] или процессы с запрета-
ми [2]. В дискретной транспортной модели Нагеля–Шрекенберга, введенной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках государственного задания
Министерства науки и высшего образования РФ (FSFM-2023-0003).
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в [3] и затем исследовавшейся рядом авторов, на бесконечной или замкну-
той одномерной решетке, представляющей собой последовательность клеток
(ячеек), движутся частицы по соответствующим правилам. Аналитические
результаты для простых вариантов моделей такого класса были получены,
например, в [14–19]. Модели этого класса с сетевыми структурами исследо-
вались в основном имитационным моделированием.

В [7] (препринт этой статьи был опубликован в 1999 г.) исследовалось дви-
жение частиц по замкнутой решетке в предположении, что на каждом так-
те частица перемещается на ячейку вперед, если ячейка впереди свободна, и
остается на месте, если эта ячейка занята. Если такой системе поставить в со-
ответствие клеточный автомат такой, что ячейке, занятой частицей, соответ-
ствует клетка, находящаяся в состоянии 1, а свободной ячейке соответствует
клетка автомата, находящаяся в состоянии 0, то этот автомат, как отмеча-
ется в [7], будет представлять собой элементарный клеточный автомат 184 в
классификации C. Вольфрама [1]. Как установлено в [7], в случае если отно-
шение числа частиц к числу ячеек (плотность частиц) не превышает 1/2, то
при любом начальном состоянии с некоторого момента времени все частицы
перемещаются на каждом такте без задержек (свободное движение, самоор-
ганизация). Для плотности, превышающей 1/2, в [7] установлено, что сред-
няя скорость частиц (отношение среднего числа частиц, перемещающихся в
единицу времени, к числу всех частиц) равна (1− ρ)/ρ, где ρ — плотность.
Аналогичные результаты для той же модели были получены независимо в [5],
где, кроме того, была найдена верхняя граница времени достижения системой
предельного режима. В [6] получены аналитические результаты для более об-
щей транспортной модели. В этой модели частица с некоторой вероятностью
перемещается из ячейки i в ячейку i+ 1 и при этом учитываются состояния
ячеек c i− 1 по i+ 2 (ячейки нумеруются в направлении движения). Поведе-
ние системы исследовалась в [6] в частных случаях. В [8] получена формула
для средней скорости частиц в стохастической транспортной модели, в ко-
торой на каждом такте частица с заданной вероятностью движется на ячей-
ку вперед, если ячейка впереди свободна. Некоторые обобщения результатов
[5, 7, 8] получены в [9], где рассматривается динамическая система с непре-
рывным пространством состояний, которая в частных случаях эквивалентна
системам, рассматриваемым в [5, 7, 8]. В [10] рассматривается стохастиче-
ская модель трафика, в которой частицы движутся по незамкнутой решет-
ке, содержащей конечное число ячеек. Частицы появляются на одном конце
решетки, перемещаются в направлении к противоположному концу и после
достижения его покидают решетку. В [10] разработан матричный подход к
анализу этой системы.

В [11] была предложена двумерная модель трафика, в которой частицы
движутся на двумерной тороидальной решетке в перпендикулярных направ-
лениях (модель BML). Частицы одного типа движутся по горизонтальным
рядам, а частицы второго типа — по вертикальным рядам. Правила дви-
жения частиц можно считать двумерным аналогом правила элементарного
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клеточного автомата 189. Эта аналогия отмечается в [11]. В [11–18] рассмот-
рены различные варианты модели BML, получены некоторые аналитические
результаты (прежде всего, условия самоорганизации или полной остановки
движения — затора).

В [19] введен граф с переменной конфигурацией частиц. Разработанный
подход позволяет моделировать явления, возникающие в сложных сетях (на-
пример, в транспортных, в социальных).

Книга [20] является монографией по математическому моделированию ав-
тотранспортных потоков. По изложенному в этой книге материалу можно
видеть, что известно достаточно мало подходов к аналитическому исследо-
ванию математических моделей автотранспортных потоков с сетевой струк-
турой. Это обуславливает актуальность разработки новых таких подходов,
одним из которых является построение моделей на основе сетей Буслаева.

В [21] было введено понятие кластерного движения в транспортных мо-
делях. В дискретном варианте кластеры представляют собой группы ча-
стиц, располагающихся в соседних ячейках и перемещающихся одновремен-
но. В этом случае движение частиц соответствует правилу элементарного
клеточного автомата 240. В непрерывном варианте кластеры представляют
собой движущиеся отрезки и называются кластерами по аналогии с дискрет-
ным вариантом.

А.П. Буслаев разработал понятие контурных сетей [22]. Контурная сеть
представляет собой динамическую систему, содержащую систему контуров,
причем соседние контуры имеют общие точки, называемые узлами. В дис-
кретном варианте контур представляет собой замкнутую последовательность
ячеек. В непрерывном варианте контур представляется в виде окружности.
На контурах движутся по определенным правилам частицы или кластеры.
При прохождении частицами узлов возникают задержки, обусловленные тем,
что более одной частицы не могут одновременно проходить узел. Основными
задачами исследования контурных сетей являются нахождение средней ско-
рости частиц (кластеров), условия попадания системы в состояние свободного
движения (начиная с некоторого момента все кластеры перемещаются без за-
держек в текущий момент и в будущем) или коллапса (с некоторого момента
ни одна частица не перемещается). Аналитические результаты получены для
двухконтурных сетей с одним [23] или с двумя [24] общими узлами и для
контурных сетей с регулярными периодическими структурами [25–30].

В [26] рассматривалась контурная сеть, называемая открытой цепочкой
контуров. В [26] рассматривался вариант открытой цепочки с непрерывным
пространством состояний и непрерывным временем. Система содержит кон-
туры, каждый из которых имеет два соседних, кроме крайнего левого и
крайнего правого контуров, которые имеют по одному соседнему контуру.
Соседние контуры имеют общий узел. На каждом контуре имеется кластер.
Предполагалось, что длина контура одинакова для всех контуров, а два узла
делят контур на равные части. Контуры также имеют одинаковую длину. До-
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казано, что если длина кластера не превосходит половину длины контура, то
система с некоторого момента находится в состоянии свободного движения,
т.е. все кластеры перемещаются без задержек, а если длина кластера боль-
ше половины длины контура, то все кластеры движутся с одной и той же
средней скоростью, меньшей скорости свободного движения и не зависящей
от начального состояния системы, причем получена формула для средней
скорости кластеров. В [27] найдена средняя скорость кластеров для вариан-
та открытой цепочки с дискретным пространством состояний и дискретным
временем в предположении, что контуры имеют одинаковую длину (одно и то
же число ячеек на контуре) и делятся узлами пополам, но длины кластеров
различны для случая, когда длина всех кластеров больше половины длины
контура. Приведены примеры, показывающие, что в общем случае кластеры
могут двигаться с неодинаковыми средними скоростями, при этом средняя
скорость может зависеть от начального состояния системы. В [30] найдено
предельное распределение (инвариантная мера) для открытой цепочки с оди-
наковыми по длине контурами и неодинаковыми по длине кластерами.

В [23], где рассматривалась несимметричная двухконтурная система с од-
ним узлом, представляющая собой частный случай неоднородной открытой
цепочки контуров, для которого число контуров равно двум, приводится сле-
дующий пример возможного приложения результатов по контурным сетям.
Пусть в течение рабочего дня к двум подразделениям предприятия постоянно
подвозятся со склада сырье или топливо, которые доставляются транспорт-
ными средствами, например вагонетками, по узкоколейным путям. Склад
находится в точке пересечения этих путей. Транспортное средство, подошед-
шее к складу во время загрузки другого транспортного средства, ожидает
окончания обслуживания и затем начинает загружаться. Предположим, что
i-е транспортное средство проходит путь от склада до подразделения и об-
ратно за время ci − li с учетом времени разгрузки в подразделении, а за-
грузка транспортного средства на складе длится li единиц времени, i = 1, 2.
Тогда процесс перемещения транспортных средств моделируется системой
рассматриваемого вида с длинами контуров c1 и c2 и длинами кластеров со-
ответственно l1 и l2 в предположении, что при отсутствии задержек каждый
кластер движется с единичной скоростью.

Этот пример можно обобщить. Предположим, что имеется три подразделе-
ния предприятия, два склада и три транспортных средства, каждое из кото-
рых подвозит грузы к подразделению, к которому это транспортное средство
относится. К подразделению 1 грузы подвозятся со склада 1. К подразделе-
нию 3 грузы подвозятся со склада 2. К подразделению 2 грузы подвозятся
поочередно с обоих складов. Процесс работы транспортных средств модели-
руется неоднородной трехконтурной открытой цепочкой такой, что каждый
контур соответствует пути транспортного средства, а каждый из двух узлов
соответствует одному из складов.

В настоящей работе доказана теорема о поведении системы в случае, когда
длина контура и движущегося по нему кластера зависит от номера контура,
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а контуры могут делиться узлами на неодинаковые по длине части в пред-
положении, что кластеры имеют достаточно большие длины. Получена фор-
мула для средней скорости кластеров, являющаяся обобщением формулы,
найденной в [27] для рассматриваемого там частного случая.

2. Описание системы

Рассматривается динамическая система, рис. 1, содержащая N окружно-
стей, называемых контурами. Длина контура i равна ci, i = 1, . . . , N. На
контуре i задана система координат [0, ci), i = 1, . . . , N. Контуры i и i+ 1
имеют общую точку, называемую узлом (i, i + 1), i = 1, . . . , N − 1. Коорди-
ната узла (i, i+ 1) равна 0 на контуре i и равна di+1 > 0 на контуре i+ 1,
i = 1, . . . , N − 2. Считаем, что координата узла (N − 1, N) равна 0 как на
контуре N − 1, так и на контуре N. На контуре i находится движущий-
ся отрезок длиной li, называемый кластером i, i = 1, . . . , N. Направление
оси координат контура i совпадает с направлением движения кластера, i =
= 1, . . . , N. Если нет задержек, то кластер движется со скоростью 1, т.е.
кластер i совершает полный оборот за ci единиц времени, i = 1, . . . , N. Ес-
ли в момент времени t � 0 координата передней точки кластера i равна xi(t),
то кластер i располагается в этот момент на дуге (xi(t)− li, xi(t)) (вычита-
ние по модулю ci,) i = 1, . . . , N. Состояние системы в момент t представляет
собой вектор x(t) = (x1(t), . . . , xN (t)), где xi(t) — координата передней точ-
ки кластера i, i = 1, . . . , N. Будем говорить, что в момент t кластер i за-
нимает узел (i, i+ 1), если 0 < xi(t) < li, i = 1, . . . , N − 1. Будем говорить,
что в момент t кластер i занимает узел (i− 1, i), если di < xi(t) < di + li
(при di + li < ci), рис. 2, или 0 � xi(t) < di + li − ci (при di + li � ci), рис. 3,
i = 2, . . . , N − 1, рис. 4, 0 < xi(t) < li, i = N. Будем говорить, что в момент t
кластер i находится у узла (i, i+ 1), если xi(t) = 0, i = 1, . . . , N − 1. Будем
говорить, что в момент t кластер i находится у узла (i− 1, i), если xi(t) = di,
i = 2, . . . , N − 1; xN (t) = 0. Состояние допустимо, если при нахождении си-
стемы в этом состоянии ни один узел не занят двумя кластерами. Cостояние
системы в момент времени t = 0 (начальное состояние) задается и должно
быть допустимым. Задержка кластера возникает, если кластер находится у
узла, занятого в текущий момент кластером соседнего контура. Задержка за-
кончится в момент, когда этот узел перестанет быть занятым. Если кластеры

C1 C2 C3 C4 C5

Рис. 1. Открытая цепочка контуров, N = 5, ci — длина контура i, li — длина кла-
стера i, i = 1, . . . , 5.
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C1 C3
C2

Рис. 2. Кластер 2 занимает узел (1, 2), l2+d2 < c2. Задержка кластера 1 у узла (1,2).

C1 C3C2

Рис. 3. Кластер 2 занимает узел (1, 2), l2+d2 > c2. Задержка кластера 1 у узла (1,2).

C1 C3
C2

Рис. 4. Конкуренция кластеров 2 и 3.

i и i+ 1 одновременно находятся у узла (i, i+ 1), то возникает конкуренция
этих кластеров (рис. 4) и первым через узел проходит кластер, выбираемый
в соответствии с детерминированным или стохастическим правилом разре-
шения конкуренции. При выполнении условий доказанной в разделе 4 теоре-
мы 1 для любого правила разрешения конкуренции реализуется один и тот
же не зависящий от начального состояния предельный цикл в пространстве
состояний системы, на котором не возникает конкуренций одновременно по-
дошедших к узлу кластеров.
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3. Предельные циклы. Средняя скорость

Так как система детерминированная и ее поведение в будущем опреде-
ляется состоянием в текущий момент, имеем, что если в некоторый момент
времени состояние системы повторится, то с этого момента состояния систе-
мы будут периодически повторяться, образуя цикл (предельный цикл).

Пусть Hi(t) — суммарное расстояние, проходимое кластером i в интервале
времени (0, t). Тогда предел

vi = lim
t→∞

Hi(t)

t
,

если этот предел существует, называется средней скоростью кластера i,
i = 1, . . . , N. Ясно, что если реализуется цикл, то данный предел существует
и равен отношению расстояния, проходимого кластером i к периоду цикла.

4. Поведение системы

В разделе 4 докажем утверждения о поведении системы.

Лемма 1. Если

li
ci

+
li+1

ci+1
> 1(1)

для некоторых i и i+1 (1 � i � N −1), то средняя скорость хотя бы одного
из кластеров i и i+ 1 меньше 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что при некотором i vi = vi+1 = 1 и,
следовательно, кластеры i и i+ 1 (1 � i � N − 1) движутся без задержек.
Тогда первое слагаемое в левой части неравенства (1) представляет собой
предел при t → ∞ отношения к t суммарного времени, в течение которого
узел (i, i + 1) занят кластером i в интервале времени (0, t), а второе слагае-
мое равно пределу при t → ∞ отношения к t суммарного времени, в течение
которого узел (i, i+ 1) занят кластером i+ 1 в интервале времени (0, t). Сле-
довательно, сумма этих слагаемых не может быть больше 1, так как узел не
может быть занят двумя кластерами одновременно. Полученное противоре-
чие доказывает лемму 1.

Следующая теорема характеризует поведение системы при достаточно
больших длинах кластеров (большой нагрузке).

Те ор ем а 1. Пусть выполняются условия

li > max(di, ci − di), i = 2, . . . , N − 1,(2)
l1 + li > ci, i = 2, . . . , N,(3)

li + lN > ci, i = 1, . . . , N − 1,(4)
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и хотя бы одно из двух условий

l1
c1

+
l2
c2

> 1,(5)

lN−1

cN−1
+

lN
cN

> 1.(6)

Тогда при любом детерминированном или стохастическом правиле разреше-
ния конкуренции реализуется один и тот же предельный цикл, на котором
не возникает конкуренции одновременно подходящих к узлу кластеров. Пе-
риод этого цикла равен

T = l1 + lN + 2
N−1∑

j=2

lj −
N−1∑

j=2

cj .(7)

Средняя скорость кластера i равна

vi =
ci

l1 + lN + 2
N−1∑
j=2

lj −
N−1∑
i=2

ci

, i = 1, . . . , N.(8)

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что выполняются условия (2)–(5).
В соответствии с леммой 1 на предельном цикле происходит задержка хо-
тя бы одного из кластеров 1 и 2.

Предположим, что в некоторый момент времени t1 начинается задержка
кластера 2 у узла (1, 2). Тогда имеем 0 < x1(t1) < l1 и движение кластера 2
возобновляется в момент t0 = t1 + l1 − x1(t1), при этом

x1(t0) = l1, x2(t0) = d2.(9)

Предположим, что в момент времени t1 начинается задержка кластера 1 у
узла (1, 2). Если в момент t2 > t1 эта задержка заканчивается, то x1(t2) = 0,
x2(t2) = d2 + l2 − c2. Для момента t3 = t2 + c2 − l2 имеем x2(t3) = d2. В соот-
ветствии с (3) выполняется неравенство c2 − l2 < l1, следовательно, кластер 1
в момент t2 занимает узел (1, 2) и в этот момент начинается задержка кла-
стера 2 у узла (1, 2). Убедимся, что задержка кластера 1, начинающаяся в
момент t1, закончится. Если задержка кластера 1 никогда не закончится, то
он с момента t1 будет находиться у узла (1, 2). По индукции можно доказать,
что тогда и при 2 � i � N − 1 кластер i с некоторого момента находится в
текущий момент и в будущем у узла (i, i + 1). Но тогда в некоторый момент t
система окажется в состоянии, для которого xN−1(t) = 0, xN (t) = lN − cN

2 ,
после чего кластер N − 1 начнет перемещаться. Таким образом, в некоторый
момент возобновляется движение одного из кластеров. Пусть t4 — наимень-
шее значение t4 > t0 такоe, что в момент t4 возобновляется движение класте-
ра 1 � i0 � N − 1, а кластеры 1, 2, . . . , i0 − 1 в этот момент не перемещаются.
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Тогда в момент

t4 +

i0−j−1∑

k=0

(di0−k + li0−j − ci0−k)

возобновляется движение кластера j = 1, . . . , i0 − 1. В частности, в момент

t4 +

i0−2∑

j=0

(di0−j + li0−j − ci0−j)

возобновляется движение кластера 1.
Таким образом, для некоторого t0 выполняется (9).
В момент времени t0 − l1 кластер 2 находился у узла (1, 2) и сразу после

этого момента стал занимать этот узел. При выполнении (2) каждый из кла-
стеров i = 2, . . . , N − 1 занимает хотя бы один узел. Таким образом, кластер 2
в момент t0 − l1 занимает узел (2, 3), и по индукции доказывается, что в мо-
мент t0 − l1 каждый из кластеров i = 2, . . . , N − 1 занимает в этот момент
узел (i, i + 1). Следовательно, выполняются неравенства

di + li − ci � xi(t0) � di, i = 3, . . . , N − 1.(10)

Из (2), (3), (9), (10) cледует, что в момет t0 система находится в состоянии

x(t0) = (l1, d2, . . . , dN−1, 0).

В момент времени t0 начинается движение кластера 2 и продолжается
движение кластера 1. Движение кластера i возобновляется в момент

t(i) = t0 +

i−1∑

j=2

(lj − dj), i = 3, . . . , N,

и этот кластер застает этот узел занятым и ждет его освобождения. В со-
ответствии с (2), (4) каждый кластер i = 1, . . . , N , подойдя к узлу (i, i + 1),
ждет его освобождения. В момент времени u0 + a

a = lN +
N−1∑

j=2

(lj − dj),(11)

система оказывается в состоянии

x(t0 + a) = (0, . . . , 0, lN ).

Движение кластера i возобновляется в момент времени

u(i) = t0 + a+

N−1∑

j=i+1

(dj + lj − cj), i = 2, . . . , N − 1.
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В соответствии с (2), (3) в момент

u(1) = t0 +
N−1∑

i=2

(di + li − ci)

возобновляется движение кластера 1 и в момент u0 = t0 + a+ b система ока-
зывается в состоянии

x(u0) = x(t0 + a+ b) = (l1, d2, . . . , dN−1, 0) = u(t0),(12)

b = l1 +

N−1∑

i=2

(di + li − ci).(13)

Из (11), (13) имеем

a+ b = l1 + lN + 2
N−1∑

j=2

li −
N−1∑

i=2

ci.(14)

Таким образом, осуществляется цикл с периодом a+ b, в течение которого
не возникает конкуренции одновременно оказывающихся у одного и того же
узла кластеров, и каждый кластер совершает в течение цикла один оборот.
Отсюда, учитывая (14), получаем утверждение теоремы для случая выпол-
нения условий (2)–(5).

В доказательстве не учитывалось правило разрешения конкуренции. По-
этому в силу симметрии условие (5) следует заменить на условие (6). Теорема
доказана.

Сл ед с т в и е 1. При выполнении условия теоремы значения периода (7)
реализуемого цикла и средних скоростей (8) кластеров не зависят от
d2, . . . , dN−1.

Утверждение следует из теоремы 1.
Предположим, что

c1 = · · · = cN = 1, d2 = · · · = dN−1 =
1

2
,(15)

li >
1

2
, i = 1, . . . , N,

т.е. все контуры имеют одинаковую длину, которую без ограничения общ-
ности можно принять за единицу, причем два узла на контуре делят контур
пополам и длина каждого кластера превышает половину длины контура. При
выполнении условий (15) формулы (7), (8) принимают вид [21]

T = l1 + lN + 2

N−1∑

i=2

li −N + 2,(16)

vi =
1

l1 + lN + 2
N−1∑
i=2

li −N + 2

, i = 1, . . . , N.(17)
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Заметим, что в данном случае средняя скорость одинакова для всех класте-
ров. В [22] показано на примерах, что для дискретной открытой цепочки с
контурами одинаковой длины и набором значений длин кластеров, среди ко-
торых могут быть как значения не больше, так и значения больше половины
длины контура, средние скорости кластеров могут зависеть от начального
состояния, а также средние скорости могут быть неодинаковыми для раз-
ных кластеров при одном и том же начальном состоянии системы. Приведем
пример для рассматриваемой непрерывной цепочки.

Прим ер 1. Пусть выполняется условие (15), N = 3, l1 = l3 = 0,75, l2 =
= 0,25. Пусть (0,75, 0,5, 0,25) — начальное состояние. Тогда любой кластер
каждый раз оказывается у узла в момент времени, когда узел не занят. Дей-
ствительно, имеем

x(0) = (0,75, 0,5, 0,75), x(0, 5) = (0,25, 0, 0,25), x(1) = (0,75, 0,5, 0,75) = x(0).

Таким образом, данное начальное состояние принадлежит циклу со скоро-
стью 1. Если же начальным является состояние (0,25, 0,5, 0,75), то имеем

x(0) = (0,25, 0,5, 0,75), x(0, 5) = (0,75, 0,5, 0,25), x(1) = (0,25, 0, 0,75),

x(1, 5) = (0,75, 0, 0,25), x(2) = (0,25, 0,5, 0,75) = x(0).

То есть за цикл с периодом 2 кластеры 1 и 3 движутся без задержек и со-
вершают по два оборота, а кластер 2 совершает за это время только один
оборот и, следовательно, v1 = 1, v2 = 1/2, v3 = 1. Таким образом, при одном
начальном состоянии скорость кажого из трех кластеров равна 1, а при дру-
гом начальном состоянии только скорость кластеров 1 и 3 равна 1, а средняя
скорость кластера 2 равна 1/2.
Если выполняется условие (15) и условие l1 = · · · = ln = l > 1/2, то формулы
(16), (17) имеют полученный в [18] вид

T = 2(N − 1)l −N + 2,

vi =
1

2(N − 1)l −N + 2
, i = 1, . . . , N.

Если выполняются условия (15) и l1 = · · · = lN = l � 1/2, то, как доказано,
в [19], система попадает в состояние свободного движения из любого началь-
ного состояния.

Таким образом, для открытой цепочки c одинаковыми по длине контура-
ми и одинаковыми по длине кластерами средняя скорость одинакова для
всех кластеров и не зависит от начального состояния системы в отличие
от соответствующей замкнутой цепочки c одинаковыми по длине контура-
ми и различными по длине кластерами [27], для которой средняя скорость
кластеров зависит от начального состояния. Для случая, когда выполняется
неравенство l > 1/2, в [23] найдено предельное распределение состояний (ин-
вариантная мера) открытой цепочки c одинаковыми по длине контурами и
одинаковыми по длине кластерами.
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5. Заключение

Доказана теорема о поведении динамической системы, называемой откры-
той цепочкой контуров и принадлежащей классу контурных сетей. Ранее та-
кая система рассматривалась в предположении, что все контуры имеют одну
и ту же длину и узлы делят контуры на части одинаковой длины. В настоя-
щей работе предполагается, что длины контуров могут различаться. Контур
может делиться также на части различной длины. Система рассматривает-
ся в предположении, что находящийся на контуре кластер имеет достаточ-
но большую длину. Доказано, что в рассматриваемых предположениях пре-
дельный цикл системы единственен. Найдены средние скорости кластеров и
период предельного цикла. Результаты работы могут использоваться при мо-
делировании трафика, а также иметь другие приложения, в частности при
моделировании инфокоммуникационных систем.
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