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В обзоре представлены основные вехи истории научной школы по ки-
бернетике и теории управления, созданной в 1959 г. выдающимся ученым
В.А. Якубовичем в Ленинградском государственном университете (ЛГУ), ко-
торой в 2024 г. исполняется 65 лет. Очерк частично опирается на материа-
лы публикаций [1–3] по истории кафедры теоретической кибернетики Санкт-
Петербургского государственного университета (СПбГУ), ее научных направ-
лений и смежным вопросам. Авторы не ставили целью дать полный биб-
лиографический обзор результатов школы, касающихся затронутых в статье
аспектов ее деятельности, частично ввиду ограничений объема статьи. При-
ведены либо ключевые работы, либо иллюстративные и местами субъективно
выбранные примеры работ определенного тематического цикла. Авторы при-
носят извинения коллегам, чьи публикации не упомянуты.

Началом истории кибернетики в Санкт-Петербургском (Ленинградском)
университете можно считать 1956-й год, когда на математико-механический
факультет пришел 30-летний кандидат физико-математических наук Влади-
мир Андреевич Якубович. Это было время больших перемен в обществе и в
науке, начало оттепели. Появляются первые электронно-вычислительные ма-
шины (ЭВМ), а также публикации, реабилитирующие кибернетику [4, 5]. Ки-

1 Работа выполнена при частичной поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (соглашение № 075-15-2021-573).
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бернетика набирает популярность, лекции и дискуссии о ней распространяют-
ся повсеместно. При Ленинградском доме ученых возникает первая в стране
секция кибернетики, которую возглавил академик и будущий нобелевский
лауреат Л.В. Канторович. В Ленинградском университете появляется Вычис-
лительный центр (ВЦ ЛГУ), а вместе с ним — научно-исследовательские ла-
боратории, нацеленные на освоение и использование новых, фантастических,
как тогда казалось, возможностей ЭВМ. Не без влияния основополагающей
книги Н. Винера [6] кибернетика воспринимается прежде всего как научная
основа применения вычислительной техники и автоматических устройств.
Поэтому неудивительно, что когда руководство математико-механического
факультета предложило В.А. Якубовичу собрать группу исследователей в об-
ласти перспективных математических методов автоматики и систем управле-
ния, «кибернетический флаг» оказался для этой группы самым подходящим.
Так, в 1959 г. в ВЦ ЛГУ появилась лаборатория теоретической кибернетики
(ЛТК).

Первые годы в фокусе исследований ЛТК были задачи распознавания об-
разов и машинного обучения. В ее активе — развитие и обобщение попу-
лярной в те годы концепции перцептрона Розенблатта, несколько подходов к
математической теории распознавания образов [7–9]2. Была успешно решена
целая серия поставленных заказчиками прикладных задач, среди которых
распознавание почерков и аэрофотоснимков, выделение полезных сигналов
из зашумленного материала, автоматическое описание и анализ сцен [11–14].
Коллективу принадлежит серия оригинальных алгоритмических разработок,
касающихся как проблемы в целом, так и ее отдельных аспектов, например,
алгоритм Б.Н. Козинца экономного по ресурсам памяти разделения клас-
сов [15, § 2.6]; [16, гл. 6], метод алгебраических инвариантов А.А. Шмидта
в задачах распознавания изображений [16, гл. 8] и др. Осмысление накоплен-
ных на этом этапе идей привело В.А. Якубовича к общей концепции бесконеч-
ной априори неизвестной рекуррентной системы неравенств, в которую нера-
венства добавляются пошагово в режиме реального времени, и конечно-схо-
дящихся алгоритмов решения таких систем в реальном времени [17]. Эта
концепция и связанные с ней методы впоследствии неоднократно продемон-
стрировали свою продуктивность в различных областях. Ключевой подход
к решению таких систем, разработанный в ЛТК, был впоследствии назван
методом рекуррентных целевых неравенств [18].

Появление нового направления — кибернетики — с неизбежностью поро-
дило дискуссию о ее взаимоотношениях с традиционной теорией автоматиче-
ского управления. Плодотворное русло для этой дискуссии проложило, среди
прочих, понятие адаптивности, т.е. автономной успешной приспособляемости
системы к априори существенно неопределенным условиям функционирова-
ния (как внешним, так и внутренним). В те годы в московской школе прева-
лировали статистические подходы к развитию концепций адаптивного управ-

2 Статья [7] была фактически первой работой на русском языке, посвященной машин-
ному обучению. Она была перепечатана и переведена на английский язык в 2021 г. [10].
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ления. В частности, Я.З. Цыпкин строил теорию адаптивных и обучающих-
ся систем на основе методов статистического оценивания и стохастической
аппроксимации [19, 20]. Параллельно В.А. Якубович разработал оригиналь-
ный альтернативный подход, который не опирается на теорию вероятностей
(и в этом смысле детерминистичен) и ключевым элементом которого являет-
ся метод рекуррентных целевых неравенств. В.А. Якубовичу принадлежит
исторически первое общее математическое определение адаптивной систе-
мы [21, 22]. Базовый материал по теории рекуррентных целевых неравенств и
адаптивного управления изложен в монографиях [15, 23]; обзор последующих
работ имеется в [24–26].

Результаты возглавляемого В.А. Якубовичем коллектива в области адап-
тивных систем получили естественное продолжение в исследованиях по робо-
тотехнике. Первоначально во всем мире ученые старательно избегали слова
«робот» и его производных, полагая их несерьезными, пригодными максимум
для научной фантастики. Есть основания полагать, что пионером в плане
конституирования «робота» как ныне общепризнанного научного понятия
выступил В.А. Якубович в статье [21], опубликованной в Докладах Акаде-
мии наук СССР (ДАН СССР). В ней на основе метода рекуррентных целевых
неравенств была решена задача о самообучении робота-манипулятора (робот
«глаз–рука») и доказан ряд теорем про «разумность роботов» в смысле вве-
денного в этой статье определения.

Практически во всех индустриально развитых странах конец 60-х и нача-
ло 70-х годов ознаменовались бурным ростом интереса к автоматизации про-
изводства на основе применения роботов-манипуляторов с элементами искус-
ственного интеллекта. На гребне этой волны в 1973 г. в ЛТК была сформиро-
вана группа робототехники, которую возглавили ученики В.А. Якубовича —
д-р техн. наук А.В. Тимофеев [27–29], а затем канд. физ.-мат. наук С.В. Гусев
[30, 31]. Среди основных «робототехнических» достижений ЛТК этого пе-
риода — построение математической теории адаптивных роботов и теории
их обучения сложному целесообразному поведению [32–34]. Дееспособность
этой теории была вначале продемонстрирована яркими примерами решения
прототипических задач, например задачи обучения робота езде на двухко-
лесном велосипеде, а также обучения других адаптивных роботов, которые
в качестве питомцев в коллективе получили домашние прозвища «кузне-
чик», «ястреб», «глаз-рука» и др. Значимость решенных задач подчеркивает
тот факт, что соответствующие результаты в 1972 г. были отобраны меж-
дународным оргкомитетом для представления на Всемирном конгрессе по
автоматическому управлению в Париже [35] (шутили, что В.А. Якубович в
качестве докладчика съездил в Париж на велосипеде). В дальнейшем эф-
фективность развитой в коллективе теории была продемонстрирована экс-
периментами (одними из первых в стране) с реальными колесными робота-
ми [30], начатыми в 1974 г.; в 1980 г. они были продолжены с использованием
разработанного в ЛТК более продвинутого экспериментального робота [36].
В 1980-х гг. группа робототехники ЛТК принимала участие в разработке си-
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стемы управления манипулятором в рамках проекта «Буран» космического
шаттла многоразового использовния. В 1970–80-х гг. коллективом ЛТК была
также развита теория адаптивного управления робототехническими система-
ми, описываемыми общими уравнениями Лагранжа [37–40]; эти исследования
были во многом пионерскими и лежат у истоков последующего масштабного
развития этого направления в мире.

Бурное развитие кибернетики и теории управления в 1960-х гг. привело
к появлению большого числа разнообразных алгоритмов управления, адап-
тации, распознавания, обучения, оценивания, фильтрации. Возникла потреб-
ность обобщения полученных результатов и унификации предложенных алго-
ритмов, выявления их ключевого идейного ядра. По-видимому, первым эту
потребность почувствовал Я.З. Цыпкин [19, 20], предложивший рассматри-
вать различные задачи распознавания, оценивания, управления и т.д. как
задачи минимизации среднего определенной функции потерь. В результа-
те хаотическую массу существовавших тогда разрозненных алгоритмов уда-
лось представить в виде систематизированных частных случаев единообраз-
ных вероятностных градиентных итеративных процедур минимизации или
оценивания параметров. Однако относящиеся к случаю непрерывного вре-
мени основные алгоритмы адаптации (самонастройки) и управления в эту
схему не укладывались. В результате атак с разных направлений посте-
пенно выяснилось, что унификация упомянутых алгоритмов возможна, ес-
ли в схеме Я.З. Цыпкина перейти от градиента целевой функции к гра-
диенту скорости ее изменения вдоль траекторий объекта управления. По-
видимому, наиболее общий и законченный подход к реализации этой идеи
был предложен и разработан А.Л. Фрадковым [41] и назван им методом
скоростного градиента.

Первоначально метод был в основном ориентирован на задачи адаптивно-
го управления и идентификации. В результате последующих исследований,
растянувшихся на многие годы, метод получил развитие и применение как
универсальный подход к решению различных задач синтеза непрерывных
динамических систем в математических, физических, инженерных, биологи-
ческих и других науках. На его основе, например, было найдено решение
задач управления и синхронизации для широкого класса колебательных, в
том числе хаотических, систем. Эти результаты открыли новые перспекти-
вы в вибрационной технике, лазерных и химических технологиях, системах
передачи информации. Простота применения метода, а также доступность
строгого математического обоснования полученных алгоритмов обусловили
его признание в качестве инструмента исследований как у нас в стране, так
и за рубежом. Число публикаций, где метод в том или ином виде применяет-
ся, постоянно растет и ныне достигает нескольких сотен. В последнее время
возрос интерес к методу скоростного градиента и в качестве инструмента
постижения законов эволюции, позволяющего лучше понять динамику фи-
зических, биологических и других систем. В такой ипостаси метод известен
как принцип скоростного градиента [42, 43].
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В начале 70-х гг. в ЛТК была создана группа бионики под руководством
доктора психологических наук Р.М. Грановской. Задачей группы было изу-
чение и моделирование феноменов восприятия и узнавания, а также меха-
низмов памяти живых организмов, включая человека [44, 45]. Был проведен
большой объем экспериментальных и теоретических исследований, а полу-
ченные результаты во многом были мотивированы и активно внедрялись за-
интересованными организациями.

В 1970 г. на базе ЛТК возникла кафедра теоретической кибернетики
(КТК). Ее первый выпуск был уже в 1971 г. и состоял из трех специали-
стов: Г.С. Аксенова, Б.Д. Любачевского и А.Л. Фрадкова. ЛТК и КТК фак-
тически были единым коллективом, занимавшимся общим делом и с мини-
мальным влиянием формального распределения сотрудников по ЛТК и КТК.
Сотрудники ЛТК занимались преподаванием, а члены КТК вели научные ис-
следования на общие с ЛТК темы и очень часто совместно с коллегами из
ЛТК. Обсуждение уместных компонентов этих исследований систематически
переводилось из стен лаборатории в учебные аудитории, так что еще в про-
цессе освоения профессиональной базы студенты приобщались к переднему
краю области. Например, сотрудники ЛТК-КТК часто рассказывали на лек-
циях новые, еще не опубликованные результаты. Иногда студенты изучали
доказательства теорем, которые были получены только накануне. Возника-
ло чувство живого участия в математическом творчестве, ощущение себя на
переднем крае науки. Бывало, что студенты находили неточности в доказа-
тельствах или предлагали способы усовершенствовать рассуждения. Таким
студентам приносились благодарности в публикациях, что вызывало чувство
гордости и желание двигаться дальше. Недаром девиз кафедры с давних
лет — Docendo discimus, что означает «обучая, учусь».

Помимо чисто кибернетического направления (распознавание, машинное
обучение, искусственный интеллект, адаптивные системы, роботы и т.п.), об-
ласть научных интересов коллектива охватывала и охватывает целый ряд
классических разделов математики и теории управления. Они касаются ли-
нейных дифференциальных уравнений, динамических систем и параметриче-
ского резонанаса (В.А. Якубович, В.Н. Фомин, В.И. Дергузов), устойчивости
и колебаний в нелинейных динамических системах, включая системы фазо-
вой синхронизации и автоподстройки частоты, устойчивости и колебаний в
импульсных системах (Г.А. Леонов, А.И. Шепелявый, А.Х. Гелиг, А.Н. Чури-
лов), оптимального управления (А.С. Матвеев, А.Е. Барабанов, В.А. Якубо-
вич), теории оценивания и фильтрации (В.Н. Фомин, А.Е. Барабанов),
и др.

Еще до создания лаборатории и кафедры В.А. Якубович получил фун-
даментальные результаты, касающиеся устойчивости линейных систем диф-
ференциальных уравнений с периодическими коэффициентами и парамет-
рического резонанса. Им была доказана гипотеза И.М. Гельфанда о том,
что в функциональном пространстве коэффициентов двумерных гамильто-
новых систем множество коэффициентов, соответствующее устойчивым си-
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стемам, распадается на счетное число связных областей, и показано, что по-
пулярный в те годы в этой тематике критерий Ляпунова относится только
к одной из них. В.А. Якубович получил критерии устойчивости для каж-
дой области, которые, как и упомянутый критерий Ляпунова, неулучшае-
мы в определенном естественном смысле. Эти результаты были затем пере-
несены В.Н. Фоминым и В.А. Дергузовым на системы с бесконечномерным
фазовым пространством. Фундаментальная монография [46] подвела про-
межуточные итоги развития этого направления и до сих пор в ранге бест-
селлера активно цитируется в трудах не только математиков, но физиков
и инженеров.

Среди многочисленных научных результатов коллектива, пожалуй, наи-
большую известность и влияние приобрели достижения, связанные с
так называемой «частотной теоремой», также известной под названия-
ми «Лемма Якубовича–Калмана» и «Лемма Калмана–Якубовича–Попова»
(KYP-lemma). Она была доказана В.А. Якубовичем и впервые опубликова-
на в 1962 г. [47]. Эта теорема дает математически красивые, прозрачные и
конструктивные условия разрешимости достаточно сложной системы соотно-
шений, которая встречается в самых разных задачах теории устойчивости,
автоматического управления, робототехники и других областей и решение
которой, в свою очередь, является ключом к решению основной задачи и ее
качественному анализу. Значение и авторитет частотной теоремы — произ-
водные ее продуктивности применительно к целому спектру разнообразных
областей и задач, где она придала второе дыхание методу функций Ляпуно-
ва. Например, она позволила получить целую серию новых конструктивных
критериев абсолютной устойчивости, неустойчивости, автоколебательности,
существования устойчивых в целом периодических и почти периодических
режимов в разнообразных нелинейных системах, продвинуть исследования
так называемых странных аттракторов таких систем, развить новые мето-
ды оптимального и адаптивного управления; часть этих результатов была
изложена в 1978 г. в монографии [48]. Эта книга до сих пор актуальна и ин-
тересна ученым разных стран, о чем свидетельствует, в частности, издание ее
английского перевода в 2004 г. Более того, обсуждаемая лемма позволила по-
лучить своего рода исчерпывающие результаты, заведомо охватывающие все
условия того или иного поведения системы, которые могут быть получены на
основе функций Ляпунова из определенных популярных классов (например,
функций вида «квадратичная форма», «квадратичная форма плюс интеграл
от нелинейности» и т.д.).

Частотную теорему неслучайно иногда называют «Великой леммой теории
систем»: она «официально» признана международным научным сообществом
в качестве одного из краеугольных камней современной теории управления.
Этот факт, например, отражен присутствием работы В.А. Якубовича по ча-
стотной теореме [47] в специальном сборнике Twenty Five Seminal Papers in
Control (Wiley—IEEE Press, 2000), где приведены 25 статей, оказавших наи-
большее влияние на развитие теории управления в XX в. согласно мнению
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авторитетной международной комиссии ведущих ученых, созданной Обще-
ством систем управления (Control systems society) международного Институ-
та инженеров в области электротехники и электроники (IEEE).

Вначале частотная теорема была доказана для систем управления, опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. Впоследствии
она была распространена в разных направлениях, в частности, перенесена
на многие другие классы управляемых систем. Среди них системы с дис-
кретным временем, стохастические системы, адаптивные системы, системы с
бесконечномерным фазовым пространством (например, описываемые уравне-
ниями в частных производных, уравнениями с запаздывающим аргументом,
дифференциальными уравнениями в бесконечномерном гильбертовом про-
странстве, интегральными уравнениями и т.п.), системы над упорядоченными
полями [49–59]. Эти достижения в подавляющем большинстве были не само-
целью, а дорогой к россыпи новых самодостаточных результатов, раздвигаю-
щих границы понимания соответствующих областей, например, к критериям
абсолютной устойчивости и неустойчивости для рассматриваемых классов си-
стем. В этом научном развитии школа В.А. Якубовича шла, взаимообогаща-
ясь, рука об руку с другими научными школами, например, с нижегородской
(В.А. Брусин, П.В. Пакшин, B.A. Угриновский и др.) [60–64]. История и со-
временное состояние этого направления подробно отражены в обзорах [65, 66]
и в коллективной монографии [3].

Отметим, что в [55, 56] были получены необходимые и достаточные усло-
вия существования линейной обратной связи по выходу линейной систе-
мы, обеспечивающей существование у нее квадратичной функции Ляпунова.
Это свойство системы эквивалентно ее пассивности, означающей выполнение
некоторого неравенства типа диссипации на траекториях системы. Поэто-
му результаты [55, 56] можно назвать теоремами о пассификации линейных
систем. Эти утверждения легли в основу общего подхода к синтезу систем,
названного методом пассификации (passification, passivation). Впоследствии
метод пассификации был распространен на широкий класс задач управления
и оценивания для нелинейных и адаптивных систем [67–70]. Метод пассифи-
кации сейчас применяют исследователи из различных стран [71–73]. В России
он активно используется, в частности, в научной школе университета ИТМО
(В.О. Никифоров, А.А. Бобцов и др.) [74, 75, 141].

Широта применимости частотной теоремы стимулировала В.А. Якубовича
к построению абстрактной теории абсолютной устойчивости, которая, ис-
пользуя аппарат функционального анализа, не только обобщает массу из-
вестных результатов, но и создает комфортную базу их распространения на
все новые типы уравнений. Отметим также, что исследования по частотной
теореме связаны с ныне ультрапопулярным методом линейных матричных
неравенств, что позволило авторам книги [77] назвать В.А. Якубовича «от-
цом» основанного на этом методе научного направления (в почетной компа-
нии с А.М. Ляпуновым в качестве «дедушки»). В мире масса адептов этого
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направления, которые давно и успешно развивают его применительно к уди-
вительно широкому спектру областей.

Частотная теорема родилась в исследованиях по устойчивости положе-
ний равновесия нелинейных динамических систем как ответ на вопрос об
условиях существования квадратичной функции Ляпунова, общей для целого
класса таких систем, описываемого определенным образом с использовани-
ем квадратичной формы. Впоследствии ее фундаментальный характер про-
явился в открытии и эффективном использовании ее связей с целым рядом
других областей. Среди исторически первых из них — теория оптимально-
го управления. Здесь частотная теорема оказалась мощным конструктивным
средством проверки разрешимости так называемых линейно-квадратичных
задач (сочетание линейной системы управления и квадратичного функцио-
нала качества) и синтеза их решений в инженерно привлекательной форме
оптимального регулятора.

Основы линейно-квадратичной теории оптимального управления были за-
ложены классическими работами Р. Калмана [78], Н.Н. Красовского [79] и
А.М. Летова [80] (а в части, касающейся стохастических объектов, исследо-
ваниями А.Н. Колмогорова [81], Н. Винера [82], С. Бьюси [83]); значитель-
ный вклад в ее развитие внесли Я.К. Виллемс, В.И. Зубов, В.М. Кунцевич,
А.Б. Куржанский, Ж.Л. Лионс, А.И. Лурье, В.И. Уткин, В.А. Якубович и
многие другие ученые (о истории линейно-квадратичной теории оптималь-
ного управление см. обзоры в [84, 85]). Методически эта область имеет
важные связи с комплексным анализом, теорией устойчивости и стаби-
лизации нелинейных динамических систем ( [77, 86–88] и др.). В первую
очередь это касается так называемых неопределенных систем (uncertain
systems), где эпитет отражает типичную для приложений ситуацию, ко-
гда полная информация о системе отсутствует. Начиная с конца 60-х гг.
поток научных публикаций, относящихся к обсуждаемой области, принял
лавинообразный характер; заметный интерес к ней сохранился до настоя-
щего времени. Среди причин этого — общепризнанный практический эф-
фект линейно-квадратичной теории оптимального управления. Например,
по данным, приведенным в пленарном докладе профессора M. Morari [89]
на второй европейской конференции по управлению (the Second European
Control Conference, Groningen, the Netherlands,1993), среди различных разде-
лов современной математической теории управления линейно-квадратичная
теория занимает почетное второе место по интенсивности применения
в промышленных разработках гражданского профиля. (Первое занимает
теория ПИД-регулирования.)

В теории линейно-квадратичной оптимизации школа В.А. Якубовича си-
стемно развивала подход, основанный на частотной теореме. В работах
В.А. Якубовича, А.И. Шепелявого, А.Л. Лихтарникова, А.В. Мегрецкого,
С.Г. Семенова, Д.В. Пляко, А.В. Савкина и др. указанный подход был,
в частности, распространен на широкий класс разнообразных важных за-
дач и систем, который включает, помимо прочего, системы с непрерывным
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и дискретным временем, с бесконечномерным фазовым пространством, зада-
чи, возникающие в конфликтной ситуации (дифференциальные игры), и с эф-
фектом сингулярности [85], который может приводить к отсутствию решения
в традиционном смысле.

Частотная теорема как критерий существования квадратичной функции
Ляпунова традиционно и часто дополняется специальным приемом построе-
ния такой функции — так называемой S-процедурой [90]. В [91] послед-
нее понятие было абстрагировано от функций Ляпунова и ему был при-
дан смысл замены (в определенном смысле) системы нескольких неравенств
одним неравенством со свободным параметром. Ключевой вопрос — “Экви-
валентна ли замена?”; при утвердительном ответе говорят о неущербности
S-процедуры, а соответствующее утверждение называют также “S-леммой”.
Этот вопрос имеет отношение к целому ряду областей математики [77], напри-
мер к двойственности в экстремальных задачах, теории матриц и операторов.
Особо продуктивной для теории управления оказалась ситуация квадратич-
ных неравенств, в которой неущербность S-процедуры смыкается с эффектом
скрытой (в смысле неочевидности) выпуклости образов квадратичных отоб-
ражений [66]. Классические результаты такого рода — теорема Дайнса (две
квадратичные формы трансформируют вещественное линейное пространство
в выпуклое множество) и теорема Теплица–Хаусдорфа (две непрерывные эр-
митовы формы трансформируют сферу комплексного гильбертова простран-
ства в выпуклое множество).

Первые исследования школы по неущербности S-процедуры [92, 93] стар-
товали на рубеже 1970-х гг. и касались не более трех неравенств. В основ-
ном они не покидали идейного поля теорем Дайнса и Теплица–Хаусдорфа,
в котором, согласно П. Халмошу [94] “все известные доказательства основа-
ны на вычислениях, хотя хотелось бы иметь идейное доказательство, пусть
даже (или особенно?) с использованием менее элементарных понятий”. Даль-
нейшие исследования школы по обсуждаемой тематике можно трактовать
как движение в указанном русле, где основной целью было обобщение на
произвольное число форм (недостижимое в общем случае). Заметный им-
пульс этим исследованиям был придан работой [95] учеников В.А. Якубовича
и Н.К. Никольского, где выпуклость совместного образа была установлена
для произвольного числа форм, но в очень специальной ситуации, моти-
вированной теорией управления. Эта специализация была довольно быстро
преодолена В.А. Якубовичем совместно с чуть позже присоединившимся к
этой тематике А.С. Матвеевым, которые получили серию общих результатов
по неущербности S-процедуры и скрытой выпуклости квадратичных функ-
ционалов. В этих работах в качестве менее элементарной общей причины
выпуклости фигурировали инвариантность форм относительно операторов
сдвига и слабая сходимость к нулю сдвинутых элементов пространства (как,
например, в L2(0,∞) при сдвиге на T → ∞) [96]. Эти результаты касались
важных задач теории управления, но не охватывали классические теоремы
Дайнса и Теплица–Хаусдорфа. Впоследствии А.С. Матвеевым были получе-
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ны еще более общие критерии выпуклости совместного образа произвольного
числа форм, которые уже «автоматически» охватывали указанные классиче-
ские результаты и в качестве «менее элементарной» причины выпуклости
предъявляли определенные свойства (заведомо выполненные в классическом
случае) периферийной части спектра пучка операторов, порожденного фор-
мами [97–99]. В этом цикле работ была также развита теория приближен-
ной выпуклости образов квадратичных отображений с оценками дефекта,
открыто и исследовано свойство гипер-овыпукления, а результаты распро-
странены на отображения более общие, чем квадратичные. Ряд результатов
в этом направлении был получен также выдающимся ученым Б.Т. Поляком
[100, 101]. Черпая мотивацию в стохастической теории управления,
Н.Г. Докучаев (при участии В.А. Якубовича) развивал параллельную идео-
логию, связанную с эффектом А.А. Ляпунова (выпуклость образа безатомной
векторной меры).

На рубеже 2000-х гг. было сделано важное открытие, которое представило
в совершенно новом свете взаимоотношения и взаимодействие S-процедуры и
частотной теоремы. А именно, в [102] было дано новое доказательство частот-
ной теоремы, основанное на теореме о неущербности S-процедуры (S-лем-
мы). В результате можно сказать (цитируя [66]), что “частотная теорема и
S-процедура долгое время жили, образно выражаясь, как дружные соседи,
и вот, спустя столько лет, все узнали, что они еще и родственники”.

Работа [102] дала толчок исследованиям, связанным с так называемой
обобщенной частотной теоремой (обобщенной KYP-леммой), устанавливаю-
щей важные для дальнейших приложений свойства, эквивалентные выполне-
нию частотных неравенств в некотором ограниченном частотном диапазоне.
Соответствующие результаты дают новые инструменты анализа и синтеза
систем, связанные с частотными неравенствами, выполненными в конечном
диапазоне частот [102, 103]. Оказалось, что выполнение стандартного частот-
ного неравенства в конечном диапазоне частот эквивалентно справедливости
некоторых неклассических линейных матричных неравенств для пары мат-
риц P, Q; эти неравенства в определенном смысле аналогичны и “заменя-
ют” неравенства для единственной матрицы P в классической формулировке
KYP-леммы. В [104] было показано, что выполнение частотных неравенства в
конечном диапазоне частот, в свою очередь, эквивалентно выполнению опре-
деленного неравенства (типа неравенства диссипации) только на части тра-
екторий системы, определяемой дополнительным интегральным матричным
неравенством (так называемая, ограниченная диссипативность [104]). Таким
образом, было получено полное распространение классических KYP-резуль-
татов на “конечно-частотный” случай. В [105] получено дальнейшее обобще-
ние указанных результатов на случай “конической” S-процедуры, позволяю-
щее работать в ситуации бесконечного числа ограничений. Конечно-частот-
ная версия частотной теоремы уже нашла применение при решении целого
ряда практических задач [106–108].
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Три магистральных научных направления школы — частотная теорема,
S-процедура, линейно-квадратичная оптимизация — в 1990-х слились в иссле-
дованиях по методам невыпуклой глобальной оптимизации. Точнее, речь идет
о разработке общего подхода, позволяющего на базе этих направлений стан-
дартным образом строить эффективные алгоритмы решения специальных
задач, относящихся к области невыпуклой глобальной оптимизации. В отли-
чие от большинства методов данной области, которые в основной массе явля-
ются вычислительными, часто основаны на эвристических идеях и не всегда
сопровождаются гарантией сходимости, упомянутые алгоритмы основаны на
математической теории, являются в наиболее существенной части аналити-
ческими и гарантированно приводят к нахождению глобального оптимума.
Упомянутый подход был предложен В.А. Якубовичем в 1992 г. [109, 110] , его
дальнейшему развитию посвящены работы В.А. Якубовича, А.С. Матвеева,
Н.Г. Докучаева. Подход предусматривает обоснование основных соотноше-
ний теории выпуклой двойственности для рассматриваемых невыпуклых за-
дач оптимизации и применение основанного на них правила (Якубовича) ре-
шения задачи. Оно корректно далеко не всегда. Хотя было установлено, что
правило верно всякий раз, когда оно результативно (выдает непустое множе-
ство ответов), наибольший интерес представляют критерии, которые позво-
ляют убедиться в применимости правила априори, т.е. до начала его примене-
ния, на основе (обычно несложной) проверки определенных свойств исходных
данных задачи. Был установлен ряд таких критериев, причем именно они во
многом служили основной целью охарактеризованных выше исследований
образов квадратичных отображений.

В конце 70-х гг. В.А. Якубович инициировал обширный цикл исследований
коллектива по построению теории принципа максимума в задачах оптималь-
ного управления в рамках абстрактного подхода. Этот подход подразумевает
выбор в качестве основного объекта изучения некоторой абстрактной модели,
описываемой языком функционального анализа. Полученные для нее резуль-
таты предлагается затем интерпретировать применительно к тем конкретным
моделям, с которыми сталкивается исследователь. Таким образом, при рабо-
те с разнообразными приложениями этот подход позволяет сократить объем
рассуждений, так как их значительная часть уже проделана раз и навсегда
в рамках абстрактной теории. Достоинство абстрактного подхода состоит и
в единообразии процедуры вывода условий оптимальности. Методически он
дает возможность изложить основные идеи более доступно и просто, так как
они не заслоняются антуражем конкретной модели.

Подобные абстрактные теории были разработаны многими авторами.
В.А. Якубович предложил собственный, оригинальный подход к построению
абстрактной теории оптимального управления. Характеристическая черта
подхода состоит в разработке аппарата исчисления дифференциалов по пуч-
кам кривых в условиях, когда кривые, вообще говоря, недифференцируемы.
На этой основе для абстрактной модели задачи оптимального управления
устанавливается абстрактный принцип максимума. Он, в частности, поясня-
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ет, почему принципы максимума, аналогичные понтрягинскому, естествен-
но возникают как необходимые условия оптимальности в очень, на первый
взгляд, разных задачах, выделяя общие свойства задачи, предопределяющие
указанную форму ответа. Обсуждаемый подход также позволил единообраз-
но строить теорию необходимых условий как первого, так и высших поряд-
ков в задачах с ограничениями: все они оказываются частями некоторого
единого условия [111]. Обсуждаемый подход был развит в разных направле-
ниях в обширном цикле работ В.А. Якубовича и его учеников, на его осно-
ве был получен целый ряд самодостаточных новых результатов; некоторые
из них (например, касающиеся оптимального управления системами, описы-
ваемыми уравнениями в частных производных) существенно опередили ана-
логичные разработки в мире. Некоторые итоги этого развития системати-
зированы в книгах А.С. Матвеева и В.А. Якубовича [111, 112]. По замыслу
цель учебного пособия [112] состояла в том, чтобы научить читателя само-
стоятельно применять абстрактную теорию к новым задачам. Книга содер-
жит 75 задач на применение этой теории. Некоторые из них соответству-
ют уровню научных публикаций недавнего прошлого, вместе с тем с ними
успешно справляются студенты четвертого курса математико-механического
факультета СПбГУ.

С момента возникновения ЛТК и КТК на их командном мостике было
два помощника капитана: А.Х. Гелиг и В.Н. Фомин. В фокусе основных ин-
тересов А.Х. Гелига был анализ динамики импульсных систем с различными
видами импульсной модуляции. В этой области им был разработан новый
подход, основанный на потактовом усреднении импульсного сигнала и тео-
рии абсолютной устойчивости непрерывных нелинейных систем. В отличие
от классического метода усреднения, усреднение по Гелигу не асимптотично
по своему характеру и позволяет получить явную оценку требуемой часто-
ты дискретизации. Классические теоремы теории абсолютной устойчивости
нелинейных систем (такие как знаменитый круговой критерий и критерий
В.М. Попова, а также критерии устойчивости периодических режимов) при
этом получаются как предельные случаи при стремлении величины периода
дискретизации к нулю, в связи с чем можно говорить о достижении высо-
кой степени унификации построенной теории. Соответствующий цикл работ
был подытожен в совместной монографии А.Х. Гелига и А.Н. Чурилова [113],
расширенный вариант которой опубликован на английском языке в издатель-
стве Birkhauser. В круг долговременных интересов А.Х. Гелига также входи-
ли вопросы аналитического синтеза регуляторов для управления нелинейны-
ми системами. В контакте со своими многолетними соавторами И.Е. Зубер
и А.Н. Чуриловым им получено решение разнообразных задач устойчиво-
сти и стабилизации для непрерывных, импульсных и дискретных систем как
в случае управления по состоянию, так и в случае управления по выходу
системы [114]. А.Х. Гелиг был среди пионеров исследования нелинейной ди-
намики нейронных сетей в СССР [115], а совместно с В.А. Якубовичем и
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Г.А. Леоновым — исследования вопросов устойчивости систем с неединствен-
ным положением равновесия [48].

В.Н. Фомин начал свою научную деятельность с исследования параметри-
ческого резонанса в гамильтоновых системах, описываемых уравнениями в
частных производных. Здесь ему удалось построить достаточно полный ана-
лог конечномерной теории на базе метода Галеркина и разработанного им
варианта метода возмущений. После защиты в 1971 г. по этой теме доктор-
ской диссертации научные интересы В.Н. Фомина переключились в область
математической теории кибернетических систем. Особое внимание он уде-
лял темам, связанным с машинным обучением и адаптивными системами,
демонстрируя энциклопедичный охват тематики. Его монография [116] и ко-
герентный ей курс лекций были одними из первых в стране по этим столь
актуальным темам и рисовали широкую картину области, не ограниченную
рамками какого-то одного коллектива или подхода. Книга [116] в 1976 г.
была удостоена первой премии ЛГУ в области научных работ. Постепенно
набрало силу и третье основное направление работ В.Н. Фомина: математи-
ческая теория фильтрации и теория управления, прежде всего, в ее вероят-
ностном варианте [117–119] . Здесь им получены многочисленные результаты,
касающиеся, помимо прочего, стохастической линейно-квадратичной задачи
оптимального управления, спектральной факторизации, оптимального оце-
нивания случайных процессов и полей, разработаны методы синтеза опти-
мальных фильтров при обработке пакета случайных плоских волн на фоне
распределенных шумов. Результаты этого цикла имеют важные приложения
в теории радарных и коротковолновых средств связи, в подводной акусти-
ке, радиоастрономии, сейсмологии, геофизике и в системах телевизионного
слежения. Общая для школы В.А. Якубовича тенденция по использованию
мощи функционального анализа в теории управления не обошла стороной и
В.Н. Фомина. В последние годы перед безвременным уходом он активно и
азартно разрабатывал операторный подход к задачам фильтрации и связан-
ным задачам управления. В результате ему, в частности, удалось построить
единую теорию оптимальной фильтрации, непринужденно охватывающую
теорию Винера–Колмогорова оптимальной фильтрации стационарных про-
цессов и Калмана–Бьюси рекуррентной фильтрации и к тому же имеющую
широкую сферу приложимости. Энергия, харизма и искрометный юмор Вла-
димира Николаевича делали его драйвером практически любого мероприя-
тия (семинара, лекции и т.п.), в котором он участвовал, а основная претензия
студентов, которым посчастливилось слушать его лекции, на них никак и ни-
когда не удавалось заснуть.

В 1969 г. в ЛТК появился новый аспирант — Г.А. Леонов. В 1971 г. он защи-
тил кандидатскую диссертацию и продолжил работу в лаборатории и на ка-
федре. Постепенно в рамках традиционных для ЛТК-КТК подходов под его
началом формируется индивидуальное научное направление. За фундамен-
тальными результатами по теории устойчивости и синхронизации нелиней-
ных колебаний в фазовых системах [48, 51, 120, 121] последовали пионерские
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работы и книги по теории управления и стабилизации линейных управляе-
мых систем [122, 123] и качественному исследованию глобальных аттракторов
динамических систем: неустойчивость, бифуркации, синхронизация, оценки
размерностей [124, 125]. В 2007 г. Г.А. Леонов возглавил вновь созданную на
математико-механическом факультете СПбГУ кафедру прикладной киберне-
тики и с этого момента стал частью еe истории.

У В.А. Якубовича и старшего поколения его учеников острый интерес к
практическим задачам естественно сочетался с (модифицированным авто-
рами) тезисом И. Канта «в каждой. . . науке столько истины, сколько в ней
содержательной математики». Среди следующего поколения ярким адептом
этой философии был А.Е. Барабанов, ученик В.Н. Фомина. Коллеги неодно-
кратно восхищались способностью Андрея Евгеньевича к применению глу-
боко нетривиальных математических ходов в казалось бы вполне рутинных,
хотя и важных прикладных задачах. И, что более существенно, это приносило
успех, подтверждая приведенный тезис. Спектр интересов А.Е. Барабанова
был обширен. В качестве иллюстрации отметим важные работы по оборон-
ной тематике, разработки (совместно с сотрудниками кафедры системного
программирования СПбГУ) помехозащищенных dial-up модемов для сильно
зашумленных коммутируемых линий, систем обработки радарных сигналов
сначала для НПО «Равенство», а затем для одного из крупнейших миро-
вых производителей навигационного программного обеспечения для морско-
го судоходства — компании «Transas» (которая в 1990-х–2010-х гг. по мнению
экспертов, например, А.Н. Терехова3 была монополистом рынка бортового
программного обеспечения), систем анализа звуковых сигналов дельфинов,
систем анализа и синтеза речи (в творческом контакте с кафедрой фоне-
тики СПбГУ). По последней тематике А.Е. Барабанов разработал и читал
передовые курсы лекций. В фокусе его теоретических исследований были
вопросы синтеза оптимальных и субоптимальных регуляторов [126, 127], где
он получил серию важных и подчас неожиданных результатов. В качестве
примера укажем, что в 80-х гг. им была решена задача синтеза оптимально-
го регулятора при равномерно ограниченных возмущениях и на этой осно-
ве построена новая теория L1-оптимального управления. Пионерская работа
А.Е. Барабанова и О.Н. Граничина по этой тематике [126] намного опере-
дила аналогичные зарубежные публикации. В дальнейшем О.Н. Граничин
(также ученик В.Н. Фомина) систематически развивал подходы, основанные
на рандомизации в системах управления, что позволило получить условия
работоспособности систем при «почти произвольных» (неизвестных, но огра-
ниченных) помехах [128, 129].

На рубеже тысячелетий в научном сообществе сформировалось понима-
ние, что с одной стороны, непрерывный физический процесс, взаимодейст-
вующий с управляющим дискретным (цифровым) вычислительным устрой-
ством — неуклонно распространяющееся сочетание, за которым будущее.

3 https://www.rbc.ru/spb_sz/22/03/2018/5ab26f809a7947027cb81160
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И что, с другой стороны, имеющиеся инструменты математической теории
не готовы, в требуемой мере, к работе с этим сочетанием. Его математиче-
ской моделью является гибридная динамическая система (ГДС), т.е. система,
описываемая как непрерывными, так и дискретными фазовыми переменны-
ми, оказывающими двустороннее влияние на эволюцию друг друга. В конце
1990-х интерес к математическому моделированию и построению теории та-
ких систем можно было охарактеризовать как своего рода бум.

Начиная с 1997 г. ученики В.А. Якубовича — А.С. Матвеев и А.В. Сав-
кин — проводили совместные исследования по качественной теории ГДС. Ими
были заложены основы такой теории для достаточно общего класса ГДС и
получены одни из первых общих доказательных результатов в этой обла-
сти. Эти результаты опубликованы в ведущих международных журналах, а
также в монографии [130], по-видимому, первой в мире по этой тематике.
Обсуждаемый цикл работ сфокусирован на общем классе ГДС переключа-
тельного типа, т.е. систем, для которых непрерывные фазовые переменные не
претерпевают скачков. Получены, помимо прочего, необходимые и достаточ-
ные условия сильной детерминированности системы, инвариантности задан-
ной области, критерии существования и глобальной устойчивости предель-
ных циклов, аналоги классической теоремы Пуанкаре–Бендиксона, разрабо-
тан метод синтеза распределенных алгоритмов переключения процессоров,
обеспечивающих возбуждение и глобальную устойчивость заданных (опти-
мальных) колебательных процессов в крупномасштабных потоковых сетях,
и др. Работоспособность разработанной общей теории продемонстрирована
продуктивным исследованием целого ряда представляющих самостоятель-
ный интерес моделей информационных, компьютерных, транспортных и дру-
гих сетей, гибких производственных систем, биотехнологических и других
процессов.

Различными аспектами задачи дискретизации непрерывных систем в об-
щем контексте построения теории ГДС активно занимался В.А. Бондарко
[131, 132]. Например, для линейных стационарных объектов им было прове-
дено сравнение различных методов дискретизации в плане их адекватности,
связи между собой и асимптотики свойств дискретных моделей при увели-
чении частоты квантования по времени. Занимаясь параллельно развитием
теории конечно-сходящихся алгоритмов решения счетных систем неравенств,
В.А. Бондарко получил важные результаты в области адаптивного управле-
ния, включая управление нелинейными системами и системами с бесконеч-
номерным фазовым пространством.

Начиная с середины 1990-х гг. В.А. Якубович со своим учениками, сре-
ди которых особую роль сыграл А.В. Проскурников, вдохнул новую жизнь в
традиционную для школы тематику, связанную с линейно-квадратичной оп-
тимизацией и частотной теоремой, опубликовав цикл из примерно 20 работ по
оптимальному гашению колебаний, оптимальному отслеживанию сигналов и
теории инвариантности [133–138]. В рамках этого цикла во вполне классиче-
ские для теории управления темы был привнесен ряд пионерских моментов,
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в том числе разработана концепция «универсального регулятора», обеспечи-
вающего оптимальность при всех заранее неизвестных помехах и отслежива-
емых сигналах, а также инвариантность выхода системы относительно внеш-
него возмущения. Основополагающая работа [133] цикла получила премию
Международной академической издательской компании «Наука» за лучшую
публикацию 1995 г., а на Европейской конференции по управлению 1995 г.
В.А. Якубович выступал на эту тему с пленарным докладом [134]. За обсуж-
даемый цикл работ А.В. Проскурников был награжден в 2008 г. медалью и
премией РАН для молодых ученых.

Начиная примерно с начала 2000-х в мире значительный интерес специа-
листов в области физики, математики и информатики привлекает феномен
формирования, как сейчас принято говорить, роевого интеллекта в сложных
сетевых системах. Здесь основная интрига заключается в том, как из ло-
кальных взаимодействий малоосведомленных и маловлиятельных элементов
рождается целесообразное и осмысленное поведение сети в целом. Мотивация
этой тематики разнообразна и включает исследование динамики ансамблей
физических частиц, биологических популяций, а также мнений в социальных
группах, систем искусственного интеллекта, сетевых систем управления и др.
Предметом одного из наиболее математически содержательных (к настоя-
щему времени) разделов этой области служат распределенные алгоритмы
достижения консенсуса. Существенные результаты школы В.А. Якубовича
в этой области, к сожалению, пока слабо представленной в РФ, принадле-
жат А.В. Проскурникову (при начальном участии А.С. Матвеева); в 2022 г.
он защитил в СПбГУ докторскую диссертацию по этой теме. Она венча-
ет цикл исследований, где, в частности, было сделано заметное продвиже-
ние к целостной теории распределенных усредняющих алгоритмов достиже-
ния консенсуса, а также предложен и разработан продуктивный оригиналь-
ный метод дифференциальных и рекуррентных усредняющих неравенств.
Вклад А.В. Проскурникова в связанное с обсуждаемой темой развитие ма-
тематической социологии был отмечен совместной публикацией в журнале
Science [139].

Среди примеров инициативных работ учеников В.А. Якубовича нельзя не
упомянуть разработку и продвижение нового и в значительной мере пионер-
ского направления, лежащего на стыке физики и кибернетики. Оно возник-
ло не произвольно; напротив, на рубеже 1990-х гг. в мире произошел взрыв
интереса к применению методов кибернетики, теории информации и управ-
ления в физике. Среди его триггеров была, например, обнаруженная в те
годы интригующая возможность существенно изменить свойства системы,
например, подавить или создать хаос в ее поведении, изменить резонанс-
ные характеристики и др., с помощью (теоретически сколь угодно) малого
воздействия. Опубликованные в 1998–1999 гг. книги [140, 141] были первы-
ми в мире монографиями по обсуждаемому направлению, а сама область
наук на границе кибернетики и физики была названа (со-)автором указан-
ных монографий А.Л. Фрадковым кибернетической физикой. К ней, в част-
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ности, относят вопросы управления молекулярными и квантовыми система-
ми (А.Л. Фрадков, М.С. Ананьевский), которые играют важную роль в со-
здании перспективных нанотехнологий. Статья [142] с обзором исследований
по управлению хаосом получила премию Международной академической из-
дательской компании «Наука» за лучшую публикацию 2003 г.4 Основные
принципы кибернетической физики изложены в книгах [42, 143]. Знаками
ее международного признания явилось проведение в 2003–2005 гг. в Санкт-
Петербурге первых в мире международных конференций по физике и управ-
лению, а также образование международного Общества по физике и управле-
нию (IPACS) со штаб-квартирой в Санкт-Петербурге. Под эгидой этого обще-
ства в Санкт-Петербурге издается индексируемый в Scopus международный
журнал «Cybernetics and Physics».

Еще одно важное, а возможно, и решающее для самой кибернетики на-
правление отражает оформившуюся на рубеже тысячелетий тенденцию к
конвергенции теорий управления, вычислений и связи в направлении их един-
ства. Все больше задач требуют тесного взаимодействия методов указанных
трех теорий; возникла даже афористичная формула Control×Computation×
×Communication= C3, выражающая стремление к возврату целостного вос-
приятия информационных, вычислительных и управляющих процессов, так
много значившего для успехов «романтической» кибернетики 1960-х гг.
Часть пионерских результатов в этом направлении была получена в начале
2000-х гг. А.С. Матвеевым совместно с выпускником КТК профессором уни-
верситета Нового Южного Уэльса (Австралия) А.В. Савкиным. Соответст-
вующий цикл работ посвящен управлению и оцениванию при ограничени-
ях на пропускную способность (емкость) каналов связи [144–147] и частично
подытожен в монографии [148]. В частности, было показано, что стабилизи-
ровать неустойчивую линейную управляемую систему можно тогда и толь-
ко тогда, когда битовая скорость поступления информации через канал свя-
зи превышает скорость производства информации системой, а также сдела-
но принципиальное продвижение к определению места основных концепций
теории информации К. Шеннона (в частности, емкости зашумленного кана-
ла связи) в обсуждаемой тематике. Впоследствии исследования переключи-
лись на нелинейные системы и проводилсь А.С. Матвеевым в соавторстве с
профессором Технического университета Эйндховена А.Ю. Погромским, при
этом использовались методы А.М. Ляпунова и Г.А. Леонова анализа нели-
нейной динамики. В частности, было разработано новое понятие энтропии
восстановления нелинейной системы и показано (в соавторстве с сотрудни-
ком университета Людвига–Максимилиана C. Kawan), что в определенном
смысле и в рассматриваемых вопросах эта энтропия является адекватной ха-
рактеристикой скорости производства информации системой [149, 150]. До-
статочные условия работоспособности нелинейных и адаптивных систем при
коммуникационных ограничаниях получал также А.Л. Фрадков с соавтора-

4 Обзор является наиболее цитируемой статьей журнала АиТ, а ее второй соавтор —
наиболее цитируемым автором АиТ.
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ми [151–156]. Обзор некоторых результатов, полученных коллективом в це-
лом, представлен в [157].

Уже стало своего рода традицией подразделять (при всей условности лю-
бой рубрикации) современную робототехнику на индустриальную и мобиль-
ную. В фокусе первого и более развитого раздела — оркестр систем про-
мышленного назначения, в котором главную скрипку играют манипуляци-
онные системы (механические руки). В настоящее время подавляющее боль-
шинство таких систем следует парадигме жесткого, удерживающего захвата
объекта и фиксированной операционной локации. Вместе с тем систематиче-
ски в повестку дня внедряются практические задачи, где необходим мягкий,
неудерживающий захват и/или объект манипулирования податлив, а также
оперативная интеракция мобильных и манипуляционных функций. Такие за-
дачи сейчас попадают в практически малоисследованную область, разработ-
ка которой требует решения ряда фундаментальных проблем, в том числе
в области теории. В этом направлении с 2010-х гг. систематически работает
группа выпускников КТК (А.С. Ширяев, С.В. Гусев). В ее активе — разра-
ботка во многом пионерских математических методов анализа динамики и
синтеза регуляторов для решения соответствующих задач, в частности метод
подвижных площадок Пуанкаре и трансверсальной линеаризации, скорост-
ные методы решения специальных матричных дифференциальных уравне-
ний Риккати, общие методы поиска периодических движений, реализуемых
в сложных неполноприводных механических системах, и др. [158–160]. Эф-
фективность этих разработок была в частности продемонстрирована в 2015 г.
первым в мире решением (доведенным до практического эксперимента) по-
ставленной в 1998 г. К. Линчем сложной прототипической задачи стабилиза-
ции кругового движения шарика по вращающейся направляющей, имеющей
форму бабочки [160]5.

В фокусе раздела, именуемого мобильной робототехникой, — автономная
навигация подвижных роботов и управление их движением в априори неиз-
вестных средах с препятствиями. Это направление с 2010-х гг. системно раз-
рабатывает группа мобильной роботики КТК (А.С. Матвеев, А.А. Семакова,
П.А. Коновалов) при участии (до 2017 г.) А.В. Савкина. Здесь был получен
целый ряд фундаментальных результатов по алгоритмам навигации роботов,
в том числе распределенному управлению их многоагентными ансамблями,
в сложных, в том числе подвижных и непредсказуемых средах; частично
они систематизированы в двух монографиях [161, 162], выпущенных в 2015
и 2016 гг. ведущими мировыми издателями научной литературы. Специфика
работ группы — экономные с точки зрения используемых (вычислительных,
энергетических и др.) ресурсов и сенсорных данных о среде алгоритмы, ре-
флексоподобным образом конвертирующие текущее наблюдение в текущее
управление (как следствие, с минималистскими требованиями к бортовым
процессорам) и тем не менее снабженные математически строгими гаран-

5 https://www.youtube.com/watch?v=kyvW5sOcZHU
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тиями достижения результата. По данным WoS за 2022 г., из пяти наиболее
цитируемых публикаций по робототехнике аффилиированных к РФ, четыре
относятся к КТК, в том числе наиболее цитируемая статья [163] (279 цити-
рований).

Математические методы уже давно применяются для количественного и
качественного изучения процессов и систем, в той или иной мере относя-
щихся с сфере биологии и медицины. В этом направлении в начале 2000-х
А.С. Матвеевым и А.В. Савкиным был выполнен цикл работ по изучению оп-
тимальных протоколов химиотерапевтического лечения онкологических за-
болеваний [164]. Начиная с середины 2000-х гг. сотрудниками КТК (А.Н. Чу-
рилов, А.И. Шепелявый) совместно с Упсальским университетом (Швеция)
велись систематические исследования по моделированию и анализу биоло-
гических ритмов и хаотической динамики в нейрогормональных системах
[165, 166]. Начиная с 2010-х гг. научные направления школы включают рабо-
ты по нейроуправлению и нейрообратной связи, которые опираются на ма-
тематическое исследование сетей биологических нейронов. Эти разработки
лежат на стыке кибернетики и нейронаук, от которого во всем мире ожидают
прорывов в медицинской диагностике, а также в управлении роботами и дру-
гими устройствами силой мысли (без участия мышц человека). В настоящее
время под руководством А.Л.Фрадкова в СПбГУ выполняется грант по этой
тематике. Эти работы ведутся совместно с биофаком СПбГУ, Институтом
мозга человека РАН, Институтом проблем машиноведения РАН, Балтийским
федеральным университетом им И. Канта. В работах активно участвуют мо-
лодые представители школы М. Липкович, С.А. Плотников.

Представители научной школы преподавали и преподают в различных ву-
зах страны. Только в Санкт-Петербурге среди них (как ныне действующих,
так и ушедших) декан математико-механического факультета СПбГУ, лау-
реат Государственной премии СССР, член корреспондент Российской ака-
демии наук Г.А. Леонов, заведующий кафедрой прикладной кибернетики
СПбГУ, член корреспондент Российской академии наук Н.В. Кузнецов, про-
фессор кафедры системного программирования О.Н. Граничин, профессо-
ра А.В. Тимофеев (СПбГУАП), А.Н. Чурилов (СПбГМТУ), В.Б. Смирнова
(СПбГАСУ), Н.Е. Барабанов (СПбГЭТУ), заведующие лабораториями ака-
демических институтов А.В. Тимофеев (СПИИРАН), А.Л. Фрадков (ИПМаш
РАН). В 1970-е и в 1990-е гг. ряд талантливых выпускников кафедры уехали
из страны, среди них Б.Г. Питтель, М.В. Левит, Б.Д. Любачевский. Некото-
рые из них стали профессорами в зарубежных университетах: А. Мегрецкий
(Массачусетский технологический институт, США), Н. Барабанов (универси-
тет Северной Дакоты, США), А. Савкин (университет Нового Южного Уэль-
са, Австралия), А. Ширяев (университет г. Умеа, Швеция и Норвежский уни-
верситет наук и технологий г. Трондхейм).

Значительное место в деятельности школы занимает научно-организа-
ционная работа. В качестве примеров укажем, что с 1967 г. В.А. Якубович
был заместителем председателя (ректора Ленинградского электротехниче-
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ского университета А.А. Вавилова) и по совместительству председателем сек-
ции “Теория адаптивных систем управления” Ленинградской территориаль-
ной группы Национального комитета по автоматическому управлению. За-
метное место в научно-организационном пейзаже страны занимала серия из
шести Ленинградских симпозиумов и одной Всесоюзной конференции по тео-
рии адаптивных систем, проводившаяся по инициативе В.А. Якубовича и под
его руководством в период с 1972 по 1999 гг. Эта серия явилась знаком при-
знания заслуг научной школы В.А. Якубовича в области адаптивных систем,
а ее события были важными вехами в развитии этой области, которая в те го-
ды была одной из главных точек роста математической теории управления и
кибернетики и привлекала интерес как талантливой молодежи, так и масти-
тых ученых: количество докладов и участников обычно исчислялись сотнями.
На симпозиумах выступали лидеры отечественной, а начиная с 1990-х гг., и
зарубежной науки. Среди них — академики Я.З. Цыпкин, А.А. Красовский,
Е.П. Попов, Н.Н. Моисеев, доктора наук Д.А. Поспелов, В.Ю. Рутковский,
Ю.И. Неймарк, А.А. Первозванский, Р.М. Юсупов, а также Дж. Бартолини
(Италия), С. Биттанти (Италия), В. Резван (Румыния), А. Халанай (Румы-
ния), Л. Льюнг (Швеция), Я. Ландо (Франция), А. Линдквист (Швеция),
Д. Шильяк (США), К. Фурута (Япония) и др. В 1972 г. с пленарным до-
кладом выступил доктор технических наук, экс-чемпион мира по шахматам
М.М. Ботвинник, рассказавший о разработке компьютерного алгоритма шах-
матной игры. Ученым секретарем мероприятий серии вначале был доцент
кафедры систем автоматического управления Ленинградского механическо-
го института Д.П. Деревицкий, а впоследствии А.Л. Фрадков. В научно-орга-
низационной работе КТК традиционно и тесно сотрудничает с лабораторий
управления сложными системами Института проблем машиноведения РАН,
созданной в 1990 г. А.Л. Фрадковым и возглавляемой им по настоящее время.
Эта лаборатория тесно связана с кафедрой как научными интересами, так и
по учебной работе.

Коллектив ведет профориентационную работу с молодежью в области ки-
бернетики. В 1999 г. группа специалистов в области автоматики и систем
управления из нескольких вузов города предложила проводить школьные
олимпиады по кибернетике. Идея была поддержана заведующим отделом
науки и техники Санкт-Петербургского городского Дворца творчества юных
(Аничков дворец) В.П. Тарасовым, и дело пошло: в 1999–2013 гг. было прове-
дено 14 олимпиад. В их организации и проведении с самого начала активное
участие принимали представители школы М.С. Ананьевский, А.Л. Фрадков,
А.С. Матвеев. Материалы олимпиад и некоторые методические выводы бы-
ли суммированы в серии выпущенных (во многом благодаря труду и энергии
М.С. Ананьевского) по их итогам сборников.

В 2008 г. на кафедре теретической кибернетики был организован кру-
жок по кибернетике для студентов младших курсов на базе кибернетическо-
го конструктора LEGO Mindstorms NXT. Одновременно с изучением теории
управления студенты получили возможность реализовать алгоритмы управ-
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ления на физических объектах, связать теоретические знания с практикой.
На занятиях кружка студенты самостоятельно разрабатывали оригинальные
конструкции: робот-велосипедист, сигвей, ползающий робот, робот-хищник
и др. Лучшие работы представлялись на Шоу роботов на Неделе матема-
тико-механического факультета СПбГУ. Тогда же завязалось творческое со-
дружество с руководимым С.А. Филипповым Центром робототехники Прези-
дентского физ.-мат. лицея (ПФМЛ) № 239. Опыт сотрудничества был пред-
ставлен на нескольких международных конференциях [167, 168]. В органи-
зации и руководстве кружком важную роль сыграл энтузиазм сотрудника
и преподавателя КТК Р.М. Лучина. Одним из направлений его работы стал
футбол роботов. Первые городские соревнования радиоуправляемых робо-
тов были проведены в 2012 г., а через год на поле выходили уже автономные
роботы.

Опыт работы с ЛЕГО привел группу энтузиастов (Р.М. Лучин, С.А. Фи-
липпов, А.Н. Терехов) к идее разработать собственный конструктор, более
передовой, чем ЛЕГО. Было основано ООО “Кибернетические технологии”,
где были разработаны Универсальный кибернетический конструктор ТРИК
и необходимое программное обеспечение, позволяющие реализовать массу
разнообразных проектов, начиная с базовых образовательных и до совре-
менных исследовательских, которые стали использоваться в школах и вузах
России. В 2018 г. в ежегодном аналитическом обзоре мирового рынка ро-
бототехники, выполненном лабораторией робототехники Сбербанка, указан-
ная компания упомянута в качестве одного из пока немногих безусловных
успехов России на этом рынке. К сожалению, Р.М. Лучин безвременно ушел
в молодом возрасте вследствие пандемии COVID-19. Его дело продолжает
его ученик, сотрудник КТК И.Ю. Широколобов. В 2019 г. созданная сов-
местными усилиями команда роботов-футболистов URoboRus первой из рос-
сийских команд прошла квалификационный этап на соревнованиях RoboCup
SSL — своего рода чемпионате мира. В 2020 г. URoboRus снова прошла ква-
лификационный этап, но соревнования отменили из-за пандемии. В 2021 г.
соревнования проводились в онлайн формате и команде URoboRus впер-
вые удалось поучаствовать в основном турнире, заняв в групповом турни-
ре первое место в своей группе. 2022 г. — снова успешная квалификация на
чемпионат мира RoboCup SSL, а также первое очное участие: оно произо-
шло в г. Сан-Паоло в университете FEI на открытом чемпионате Бразилии
RoboCup Brazil Open.

В значительной степени благодаря усилиям коллектива КТК, а также под-
держке ПФМЛ № 239 в 2019 г. в СПбГУ был создан Научно-образовательный
Центр (НОЦ) “Математическая робототехника и искусственный интел-
лект”. Его директором с момента основания является К.С. Амелин (ученик
О.Н. Граничина), а научным руководителем — А.Л. Фрадков. Центр призван
интегрировать усилия СПбГУ в фундаментальных исследованиях по мате-
матической и образовательной робототехнике и интеллектуальному управ-
лению. Среди направлений работы НОЦ — вопросы навигации мобильных
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роботов и их многоагентных сетевых ансамблей, управления неполнопривод-
ными манипуляторами, компьютерного зрения, искусственного интеллекта,
машинного обучения и обработки больших данных, нейросетевого управле-
ния, методы и средства программирования и отладки роботов, образователь-
ная и практическая робототехника. В 2022 г. экспериментальный парк НОЦ
включал квадрокоптеры Геоскан Пионер и комплекты универсального кибер-
нетического конструктора ТРИК. При активном участии студентов СПбГУ и
частично с использованием указанного парка в НОЦ уже выполнен целый ряд
прикладных проектов, в частности, по инвентаризации лесоматериалов робо-
тизированными квадрокоптерами, поиску человека, заблудившегося в лесу,
полуавтоматическому сбросу GPS маячков на ледники для мониторинга их
передвижения, автоматическому облету территорий заповедников, контролю
опор мостов, увеличению скорости передачи данных в больших беспроводных
сетях и др.

Дополнительная информация о кафедре доступна в тематических выпус-
ках российских и международных научных журналов [169–171], посвящен-
ных юбилеям сотрудников КТК, и в сборнике статей [3]. Научная продукция
школы исчисляется многими сотнями публикаций, среди которых более ше-
сти десятков книг. «Птенцы гнезда» В.А. Якубовича плодотворно работают
во многих российских и зарубежных научно-педагогических учреждениях,
ими защищено свыше сотни диссертаций по физико-математическим и тех-
ническим наукам, в том числе 19 докторских.

Влияние достижений кафедры и школы заметно при распределении мест
университетов в мировых рейтингах. Например, по данным предметного
Шанхайского рейтинга университетов ARWU (Academic Ranking of World
Universities) в 2018 г. СПбГУ занял 32-е место по направлению «Автома-
тизация и управление» (Automation and Control). При этом число публика-
ций сотрудников КТК в топовых журналах по направлению “Автоматизация
и управление”, учитывавшихся при составлении рейтинга ARWU примерно
равно 28% (24 из 85) от всех российских публикаций в таких журналах за
2012–2016 гг.

Представителям школы неоднократно присуждались престижные россий-
ские и международные премии и звания. В 1998 г. В.А. Якубовичу при-
своено почетное звание «Заслуженный деятель науки Российской Федера-
ции», а в 2005 г. он награжден «Орденом Почета». В.А. Якубович был чле-
ном-корреспондентом РАН и академиком РАЕН, в 2006 г. был избран по-
четным профессором СПбГУ. А.Л. Фрадков был удостоен международных
почетных званий IFAC Fellow, IEEE Life Fellow, AAIA Fellow. В 2015 г. вы-
пускник КТК 1998 г. Алексей Павлов с коллегами из технического ун-та Эйн-
дховена получил престижную международную премию IEEE Control Systems
Technology award, а в 2020 г. выпускник КТК А.В. Проскурников с соавто-
рами — IFAC and Elsevier paper prize award for the best paper published in
Annual Reviews in Control in 2017–2020 (AV Proskurnikov, R Tempo, A Tutorial
on Modeling and Analysis of Dynamic Social Networks. Part I, Annual Reviews
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in Control 43, 65–79. Аналогичная награда за лучшую статью 2020–2022 гг.
присуждена за обзор [76]. В 2018 г. А.Л. Фрадкову присуждена Премия РАН
им. А.А. Андронова за цикл работ «Синхронизация и управление нелиней-
ными колебаниями» (совместно с И.И. Блехманом).

После ухода в 2012 г. основателя и многолетнего руководителя КТК, ос-
нователя научной школы кибернетики и искусственного интеллекта в Санкт-
Петербурге Владимира Андреевича Якубовича кафедрой последовательно
руководили его ближайшие коллеги и ученики — А.Х. Гелиг, А.Л. Фрад-
ков и с 2021 г. А.С. Матвеев. Творческой биографии и научным достиже-
ниям В.А. Якубовича посвящено несколько тематических сборников, пуб-
ликаций и выступлений, а также проводившаяся в Санкт-Петербурге в
2015 г. 1-я международная конференция Международной Федерации Авто-
матического Управления «Modelling, Identification and Control of Nonlinear
Systems”(MICNON 2015) [172–174]. Сотрудниками КТК подготовлен и выпу-
щен CD-ROM, содержащий более трехсот основных трудов В.А. Якубовича.

Авторы статьи выражают признательность К.С. Амелину, В.А. Бондарко,
С.В. Гусеву, П.А. Коновалову, А.Н. Чурилову и И.Ю. Широколобову, любез-
но предоставившими свои материалы и воспоминания.
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ФОРМИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ
ОГРАНИЧЕННОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ

СИСТЕМ НА ОСНОВЕ МЕТОДА СУПЕРЭЛЛИПСОИДАЛЬНОЙ
АППРОКСИМАЦИИ1

Рассматривается задача быстродействия для линейной дискретной си-
стемы с ограниченным управлением. В случае суперэллипсоидальных
ограничений на управление оптимальный процесс построен в явном виде
на основе дискретного принципа максимума. Задача вычисления началь-
ных условий сопряженной системы сведена к решению системы алгебра-
ических уравнений. Для систем с произвольными выпуклыми ограниче-
ниями на управление предложен метод формирования гарантирующего
решения на основе метода суперэллипсоидальной аппроксимации. Про-
цедура суперэллипсоидальной аппроксимации сведена к решению ряда
задач выпуклого программирования. Приведены примеры.

Ключевые слова: линейные дискретные системы, задача быстродействия,
принцип максимума, суперэллипс, эллипсоидальные аппроксимации.
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1. Введение

Одним из естественных функционалов качества управления является вре-
мя, затрачиваемое системой на достижение заданного терминального состоя-
ния. На практике полученная задача оптимального управления называется
задачей быстродействия. Существенно, что задача быстродействия для ли-
нейных дискретных систем обладает рядом серьезных отличий от аналогич-
ной задачи для непрерывных систем. В то время как в случае непрерывно-
го времени решение, полученное на основе принципа максимума Понтряги-
на [1] для линейной системы, гарантирует релейный характер оптимального
по быстродействию управления, аналогичный результат для системы с дис-
кретным временем [2, 3] некорректен. Данный факт обусловлен дискретным
функционалом качества, который предполагает иные критерии формирова-
ния траектории и управления.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 23-21-00293).
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Прямой подход, основанный на минимизации нормы терминального
состояния по всем управляющим воздействиям, оказывается трудноприме-
ним для систем высокой размерности с большим временным горизонтом и
векторным управлением. Это обусловлено тем, что результирующая задача
математического программирования характеризуется быстрым ростом числа
ограничений и переменных оптимизации при увеличении числа шагов, необ-
ходимых для достижения системой нуля. При этом почти для всех начальных
состояний экстремум в задаче быстродействия является нерегулярным [4],
что также осложняет использование известных численных методов.

Рассмотрение условий оптимальности процесса при использовании раз-
личных классических подходов приводит к двум принципиально отличаю-
щимся методам решения задачи быстродействия. Метод динамического про-
граммирования Беллмана [5] позволяет построить оптимальное управление в
позиционной форме. В случае, когда множество допустимых значений управ-
лений представляет собой многогранник, вычисление каждого управляюще-
го воздействия сводится к решению задачи линейного программирования [6].
Также в [6] продемонстрирован метод формирования оптимального управле-
ния в случае произвольных выпуклых ограничений на управление, основан-
ный на проведении полиэдральной аппроксимации [7]. Такой подход обладает
рядом недостатков, связанных в основном с вычислительными сложностями.
Повышение точности гарантирующего решения в задаче быстродействия до-
стигается за счет наращивания числа вершин полиэдральной аппроксимации,
что в итоге приводит к экспоненциальному росту сложности соответствую-
щих задач линейного программирования. По этой причине данный подход
при реализации на стандартных вычислительных устройствах отличается
либо малой точностью решения, либо сравнительно небольшим временным
горизонтом особенно для систем большой размерности.

Напротив, сочетание условий оптимальности в задаче быстродействия с
дискретным принципом максимума [1–3] позволяет формировать оптималь-
ное программное управление [4]. Существенным условием применимости дан-
ных методов является строгая выпуклость множества допустимых значений
управлений. Такое соотношение для вычисления начального состояния со-
пряженной системы в случае произвольной структуры ограничений на управ-
ление довольно трудно разрешить. В [8] представлен частный случай эллип-
соидальной структуры множества допустимых значений управления, а также
аналитическое решение задачи быстродействия для такой системы на основе
необходимых и достаточных условий оптимальности, представленных в [4].

Естественным подходом является объединение идей построения гаранти-
рующего решения из [6] на основе проведения эллипсоидальной аппрокси-
мации множества допустимых значений управлений в сочетании с метода-
ми формирования программного управления согласно дискретному принци-
пу максимума [4, 8]. Методика эллипсоидальной аппроксимации широко рас-
пространена в теории оптимального управления [9, 10]. Однако класс эллип-
соидов не позволяет добиться произвольной точности аппроксимации исход-
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ного множества, а следовательно, и точности решения задачи оптимально-
го управления. В статье рассматривается класс суперэллипосидальных мно-
жеств (точное определение приведено в разделе 2), которые допускают боль-
ший порядок точности при сохранении условий строгой выпуклости, что га-
рантирует простоту решения задачи быстродействия аналогично [8].

Суперэллипсы на плоскости известны достаточно давно как кривые Ла-
ме [11] и имеют большое количество различных приложений в естественнона-
учных и технических дисциплинах. Их активно применяют, например, в зада-
чах геодезии и картографирования [12], в ботанике для моделировании роста
растений [13] и описания естественных фигур [14], проектирования волново-
дов для антенных решеток [15, 16] или для моделирования сгибов различ-
ных конструкций [17]. Однако общее изучение свойств данных фигур с точки
зрения их математических свойств, как правило, ограничивается двумерным
случаем [12, 18]. Данный факт делает актуальным изучение свойств данного
класса геометрических тел в пространстве произвольной размерности в тер-
минах выпуклого анализа: описание их опорной функции, опорной точки и
нормального конуса, решение различных аппроксимационных задач.

Целью данной работы является разработка метода формирования опти-
мального управления в явном виде для случая суперэллипсоидальной струк-
туры множества допустимых значений управления, а также описание подхода
построения суперэллипсоидальной аппроксимации произвольного выпуклого
тела с максимально возможной точностью. Принципиальным отличием от
результатов по данной тематике как классических [19–21], так и современ-
ных [22, 23] является рассмотрение произвольного векторного управления,
на значения которого наложены выпуклые ограничения, и отсутствие огра-
ничения на размерность фазового пространства, что является более общей
постановкой задачи, расширяющей спектр возможных приложений.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 представлены нестан-
дартные обозначения и предположения, которые используются в статье.
В разделе 3 рассматривается задача быстродействия, описывается принцип
максимума как основной инструмент ее решения и формулируется постановка
задачи о суперэллипсоидальной аппроксимации множества допустимых зна-
чений управлений с целью формирования гарантирующего процесса. В раз-
деле 4 представлено точное решение задачи быстродействия в случае супер-
эллипсоидальной структуры множества допустимых значений управлений.
В разделе 5 описан метод сведения задачи об оптимальной в смысле меры
Лебега суперэллипсоидальной аппроксимации выпуклого тела к ряду задач
выпуклого программирования. В разделе 6 продемонстрированы примеры по-
строения гарантирующего процесса в задаче быстродействия для систем раз-
личной размерности на основе полученных теоретических результатов. Даны
оценки точности построенных процессов в сравнении с оптимальным реше-
нием.
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2. Обозначения

Будем полагать, что фазовое пространство является евклидовым про-
странством R

n со скалярным произведением, определяемым соотношением

(x, y) =

n∑

i=1

xiyi.

Для произвольного r ∈ [1;+∞) введем на R
n норму

‖x‖r =
(

n∑

i=1

|xi|r
) 1

r

.

При r = 2 норма ‖ · ‖2 оказывается согласованной со скалярным произведени-
ем. Значение r = 1 с точки зрения теории является допустимым, но в рамках
данной статьи рассматриваться не будет, что позволяет определить число
q > 1 как двойственное по Гельдеру числу r:

1

r
+

1

q
= 1.

Для произвольных множеств X ,U ⊂ R
n и матрицы D ∈ R

n×n через X + U
будем обозначать сумму по Минковскому

X + U = {x+ u : x ∈ X , u ∈ U},

а через DU – образ множества U при воздействии на него отображения D

DU = {Du : u ∈ U}.

Через ∂U и int U обозначим множества граничных и внутренних точек U
соответственно. Под cone {U} будем понимать коническую оболочку множе-
ства U [24, § 2 гл. I].

Если множество U ⊂ R
n является выпуклым компактом, то для произволь-

ной точки u ∈ U через N (u,U) обозначим нормальный конус множества U в
точке u [24, § 2 гл. I]:

N (u,U) =
{
p ∈ R

n \ {0} : (p, u) = max
ũ∈U

(p, ũ)

}
.

Элементы нормального конуса N (u,U) называются векторами, опорными к U
в точке u. Заметим, что по построению N (u,U) = ∅ тогда и только тогда, ко-
гда u ∈ int U . Если также верно включение 0 ∈ int U , то U будем называть
выпуклым телом [25, раздел 3 § 1 гл. IV] и для произвольного x ∈ R

n вве-
дем функционал Минковского [25, раздел 3 § 2 гл. III] или калибровочную
функцию [24, § 4 гл. I]:

M(x,U) = inf{t > 0: x ∈ tU} = inf
{
t > 0:

x

t
∈ U

}
.
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Под строго выпуклым множеством U ⊂R
n будем понимать такое множество,

что для любых u1, u2 ∈ U , λ ∈ (0; 1) верно включение λu1 + (1− λ)u2 ∈ int U .
Будем называть суперэллипсом или суперэллипсоидальным множеством

для некоторых a1 > 0, . . . , an > 0, r > 1 множество вида

Er(a1, . . . , an) =
{
x ∈ R

n :

n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r

� 1

}
.(1)

Для краткости будем полагать a = (a1, . . . , an)
T и обозначать соответствую-

щий суперэллипс через Er(a). Под diag (a) ∈ R
n×n будем полагать диагональ-

ную матрицу, построенную из вектора a ∈ R
n:

diag (a) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an

⎞

⎟⎟⎟⎠ .

3. Постановка задачи

Рассматривается линейная дискретная система с ограниченным управле-
нием (A,U):

x(k + 1) = Ax(k) + u(k),

x(0) = x0, u(k) ∈ U , k ∈ N ∪ {0},
(2)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояния системы, u(k) ∈ R

n – управляющее воздей-
ствие, A ∈ R

n×n – матрица системы, U ⊂ R
n – множество допустимых зна-

чений управлений. Предполагается, что detA 	= 0, U – выпуклый компакт,
0 ∈ int U .

Для системы (2) решается задача быстродействия, т.е. требуется перевести
систему (A,U) из заданного начального состояния x0 ∈ R

n в начало коорди-
нат за минимальное число шагов Nmin:

Nmin = min {N ∈ N ∪ {0} : ∃u(0), . . . , u(N − 1) ∈ U : x(N) = 0} .

Процесс управления {x∗(k), u∗(k − 1), x∗(0)}Nmin
k=1 , удовлетворяющий условию

x∗(Nmin) = 0, будем называть оптимальным. Предполагается, что задача
быстродействия для системы (A,U) разрешима, т.е. Nmin <∞. Подробно во-
просы разрешимости задачи быстродействия для системы (2) рассмотрены
в [26].

Построение оптимальных по быстродействию процессов тесно связано
с аппаратом множеств 0-управляемости [4, 6]. Для произвольного N ∈
∈ N ∪ {0} обозначим через X (N)⊂ R

n множество 0-управляемости систе-
мы (2) за N шагов, т.е. множество тех начальных состояний, из которых
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систему (2) можно перевести в 0 за N шагов посредством выбора допусти-
мых управляющих воздействий:

X (N) =

{
{x0 ∈ R

n : ∃u(0), . . . , u(N − 1) ∈ U : x(N) = 0}, N ∈ N,

{0}, N = 0.
(3)

Тогда согласно определению Nmin также справедливо представление:

Nmin = min{N ∈ N ∪ {0} : x0 ∈ X (N)}.(4)

При этом управление, как продемонстрировано в [4, 6], оптимально тогда и
только тогда, когда для всех k = 0, Nmin − 1 верно включение

x∗(k + 1) = Ax∗(k) + u∗(k) ∈ X (Nmin − k − 1).

В [4] получен ряд результатов для задачи быстродействия, которые можно
представить в форме принципа максимума для строго выпуклого U .
Те ор ем а 1. Пусть U ⊂ R

n – строго выпуклое и компактное множе-
ство, 0 ∈ int U , detA 	= 0, класс множеств {X (N)}∞N=0 определяется соглас-
но (3), процесс управления {x∗(k), u∗(k − 1), x∗(0)}Nmin

k=1 и траектория сопря-
женной системы {ψ(k)}Nmin−1

k=0 удовлетворяют соотношениям

x∗(k + 1) = Ax∗(k) + u∗(k),

u∗(k) = αarg max
u∈U

(
(A−1)Tψ(k), u

)
,

ψ(k + 1) = (A−1)Tψ(k),

x∗(0) = x0,

− ψ(0) ∈ N (x0, αX (Nmin)) ,

α =M(x0,X (Nmin)).

Тогда
1) {x∗(k), u∗(k−1), x∗(0)}Nmin

k=1 – оптимальный по быстродействию процесс
системы (A,U);

2) если α = 1, то оптимальный процесс единственный;
3) −ψ(k) ∈ N (x∗(k), αX (Nmin − k)), k = 0, Nmin − 1.

С вычислительной точки зрения вопрос применения теоремы 1 сводится к
определению α и ψ(0) из условий

− ψ(0) ∈ N (x0, αX (Nmin)) ,

α =M(x0,X (Nmin)),
(5)

что в случае произвольного строго выпуклого тела U может быть нетриви-
альной задачей.
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Основной целью данной статьи является построение эффективных мето-
дов разрешения условий (5) относительно ψ(0) ∈ R

n\{0} и α > 0 для частного
случая, когда U допускает представление

U = BEr(a), B ∈ R
n×n, detB 	= 0, a1, . . . , an > 0, r > 1.(6)

Другой целью статьи является разработка метода аппроксимации произволь-
ного выпуклого тела U вложенным в него множеством Û вида (6), минимизи-
рующим меру Лебега разности двух множеств μ(U \ Û), с целью построения
гарантирующего решения в задаче быстродействия для системы (A,U).

4. Оптимальный процесс в случае суперэллипсоидальной структуры
ограничений на управление

Покажем, что условия (5) можно свести к эквивалентной системе алгебра-
ических уравнений в случае (6). Для этого приведем аналитическое описание
множеств 0-управляемости и некоторые свойства строго выпуклых и супер-
эллипсоидальных множеств.

Лемма 1 [4, лемма 1]. Пусть detA 	= 0, класс множеств {X (N)}∞N=0

определяется соотношениями (3). Тогда для любого N ∈ N верно представ-
ление

X (N) = −
N∑

k=1

A−kU .

Лемма 2 [27, лемма 3]. Пусть U ⊂R
n – строго выпуклый компакт, 0 ∈

∈ int U . Тогда для любых различных u1, u2 ∈ U верно

N (u1,U) ∩ N (u2,U) = ∅.

Также из [27, леммы 5, 6] вытекает следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть U ,X ⊂ R
n – выпуклые компакты, u ∈ U , x ∈ X , A ∈

∈ R
n×n, detA 	= 0.
Тогда
1) N (u+ x,U + X ) = N (u,U) ∩ N (x,X );
2) N (Ax,AX ) = (A−1)TN (x,X ).

Лемма 3 определяет преобразование нормального конуса выпуклых мно-
жеств при невырожденном линейном преобразовании и сложении по Минков-
скому. С учетом леммы 1 это позволяет описать произвольный нормальный
конус любого множества 0-управляемости в терминах нормальных конусов
множества U или Er(a1, . . . , an) в случае (6). С другой стороны, лемма 2 уста-
навливает взаимнооднозначное соответствие между граничной точкой и ее
нормальным конусом для строго выпуклого множества. Если данную зави-
симость описать в явном виде, то можно получить алгебраические уравнения,
эквивалентные условиям (5).
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Введем для произвольного r > 1 биективный оператор Ir : Rn → R
n, дей-

ствующий по правилу

Ir(x) =
(
sign(x1)|x1|r−1, . . . , sign(xn)|xn|r−1

)
.

Лемма 4. Пусть множество Er(a) определяется соотношениями (1).
Тогда

1) для любого x ∈ ∂Er(a)

N (x, Er(a)) =
{
γ diag (a)−1Ir

(
diag (a)−1x

)
∈ R

n : γ > 0
}
;

2) для любого p ∈ R
n \ {0} существует единственная

x∗(p) = arg max
x∈Er(a)

(p, x) =
diag (a)Iq (diag (a)p)

‖diag (a)p‖q−1
q

.

Доказательство леммы 4 и всех последующих утверждений приведено в
Приложении.

Лемма 5. Пусть U =DEr(a), где Er(a) определяется соотношениями (1),
D ∈ R

n×n, detD 	= 0. Тогда
1) для любого u ∈ ∂U

N (u,U) =
{
γ(D−1)Tdiag (a)−1Ir

(
diag (a)−1D−1u

)
∈ R

n : γ > 0
}
;

2) для любого p ∈ R
n \ {0} существует единственная

u∗(p) = arg max
u∈U

(p, u) =
Ddiag (a)Iq

(
diag (a)DTp

)

‖diag (a)DTp‖q−1
q

.

Лемма 5, с одной стороны, позволяет вычислить оптимальное управле-
ние согласно теореме 1 в случае (6) при выборе D = B. С другой стороны,
лемма 5 в сочетании с леммами 1 и 2 связывает точку на границе множества
0-управляемости с элементом ее нормального конуса при выбореD = −A−kB,
что делает возможным свести условия (5) к эквивалентным алгебраическим
уравнениям. Сформулируем данный факт в виде теоремы.

Те ор ем а 2. Пусть U определяется согласно (6), x0 	= 0, ψ(0) ∈ R
n \{0},

α > 0. В таком случае ψ(0) и α удовлетворяют условиям (5) тогда и только
тогда, когда справедливо равенство

−x0 = α

Nmin∑

k=1

A−kBdiag (a)Iq
(
diag (a)(A−kB)Tψ(0)

)

‖diag (a)(A−kB)Tψ(0)‖q−1
q

.

Система уравнений, представленная в теореме 2, имеет не единственное
решение, поскольку правая часть инвариантна к домножению вектора ψ(0)
на любое положительное число. Для использования численных методов мож-
но предложить модификацию данной системы, которая имеет единственное
решение.
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Сл ед с т в и е 1. Пусть U определяется согласно (6), ψ(0)∈R
n\{0}, α> 0.

Тогда для любого x0 	= 0 существует единственное решение системы урав-
нений

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

− x0 = α

Nmin∑

k=1

A−kBdiag (a)Iq
(
diag (a)(A−kB)Tψ(0)

)

‖diag (a)(A−kB)Tψ(0)‖q−1
q

,

(ψ(0), ψ(0)) = 1,

которое также удовлетворяет условиям (5).

Прим ер 1. Рассмотрим процедуру вычисления ψ(0), α, Nmin на основе
следствия 1. Пусть параметры системы (2) в предположении (6) имеют сле-
дующие значения:

A =

(
3 1
1 −2

)
, B =

⎛

⎜⎜⎝

√
2

2

√
2

2

−
√
2

2

√
2

2

⎞

⎟⎟⎠ , a1 = 2, a2 = 3,

r =
4

3
, q = 4, x0 =

(
1

3
,
4

3

)T

.

Предположим, что Nmin = 2, и составим систему уравнений, представлен-
ную в теореме 1:

0,20
(
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)3
+ 0,91

(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)3
((
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)4
+
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
0,17

(
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)3
+ 0,17

(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)3
((
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)4
+
(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)4) 3
4

= − 1

3α
,

0,81
(
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)3 − 0,61
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)3
((
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)4
+
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
−0,32

(
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)3
+ 0,39

(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)3
((
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)4
+
(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)4) 3
4

= − 4

3α
.

Дополнив данную систему соотношением ψ1(0)
2 + ψ2(0)

2 = 1 согласно след-
ствию 1, получим следующее решение:

ψ1(0) = −0,35, ψ2(0) = −0,94, α = 1,08.

Согласно (5) α =M(x0,X (2)). Так как α > 1, то по определению функциона-
ла Минковского x0 	∈ X (2). Получили противоречие, из которого следует, что
Nmin > 2.
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Предположим, что Nmin = 3, и составим систему уравнений, представлен-
ную в теореме 1:

0,20
(
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)3
+ 0,91

(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)3
((
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)4
+
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
0,17

(
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)3
+ 0,17

(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)3
((
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)4
+
(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
0,004

(
0,004ψ1(0) + 0,16ψ2(0)

)3
+ 0,11

(
0,11ψ1(0) − 0,14ψ2(0)

)3
((
0,004ψ1(0)− 0,16ψ2(0)

)4
+
(
0,11ψ1(0)− 0,14ψ2(0)

)4) 3
4

= − 1

3α
,

0,81
(
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)3 − 0,61
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)3
((
0,20ψ1(0) + 0,81ψ2(0)

)4
+
(
0,91ψ1(0)− 0,61ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
−0,32

(
0,17ψ1(0) − 0,32ψ2(0)

)3
+ 0,39

(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)3
((
0,17ψ1(0)− 0,32ψ2(0)

)4
+
(
0,17ψ1(0) + 0,39ψ2(0)

)4) 3
4

+

+
0,17

(
0,004ψ1(0) + 0,16ψ2(0)

)3 − 0,14
(
0,11ψ1(0)− 0,14ψ2(0)

)3
((
0,004ψ1(0) + 0,16ψ2(0)

)4
+
(
0,11ψ1(0)− 0,14ψ2(0)

)4) 3
4

= − 4

3α
.

Дополнив данную систему соотношением ψ1(0)
2 + ψ2(0)

2 = 1 согласно след-
ствию 1, получим следуюшее решение:

ψ1(0) = −0,50, ψ2(0) = −0,87, α = 0,96.

Тогда α =M(x0,X (3)) < 1, т.е. по определению функционала Минковского
x0 ∈ X (3). В силу (4) Nmin = 3.

Зам е ч а ни е 1. В примере 1 и везде далее численное решение систем ал-
гебраических уравнений, построенных согласно следствию 1, осуществляется
в программной среде Maple посредством встроенных процедур, основанных
на методе Ньютона и его модификациях [28].

Теорема 2 и следствие 1 в совокупности с теоремой 1 позволяют полностью
решить задачу быстродействия для линейной дискретной системы в случае
суперэллипсоидальной структуры множества допустимых значений управ-
лений (6). Разрешение условий (5) согласно следствию 1 эквивалентно чис-
ленному решению системы алгебраических уравнений. Одновременно опти-
мальный процесс и траектория сопряженной системы могут быть вычислены
по рекуррентным соотношениям, представленным в теореме 1. Оптимальное
управление явным образом определяется п. 2 леммы 5.

5. Внутренняя суперэллипсоидальная аппроксимация выпуклого тела

Случай (6) является достаточно частным. Зачастую невозможно гаранти-
ровать даже строгую выпуклость множества U . В связи с чем оказывается ак-
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туальным проведение внутренней аппроксимации U множеством Û вида (6).
Переход в задаче быстродействия от исходной системы (A,U) к вспомогатель-
ной системе (A, Û) позволяет построить гарантирующее управление в исход-
ной системе на основе методов, представленных в разделе 4 применительно
к системе вспомогательной.

При этом погрешность гарантирующего решения в сравнении с оптималь-
ным будет тем меньше, чем больше по включению аппроксимирующее мно-
жество Û . Данный факт приводит к необходимости решения задачи опти-
мальной суперэллипсоидальной аппроксимации выпуклого компактного тела
U ⊂ R

n множеством вида (6). В качестве критерия качества аппроксимации
рассмотрим меру Лебега n-мерного множества μ(·) [25, раздел 1 § 3 гл. V].
Результирующая оптимизационная задача примет вид

μ(U \BEr(a1, . . . , an)) → min
a1,...,an,r,B

,

ai > 0, i = 1, n,

r > 1,

B ∈ R
n×n, detB 	= 0,

Er(a1, . . . , an)⊂ U .

Данную задачу можно разбить на два отдельных этапа: подбор матрицы ори-
ентации суперэллипса B ∈ Rn×n и подбор чисел a1, . . . , an > 0, r > 1, парамет-
ризующих множество (1).

5.1. Подбор матрицы ориентации суперэллипсоидального множества

В общем случае поиск оптимального значения матрицы B может быть
довольно трудоемкой оптимизационной задачей, условия разрешимости ко-
торой неизвестны в силу ее невыпуклости. Предложим эвристический метод
выбора B в виде ортогональной матрицы. Поскольку преобразование пово-
рота сохраняет меру Лебега, то справедливы равенства

μ(U \BEr(a)) = μ(B−1(U \BEr(a))) = μ(B−1U \ Er(a)),

которые позволяют свести исходную аппроксимационную задачу к задаче оп-
тимальной внутренней аппроксимации произвольного выпуклого компакт-
ного тела B−1U ⊂ R

n суперэллипсом Er(a). Учитывая симметрию множе-
ства Er(a), допустимо предположить, что B−1 должна обеспечивать такой
поворот множества U , чтобы координатные оси совпали с какими-либо осями
«симметрии» U , например с главными осями инерции выпуклого тела U [29,
§ 32 гл. VI].

В таком случае B должна удовлетворять условию

IU = Bdiag (λ1, . . . , λn)B−1,
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Рис. 1. Исходное множество U (сплошная линия) и ориентированное вдоль осей
инерции множество B−1U (пунктирная линия).

где IU ∈ R
n×n – тензор инерции выпуклого тела U ⊂ R

n:

IU =

⎛

⎜⎝
I11 . . . I1n
...

. . .
...

In1 . . . Inn

⎞

⎟⎠ , Iij =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫

U

n∑

k=1
k �=i

x2kdx1 . . . dxn, i = j,

−
∫

U

xixjdx1 . . . dxn, i 	= j.

Тогда согласно [30, теорема 3.1.11] B определяется единственным образом с
точностью до перестановки своих столбцов и ее построение сводится к вы-
числению собственных векторов матрицы IU .

Прим ер 2. Вычислим матрицу B для многогранника U ⊂ R
2:

U = conv

{(
4
4

)
,

(
2
4

)
,

(
−2
2

)
,

(
−4
−4

)
,

(
−2
4

)
,

(
2
−2

)}
.

Тензор инерции IU и матрица B имеют следующие численные значения:

IU =

(
153,28 −85,03
−85,03 121,20

)
, B =

(
0,64 −0,77
0,77 0,64

)
.
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Тогда ориентированное множество B−1U , для которого необходимо прово-
дить дальнейшую суперэллипсоидальную аппроксимацию, имеет следующий
вид:

B−1U = conv

{(
0,53
5,63

)
,

(
−1,01
4,36

)
,

(
−2,82
0,26

)
,

(
−0,53
−5,63

)
,

(
1,01
−4,36

)
,

(
2,82
−0,26

)}
.

Исходное множество U и ориентированное множество B−1U представлены на
рис. 1.

5.2. Подбор параметров суперэллипсоидального множества

Далее будем полагать, что матрица B ориентации суперэллипса подобра-
на в форме матрицы поворота. Тогда исходная аппроксимационная задача
сводится к следующей оптимизационной:

μ(U \ Er(a1, . . . , an)) → min
a1,...,an,r

,

ai > 0, i = 1, n,

r > 1,

Er(a1, . . . , an)⊂ U .

(7)

Сформулируем ряд утверждений, позволяющих свести задачу (7) к экви-
валентной задаче выпуклого программирования, которая может быть решена
численно.

Лемма 6. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1). Тогда

μ(Er(a)) = a1 · . . . · an
(
2Γ

(
1
r + 1

))n

Γ
(
n
r + 1

) .

Лемма 7. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1), U – выпуклое
тело.
В таком случае включение Er(a) ⊂ U справедливо тогда и только тогда,

когда для любых x ∈ R
n верно неравенство

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

�M(x,U).

На основе лемм 6 и 7 представим задачу (7) в эквивалентном виде.

Те ор ем а 3. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1), U — вы-
пуклое тело. Тогда оптимизационная задача (7) эквивалентна следующей
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задаче:

a1 · . . . · an
(
2Γ

(
1
r + 1

))n

Γ
(
n
r + 1

) → max
a1,...,an,r

,

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

�M(x,U), для всех x ∈ R
n,

ai > 0, i = 1, n,

r > 1.

(8)

Вообще говоря, (8) не является задачей выпуклого программирования,
а значит, в общем случае она не может быть решена стандартными оптими-
зационными методами [31]. Проведем ряд преобразований, которые позволят
решить (8) численно. Также отдельно рассмотрим случай, когда U представ-
ляет собой многогранник, что позволит в явном виде построить функционал
Минковского M(x,U).
Лемма 8. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1), U – огра-

ниченный полиэдр, т.е. существуют такие K ∈ N, p1, . . . , pK ∈ R
n \ {0},

α1, . . . , αn > 0, что справедливо представление

U =
K⋂

k=1

{x ∈ R
n : (pk, x) � αk}.

Тогда включение Er(a)⊂ U эквивалентно условию
∥∥∥diag (a)pk

∥∥∥
q
� αk, k = 1,K.

Сложность решения задачи (8) заключается в том, что множество допу-
стимых значений вектора переменных оптимизации (r, a1, . . . , an)

T не явля-
ется выпуклым в R

n+1. Тем не менее при фиксированном значении r > 1
соответствующее множество допустимых значений вектора (a1, . . . , an)

T уже
является выпуклым. Сформулируем данный факт в виде леммы.

Лемма 9. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1), U – выпуклое и
компактное тело, для произвольного r > 1 через Pr(U) = {a ∈ R

n : Er(a)⊂ U ,
ai > 0, i = 1, n} обозначено множество всех допустимых значений
a1, . . . , an в задачах (7) и (8).
Тогда Pr(U) – выпуклое и компактное множество.
Лемма 9 позволяет аппроксимировать эквивалентные задачи (7) и (8) ана-

логичной оптимизационной задачей, в которой область определения парамет-
ра r сужена до конечного множества:

r ∈ {r1, . . . , rM} ⊂ (1;+∞).
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Тогда аппроксимационная задача сводится к решению N задач выпуклого
программирования следующего вида:

a1 · . . . · an → max
a1,...,an

,

(a1, . . . , an)
T ∈ Pr(U).

(9)

Выбор результирующей суперэллипсоидальной аппроксимации, соответ-
ствующей конкретному значению r∗ ∈ {r1, . . . , rM}, осуществляется в соот-
ветствии с леммой 6 и идеей о максимизации меры вложенного суперэллипса:

r∗ = arg max
r∈{r1,...,rM}

μ(Er(a∗(r))),(10)

где a∗(r) ∈ R
n – точка максимума в задаче (9).

Прим ер 3. Построим суперэллипсоидальную аппроксимацию для мно-
жества B−1U , вычисленного в примере 2. Для использования леммы 8 пред-
ставим B−1U в виде ограниченного полиэдра:

B−1U =

6⋂

k=1

{
x ∈ R

2 : (pk, x) � αk

}
,

(
p1, . . . , p6

)
=

(
−1,28 −4,09 −5,90 −1,28 −4,09 −5,90
1,54 1,80 −2,29 −1,54 −1,80 2,29

)
,

(α1, . . . , α6) = (8, 12, 16, 8, 12, 16).

Опишем множество Pr(U) для r ∈
{
4
3 , 2, 4

}
и решим соответствующие опти-

мизационные задачи (9).

P 4
3
(U) :

(
2,65a41 + 5,62a42

) 1
4 � 8,

(
280,53a41 + 10,57a42

) 1
4 � 12,

(
1208,13a41 + 27,48a42

) 1
4 � 16,

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a∗1

(
3

4

)
= 2,48,

a∗2

(
3

4

)
= 5,16.

P2(U) :
(
1,63a21 + 2,37a22

) 1
2 � 8,

(
16,75a21 + 3,25a22

) 1
2 � 12,

(
34,76a21 + 5,24a22

) 1
2 � 16,

{
a∗1(2) = 1,92,

a∗2(2) = 4,94.

P4(U) :
(

3

√
2,65a41 +

3

√
5,62a42

) 3
4

� 8,

(
3

√
280,53a41 +

3

√
10,57a42

) 3
4

� 12,

(
3

√
1208,13a41 +

3

√
27,48a42

) 3
4

� 16.

{
a∗1(4) = 1,61,

a∗2(4) = 4,16.
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Рис. 2. Исходное множество U (сплошная линия) и его суперэллипсоидальная ап-
проксимация BE 4

3

(
a∗
(
4
3

))
(пунктирная линия).

Сопоставим полученные решения в смысле меры Лебега аппроксимирующего
суперэллипса в соответствии с леммой 6:

μ

(
E 4

3

(
a∗
(
4

3

)))
= 32,60, μ (E2 (a∗ (2))) = 29,79, μ (E4 (a∗ (4))) = 24,86.

Отсюда следует, что наиболее качественной аппроксимацией B−1U является
E 4

3

(
a∗
(
4
3

))
. Следовательно, для исходного множества U наиболее качествен-

ной аппроксимацией из рассмотренных является множество BE 4
3

(
a∗
(
4
3

))
. Ре-

зультаты аппроксимации представлены на рис. 2.

6. Примеры формирования оптимального управления

Построим решение задачи быстродействия для систем (2) различной раз-
мерности на основе разработанных методов. Для этого будем использовать
следующий

Алг о ри тм 1.
1. Для заданного множества U ⊂ R

n построить тензор инерции IU и вы-
числить матрицу ориентации суперэллипсоидального множества B ∈R

n×n со-
гласно подразделу 5.1.

2. Выбрать множество значений параметра суперэллипсоидальной ап-
проксимации {r1, . . . , rM} ⊂ (1;+∞).
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3. Для всех r∈{r1, . . . , rM} составить оптимизационные задачи (9) для
множества B−1U и вычислить соответствующие точки максимума a∗(r).

4. При помощи леммы 10 определить оптимальный параметр суперэллип-
соидальной аппроксимации r∗ согласно (10).

5. Для заданного начального состояния x0 ∈R
n и различных N ∈N соста-

вить системы уравнений, представленные в следствии 1.
6. Определить величину Nmin как наименьшее значение N ∈N, при кото-

ром решение составленной на шаге 5 системы уравнений удовлетворяет усло-
вию α � 1.

7. Для вычисленной на шаге 6 величины Nmin и соответствующих ей α >
> 0 и ψ(0) ∈ R

n \ {0} построить оптимальное управление {u∗(k)}Nmin−1
k=0 для

системы (A,BEr∗(a∗(r∗))) согласно теореме 1 и лемме 5.
8. Построить траекторию {x∗(k)}Nmin

k=0 в соответствии с рекуррентными со-
отношениями (2).

Прим ер 4. Пусть n = 2. В качестве U выберем многогранник, рассмот-
ренный в примерах 2 и 3, матрицу системы и начальное состояние определим
следующим образом:

A =

(
2 1
1 −1

)
, x0 =

(
−4,5
8

)
.

Можно полагать, что множество U аппроксимировано BE 4
3

(
a∗
(
4
3

))
в соот-

ветствии с примером 3. Тогда решение системы уравнений, представленной
в следствии 1, для N = 9 имеет вид

α = 1,019, ψ1(0) = 0,775, ψ2(0) = −0,632.

Решение, полученное для N = 10, имеет вид

α = 0,998, ψ1(0) = 0,792, ψ2(0) = −0,610.

Откуда следует, что для вспомогательной системы
(
A,BE 4

3

(
a∗
(
4
3

)))
в си-

лу (4) Nmin = 10.
Оптимальная траектория системы и оптимальное управление, вычислен-

ные на основе теоремы 1, представлены в табл. 1.

Таблица 1. Оптимальный процесс управления для двухмерной системы
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x1(k) −4,5 2,19 −3,86 3,01 −3,36 2,95 −2,82 2,54 −1,94 1,97 0
x2(k) 8 −8,51 7,96 −7,86 7,28 −6,76 5,96 −4,95 3,70 −1,83 0
u1(k) 3,19 0,27 2,77 −1,51 2,38 −1,95 2,21 −2,07 2,15 −2,11 –
u2(k) 3,99 −2,74 3,96 −3,59 3,88 −3,75 3,83 −3,79 3,81 −3,80 –

На основе точных методов, изложенных в [6], для исходной системы (A,U)
вычислено Nmin = 9. Таким образом, с точки зрения качества управления
погрешность гарантирующего решения составляет один шаг.
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Рис. 3. Исходное множество U и его суперэллипсоидальная аппроксимация
BE 4

3

(
a∗
(
4
3

))
.

Прим ер 5. Пусть n = 3. Множество допустимых значений управлений,
матрицу системы и начальное состояние определим следующим образом:

U = conv

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
4
4
−3

⎞

⎠

⎛

⎝
2
4
−3

⎞

⎠

⎛

⎝
−2
2
0

⎞

⎠

⎛

⎝
−4
−4
3

⎞

⎠

⎛

⎝
−2
−4
3

⎞

⎠

⎛

⎝
2
−2
0

⎞

⎠

⎛

⎝
0
0
4

⎞

⎠

⎛

⎝
0
0
−4

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭ ,

A =

⎛

⎝
0,486 −0,315 0,689
−0,757 −0,202 0,442

0 −0,818 −0,375

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
26
24
30

⎞

⎠ .

Тензор инерции IU и матрица ориентации B имеют вид

IU =

⎛

⎝
526,73 −135,75 132,41
−135,75 474,79 164,87
132,41 164,87 439,35

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
0,49 0,73 0,48
0,59 −0,68 0,43
−0,64 −0,08 0,76

⎞

⎠ .

Суперэллипсоидальная аппроксимация множества B−1U проведена для r ∈
∈
{
6
5 ,

4
3 , 2, 4, 6

}
. Решения задач вида (9) представлены в табл. 2. Отсюда

следует, что наиболее качественной является аппроксимация E 4
3

(
a∗
(
4
3

))
.

Графически результат суперэллипсоидальной аппроксимации U множеством
BE 4

3

(
a∗
(
4
3

))
представлен на рис. 3. Решение системы уравнений, представ-

ленной в следствии 1, для N = 9 имеет вид

α = 1,038, ψ1(0) = −0,827, ψ2(0) = −0,012, ψ3(0) = −0,563.
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Таблица 2. Результаты суперэллипсоидальной аппроксимации для
трехмерной системы

r 6
5

4
3 2 4 6

μ (Er (a∗(r))) 57,58 61,11 57,64 41,91 35,90
a∗1(r) 5,06 5,04 4,53 3,71 3,45
a∗2(r) 2,48 2,24 1,58 1,20 1,10
a∗3(r) 2,29 2,22 1,98 1,45 1,32

Таблица 3. Оптимальный процесс управления для трехмерной системы
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x1(k) 26 23,64 −3,16 17,65 11,14 −0,59 9,51 3,71 1,01 2,11 0
x2(k) 24 −11,76 −25,76 14,85 −10,19 −10,80 6,71 −5,75 −1,86 −0,03 0
x3(k) 30 −29,28 17,93 13,24 −16,11 11,64 4,12 −6,56 4,39 0,65 0
u1(k) −2,10 1,80 −1,28 −1,88 1,88 −1,62 −1,64 1,91 −1,99 −1,48 –
u2(k) −0,48 2,70 −0,68 0,33 2,70 −1,06 0,99 2,68 −1,59 1,30 –
u3(k) 1,60 −2,67 −1,13 1,01 −2,73 −0,36 0,48 −2,77 0,77 0,21 –

Решение, полученное для N = 10, имеет вид

α = 0,890, ψ1(0) = −0,805, ψ2(0) = −0,075, ψ3(0) = −0,589.

Отсюда следует, что для вспомогательной системы
(
A,BE 4

3

(
a∗
(
4
3

)))
в си-

лу (4) Nmin = 10.
Оптимальная траектория системы и оптимальное управление, вычислен-

ные на основе теоремы 1, представлены в табл. 3.
На основе точных методов, изложенных в [6], для исходной системы (A,U)

вычислено Nmin = 8. Таким образом, с точки зрения качества управления
погрешность гарантирующего решения составляет 2 шага.

7. Заключение

В статье рассмотрено решение задачи быстродействия для линейных дис-
кретных систем с ограниченным управлением. Предполагается, что множе-
ство допустимых значений управлений является выпуклым компактным те-
лом, содержащим начало координат, матрица системы обратима. Для случая
строго выпуклых ограничений на управление достаточные условия оптималь-
ности процесса управления сформулированы в виде дискретного принципа
максимума. При этом с практической точки зрения процедура построения
оптимального управления сводится к вычислению начальных условий сопря-
женной системы.

Подробно изучен класс суперэллипсоидальных множеств — множеств, яв-
ляющихся обобщением понятия эллипсоида для нормированных пространств.
В частности, в явном виде описана зависимость нормального конуса от опор-
ной точки, вычислена мера Лебега суперэллипса в n-мерном пространстве.
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В случае, когда множество допустимых значений управлений системы пред-
ставляет собой суперэллипсоидальное множество, определение начальных
условий сопряженной системы в принципе максимума сведено к системе ал-
гебраических уравнений, обладающей единственным решением. Существен-
но, что размерность и, следовательно, сложность решения данной системы не
зависят от оптимального значения критерия в задаче быстродействия, а опре-
деляются только числом фазовых переменных, что обеспечивает эффектив-
ность такого метода в сравнении с другими подходами к решению.

Для систем с множеством допустимых значений управлений общего вида
разработан метод суперэллипсоидальной аппроксимации, заключающийся в
построении для произвольного выпуклого тела вписанного в него суперэл-
липса максимальной меры. Процедура аппроксимации разделена на два эта-
па: подбор матрицы ориентации суперэллипса в пространстве и вычисление
параметров суперэллипсоидального множества. Первый этап заключается в
вычислении тензора инерции аппроксимируемого тела, второй этап удается
свести к решению ряда задач выпуклого программирования.

Разработанная методика позволяет строить оптимальные процессы управ-
ления для различных дискретных систем. За счет общей постановки задачи
суперэллипсоидальной аппроксимации удается обобщить дискретный прин-
цип максимума в том числе и на системы с ограничениями на управление,
которые изначально не являются строго выпуклыми, например системы с
линейными ограничениями.

На численных примерах опробованы полученные теоретические результа-
ты.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Поскольку функционал Минковского
множества (1) является гладкой функцией на всем R

n:

M(x, Er(a) =
(

n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

,

то согласно [24, теорема 26.1] для произвольного x ∈ ∂Er(a) верно представ-
ление

N (x, Er(a)) = cone{∇xM(x, Er(a))} \ {0} =

= cone

⎧
⎨

⎩
1

r

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
)1

r
−1(

r|x1|r−1sign(x1)
|a1|r

, . . . ,
r|xn|r−1sign(xn)

|an|r

)T
⎫
⎬

⎭\{0} =

= cone

{(
|x1|r−1sign(x1)

|a1|r
, . . . ,

|xn|r−1sign(xn)
|an|r

)T
}

\ {0}.

Отсюда следует п. 1 леммы 4.
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Согласно определению нормального конуса верно включение

p ∈ N (x∗(p), Er(a)).

Тогда с учетом п. 1 леммы 4 найдется α > 0 такое, что

p = α

(
|x∗1(p)|r−1sign(x∗1(p))

|a1|r
, . . . ,

|x∗n(p)|r−1sign(x∗n(p))
|an|r

)T

,

x∗(p) =
1

α
1

r−1

(
|p1ar1|

1
r−1 sign(p1), . . . , |pnarn|

1
r−1 sign(pn)

)T
=

=
1

α
1

r−1

(
|p1|q−1aq1sign(p1), . . . , |pn|q−1aqnsign(pn)

)T
=

=
1

α
1

r−1

diag (a)Iq(diag (a)p).

Величину α можно вычислить из условия x∗(p) ∈ ∂Er(a), которое эквивалент-
но равенству

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
x∗i (p)

ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

= 1,

1 =
1

α
1

r−1

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
|pi|q−1aqi

ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

=
1

α
1

r−1

(
n∑

i=1

|piai|q
) 1

r

,

α
1

r−1 =

(
n∑

i=1

|piai|q
) 1

r

= ‖diag (a)p‖q−1
q .

Второй пункт леммы 4 полностью доказан.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Пункт 1 следует из п. 1 леммы 4, п. 2
леммы 3 и представления

N (u,U) = N (DD−1u,DEr(a)).

Пункт 2 следует из п. 2 леммы 4 и цепочки равенств

arg max
u∈U

(p, u) = Darg max
x∈Er(a)

(p,Dx) = Darg max
x∈Er(a)

(DTp, x).

Лемма 5 полностью доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поскольку x0 	= 0, то согласно опреде-
лениям функционала Минковского и нормального конуса условия (5) экви-
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валентны условиям

−ψ(0) ∈ N
(x0
α
,X (Nmin)

)
,(Π.1)

x0
α

∈ ∂X (Nmin).(Π.2)

Включение (Π.2) в силу леммы 1 и представления (6) равносильно условию

x0
α

∈ ∂

(
−

Nmin∑

k=1

A−kU
)

= ∂

Nmin∑

k=1

A−kBEr(a).

Тогда с учетом п. 1 леммы 3 и определения алгебраической суммы мно-
жеств (Π.1) эквивалентно тому, что найдутся x1 ∈ A−1BEr(a), . . . , xNmin ∈
∈ A−NminBEr(a), для которых верны соотношения

x0
α

=

Nmin∑

k=1

xk,

−ψ(0) ∈ N
(x0
α
,X (Nmin)

)
= N

(
Nmin∑

k=1

xk,

Nmin∑

k=1

A−kBEr(a)
)

=

=

Nmin⋂

k=1

N
(
xk, A−kBEr(a)

)
,

что в силу п. 2 леммы 5 возможно в том и только в том случае, когда

xk =
A−kBdiag (a)Iq

(
−diag (a)(A−kB)Tψ(0)

)

‖diag (a)(A−kB)Tψ(0)‖q−1
q

.

Поскольку Iq(−x) = −Iq(x) для любого x ∈ R
n, получим эквивалентные со-

отношения

x0
α

=

Nmin∑

k=1

xk = −
Nmin∑

k=1

A−kBdiag (a)Iq
(
diag (a)(A−kB)Tψ(0)

)

‖diag (a)(A−kB)Tψ(0)‖q−1
q

.

То есть условия (5) равносильны указанному в условии теоремы 2 равенству.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. В силу теоремы 2 решение систе-
мы существует и удовлетворяет условиям (5). Тогда в силу леммы 1 и
симметрии множеств вида (1) найдутся такие x1 ∈ αA−1BEr(a), . . . , xNmin ∈
∈ αA−NminBEr(a), что справедливо равенство x0 = x1 + . . . xNmin. Откуда в
силу п. 1 леммы 3 следует, что любое решение (ψ(0), α) удовлетворяет вклю-
чению

−ψ(0) ∈ N (x0, αX (Nmin)) =

Nmin⋂

k=1

N
(
xk, A−kBEr(a)

)
.
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Но согласно п. 1 леммы 5 для всех k = 1, Nmin множества N
(
xk, A−kBEr(a)

)

являются одномерными лучами с началом в 0, т.е. содержат единственный
вектор −ψ(0), удовлетворяющий равенству (ψ(0), ψ(0)) = 1. Единственность
величины α > 0 следует из определения функционала Минковского и усло-
вий (5).

Следствие 1 доказано.

Лемма 10. Пусть Er(a) определяется соотношениями (1). Тогда

μ(Er(a)) = a1 · . . . · anμ(Er(1, . . . , 1)).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 10. Рассмотрим замену переменных
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x1 = a1y1,

...
xn = anyn,

якобиан которой имеет вид J = a1 · . . . · an. Тогда

μ(Er(a)) =
∫

n∑

i=1

∣
∣
∣
xi
ai

∣
∣
∣
r
�1

1dx =

∫

n∑

i=1
|yi|r�1

|J |dy = a1 · . . . · anμ(Er(1, . . . , 1)).

Лемма 10 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. В части пространства xi � 0, i = 1, n рас-
смотрим замену переменных

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = R(cos φ2 · cosφ3 . . . · cosφn)
2
r ,

x2 = R(sinφ2 · cosφ3 . . . · cosφn)
2
r ,

x3 = R(sinφ3 · cosφ4 . . . · cosφn)
2
r ,

...

xn = R(sinφn)
2
r .

R � 0, φj ∈
(
0;
π

2

)
, j = 2, n.

(Π.3)

Построим якобиан замены (Π.3).

∂xi
∂R

=
xi
R
, i = 1, n,

∂xi
∂φj

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2

r

cosφj
sinφj

xi, i = 2, n, j = i,

− 2

r

sinφj
cosφj

xi, i = 1, n− 1, j = i+ 1, n,

0, i = 3, n, j = 2, i− 1,
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J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1
R

x2
R

x3
R

. . .
xn
R

−2x1
r

tg φ2
2x2
r

ctg φ2 0 . . . 0

−2x1
r

tg φ3 −2x2
r

tg φ2
2x3
r

ctg φ3 . . . 0

...
...

...
. . .

...

−2x1
r

tg φn −2x2
r

tg φn −2x3
r

tg φn . . .
2xn
r

ctg φn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
1

R

(
n∏

i=1

xi

)⎛

⎝
n∏

j=2

tg φj

⎞

⎠
(
2

r

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

−1 ctg2 φ2 0 . . . 0

−1 −1 ctg2 φ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−1 −1 −1 . . . ctg2 φn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
1

R

(
n∏

i=1

xi

)⎛

⎝
n∏

j=2

tg φj

⎞

⎠
(
2

r

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

0 ctg2 φ2+1 1 . . . 1

0 0 ctg2 φ3+1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ctg2 φn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
1

R

(
n∏

i=1

xi

)⎛

⎝
n∏

j=2

(tg φj + ctg φj)

⎞

⎠
(
2

r

)n−1

=

=
1

R

(
n∏

i=1

xi

)⎛

⎝
n∏

j=2

1

sinφj cosφj

⎞

⎠
(
2

r

)n−1

=

= Rn−1

(
2

r

)n−1 n∏

j=2

(sinφj)
2
r
−1(cos φj)

2
r
(j−1)−1.

Тогда можно вычислить меру Лебега суперэллипса Er(1, . . . , 1) через интеграл
Лебега:

μ(Er(1, . . . , 1)) =
∫

n∑

i=1
|xi|r�1

1dx =

= 2n
1∫

0

Rn−1

(
2

r

)n−1

dR

n∏

j=2

π
2∫

0

(sinφj)
2
r
−1(cos φj)

2
r
(j−1)−1dφj .
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Для каждого j = 2, n вычислим вспомогательные интегралы:
π
2∫

0

(sinφj)
2
r
−1 (cos φj)

2
r
(j−1)−1 dφj =

=

π
2∫

0

(sinφj)
2
r
−1 (cos φj)

2
r
(j−1)−2 d sinφj =

=

π
2∫

0

(sinφj)
2
r
−1 (1− sin2 φj

) j−1
r

−1
d sinφj =

=
1

2

π
2∫

0

(
sin2 φj

) 1
r
−1 (

1− sin2 φj
) j−1

r
−1
d sin2 φj =

=
1

2

1∫

0

t
1
r
−1(1− t)

j−1
r

−1dt =
1

2
B

(
1

r
,
j − 1

r

)
,

где через B(x, y) обозначена бета-функция Эйлера.
Тогда исходный интеграл имеет вид

μ(Er(1, . . . , 1)) =
2n

n

(
2

r

)n−1 n∏

j=2

(
1

2
B

(
1

r
,
j − 1

r

))
=

=
2

n

(
2

r

)n−1 n∏

j=2

Γ
(
1
r

)
Γ
(
j−1
r

)

Γ
(
1
r +

j−1
r

) =

=
2

n

(
2

r
Γ

(
1

r

))n−1 n−1∏

j=1

Γ
(
j
r

)

Γ
(
j+1
r

) =

=
2

n

(
2

r
Γ

(
1

r

))n−1 Γ
(
1
r

)

Γ
(
n
r

) =

(
2
rΓ

(
1
r

))n
n
rΓ

(
n
r

) =

=

(
2Γ

(
1
r + 1

))n

Γ
(
n
r + 1

) .

С учетом леммы 10 окончательно получим равенство

μ(Er(a)) = a1 · . . . · an
(
2Γ

(
1
r + 1

))n

Γ
(
n
r + 1

) .

Лемма 6 доказана.
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Лемма 11. Пусть U1,U2⊂R
n – выпуклые и компактные тела, содержа-

щие 0 в качестве внутренней точки. В таком случае включение U1 ⊂ U2

верно тогда и только тогда, когда для любого x ∈ R
n справедливо неравен-

ство

M(x,U1) �M(x,U2).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 11. Пусть U1 ⊂U2, x ∈ R
n. Тогда по опреде-

лению функционала Минковского

x ∈M(x,U1)U1 ⊂M(x,U1)U2,

M(x,U1) � inf{t > 0: x ∈ tU2} =M(x,U2).

Пусть для всех x ∈ R
n справедливо неравенство

M(x,U1) �M(x,U2).

Тогда по определению функционала Минковского

U1 = {x ∈ R
n : M(x,U1) � 1} ⊂ {x ∈ R

n : M(x,U2) � 1} = U2.

Лемма 11 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. Лемма 7 следует непосредственно из лем-
мы 11 и того факта, что

M(x, Er(a)) =
(

n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

.

Лемма 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. В силу леммы 7 включение Er(a) ⊂ U
эквивалентно условию

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

�M(x,U) для всех x ∈ R
n.

Также в силу данного ограничения верно, что

μ(U \ Er(a)) = μ(U)− μ(Er(a)).

Откуда с учетом того, что величина μ(U) не зависит от переменных оптими-
зации, следует утверждение теоремы 3.

Лемма 12. Пусть существуют p1, . . . , pK ∈ R
n \ {0} и α1, . . . , αK > 0

такие, что

U =

K⋂

k=1

{
u ∈ R

n : (pk, u) � αk

}
, 0 ∈ int U .

62



Тогда

M(x,U) = max
k=1,K

(pk, x)

αk
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 12. Поскольку для любого t > 0

tU =
{
u ∈ R

n : u = tx, x ∈ U
}
=

=
{
u ∈ R

n : u = tx, (pk, x) � αk, k = 1, K
}
=

=
{
u ∈ R

n :
(
pk,

u

t

)
� αk, k = 1, K

}
=

=
{
u ∈ R

n : (pk, u) � tαk, k = 1, K
}
=

=
K⋂

k=1

{
u ∈ R

n : (pk, u) � tαk

}
,

то согласно определению функционала Минковского

M(x,U) = inf{t > 0: x ∈ tU} =

= inf
{
t > 0: (pk, x) � tαk, k = 1,K

}
=

= inf

{
t > 0: t � (pk, x)

αk
, k = 1, K

}
= max

k=1,K

(pk, x)

αk
.

Лемма 12 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 8. Согласно леммам 7 и 12 включение Er(a)⊂

⊂ U эквивалентно тому, что для всех x ∈ R
n будет справедливо неравенство

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

� max
k=1,K

(pk, x)

αk
.

Для x = 0 данное неравенство выполняется тривиально. Рассмотрим случай
x 	= 0 и перейдем к эквивалентным неравенствам. Для всех k = 1,K

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
ai

∣∣∣∣
r
) 1

r

� (pk, x)

αk
,

αk � (pk, x)
(

n∑
i=1

∣∣∣xi
ai

∣∣∣
r
) 1

r

.
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Поскольку данные неравенства должны выполняться при любом x ∈ R
n\{0},

можно с учетом леммы 4 перейти к равносильному соотношению

αk � max
x∈Rn\{0}

(pk, x)
(

n∑
i=1

∣∣∣xi
ai

∣∣∣
r
) 1

r

= max
x∈Rn\{0}

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
pk,

x
(

n∑
i=1

∣∣∣xi
ai

∣∣∣
r
) 1

r

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

= max
y∈∂Er(a)

(
pk, y

)
=
(
pk, x∗(pk)

)
=

=

(
pk, diag (a)Iq

(
diag (a)pk

))

‖diag (a)pk‖q−1
q

=
∥∥∥diag (a)pk

∥∥∥
q
.

Лемма 8 полностью доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 9. Обозначим для произвольных выпуклого

множества U и p ∈ R
n \ {0} через s(p,U) опорную функцию U :

s(p,U) = sup
x∈U

(p, x).

Как продемонстрировано в [24, теорема 11.5], произвольное выпуклое ком-
пактное множество U представляет собой пересечение всех опорных полу-
пространств:

U =
⋂

p∈Rn\{0}
{x ∈ R

n : (p, x) � s(p,U)} .

Тогда вложение Er(a)⊂ U эквивалентно тому, что для каждого p ∈ R
n \ {0}

будет выполнено неравенство

s(p, Er(a)) � s(p,U).(Π.4)

Пусть a, b ∈ Pr(U), λ ∈ (0; 1), p ∈ R
n \ {0}. Тогда в силу п. 2 леммы 4 и

неравенства Минковского [25, раздел 1 §1 гл. II] верны соотношения

s(p, Er(λa+ (1− λ)b)) = max
x∈Er(λa+(1−λ)b)

(p, x) =

=

(
n∑

i=1

|(λai + (1− λ)bi)pi|q
) 1

q

�

� λ

(
n∑

i=1

|aipi|q
) 1

q

+ (1− λ)

(
n∑

i=1

|bipi|q
) 1

q

=

= λs(p, Er(a)) + (1− λ)s(p, Er(b)) � s(p,U).

Тогда Er(λa + (1 − λ)b) ⊂ U , что по определению эквивалентно включению
λa+ (1− λ)b ∈ Pr(U). Отсюда следует выпуклость Pr(U).
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Выберем в качестве p ∈ R
n \ {0} i-й координатный вектор:

p = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0)T.

Тогда по построению

s(±p, Er(a)) = ai.

С учетом условия (Π.4) получим, что для любого a ∈ Pr(U) верно неравенство

0 � ai � min{s(p,U), s(−p,U)}.

Поскольку U ограничено, то для любого p ∈ R
n \{0} значение опорной функ-

ции s(p,U) конечно. Тогда Pr(U) ограничено.
Замкнутость Pr(U) следует из замкнутости U .
Лемма 9 доказана.
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СИНТЕЗ СТАТИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ
В ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ

НА ОСНОВЕ ОБУЧАЮЩИХ ПРИМЕРОВ

Рассматривается задача синтеза статической обратной связи в линей-
ных стационарных системах управления с дискретным временем. Желае-
мое поведение системы определено набором законов изменения во време-
ни выхода системы, выступающих в качестве обучающих примеров, а так-
же требованием к степени ее устойчивости. Учитываются ограничения на
структуру регулятора. Получены соотношения и предложен основанный
на их применении итерационный метод, позволяющий находить хорошее
начальное приближение искомой матрицы обратной связи и осуществ-
лять его последовательное уточнение. В общем случае решается задача
поиска матриц обратной связи, имеющих простую структуру, т.е. таких
матриц, в которых отличны от нуля только те компоненты, выбор значе-
ний которых, отличных от нуля, необходим и достаточен для придания
системе желаемых свойств. Приведены примеры реализации предложен-
ного метода.

Ключевые слова: линейные дискретные системы управления, обратная
связь, синтез.
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1. Введение

Синтезу статической обратной связи в линейных системах управления по-
священо значительное число работ. В них желаемое поведение системы опре-
деляется, как правило, требованием принадлежности корней ее характери-
стического полинома к некоторому множеству значений либо требованием
минимизации интегрального квадратичного функционала, оценивающего ка-
чество переходных процессов. Соответственно рассматриваются задача раз-
мещения полюсов передаточной функции замкнутой системы (модального
управления) и задача синтеза линейно-квадратичного регулятора (LQR). Для
них существуют [1] эффективные методы, обеспечивающие их точное реше-
ние, при условии, что в регуляторе могут использоваться все компоненты
вектора состояния и на выбор значений коэффициентов обратных связей не
наложены явные ограничения. Однако эти задачи оказываются труднораз-
решимыми, если в них учитываются ограничения на структуру регулятора
[2, 3], в частности состоящие в запрете использовать некоторые переменные
состояния, что имеет место, например, при синтезе обратной связи по выхо-
ду. Было показано, что в таком случае задача размещения полюсов является
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NP-трудной [2, 4] и сводится, как правило, к негладкой и невыпуклой зада-
че оптимизации в пространстве параметров регулятора [2, 5]. Для нее были
найдены необходимые и достаточные условия существования решения [6–9],
но не удалось разработать методы получения точного решения [2, 3], вме-
сте с тем были предложены алгоритмы, позволяющие вычислить искомое
решение приближенно. Значительная их часть основана на использовании
для синтеза стабилизирующих регуляторов функций Ляпунова и сведении
исходной задачи к поиску решения нелинейных матричных неравенств пу-
тем многократного решения линейных матричных неравенств (LMI) в ходе
итерационного уточнения искомого решения [9–13]. В [14–16] исследована воз-
можность использования техники LMI для учета требований синтеза разре-
женной матрицы обратной связи, ограничивающих свободу выбора структу-
ры регулятора. Наряду с указанными предложены [2, 3] алгоритмы синтеза
стабилизирующих регуляторов по выходу, основанные на минимизации спек-
тральной абсциссы замкнутой системы путем ее непосредственного вычис-
ления и решения соответствующей задачи нелинейного программирования
на основе методов, учитывающих специфику рассматриваемой задачи синте-
за. В [8, 17, 18] представлены алгоритмы, основанные на методах внешней
алгебры, позволяющие находить начальное приближение искомой матрицы
обратной связи по выходу для задачи модального управления, которое затем
итерационно уточняется. Применительно к задаче LQR с обратной связью по
выходу получены [19, 20] необходимые условия существования решения в ви-
де системы нелинейных матричных уравнений и предложены использующие
их итерационные алгоритмы поиска приближенного решения данной задачи
[20–24]. Численные методы решения задачи LQR с разреженной матрицей
обратной связи, основанные на технике LMI, рассмотрены в [14–16, 25], впер-
вые такая задача была решена в [26] путем ее сведения к задаче нелинейного
дискретного программирования. Указанные выше алгоритмы не гарантиру-
ют нахождение точного решения и носят эвристический характер, поскольку
отсутствуют строгие доказательства их сходимости.

Существенным отличием задачи, рассматриваемой в данной статье, от
классических задач синтеза статической обратной связи является то, что же-
лаемое поведение системы определено набором законов изменения во времени
выхода системы, выступающих в качестве обучающих примеров. Ими могут
быть траектории, соответствующие, например, закону управления с обратной
связью, который необходимо упростить, используя в синтезируемой системе
более простой регулятор (в частности, система с обратной связью по состоя-
нию может быть источником обучающих примеров для синтеза обратной свя-
зи по выходу), либо закону программного управления или управлению, вы-
полненному человеком, которые необходимо реализовать в синтезируемой си-
стеме на основе закона управления с обратной связью. Совместно с условием
близости траекторий движения системы к траекториям, заданным в качестве
обучающих примеров, учитывается требование обеспечения заданной степе-
ни устойчивости системы. Кроме того, учитываются ограничения, наклады-
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ваемые на структуру обратной связи. Они могут быть выражены в форме
требования использования обратной связи по выходу, требования равенства
нулю некоторых коэффициентов матрицы обратной связи, а также в форме
требования исключения избыточности ее структуры, эквивалентного требо-
ванию получения матрицы обратной связи с простой структурой [27–31], т.е.
матрицы, в которой отличны от нуля только те компоненты, выбор значений
которых, отличных от нуля, необходим и достаточен для придания системе
желаемых свойств. Целью синтеза является приближение поведения систе-
мы к желаемому в результате выбора значений коэффициентов и структуры
матрицы обратной связи. Предлагаемая постановка задачи синтеза обратной
связи обладает новизной и не рассматривалась в работах, посвященных син-
тезу регуляторов, включая работы, предполагающие использование методов
машинного обучения [32–35].

В статье получены соотношения и предложен основанный на их приме-
нении итерационный метод, позволяющий находить хорошее начальное при-
ближение искомой матрицы обратной связи и осуществлять его последова-
тельное уточнение. С использованием предлагаемого метода представляется
возможность синтезировать все возможные варианты матриц обратной связи
с простой структурой.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему управления, описываемую уравнениями

xk+1 = Axk +Buk,(1)
yk = Cxk,(2)
uk = Kyk,(3)

где k – дискретное время, принимающее значения из множества натуральных
чисел; xk, yk, uk – соответственно вектор состояния, выхода и управления;
значения компонент векторов xk, yk, uk и элементов постоянных матриц A, B,
C,K – действительные числа; матрица регулятораK подлежит определению,
остальные матрицы считаем заданными.

Учтем ограничения, накладываемые на структуру регулятора (3). Они
обычно сводятся [2, 14, 15, 26] к требованию равенства нулю некоторых коэф-
фициентов в матрице регулятора K = (ki,j), поэтому будем учитывать усло-
вие

ki,j = 0, ∀(i, j) /∈ Š,(4)

где Š – набор пар индексов (i, j) коэффициентов матрицы K, не стесненных
требованием их равенства нулю.

Желаемое поведение системы (1)–(4) определим, задав для некоторого на-
бора начальных условий xγ0 , γ ∈ {1, q} соответствующие желаемые траекто-
рии Yγ = (yγk ), k ∈ {1, N} изменения во времени выхода (2) системы (1)–(4),
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т.е. зададим набор

Q = {(xγ0 , Yγ)}, γ ∈ {1, q},(5)

в котором пары (xγ0 , Yγ) являются обучающими примерами.
В системе (1)–(4), идеально соответствующей желаемому поведению, для

начальных условий x(0) = xγ0 в каждый момент времени k ∈ {1, N} выпол-
няется равенство y(xγ0 ,K)k = yγk . Потребуем выполнение этого условия для
каждой пары (xγ0 , Yγ) ∈ Q, т.е. считаем необходимым выполнение равенств

y(xγ0 ,K)k = yγk , ∀k ∈ {1, N}, ∀γ ∈ {1, q}.(6)

Возможность приближенного выполнения требования (6) опишем услови-
ем

εγ−k ≤ y(xγ0 ,K)k − yγk ≤ εγ+k , ∀k ∈ {1, N}, ∀γ ∈ {1, q},(7)

где εγ−k , εγ+k – заданные постоянные векторы.
Выполнение условий (7) в общем случае не гарантирует устойчивость си-

стемы (1)–(4). Поэтому совместно с (7) потребуем обеспечить необходимую
степень устойчивости по Шуру матрицы Ac = A+BKC замкнутой системы
(1)–(4), т.е. требуется выполнить условие

ρ(Ac(K)) ≤ 1− σ,(8)

где ρ(Ac(K)) – спектральный радиус матрицы Ac(K), σ – заданная степень
устойчивости.

Выбор матрицы K осуществим из условия наилучшего приближения по-
ведения системы (1)–(4) к желаемому в смысле минимизации евклидовой
нормы вектора Δy(K), составленного из невязок y(xγ0 ,K)k − yγk всех урав-
нений (6), т.е. из условия

|Δy(K)| → min
K

.(9)

Рассматриваемая задача в случае, когда структура регулятора задана
(указан фиксированный набор Š, определяющий структуру регулятора), со-
стоит в нахождении матрицы K в системе (1)–(4), соответствующей требова-
ниям (7)–(9).

В общем случае будем решать задачу структурного синтеза, состоящую
в определении всех наборов Š и соответствующих им матриц K, для кото-
рых выполняются условия (7)–(9) и структура регулятора (3), (4) является
простой, что означает [27–31] отличие от нуля в матрице K только тех ее
компонент, выбор значений которых, отличных от нуля, необходим и доста-
точен для придания системе (1)–(4) желаемых свойств. Формально задача
поиска множества Ω простых структур регулятора (3), (4) состоит в нахож-
дении таких приемлемых структур Š ∈ ζ, для которых нельзя указать менее
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сложную приемлемую структуру Š′ ∈ ζ (структуру Š′ считаем проще, чем Š,
если Š′ ⊂ Š), т.е. требуется найти

Ω =
{
Š ∈ ζ | {Š′ ∈ ζ | Š′ ⊂ Š} = ∅

}
,(10)

где ζ – множество приемлемых структур, т.е. структур, для которых су-
ществует матрица K, удовлетворяющая условиям (1)–(4), (7)–(9), формула
{Š′ ∈ ζ | Š′ ⊂ Š} = ∅ указывает на отсутствие приемлемой структуры Š′, ко-
торая проще, чем структура Š ∈ Ω.

3. Анализ задачи

Решение системы (1)–(3) для заданных xγ0 , K можно записать [1, с. 20] в
следующем виде:

y(xγ0 ,K)k = CAkxγ0 + C

k−1∑

i=0

Ak−i−1BKy(xγ0 ,K)i, ∀k ∈ {1, N}.(11)

Условие (6) с учетом (11) эквивалентно системе уравнений

CAkxγ0 + C

k−1∑

i=0

Ak−i−1BKy(xγ0 ,K)i = yγk , ∀k ∈ {1, N}, ∀γ ∈ {1, q},(12)

из которой в результате тождественных преобразований получаем систему

CAkxγ0 + C

k−1∑

i=0

(
y(xγ0 ,K)Ti ⊗Ak−i−1B

)
vec(K) = yγk ,

∀k ∈ {1, N}, ∀γ ∈ {1, q},
(13)

где ⊗ – произведение Кронекера [36, c. 83], vec(·) – функция векторизации
[36], ее результатом является столбец, полученный последовательным соеди-
нением всех столбцов матрицы, указанной в качестве аргумента. Систему (13)
запишем в виде

Y0γ +Gγ(K)vec(K) = Yγ , ∀γ ∈ {1, q},(14)

где Y0γ , Yγ , Gγ(K) – столбцы, составленные соответственно из блоков CAkxγ0 ,
yγk , Gkγ(K) = C

∑k−1
i=0

(
y(xγ0 ,K)Ti ⊗Ak−i−1B

)
, k ∈ {1, N}.

Из (14) с учетом (4) получаем:

Gγ(K)Svec(K)S = Ŷγ , ∀γ ∈ {1, q},(15)

где матрица Gγ(K)S и вектор vec(K)S составлены соответственно из столб-
цов матрицы Gγ(K) и координат вектора vec(K), номера которых указаны в
наборе S, определяющем согласно заданному в (4) набору Š номера коорди-
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нат вектора vec(K), не стесненных требованием равенства их значений нулю,
Ŷγ = Yγ − Y0γ .

Пусть все желаемые траектории Yγ = (yγk ), k ∈ {1, N}, γ ∈ {1, q} принад-
лежат множеству решений системы (1)–(4), тогда в выражениях (12), (13)
можно заменить y(xγ0 ,K)i на y

γ
i , при этом матрица Gγ(K) в (15) оказывает-

ся постоянной, не зависящей от искомой неизвестной матрицы K. В таком
случае систему (15) можно представить в виде

ḠγSvec(K)S = Ŷγ , ∀γ ∈ {1, q},(16)

где Ḡγ – столбец блоков Ḡkγ = C
∑k−1

i=0

(
yγiT ⊗Ak−i−1B

)
, k ∈ {1, N}.

Утв е ржд е ни е 1. Требование (6) точного соответствия системы
(1)–(4) желаемому поведению, заданному набором обучающих примеров (5),
выполняется тогда и только тогда, когда все желаемые траектории Yγ,
γ ∈ {1, q} принадлежат множеству решений системы (1)–(4) и матрица K
с учетом (4) является решением системы линейных уравнений (16).

Доказательство утверждения 1 представлено в Приложении.
Из утверждения 1 следует, что совместность системы (16) является необ-

ходимым и достаточным условием выполнения равенств (6), т.е. условием
точного воспроизведения всех обучающих примеров синтезируемой системой.

Из показанной выше эквивалентности уравнений (6) и (15) следует экви-
валентность условий (9), (7) соответственно требованиям

q∑

γ=1

| Gγ(K)Svec(K)S − Ŷγ |2→ min
K
,(17)

Ŷγ + ε−γ ≤ Gγ(K)Svec(K)S ≤ Ŷγ + ε+γ , γ ∈ {1, q}.(18)

Утв е ржд е ни е 2. Для выполнения требований (7)–(9) наилучшего при-
ближения поведения системы (1)–(4) к желаемому, заданному набором обу-
чающих примеров (5), необходимо и достаточно, чтобы матрица K с уче-
том равенств (4) являлась решением нелинейной задачи о наименьших квад-
ратах (17) с ограничениями (18) и (8).

Доказательство утверждения 2 представлено в Приложении.

4. Метод решения

4.1. Решение задачи с заданной структурой регулятора

Пусть структура регулятора задана, т.е. указан набор Š. Искомую мат-
рицу K, соответствующую условиям (4), (7)–(9), можно определить, решив
согласно утверждению 2 задачу (4), (17), (18), (8), которую далее будем назы-
вать задачей обучения статического регулятора (задачей ОСР). Успешность
ее решения в значительной степени будет зависеть от того, насколько началь-
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ные значения искомых неизвестных близки к значениям, соответствующим
решению, т.е. от выбора начального приближения.

Хорошим начальным приближением решения задачи ОСР может служить
решение системы (16) или, в общем случае, ее приближенное решение – мат-
рица K, для которой вектор vec(K)S минимизирует евклидову норму разно-
сти левой и правой частей системы (16), т.е. является ее нормальным псев-
дорешением

vec(K)S = Ḡ+
S Ŷ ,(19)

где Ḡ+
S – матрица, псевдообратная к матрице системы (16), Ŷ – правая часть

системы (16).
Близость матрицыK к искомому решению обусловлена следующим. Пусть

условия (7)–(8) совместны и Ǩ – решение задачи ОСР. Если желаемые траек-
тории принадлежат множеству траекторий, возможных в системе (1)–(4), то
согласно утверждению 1 матрица Ǩ совпадает с решением системы (16), т.е.
Ǩ = K. Небольшое расхождение желаемых и возможных траекторий приво-
дит к небольшому расхождению между матрицами Ǩ и K, так как малым
изменениям параметров системы (1)–(4) соответствуют малые изменения ее
решений и наоборот. Совместность условий (7)–(8) означает близость желае-
мых и возможных в системе (1)–(4) траекторий, поэтому, если искомое реше-
ние задачи ОСР существует, оно близко к K (здесь и далее имеется в виду
близость матриц, оцениваемая нормой Фробениуса).

Матрица K в общем случае отличается от искомого решения, так как при
ее определении не в полной мере учитываются условия (7)–(9), поэтому, ис-
пользуя ее как отправную точку, будем искать решение, соответствующее
всей совокупности предъявляемых требований.

Эффективность поиска решения задачи ОСР можно повысить, если учесть
ее специфические особенности. Заметим, что задача ОСР превращается в
линейную задачу о наименьших квадратах с линейными ограничениями
[37, c. 225] (далее – задача НКЛ), если в (17), (18) заменить Gγ(K)S на неиз-
менную матрицу Gγ(K

∗)S , соответствующую фиксированной матрице K∗,
и в (8) заменить функцию ρ(Ac(K)) ее линейной аппроксимацией вблизи K∗.
Указанная линеаризация приемлема при поиске решения в малой окрестно-
сти матрицы K∗. Поэтому на ее основе можно на каждом очередном шаге
поиска, решая задачу НКЛ с матрицей K∗, являющейся матрицей, найден-
ной на предшествующем шаге, последовательно приближаться к решению
задачи ОСР.

Предлагаемый алгоритм решения задачи ОСР сводится к следующим дей-
ствиям.

1. Выбираем в качестве начального приближения искомого вектора
vec(K)S нормальное псевдорешение системы (16).

2. Выполняем итерационный поиск решения. На нулевой итерации при-
нимаем vec(K(0))S = vec(K)S (номер итерации будем указывать в верхнем
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индексе в скобках). Далее на каждой j-й итерации решаем следующую задачу
НКЛ:

q∑

γ=1

| G(j−1)
γ α(j) − Ŷγ |2→ min

K
,(20)

Ŷγ + ε−γ ≤ G(j−1)
γ α(j) ≤ Ŷγ + ε+γ , γ ∈ {1, q},(21)

r
(j−1)
0 + r

(j−1)
1 α(j) ≤ 1− σ,(22)

где α(j) ≡ vec(K(j))S – вектор неизвестных, G(j−1)
γ – столбец, составленный

из блоков Gkγ(K
(j−1)) = C

∑k−1
i=0

(
y
(
xγ0 ,K

(j−1)
)T
i
⊗Ak−i−1B

)
, k ∈ {1, N},

r
(j−1)
0 + r

(j−1)
1 α(j) – линейное приближение функции ρ(Ac(K)) вблизи K(j−1).

Если при решении задачи НКЛ (20)–(22) не удается выполнить условия (21),
(22), то поиск решения прекращается и констатируется, что решение задачи
ОСР не удалось найти (либо потому что оно не существует, либо по причине
недостаточной эффективности рассматриваемого алгоритма).

3. Поиск решения успешно завершается, когда найден вектор неизвестных
α∗ = α(j), для которого выполняются условия (21), (22) и либо становится
достаточно малым значение |α(j) − α(j−1) | или значение целевой функции,
представленной в (20), либо исчерпано заданное число итераций. В качестве
решения принимаем матрицу K = vec−1

S (α∗), где vec−1
S (·) – функция, обрат-

ная функции векторизации, осуществляющая восстановление с учетом (4)
матрицы K по вектору, указанному в качестве аргумента.

Представленный метод в значительной мере аналогичен итерационному
алгоритму Гаусса–Ньютона, используемому для решения безусловной нели-
нейной задачи о наименьших квадратах, в котором на каждой итерации,
применяя теорему Тейлора, линеаризуют целевую функцию и решают по-
лученную таким образом линейную задачу о наименьших квадратах. Пред-
лагаемый метод отличается тем, что он существенно использует специфику
задачи (17), (18), (8), благодаря чему для линеаризации целевой функции не
требуется дифференцирование; для этого, как указано выше, достаточно в
пределах очередной итерации фиксировать матрицу K. Кроме того, предло-
женный метод является методом условной оптимизации, т.е. позволяет учи-
тывать ограничения (условия (18), (8)) при решении нелинейной задачи о
наименьших квадратах. На каждой итерации предлагаемого метода решает-
ся задача НКЛ, относящаяся к классу задач выпуклого программирования
[38, 39], для которого разработаны эффективные оптимизационные проце-
дуры, гарантирующие получение решения либо констатацию его отсутствия
(в системе Matlab для решения задач НКЛ предназначена функция lsqlin).

4.2. Решение задачи структурного синтеза

Пусть структура регулятора не задана, т.е. набор Š в исходных данных
задачи не указан и подлежит определению. В таком случае решаемая задача
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является задачей структурного синтеза. Она с учетом принятой формали-
зации (10) состоит в определении таких наборов Š и соответствующих им
матриц K, для которых выполняются условия (7)–(9) и структура регуля-
тора (3), (4) является простой [27–31]. Ее можно решить, воспользовавшись
алгоритмом, предназначенным для задач синтеза простых структур общего
вида [31]. В качестве применяемой в нем процедуры оценки приемлемости
структуры регулятора и расчета соответствующих ей параметров может вы-
ступать процедура, предложенная в 4.1.

5. Примеры

Прим ер 1. Рассмотрим модель двухмассовой системы [1, с. 52, с. 125].
Будем считать, что вектор выхода составляют все компоненты вектора со-
стояния, кроме второй. Для шага дискретизации по времени 0,01, единичных
значений масс и жесткости связывающей их пружины получаем следующие
матрицы системы (1), (2) :

A =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0,01 0

0 1 0 0,01

−0,01 0,01 1 0

0,01 −0,01 0 1

⎞

⎟⎟⎠ , B =

⎛

⎜⎜⎝

0

0

0,01

0

⎞

⎟⎟⎠ , C =

⎛

⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎠ .

В (3) искомая матрица K имеет размер 1× 3, допускается возможность
отличия от нуля всех ее компонент, поэтому в (4) Š = {(1, 1) (1, 2) (1, 3)}.

Желаемое поведение системы (1)–(4) определим, задав в качестве желае-
мых траектории движения, соответствующие оптимальному по критерию ми-
нимальной энергии управлению, переводящему систему из начальных состо-
яний x10 = (−1; 1; 1;−1) и x20 = (−10; 10;−1;−1) в начало координат за время
k = 250. Указанные траектории Y1 = (y1k), Y2 = (y2k), k ∈ {1,500} в паре с со-
ответствующими начальными условиями составляют набор обучающих при-
меров (5) Q = {(x10, Y1), (x20, Y2)}. Их можно рассчитать, используя известные
зависимости [1, с. 128].

Вначале решим задачу синтеза, не используя ограничений (7), (8), т.е.
решим задачу безусловной оптимизации целевой функции (9). Воспользо-
вавшись методом, изложенным в разделе 4.1, после трех итераций находим
матрицу регулятора K = (−10,671 − 4,124 − 13,745), ей соответствует σ =
= 0,964 · 10−2, значение целевой функции составило 37,25.

Прим ер 2. С целью повышения степени устойчивости потребуем увели-
чить значение σ до 1,2 · 10−2 и уменьшить амплитуду колебаний на заклю-
чительном интервале движения (для k ∈ {300, . . . , 500}), ограничив допусти-
мое отклонение координат вектора выхода от желаемых траекторий значе-
нием ±0,5 и ±1,5 соответственно для x10 и x20 (в примере 1 эти отклонения
были 0,68 и 2,23), т.е. с учетом указанных требований решим задачу условной
оптимизации (9), (7), (8). Методом раздела 4.1 в результате трех итераций
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находим K = (−13,012 − 5,310 − 16,821), при этом σ = 1,2 · 10−2, условия
(7), (8) выполняются, значение целевой функции составило 120,32.

Прим ер 3. Рассмотрим модель бокового движения самолета, представ-
ленную в [26, с. 182]. Из нее для шага дискретизации по времени 0,001 полу-
чаем матрицы системы (1)

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1000 0 1 0,044 0

−1,215 999 0,131 0 0

0,430 0,021 1000 0 0

0 1 0 1000 0

0 0 1 0 1000

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
· 10−3,

B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0

−0,040 1,587

0,381 −0,067

0 0

0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
· 10−3.

В уравнении (2) C – единичная матрица размером 5× 5.
Решив для системы (1)–(3) задачу об оптимальном линейно-квадратичном

регуляторе (LQR), минимизирующем критерий
∑∞

k=1 x
T
k xk, находим матрицу

регулятора (3)

KLQR = −
(

2,049 0,098 3,937 0,096 0,766

−0,110 1,100 −0,168 1,031 −0,642

)
.

Пусть с целью упрощения регулятора необходимо исключить из набора
используемых в нем переменных первую компоненту вектора состояния. Это
можно сделать, записав при постановке задачи синтеза условие (4) в виде
k1,1 = 0, k2,1 = 0, что эквивалентно синтезу обратной связи по выходу, содер-
жащему все компоненты вектора состояния, кроме первой. Соответственно
считаем, что в (4) задан набор Š, содержащий все пары индексов коэффици-
ентов матрицы K, кроме пар (1,1) и (2,1).

Набор обучающих примеров Q составим из траекторий движения Yγ =

= (yγk), γ ∈ {1, 5}, k ∈ {1, 104} системы (1)–(3) с LQR регулятором (с матри-
цей регулятора K = KLQR), соответствующих начальным условиям xγ0 , в ко-
торых в каждом векторе xγ0 компонента с номером γ равна единице, а осталь-
ные – нулю. Назначим компоненты векторов εγ −

k , εγ +
k в (7) из условия, что

допустимое отклонение траекторий движения системы (1)–(3) от желаемых
составляет в каждый момент времени k для всех компонент yγk не более ±1%
от их максимальных абсолютных значений. Потребуем обеспечить степень
устойчивости синтезируемой системы не менее степени устойчивости систе-
мы (1)–(3) с LQR, для этого назначаем в (8) σ = 4 · 10−5.
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Воспользовавшись методом, изложенным в разделе 4.1, находим матрицу
регулятора

K =

(
0 6,622 −13,519 8,180 −8,181

0 −1,420 0,621 −1,414 1,001

)
.

Решение получено в результате четырех итераций с остановкой по факту
выполнения назначенных ограничений и отсутствия прогресса в уменьшении
целевой функции.

Прим ер 4. Изменим постановку задачи примера 3: учтем отсутствие
первой компоненты вектора состояния в векторе выхода, определив соответ-
ствующим образом матрицу C в уравнении (2) как матрицу 4×5, полученную
удалением первой строки из матрицы C примера 3. Искомая матрица K в та-
ком случае имеет размер 2× 4. Решим задачу структурного синтеза рассмат-
риваемой системы в формулировке, представленной в разделе 4.2. Воспользо-
вавшись предложенным в 4.2 методом, находим наборы Š и соответствующие
им матрицы K, представленные в таблице, для которых выполняются усло-
вия (21), (22) и структура регулятора (3), (4) является простой [27–31].

Таблица
№ Матрица регулятора № Матрица регулятора

1
(
4,819 −10,920 5,898 −6,696
0 −1,444 0,403 −0,184

)
3

(
5,230 −11,510 6,413 −7,030
−0,318 −0,984 0 0,0786

)

2
(

6,084 −12,742 7,500 −7,736
−0,994 0 −0,867 0,644

)
4

(
5,112 −11,344 6,268 −6,936
−0,225 −1,120 0,120 0

)

6. Заключение

В статье предложен новый подход к синтезу статической обратной связи в
линейных стационарных системах управления с дискретным временем, отли-
чающийся тем, что желаемое поведение системы определено набором законов
изменения во времени выхода системы, выступающих в качестве обучающих
примеров. Рассмотренная постановка задачи и метод ее решения допускают
обобщение на случай синтеза динамических регуляторов на основе извест-
ной [3] процедуры сведения задачи синтеза системы с динамическим регуля-
тором к эквивалентной задаче синтеза статической обратной связи.

Представленный в разделе 4.1 алгоритм решения задачи обучения стати-
ческого регулятора носит эвристический характер, поскольку его сходимость
подтверждена вычислительными экспериментами, но строго не доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Пусть матрица K является ре-
шением системы (16). При соблюдении указанного в утверждении условия
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принадлежности всех желаемых траекторий Yγ , γ ∈ {1, q} множеству реше-
ний системы (1)–(4) уравнения (16) и (6), как было показано выше, эквива-
лентны. Следовательно, выбор матрицы K, обеспечивающий выполнение ра-
венств (16), при соблюдении всех прочих условий утверждения гарантирует
выполнение требований (6). Это доказывает достаточность условий утвер-
ждения. Если матрица K не является решением системы (16), тогда из нару-
шения уравнений (16) следует нарушение условий (6). Если некоторые из же-
лаемых траекторий Yγ , γ ∈ {1, q} не принадлежат множеству решений систе-
мы (1)–(4), то для них невозможно в каждый момент времени k ∈ {1, N} вы-
полнение равенства yk = yγk и, следовательно, невозможно выполнение усло-
вий (6). Это доказывает необходимость условий утверждения.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Cправедливость утверждения 2
следует из показанной выше эквивалентности условий (1)–(4), (7)–(9) усло-
виям (4), (8), (17), (18).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Поляк Б.Т., Хлебников М.В., Рапопорт Л.Б. Математическая теория автома-
тического управления. М.: Ленанд, 2019.

2. Sadabadi M.S., Peaucelle D. From static output feedback to structured robust static
output feedback: A survey // Ann. Rev. Control. 2016. V. 42. P. 11–26.

3. Syrmos V.L., Abdallah C.T., Dorato P., Grigoriadis K. Static output feedback — a
survey // Automatica. 1997. V. 33. No. 2. P. 125–137.

4. Toker O., Ozbay H. On the NP-hardness of solving bilinear matrix inequalities and
simultaneous stabilization with static output feedback // IEEE American Control
Conference. Seattle, Washington, USA. 1995. P. 2525–2526.

5. Toscano R. Structured controllers for uncertain systems: A stochastic optimization
approach. N.Y.: Springer-Verlag, 2013.

6. Rosinova D., Vesely V., Kucera V. A necessary and sufficient condition for static
output feedback stabilizability of linear discrete-time systems // Kybernetika. 2003.
V. 39. P. 447–459.

7. Cao Y.Y., Lam J., Sun Y.X. Static output stabilization: an ILMI approach //
Automatica. 1998. V. 34. No. 12. P. 1641–1645.

8. Wang X. Pole placement by static output feedback // J. Math. Syst. Estim. Control.
1992. V. 2. No. 2. P. 205–218.

9. Пакшин П.В., Рябов А.В. Синтез управления со статической обратной связью
по выходу для линейных систем // АиТ. 2004. № 4. С. 61–69.
Pakshin P.V., Ryabov A.V. A static output feedback control for linear systems //
Autom. Remote Control. 2004. V. 65. No. 4. P. 559–566.

10. Agulhari C.M., Oliveira R.C., Peres P.L. LMI relaxations for reduced-order robust
H∞-control of continuous-time uncertain linear systems // IEEE Trans. Autom.
Control. 2012. V. 57. No. 6. P. 1532–1537.

11. Ebihara Y., Tokuyama K., Hagiwara T. Structured controller synthesis using LMI
and alternating projection method // Int. J. Control. 2004. V. 77. No. 12. P. 1137–
1147.

79



12. Grigoriadis K.M., Beran E.B. Alternating projection algorithms for linear matrix
inequalities problems with rank constraints // Advances in Linear Matrix Inequality
Methods in Control. SIAM. Philadelphia, USA. 2000. P. 251–267.

13. Leibfritz F. An LMI-based algorithm for designing suboptimal static H2/H∞ output
feedback controllers // SIAM J. Control Optim. 2001. V. 39. No. 6. P. 1711–1735.

14. Поляк Б.Т., Хлебников М.В., Щербаков П.С. Разреженная обратная связь в ли-
нейных системах управления // АиТ. 2014. № 12. С. 13–27.

Polyak B.T., Khlebnikov M.V., Shcherbakov P.S. Sparse feedback in linear control
systems // Autom. Remote Control. 2014. V. 75. No. 12. P. 2099–2111.

15. Быков А.В., Щербаков П.С. Синтез разреженной обратной связи в линейных
дискретных системах // АиТ. 2018. № 7. С. 3–21.

Bykov A.V., Shcherbakov P.S. Sparse feedback design in discrete-time linear
systems // Autom. Remote Control. 2018. V. 79. No. 7. P. 1175–1190.

16. Lin F., Fardad M., Jovanovi’c M.R. Design of Optimal Sparse Feedback Gains via
the Alternating Direction Method // IEEE Trans. Autom. Control. 2013. V. 58.
No. 9. P. 2426–2431.

17. Belozyorov V.Y.New solution method of linear static output feedback design problem
for linear control systems // Linear Algebra Appl. 2016. V. 504. P. 204–227.

18. Blumthaler I., Oberst U. Design, parametrization, and pole placement of stabilizing
output feedback compensators via injective cogenerator quotient signal modules //
Linear Algebra Appl. 2012. V. 436. P. 963–1000.

19. Johnson T., Athans M. On the design of optimal constrained dynamic compensators
for linear constant systems // IEEE Trans. Autom. Control. 1970. V. 15 P. 658–660.

20. Moerder D., Calise A. Convergence of a numerical algorithm for calculating optimal
output feedback gains // IEEE Trans. Autom. Control. 1985. V. 30 P. 900–903.

21. Choi S., Sirisena H. Computation of optimal output feedback gains for linear
multivariable systems // IEEE Trans. Autom. Control. 1974. V. 19. P. 254–258.

22. Kreisselmeier G. Stabilization of linear systems by constant output feedback using
the riccati equation // IEEE Trans. Autom. Control. 1975. V. 20. P. 556–557.

23. Toivonen H.T. A globally convergent algorithm for the optimal constant output
feedback problem // Int. J. Control. 1985. V. 41. No. 6. P. 1589–1599.

24. Geromel J., Peres P., Souza S. Convex analysis of output feedback structural
constraints // Proc. IEEE Conf. on Decision and Control. San Antonio, TX, USA.
1993. P. 1363–1364.

25. Iwasaki T., Skelton R. All controllers for the general H∞ control problem: LMI
existence conditions and state space formulas // Automatica. 1994. V. 30. P. 1307–
1317.

26. Параев Ю.И., Смагина В.И. Задачи упрощения структуры оптимальных регу-
ляторов // АиТ. 1975. № 6. С. 180–183.

27. Мозжечков В.А. Простые структуры в теории управления. Тула: ТулГУ, 2000.

28. Мозжечков В.А. Синтез линейных регуляторов с простой структурой // АиТ.
2003. № 1. С. 27–41.

Mozzhechkov V.A. Design of Simple-Structure Linear Controllers // Autom. Remote
Control. 2003. V. 64. No. 1. P. 23–36.

80



29. Мозжечков В.А. Синтез простых робастных регуляторов линейных стационар-
ных динамических систем // Известия РАН. Теория и системы управления. 2021.
№ 3. С. 11–22.

30. Мозжечков В.А. Синтез простых релейных регуляторов автоколебательных си-
стем управления // АиТ. 2022. № 9. С. 81–93.
Mozzhechkov V.A. Synthesis of simple relay controllers in self-oscillating control
systems // Autom. Remote Control. 2022. V. 83. No. 9. P. 1393–1403.

31. Мозжечков В.А. Простые структуры в задачах теории управления: формали-
зация и синтез // Известия РАН. Теория и системы управления. 2022. № 3.
С. 3–20.

32. Vapnik V.N. An overview of statistical learning theory // Transactions on Neural
Networks. 1999. V. 10. № 5. P. 988–999.

33. Воронцов К.В. Комбинаторные оценки качества обучения по прецендентам //
Доклады Академии наук. 2004. Т. 394. № 2. С. 175–178.

34. Mohri M., Rostamizadeh A., Talwalkar A. Foundations of Machine Learning.
Massachusetts: MIT Press, 2012.

35. Schmidhuber J. Deep learning in neural networks // Neural Networks. 2015. V. 61.
P. 85–117.

36. Икрамов Х.Д. Численное решение матричных уравнений. М.: Наука, 1984.
37. Гилл Ф., Мюррей У., Райт М. Практическая оптимизация. М.: Мир, 1977.
38. Bertsekas D.P. Convex Optimization Algorithms. Belmont, MA.: Athena Scientific,

2015.
39. Поляк Б.Т. Введение в оптимизацию. М.: Наука, 1983.

Статья представлена к публикации членом редколлегии П.В. Пакшиным.

Поступила в редакцию 14.11.2022
После доработки 21.06.2023
Принята к публикации 20.07.2023

81



Автоматика и телемеханика, № 9, 2023

Нелинейные системы
c© 2023 г. А.А. КАБАНОВ, канд. техн. наук (kabanovaleksey@gmail.com)

(Севастопольский государственный университет, Севастополь),
А.В. ЗУЕВ, канд. техн. наук (alvzuev@yandex.ru),

А.Н. ЖИРАБОК, д-р техн. наук (zhirabok@mail.ru)
(Дальневосточный федеральный университет, Владивосток;

Институт проблем морских технологий ДВО РАН, Владивосток),
В.Ф. ФИЛАРЕТОВ, д-р техн. наук (filaretov@inbox.ru)

(Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, Владивосток)

МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ ДЕФЕКТОВ:
ПОДХОД НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ1

Рассматривается задача идентификации (оценивания) дефектов в си-
стемах, которые описываются линейными моделями при наличии внеш-
них возмущающих воздействий. Для решения используются методы опти-
мального управления, которые по сравнению со скользящими наблюдате-
лями позволяют обойтись без наличия высокочастотных переключений.
Предлагаемый метод решения использует в качестве основы редуцирован-
ную модель исходной системы, чувствительную к дефектам и нечувстви-
тельную к возмущению. Изложенная теория иллюстрируется примером.

Ключевые слова: линейные системы, дефекты, идентификация, наблюда-
тели, оптимальные системы.

DOI: 10.31857/S0005231023090040, EDN: JTFHTK

1. Введение

Последние два десятка лет задача идентификации дефектов решается на
основе наблюдателей, работающих в скользящих режимах [1–7]. Характер-
ным для этих работ является то, что на рассматриваемую систему наклады-
ваются определенные ограничения, наиболее типичные состоят в следующем:
должно выполняться условие согласования, а система должна быть мини-
мально фазовой. Это ограничивает класс систем, для которых могут быть
построены такие наблюдатели. Кроме того, реализация таких наблюдателей
предполагает наличие высокочастотных переключений, что требует высокой
частоты обмена данными в используемой системе управления, а это не всегда
удается обеспечить на практике. Предлагаемый в настоящей работе метод на
основе теории оптимального управления свободен от указанного недостатка.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-19-00392, https://rscf.ru/project/22-19-00392/).
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Рассматриваются системы, описываемые линейной моделью

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Dd(t) + Lρ(t), x(t0) = x0,

y(t) = Cx(t).
(1.1)

Здесь x ∈ R
n — вектор состояния, u ∈ R

m — вектор управления, y ∈ R
l — век-

тор выхода; A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
l×n, D ∈ R

n×q, L ∈ R
n×s — известные

постоянные матрицы; вектор-функция d(t) ∈ R
q описывает дефекты: d(t) = 0

соответствует их отсутствию, d(t) становится неизвестной функцией времени
при их появлении; ρ(t) ∈ R

s — неизвестная функция времени, описывающая
действующее на систему возмущение.

В настоящей работе ставится задача построения наблюдателя для оцен-
ки функции d(t). В отличие от традиционно используемых для ее решения
средств в основу предлагаемого решения положены методы оптимального
управления. По аналогии с [5–7] задача решается не для исходной системы,
а для ее редуцированной модели, нечувствительной к возмущению. Такая
модель имеет меньшую размерность нежели исходная система.

2. Построение редуцированной модели

Редуцированная модель имеет вид

ẋ∗(t) = A∗x∗(t) +B∗u(t) + J∗y(t) +D∗d(t),

y∗(t) = C∗x∗(t),
(2.1)

где x∗(t) ∈ R
k — вектор состояния, A∗, B∗, J∗, C∗ и D∗ — подлежащие опре-

делению матрицы соответствующих размеров. По аналогии с [5–7] матрицы
A∗ и C∗ ищутся в канонической форме

A∗ =

⎛

⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞

⎟⎟⎠ , C∗ = ( 1 0 0 . . . 0 ).(2.2)

Также по аналогии с [5–7] полагаем, что существуют матрицы Φ и R∗ та-
кие, что x∗(t) = Φx(t) и y∗(t) = R∗y(t), и удовлетворяющие следующим урав-
нениям:

ΦA = A∗Φ+ J∗C, R∗C = C∗Φ, ΦB = B∗, ΦD = D∗.(2.3)

Из (2.3) с учетом канонической формы (2.2) следуют уравнения [5–7]

Φ1 = R∗C, ΦiA = Φi+1 + J∗iC, i = 2, . . . , k − 1,

ΦkA = J∗kC,
(2.4)
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где Φi и J∗i — i-е строки матриц Φ и J∗, i = 1, . . . , k. Матрица R∗ должна
выбираться так, чтобы гарантировать D∗ 	= 0, соответствующая процедура
приведена ниже.
Допущени е 1. Справедливо отношение Im(D) 	⊂Ker(V (n)), где V (n) —

матрица наблюдаемости:

V (n) =

⎛

⎜⎜⎝

C
CA
. . .

CAn−l

⎞

⎟⎟⎠ .

Это допущение выполняется, если система (1.1) наблюдаема, так как в
этом случае Ker(V (n)) = 0, а тогда V (n)D 	= 0. Пусть p — наименьшее це-
лое с условием CApD 	= 0, а j — целое, для которого CjA

pD 	= 0. Можно
показать, что из (2.4) следует Φ = QV (n) для некоторой матрицы Q, а тогда
из CjA

pD 	= 0 получаем D∗ = ΦD 	= 0. Из сказанного выше следует чувстви-
тельность к дефектам p-й производной переменной yj в том смысле, что по-
явление дефекта изменяет величину этой производной. Ясно также, что если
j-я позиция матрицы R∗ не равна нулю, модель (2.1) с этой матрицей будет
чувствительна к дефекту.

В [5–7] показано, что нечувствительность к возмущению обеспечивается
условием ΦL = 0, которое вместе с (2.4) может быть сведено к уравнению

( R∗ −J∗1 . . . −J∗k )(W (k) L(k)) = 0,(2.5)

где

W (k) =

⎛

⎜⎜⎝

CAk

CAk−1

. . .
C

⎞

⎟⎟⎠ , L(k) =

⎛

⎜⎜⎝

CL CAL . . . CAk−1L
0 CL . . . CAk−2L

. . .
0 0 . . . 0

⎞

⎟⎟⎠ .

Уравнение (2.5) разрешимо, если

rank (W (k) L(k)) < l(k + 1),

откуда определяется минимальная размерность k > p, а из (2.5) — стро-
ка ( R∗ −J∗1 . . . −J∗k ). Если j-я позиция матрицы R∗ отлична от нуля,
по (2.3) и (2.4) определяются матрицы Φ, B∗ и D∗. В противном случае нуж-
но найти другое решение уравнения (2.5).

Устойчивость модели обеспечивается обратной связью по сигналу невязки
r∗(t) = R∗y(t)− y∗(t):

ẋ∗(t) = A∗x∗(t) +B∗u(t) + J∗y(t) +D∗d(t) +Kr∗(t),(2.6)
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матрица K имеет вид K = ( k1 k2 . . . kk )T. Коэффициенты k1, k2, . . . , kk
определяются исходя из заданных собственных чисел λ1, λ2, . . . , λk:

k1 = −(λ1 + λ2 + . . .+ λk),

k2 = λ1λ2 + λ1λ3 + . . .+ λk−1λk,

. . . ,

kk = (−1)kλ1λ2 . . . λk.

С учетом выражения для невязки r∗(t) уравнение (2.6) можно преобразовать:

ẋ∗(t) = (A∗ −KC∗)x∗(t) +B∗u(t) + (J∗ +KR∗)y(t) +D∗d(t).

3. Вспомогательная задача оптимального управления

Как было сказано, задача идентификации дефектов решается на основе
методов оптимального управления, рассмотрим соответствующую задачу для
системы

ż(t) = (A∗−KC∗)z(t)+B∗u(t)+ (J∗+KR∗)y(t)+D∗w(t), z(t0) = Φx0,(3.1)
yz(t) =C∗z(t),

где переменная w(t) представляет собой вспомогательное управление, выпол-
няющего роль неизвестной функции d(t). Оно выбирается так, чтобы пере-
вести систему (3.1) из состояния z(t0) в состояние, которому соответствует
выход yz(tf ) такой, что yz(tf ) → y∗(tf ), tf → ∞, и при этом минимизировать
функционал

J =
1

2

∞∫

t0

(
eTyQey + wTRw

)
dt → min

v
.(3.2)

Здесь ey(t) = yz(t)− y∗(t) — невязка, Q — положительное число; R ∈ R
q×q —

положительно определенная матрица. Сходимость yz(tf ) → y∗(tf ), tf → ∞,
понимается как сходимость по евклидовой норме: ‖yz(tf )− y∗(tf )‖ → 0,
tf → ∞; аналогично для сходимости остальных функций времени, рассмат-
риваемых в работе.

Задача идентификации состоит в построении оптимального в смысле (3.2)
управления w(t) такого, что yz(t) → y∗(t) и w(t) → d(t), t→ ∞. Минимизация
функционала (3.2) должна производиться при достаточно большом значении
константы Q, в частности, в примере принято Q = 1020. Это практически
обеспечивает свойство ey(t) → 0, t→ ∞. Имея это в виду, обозначим через ey∗
асимптоту для ey(t); из предыдущего следует, что с достаточной степенью
точности можно принять ey∗ = 0.
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Введем вектор ошибки e(t) = z(t) − x∗(t) ∈ Rk и запишем уравнение для
него:

ė(t) = A∗e(t) +D∗(w(t) − d(t))−Key(t) =

= (A∗ −KC∗)e(t) +D∗(w(t) − d(t)), e(t0) = 0,

ey(t) = C∗e(t).

(3.3)

Допущени е 2. Система (3.3) сильно наблюдаема.
Сильная наблюдаемость системы означает, что она не имеет инвариантных

нулей, т.е. не существует s, при которых

rank (R(s)) < k + rank

(
−D∗
0

)
,

где R(s) — матрица Розенброка [8, 9]:

R(s) =

(
sI − (A∗ −KC∗) −D∗

C∗ 0

)
.

Те ор ем а 1. Если система (3.3) сильно наблюдаема, то ey(t) → 0 влечет
w(t) → d(t), t→ ∞.
Дока з а т е л ь с т в о. Пусть H(s) — передаточная функция системы (3.3):

Ey(s) = H(s)(W (s)−D(s)),(3.4)

где Ey(s), W (s) и D(s) — изображения по Лапласу функций ey, w(t) и d(t),
s — комплексная переменная. Так как ey∗ = 0, то Ey(s) = 0. Поскольку систе-
ма (3.3) не имеет инвариантных нулей, то при всех s функция H(s) отлична
от нуля, а тогда следует W (s) = D(s). Известно [10], что функции, имеющие
одинаковые изображения, совпадают при всех t > 0 за исключением множе-
ства меры нуль, откуда следует, что w(t) и d(t) совпадают при всех t > 0 за
исключением множества меры нуль. Имея в виду асимптотическую сходи-
мость функции ey(t), будем записывать это в виде w(t) → d(t).

Нетрудно видеть, что справедливо и обратное: если система не является
сильно наблюдаемой, то при некотором s она будет иметь передаточный нуль:
H(s) = 0, а тогда равенство (3.4) будет справедливо для d(t) + eat при s = a,
т.е. в этом случае дефект восстанавливается с точностью до экспоненты.

4. Решение вспомогательной задачи

Приведем ее решение. Для задачи (3.1), (3.2) запишем Гамильтониан

H =
1

2
(z − x∗)

TCT
∗ QC∗(z − x∗) +

1

2
wTRw + λT(A∗z + J∗y +D∗w +B∗u),
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где A∗ = A∗ −KC∗, J∗ = J∗ +KR∗, и найдем оптимальное управление:

∂H

∂w
= 0 ⇒ Rw +DT

∗ λ = 0 ⇒ w = −R−1DT
∗ λ,(4.1)

а также запишем уравнения для переменной состояния и сопряженной пере-
менной:

ż(t) =
∂H

∂λ
= A∗z + J∗y +D∗w +B∗u = A∗z + J∗y −D∗R

−1DT
∗ λ+B∗u,

z(t0) = Φx0,

λ̇(t) =
∂H

∂z
= −AT

∗ λ− CT
∗ QC∗z + CT

∗ Qy∗.

Запишем последние соотношения в матричном виде:
(
ż(t)

λ̇(t)

)
=

(
A∗ −D∗R−1DT

∗
−CT

∗ QC∗ −AT
∗

)(
z(t)
λ(t)

)
+

+

(
B∗
0

)
u(t) +

(
J∗y(t)

CT
∗ Qy∗(t)

)
,

z(t0) = Φx0.

(4.2)

Уравнение (4.2) можно рассматривать как диагностический наблюдатель.
Интегрируя в прямом времени (4.2), можно найти и затем на основе (4.1)
восстановить функцию, описывающую дефект:

w(t) = −R−1DT
∗ λ(t) → d(t).(4.3)

Открытым вопросом остается выбор начальных условий для сопряженной
переменной при интегрировании (4.2). Поскольку начальные условия неиз-
вестны, то для поиска управления введем преобразование Риккати вида [10]

z(t) =M(t)λ(t) + g(t),(4.4)

гдеM(t) — невырожденная матрица, g(t) — некоторая вектор-функция. Диф-
ференцируя (4.4) и выполнив ряд преобразований, получим

(
−Ṁ(t) +A∗M(t) +M(t)A

T
∗ −D∗R

−1DT
∗ +M(t)CT

∗ QC∗M(t)
)
λ(t) =

= ġ(t)−A∗g(t) − J∗y(t)−B∗u(t)−M(t)CT
∗ QC∗g(t) +M(t)CT

∗ Qy∗(t).

Полученное соотношение должно выполняться для любого значения λ(t), что
дает уравнения

Ṁ(t) = A∗M(t) +M(t)A
T
∗ −D∗R

−1DT
∗ +M(t)CT

∗ QC∗M(t),

ġ(t) = A∗g(t) + J∗y(t) +B∗u(t) +M(t)CT
∗ QC∗g(t)−M(t)CT

∗ Qy∗(t).
(4.5)
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При t = t0 из (4.4) имеем z(t0) =M(t0)λ(t0) + g(t0), а поскольку λ(t0) неиз-
вестна, то для удовлетворения начальных условий нужно принять M(t0) = 0,
z(t0) = g(t0). Подстановка (4.4) в (4.3) окончательно дает

w(t) = −R−1DT
∗M

−1(t)(z(t) − g(t)).(4.6)

Итоговое выражение для искомого наблюдателя имеет вид

ż(t) = A∗z(t)−D∗R
−1DT

∗M
−1(t)(z(t) − g(t)) + J∗y(t) +B∗u(t),

z(t0) = Φx(t0),

yz(t) = C∗z(t).

(4.7)

Здесь M(t) и g(t) определяются из уравнений (4.5) с начальными условиями
M(t0) = 0 и z(t0) = g(t0). На бесконечном интервале времени, когда t→ ∞ и
система (3.1) управляема и наблюдаема, решение уравнения (4.5) стремится
к установившемуся значению M , являющемуся решением алгебраического
уравнения [11–13]

A∗M +MA
T
∗ −D∗R

−1DT
∗ +MCT

∗ QC∗M = 0,

а функция g(t) из второго уравнения в (4.5) будет стремиться к ограничен-
ному решению g(t) дифференциального уравнения

ġ(t) = (A∗ +MCT
∗ QC∗)g(t) + J∗y(t) +B∗u(t)−MCT

∗ Qy∗(t)(4.8)

при начальных условиях g(t0) = z(t0). Искомый наблюдатель на бесконечном
интервале времени принимает вид (4.7), гдеM(t) и g(t) заменены наM и g(t).

Сходимость g(t) к ограниченному решению g(t) вытекает из следующих
соображений. Умножив уравнение для M в (4.5) слева и справа на −1 и обо-
значив P = −M , получим уравнение Риккати, которое обычно возникает в
задачах оптимального оценивания [14]. При условиях R > 0, Q > 0 и наблю-
даемости системы (3.1) известно, что решение этого уравнения сходится к
установившемуся решению P , которое представляет собой единственное по-
ложительно определенное решение алгебраического уравнения Риккати

A∗P + PA
T
∗ +D∗R

−1DT
∗ − PCT

∗ QC∗P = 0,

и при этом матрица A∗ − PCT
∗ QC∗P является гурвицевой. Таким образом,

поскольку P > 0, P → P и P = −M , получаем, чтоM →M ,M < 0 и матрица
A∗ +MCT

∗ QC∗M также будет гурвицевой. Введя ошибку eg(t) = g(t)− g(t),
из (4.5) и (4.8) получаем

ėg(t) = (A∗ +MCT
∗ QC∗)eg(t).

Поскольку матрица A∗ +MCT
∗ QC∗M гурвицева, то eg(t) →0, t→ ∞, и

g(t) → g(t), t→ ∞.
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5. Результаты моделирования

Построим наблюдатель для универсального двухколесного робота (two-
wheeled inverted pendulum robots (TWIP)) с возможностью самобалансиров-
ки [15]. Кинематическая схема TWIP робота показана на рис. 1. Математиче-
ская модель TWIP робота, линеаризованная в точке равновесия, может быть
представлена в виде (1.1), где

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0
0 0 a2 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 a4 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
b2 b2
0 0
b4 b4
0 0
b6 −b6

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, L =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
b2
0
b4
0

−b6

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

C =

⎛

⎝
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞

⎠ ,

x = (xl ẋl ϑ ϑ̇ ψ ψ̇)— вектор состояния; u = (TL TR)— вектор управления; TL
и TR — крутящие моменты левого и правого колеса; xl — линейное перемеще-
ние; ϑ— угол тангажа; ψ — угол курса; y = (xl ϑ ψ)— вектор выхода системы;
d(t) = T̃L — неизвестный дополнительный крутящий момент, действующий на

b3(I3)ˆ

c1

K
K

J

d

ˆ
c2̂

c3̂

xl
l

b1(I1)ˆ

b2(I2)

{B}

{C}

mW g

mW g

mB g

r xl
.

�
.

�
.

z

�

ˆ

Рис. 1. Кинематическая схема TWIP робота.
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Таблица
Символ Определение Величина
mB Масса корпуса маятника 45 кг
mW Масса колеса 2 кг
l Длина маятника 0,135 м
r Радиус колеса 8 дюймов
d Расстояние между колесами 0,6 м

I1, I2, I3 Моменты инерции корпуса маятника относительно
осей X,Y, Z

1,9; 2,1; 1,6 кг.м2

K∗, J Моменты инерции колес маятника относительно
вертикальной оси и оси вращения колес

0,04; 0,02 кг.м2

левое колесо и подлежащий определению; ρ(t) = T̃R — неизвестный дополни-
тельный крутящий момент, действующий на правое колесо; коэффициенты
a2, a4, b2, b4 и b6 могут быть найдены с помощью выражений [15]:

a2 = −m2
Bgl

2/μ1, a4 =

(
mB + 2mW +

2J

r2

)
mBgl/μ1,

b2 =
(
(I2 +mBl

2)/r +mBl
)
/μ1, b4 = −

(
mBl

r
+mB + 2mW +

2J

r2

)
/μ2,

b6 = − d

rμ2
,

μ1 =

(
mB + 2mW +

2J

r2

)
(I2 +mBl

2)−m2
Bl2,

μ2 = I3 + 2K∗ + 2

(
mW +

J

r2

)
d2.

Величины параметров робота даны в таблице.
Для определения матриц, входящих в редуцированную модель (2.1), необ-

ходимо решить уравнение (2.5). При k = 1 оно примет вид

(−j1 r1 − j2 r2 − j3 r3 0) = 0,

где ji — элементы вектора J∗ = (j1 j2 j3); ri — элементы вектора r =
= (r1 r2 r3). Как видно, это уравнение не имеет решений, кроме тривиаль-
ного. При k = 2 уравнение (2.5) будет иметь вид

(−j21 − j11 a2r1 − j22 + a4r2 − j12 − j23 − j31 0 b2r1 + b4r2 − b6r3) = 0,

где jik — элементы 2× 3 матрицы J∗. В этом случае вектор R∗ можно выбрать
как R = (0 b6 b4), тогда матрица J∗ будет иметь вид

J∗ =

(
0 0 0
0 a4b6 0

)
.
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Рис. 2. Структурная схема.

Далее необходимо с помощью выражений (2.4) и (2.3) найти матрицы Φ
и B∗:

Φ =

(
0 0 b6 0 b4 0

0 0 0 b6 0 b4

)
, B∗ = ΦB =

(
0 0

2a4b6 0

)
.

Таким образом, редуцированная модель (2.6) робота, чувствительная к функ-
ции d(t) и нечувствительная к ρ(t), будет иметь вид:

ẋ∗1(t) = x∗2(t) + k1r∗(t),

ẋ∗2(t) = a4b6y2(t) + 2a4b6TL(t) + k2r∗(t),

r∗(t) = b6y2(t) + b4y3(t)− x∗1(t).

Диагностический наблюдатель для идентификации дефектов имеет вид
(4.6)–(4.8), где R = 10−2, Q = 1020, K = (1 1)T . Структурная схема полу-
ченного наблюдателя представлена на рис. 2.

Предполагаем, что дефект (дополнительный момент, действующий на ле-
вое колесо) имеет вид прямоугольного импульса длительностью 4 с и начи-
нает появляться с момента t = 2.
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Рис. 3. Результат работы наблюдателя при влиянии дефекта в форме прямоуголь-
ного импульса.
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Рис. 4. Графики состояния системы и диагностического наблюдателя.

Выполнив настройку параметров наблюдателя, получаем результат иден-
тификации, отображенный на рис. 3. Из этого рисунка видно, что разрабо-
танный подход к построению наблюдателей дает приемлемый результат. До-
полнительно приводятся графики состояния модели и наблюдателя (рис. 4)
и ошибок наблюдения (рис. 5).
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Рис. 5. Графики ошибок наблюдения e(t) = x∗(t)− z(t).

Следует отметить, что качество идентификации на основе оптимального
наблюдателя (4.6)–(4.8) зависит от выбора матриц штрафов Q и R и мат-
рицы K. При их выборе рекомендуется руководствоваться следующим. Пе-
рекрестные связи между переменными вектора выхода и дефектов отража-
ются на внедиагональных элементах в этих матрицах. При отсутствии ин-
формации о таких связях рекомендуется диагональнй вид матрицы R. Та-
кая же рекомендация относится к матрице Q при отсутствии перекрестных
связей между наблюдаемыми выходами. Если полученная оценка дефекта
имеет большую величину, требуется уменьшить соответствующие диагональ-
ные элементы матрицы R. При больших значения невязки e(t) = x∗(t)− z(t)
элементы матрицы Q должны быть увеличены. Коэффициенты матрицы K
выбираются таким образом, чтобы обеспечить большее быстродействие на-
блюдателя.

6. Заключение

В работе решена задача оценки (идентификации) величин дефектов в си-
стемах, описываемых линейными моделями с постоянными коэффициента-
ми в присутствии внешних возмущений. В отличие от известных методов
решения этой задачи с использованием работающих в скользящих режимах
наблюдателей разработанный в работе подход позволяет расширить класс си-
стем, для которых идентификация может быть осуществлена, так как метод
построения наблюдателей, работающих в скользящих режимах, накладывает
ограничения на системы, для которых требуется решить задачу идентифи-
кации дефектов.
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ГЛОБАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ АФФИННОЙ СИСТЕМЫ
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ

Исследуется устойчивость аффинной системы с переключениями, воз-
никающей при применении управления в виде вложенных сатураторов
для стабилизации цепочки двух интеграторов. Использование обратной
связи в виде вложенных сатураторов позволяет легко учесть ограничен-
ность ресурса управления и обеспечить выполнение желаемых характери-
стик переходного процесса, таких как заданная скорость экспоненциаль-
ного убывания отклонения вблизи положения равновесия и ограничение
на максимальную скорость приближения к положению равновесия при
больших начальных отклонениях. Доказана глобальная устойчивость за-
мкнутой системы.

Ключевые слова: стабилизация цепочки двух интеграторов, аффинная
система с переключениями, глобальная устойчивость, вложенные сату-
раторы.
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1. Введение

Гибридными системами называют динамические системы, которые демон-
стрируют как непрерывное, так и дискретное поведение, т.е. системы, состоя-
ния которых могут меняться как непрерывно, так и скачками [1]. Система с
переключениями представляет собой гибридную динамическую систему, со-
стоящую из семейства подсистем и закона переключения, определяющего в
каждый момент времени, какая из подсистем является активной [2]. Систе-
мы такого рода встречаются во многих задачах управления механическими,
технологическими и другими процессами в различных областях науки и тех-
ники [1, 2]. Одна из важных проблем, возникающих при исследовании систем
с переключениями, — проблема устойчивости [2–4]. Решению этой проблемы
применительно к рассматриваемой системе с переключениями и посвящена
настоящая работа.

Исследуемая в статье аффинная система с переключениями возникает при
применении управления специального вида, а именно обратной связи в виде
вложенных сатураторов, для стабилизации цепочки двух интеграторов. За-
дача стабилизации цепочек интеграторов широко обсуждалась в литературе
в течение нескольких последних десятилетий (см., например, [5–7] и приве-
денные там ссылки). Интерес к данной проблематике обусловлен тем, что
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во многих приложениях исходные модели, например модели механических
планарных систем, заданы в виде цепочек интеграторов; более того, управ-
ления, разработанные для цепочек интеграторов, легко обобщаются на более
широкие классы систем.

Управление с помощью обратных связей в виде вложенных сатураторов
исследовалось в ряде работ по стабилизации цепочек интеграторов (см., на-
пример, [5, 6, 8–11] и приведенные там ссылки). Однако автору не известны
работы, результаты которых могли бы быть использованы для установления
устойчивости системы с рассматриваемой в статье обратной связью. Общий
случай n-мерного интегратора обсуждается, например, в [5, 6]. Но глобаль-
ная устойчивость системы, замкнутой обратной связи в виде n вложенных
сатураторов, была доказана только для случая, когда предельные значения
вложенных функций насыщения удовлетворяют определенным неравенствам
[5, Theorem 2.1], которые не выполняются для применяемой в настоящем ис-
следовании обратной связи. Глобальная устойчивость интегратора второго
порядка, стабилизируемого с помощью обратной связи в виде вложенных са-
тураторов, но с обратным порядком аргументов (см. более подробно в сле-
дующем разделе), доказана в [8, 9]. Используемый в этих работах прием не
применим в случае рассматриваемой в статье обратной связи.

Обратная связь рассматриваемого вида применялась ранее в ряде работ.
В [10, 11]), например, решались оптимизационные задачи выбора коэффи-
циентов обратной связи, а в [12–14] на ее основе были синтезированы кон-
троллеры для стабилизации интеграторов более высокого порядка. В указан-
ных работах устойчивость системы, замкнутой такой обратной связью, мол-
чаливо подразумевалась; однако, доказательство этого факта отсутствовало.
Цель настоящей работы — устранить данный недостаток и доказать глобаль-
ную устойчивость системы. Интерес к использованию обратной связи в ви-
де вложенных сатураторов для стабилизации интегратора второго порядка
объясняется рядом замечательных свойств полученной замкнутой системы,
о которых будет сказано в следующем разделе.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу стабилизации интегратора 2-го порядка

(1) ẋ1 = x2, ẋ2 = U(x),

где x≡ [x1, x2]
T, с помощью непрерывной обратной связи с ограниченным ре-

сурсом управления Umax = k4 : U(x) = −k3(x2 + k2sat(k1x1)) при |U(x)| � k4
и U(x) = −k4sign(k3(x2 + k2sat(k1x1))) при |U(x)| > k4. В компактном виде
управление U(x) записывается в виде вложенных сатураторов как

(2) U(x) = −k4sat
(
k3
k4

(x2 + k2sat(k1x1))

)
,

где sat(·) – негладкая функция насыщения: sat(w) = w при |w| � 1 и sat(w) =
= sign(w) при |w| > 1. Преимущества обратной связи в виде вложенных са-
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тураторов в том, что при ее использовании автоматически выполняется не
только ограничение на ресурс управления, но и на максимальную скорость
приближения к положению равновесия: если положить k2 = Vmax, то при лю-
бом начальном удалении ẋ1(t) � Vmax коль скоро x2(0) � Vmax [11]. Кроме
того, соответствующим выбором коэффициентов k1 и k3 легко обеспечить
желаемый тип положения равновесия (узел, полюс или центр) и любое же-
лаемое значение экспоненциальной скорости убывания отклонения в окрест-
ности точки равновесия [11].

Как уже упоминалось во введении, в [8, 9] доказана глобальная устой-
чивость интегратора второго порядка с помощью обратной связи вида (2),
но с обратным, по сравнению с (2), порядком аргументов, т.е. аргументом
внутреннего сатуратора является скорость x2, а аргументом внешнего сату-
ратора — отклонение x1 (в [9] аргумент внешнего сатуратора дополнительно
зависит от квадрата скорости x22). Доказательство глобальной устойчивости
в обеих работах основано на существовании функции Ляпунова в виде суммы
квадратичного и интегрального членов. Для системы (1), (2), однако, указан-
ный прием не применим, так как функцию Ляпунова такого вида не удается
найти.

2.1. Эквивалентное представление в виде
аффинной системы с переключениями

Покажем сначала, что система (1), (2) является аффинной системой с пе-
реключениями. Рассмотрим разбиение плоскости (x1, x2) на пять множеств
(рис. 1). К множеству D1 отнесем все точки, в которых оба сатуратора не
насыщены:

D1 = {(x1, x2) : |x1| < 1/k1, |x2 + k1x1| < k4/k3}

(наклонная полоса, ограниченная пунктирными линиями на рис. 1). В мно-
жество D2 включим все точки, в которых насыщен внутренний сатуратор,

D1

K2

K2 + K4/K3

x2 = ��x1

�1/K1 1/K1

x2

x1

�K2

D1

D2
+

D2
�

D3
�

D3
+

Рис. 1
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а внешний сатуратор не достигает насыщения:

D2 = {(x1, x2) : |x1| � 1/k1, |x2 + k2sign(x1)| < k4/k3}.

Как видно из рисунка, D2 включает в себя два непересекающихся множества
D−

2 и D+
2 , лежащие в левой и правой полуплоскостях соответственно (две

горизонтальные полосы на рис. 1). Множество

D3 = {(x1, x2) : |x2 + k2sat(k1x1))| > k4/k3}

включает в себя все точки, в которых достигает насыщения внешний сату-
ратор. Как и D2, D3 состоит из двух непересекающихся множеств D−

3 и D+
3 ,

лежащих выше и ниже линии x2 = −sat(k1x1) (сплошная ломаная линия на
рис. 1), в которых U1(x)≡−k4 и U1(x)≡+k4 соответственно.

Из формулы (2) видно, что U(x) – кусочно-линейная функция:

(3) U(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

−k3x2 − k1k2k3x1, (x1, x2) ∈ D1,
−k3(x2 − k2), (x1, x2) ∈ D−

2 ,
−k3(x2 + k2), (x1, x2) ∈ D+

2 ,
−k4, (x1, x2) ∈ D−

3 ,
+k4, (x1, x2) ∈ D+

3 ,

а замкнутая система (1), (2) представляет собой систему, состоящую из пя-
ти линейных систем, переключения между которыми зависят от состояния
согласно формулам (3). Задача настоящей работы — доказать глобальную
устойчивость этой системы.

Стандартный метод доказательства устойчивости линейных систем с пере-
ключениями, заключающийся в нахождении общей квадратичной функции
Ляпунова для всех систем, в данном случае не применим, так как начало ко-
ординат является точкой равновесия только для первой системы с областью
определения D1. Остальные же четыре системы, хотя и линейные, не имеют
вообще положений равновесия, т.е. здесь имеем дело с аффинной системой
с переключениями. Также не удается применить стандартный метод доказа-
тельства устойчивости нелинейных систем общего вида с помощью функции
Ляпунова (как, например, в [9]), так как функцию Ляпунова рассматривае-
мой системы не удалось найти.

2.2. Представление системы в безразмерном виде

Прежде чем приступить к доказательству глобальной устойчивости, упро-
стим задачу, уменьшив количество параметров системы. Очевидно, что свой-
ство устойчивости рассматриваемой системы не зависит от конкретных зна-
чений ресурса управления k4 и максимальной скорости k2, так что можно
положить их равными единице. Действительно, переход к безразмерным пе-
ременным x̃1 = k4x1/k

2
2 , x̃2 = x2/k2 и времени t̃ = k4t/k2 приводит систему

(1), (2) к виду

(4)
dx̃1

dt̃
= x̃2,

dx̃2

dt̃
= −sat(k̃3(x̃2 + sat(k̃1x̃1))),
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где k̃1 = k1k
2
2/k4 и k̃3 = k2k3/k4, с единичным безразмерным ресурсом управ-

ления k̃4 = 1 и единичной максимальной скоростью k̃2 = 1. Всюду далее бу-
дем полагать все переменные и константы безразмерными и использовать
для них прежнее обозначение (без тильды). Как и прежде, производные от-
носительно безразмерного времени будем обозначать с помощью точки над
символами. Кроме того, без потери общности для упрощения выкладок бу-
дем выбирать коэффициенты k1 и k3 из однопараметрического семейства,
параметризованного показателем экспоненциальной скорости убывания от-
клонения в окрестности нуля λ:

(5) k1 = λ/2, k3 = 2λ, λ > 0.

При таком выборе коэффициентов система (1), замкнутая обратной свя-
зью (2), принимает вид

(6) ẋ1 = x2, ẋ2 = −sat(2λ(x2 + sat(λx1/2))).

В области D1 имеем линейную систему

(7) ẋ1 = x2, ẋ2 = −λ2x1 − 2λx2,

характеристическое уравнение которой имеет два одинаковых корня λ1 =
= λ2 = −λ; т.е. начало координат является устойчивым вырожденным узлом.
В остальных областях имеем следующие системы уравнений:

ẋ1 = x2, ẋ2 = −2λ(x2 − 1), (x1, x2) ∈ D−
2 ,(8)

ẋ1 = x2, ẋ2 = −2λ(x2 + 1), (x1, x2) ∈ D+
2 ,(9)

ẋ1 = x2, ẋ2 = −1, (x1, x2) ∈ D−
3 ,(10)

ẋ1 = x2, ẋ2 = 1, (x1, x2) ∈ D+
3 .(11)

Уравнение (6) представляет из себя эквивалентную запись системы с пере-
ключениями (7)–(11).

3. Доказательство глобальной устойчивости

Докажем сначала, что при исследовании устойчивости системы можно
ограничиться рассмотрением траекторий, начинающихся в области D1.
Утв е ржд е ни е. Система (7)–(11) глобально асимптотически устойчива

тогда и только тогда, когда любая траектория, начинающаяся в D1, асимп-
тотически стремится к нулю.

Необходимость утверждения очевидна. Для доказательства достаточности
довольно показать, что, каковы бы ни были начальные условия, траектория
через конечное время окажется в области D1. Докажем последнее. Действи-
тельно, из уравнений (10) и (11) видно, что в D−

3 и D+
3 траекториями системы

являются параболы

(12) x1 = ∓1

2
x22 + C.
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D1

D1

1 + 1/(2/�)

x2 = ��x1

�1

1 2/�

�2/�

x2

x1D2
+

D2
� D3

�

D3
+

Рис. 2

Так как ни одна из парабол не может целиком лежать в D−
3 или D+

3 (см.
рис. 1) и при этом движение происходит с постоянным ускорением, система
через конечное время неизбежно попадает либо в D1, либо в D2. Далее, из
уравнений (8) и (9) видно, что в D−

2 (D+
2 ) имеем x2(t) → 1 (x2(t) → −1), и при

этом движение происходит в положительном (отрицательном) направлении
оси x1, откуда следует, что за конечное время система неизбежно попадет
в область D1. Таким образом, при любых начальных условиях не более чем
после двух переключений, система оказывается в области D1. Далее рассмат-
риваются только траектории с начальной точкой в D1.
Те ор ем а 1. Система (6) глобально асимптотически устойчива при лю-

бых λ > 0.
Дока з а т е л ь с т в о. Выясним, может ли система попасть из D1 в D2. Рас-
смотрим для определенности границу между D1 и D+

2 . Из первого уравне-
ния (9) видно, что траектория может пересечь границу только в области
положительных значений x2, т.е. когда полуширина 1/2λ полосы D2 больше
единицы, как в случае, показанном на рис. 2, что имеет место только при
λ < 1/2. Так как правая часть второго уравнения (9) при этом отрицательна,
через конечное время координата x2(t) поменяет знак, направление движе-
ния вдоль оси x1 изменится на обратное и система вернется в D1. Заметим,
что участок асимптоты x2 = −λx1 (жирная линия на рис. 2) линейной систе-
мы (7) при |x1| � 2/λ целиком лежит в D1. Так как траектория системы не
может пересечь асимптоту, находясь в D1, решение асимптотически стремит-
ся к нулю. Аналогично рассматривается случай отрицательных значений x1.
Таким образом, при малых λ < 1/2 система глобально устойчива и при этом
любая траектория, с начальными условиями в D1 может пересечь границу
между областями (D1 и D2) не более двух раз.

Найдем условия, при которых возможны переключения из D1 в D3. Гра-
ница между областями (пунктирные линии на рис. 1) определена отрезками
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прямых

(13) x2 = −λ
2
x1 ±

1

2λ
, − 2

λ
� x1 �

2

λ
,

где знак плюс перед вторым слагаемым соответствует верхней границе (гра-
нице между D1 и D−

3 ), а знак минус — нижней границе. Траектория мо-
жет пересечь границу, только если угол наклона траектории меньше наклона
границы λ/2. Из уравнений (10) и (11) находим, что модуль тангенса угла
наклона траектории на границе равен 1/x2, откуда следует, что пересечение
траекторией верхней (нижней) границы возможно только в точках, ординаты
которых удовлетворяют неравенству x2 > 2/λ (x2 < −2/λ), т.е. в области

(14) |x2| > 2/λ.

Так как максимальное значение |x2| вD1 достигается в двух угловых точках с
ординатами ±(1 + 1/(2λ)), то пересечение границы невозможно при λ � 3/2.

Таким образом, доказана глобальная устойчивость системы и для всех
λ � 3/2. Более того, доказано следующее нетривиальное утверждение.
Лемма 1. Пусть 1/2 � λ � 3/2. Тогда D1 является инвариантной обла-

стью системы с переключениями (6).
Заметим, что D1 в этом случае является одновременно и инвариантной обла-
стью линейной системы (7). Докажем теперь, что система глобально устой-
чива и при любых больших значениях λ. Из вышеприведенных выкладок
следует, что при λ > 3/2 система может попасть из D1 только в D3. Рассмот-
рим для определенности верхнюю часть фазовой плоскости, где U(x) < 0.
Константа C в правой части (12) зависит от координат точки перехода систе-
мы из D1 в D−

3 . Обозначив через x2∗ ординату точки пересечения границы
(абсцисса однозначно определяется из уравнения границы (13)), находим

C ≡ C(x2∗) =
1

2

(
x22∗ −

4x2∗
λ

+
2

λ2

)
.

Подставляя формулу для C в (12) и решая полученное квадратное уравне-
ние, находим ординату (обозначим ее через x2∗∗) второй точки пересечения
границы (13) параболой, в которой происходит переключение между систе-
мами (10) и (7):

(15) x2∗∗ =
4

λ
− x2∗.

С учетом неравенств
2

λ
< x2∗ � 1 +

1

2λ
из (15) следует, что x2∗∗ удовлетворяет неравенствам

2

λ
> x2∗∗ � −1 +

7

2λ
> −1 +

1

2λ
,

т.е. вторая точка пересечения с линией (13) принадлежит границе между
D−

3 и D1 и, следовательно, траектория, выходящая из D1 в D3, не может
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попасть в D2. Таким образом, при λ > 3/2 возможны переключения только
между тремя системами с областями определения D1, D−

3 и D+
3 . Аналогично

находится связь двух последовательных точек пересечения границы между
D1 и D+

3 :

(16) x2∗∗ = − 4

λ
− x2∗, − 2

λ
< x2∗ � −1− 1

2λ
.

Так как никакая траектория не может иметь самопересечений и не уходит
в бесконечность, для доказательства глобальной устойчивости системы до-
статочно доказать, что не существует замкнутой траектории (цикла) [15].
Допустим противное: пусть существует замкнутая траектория. Из вышепри-
веденного анализа следует, что такая траектория состоит из четырех сегмен-
тов: двух участков в области D1, одного участка в D+

3 и одного участка в D−
3 ,

причем движение по такой траектории происходит по часовой стрелке.
Покажем, что существует положительно определенная функция, убываю-

щая на каждом из четырех участков траектории, и, следовательно, траекто-
рия не может быть замкнутой. Заметим, что речь идет не о функции Ляпу-
нова системы (6), так как от искомой функции не требуется отрицательность
ее производной в силу (6) на всей траектории. Ищется функция, изменение
которой на всем сегменте траектории, целиком лежащем в одной из областей
D1, D−

3 или D+
3 , отрицательно. В качестве кандидата на роль такой функ-

ции возьмем квадратичную функцию Ляпунова F = λ3xTPx (множитель λ3

введен для удобства записи) линейной системы (7), где P – положительно
определенная матрица второго порядка, удовлетворяющая линейному мат-
ричному неравенству (л.м.н.) ATP + PA < 0 [16], и A – матрица линейной
системы (7),

A =

(
0 1

−λ2 −2λ

)
.

В [17] показано, что матрицу P можно представить в виде

(17) P =

(
λ q1/2
q1/2 q2/λ

)
,

где q1, q2 > 0 принадлежат эллипсу Ω (рис. 3), определенному неравенством

(18) (q2 − q1 − 1)2 + (q1 − 2)2 � 4.

Посмотрим, найдутся ли (q1, q2) ∈ Ω такие, что на каждом из четырех сег-
ментов траектории функция F убывает.

Производная функции F в силу системы (7) отрицательна по определе-
нию, что гарантирует убывание функции F на двух участках траектории,
лежащих в области D1. На участках траектории, лежащих в D3, отрица-
тельность производной F очевидно не гарантируется, но далее покажем, что
интегральное изменение F на каждом из этих участках отрицательно, т.е.
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значение функции в точке границы при переходе из D1 в D3 больше, чем ее
значение при последующем возврате из D3 в D1.

Подставляя правую часть (17) в F , получим F (x) = λ2(λ2x21 + λq1x1x2 +
+ q2x

2
2). Выразив x1 из уравнения границы (13) и подставив его в правую

часть формулы для функции F , получим значения F на верхней границе D1:

(19) F (x2) = c1x
2
2 − c2x2 + 1,

где c1 = λ2(q2 − 2q1 + 4) и c2 = λ(4− q1). Из неравенства (18) следует что
q1 < 4 и, значит, c2 > 0 ∀q1, q2 ∈Ω. Легко также показать, что эллипс (18)
не имеет пересечений с прямой q2 − 2q1 − 4 = 0 (пунктирная линия на рис. 3)
и целиком лежит выше ее; следовательно, c1 > 0 ∀q1, q2 ∈Ω. Найдем измене-
ние ΔF функции F на сегменте траектории в D−

3 . В начальной и конечной
точках сегмента с учетом (19) и (15) имеем соответственно

F (x2∗) = c1x
2
2∗ − c2x2∗ + 1, F (x2∗∗) = c1(4/λ− x2∗)

2 − c2(4/λ− x2∗) + 1.

Отсюда,

ΔF = F (x2∗∗)− F (x2∗) = c1(16/λ
2 − 8x2∗/λ) + 2c2x2∗ − 4c2/λ =

= (2c2 − 8c1/λ)x2∗ + 16c1/λ
2 − 4c2/λ = −(8q2 − 14q1 + 24)(λx2∗ − 2).

Легко проверить, что прямая 8q2 − 14q1 + 24 = 0 (сплошная линия на рис. 3)
касается эллипса Ω и лежит ниже его, так что первый сомножитель положи-
телен. Так как согласно (14) x2∗ > 2/λ, второй сомножитель также положи-
телен, так что ΔF < 0 при любых (q1, q2) ∈ Ω.
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Повторяя вычисления для нижней границы области D1 с учетом (16), на-
ходим

(20) F (x2) = c1x
2
2 + c2x2 + 1

и

ΔF = c1(4/λ+ x2∗)
2 − c2(4/λ+ x2∗)− c1x

2
2∗ − c2x2∗ =

= (8q2 − 14q1 + 24)(λx2∗ + 2).(21)

Согласно (14) на нижней границе x2∗ < −2/λ, второй сомножитель в (21)
отрицателен, следовательно, изменение функции F на сегменте траектории,
целиком лежащем в D+

3 , также отрицательно. Таким образом, при любых
(q1, q2) ∈ Ω значение квадратичной функции Ляпунова линейной системы (7)
убывает после прохождения каждого сегмента траектории, откуда следует,
что траектория не может быть замкнутой кривой. Теорема доказана.

Численные примеры, иллюстрирующие характер поведения траекторий
интегратора (1), стабилизируемого с помощью обратной связи (2), можно
найти в [10, 11].

4. Заключение

Рассматривается задача устойчивости аффинной системы второго поряд-
ка, состоящей из пяти подсистем с зависящими от состояния переключени-
ями, при этом только одна из подсистем имеет устойчивое положение рав-
новесия. Исследуемая система возникает при применении обратной связи в
виде вложенных сатураторов для стабилизации цепочки двух интеграторов.
К преимуществам рассматриваемой обратной связи относятся ее непрерыв-
ность и ограниченность, а также возможность задать ряд желаемых характе-
ристик переходного процесса. С помощью соответствующего выбора значений
четырех параметров, от которых зависит обратная связь, легко обеспечива-
ется желаемый тип положения равновесия и любое желаемое значение экспо-
ненциальной скорости убывания отклонения вблизи положения равновесия,
а также выполнение ограничения на максимальную скорость приближения к
положению равновесия, что особенно важно при больших начальных откло-
нениях от положения равновесия. Главный результат работы — доказатель-
ство глобальной устойчивости исследуемой аффинной системы с переключе-
ниями.
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О СКОРОСТИ ПОТОКА НА РЕГУЛЯРНОЙ
НЕОДНОРОДНОЙ ОТКРЫТОЙ ОДНОМЕРНОЙ СЕТИ
С НЕСИММЕТРИЧНЫМ РАСПОЛОЖЕНИЕМ УЗЛОВ1

Исследуется система, относящаяся к классу динамических систем, на-
зываевому контурными сетями или сетями Буслаева. Этот класс разра-
ботан с целью создания моделей трафика на сетевых структурах, для ко-
торых могут быть получены аналитические результаты. Контурные сети
могут иметь и другие приложения. В системе, называемой открытой це-
почкой контуров, отрезки, называемые кластерами, движутся по опреде-
ленным правилам по окружностям (контурам), каждый из которых имеет
общие точки (узлы) с двумя соседними контурами, кроме крайнего лево-
го и крайнего правого контура, имеющих по одному соседнему. Найдены
результаты о средней скорости движения кластеров с учетом задержек
при прохождении узлов. Полученные результаты обобщают результаты,
полученные ранее для частного случая рассматриваемой системы.

Ключевые слова: динамические системы, математические модели трафи-
ка, контурные сети.

DOI: 10.31857/S0005231023090064, EDN: JTGACT

1. Введение

Класс математических моделей трафика образуют модели, в которых ча-
стицы движутся на одномерной или двумерной решетке. Такие модели мо-
гут интерпретироваться как клеточные автоматы [1] или процессы с запрета-
ми [2]. В дискретной транспортной модели Нагеля–Шрекенберга, введенной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках государственного задания
Министерства науки и высшего образования РФ (FSFM-2023-0003).
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в [3] и затем исследовавшейся рядом авторов, на бесконечной или замкну-
той одномерной решетке, представляющей собой последовательность клеток
(ячеек), движутся частицы по соответствующим правилам. Аналитические
результаты для простых вариантов моделей такого класса были получены,
например, в [14–19]. Модели этого класса с сетевыми структурами исследо-
вались в основном имитационным моделированием.

В [7] (препринт этой статьи был опубликован в 1999 г.) исследовалось дви-
жение частиц по замкнутой решетке в предположении, что на каждом так-
те частица перемещается на ячейку вперед, если ячейка впереди свободна, и
остается на месте, если эта ячейка занята. Если такой системе поставить в со-
ответствие клеточный автомат такой, что ячейке, занятой частицей, соответ-
ствует клетка, находящаяся в состоянии 1, а свободной ячейке соответствует
клетка автомата, находящаяся в состоянии 0, то этот автомат, как отмеча-
ется в [7], будет представлять собой элементарный клеточный автомат 184 в
классификации C. Вольфрама [1]. Как установлено в [7], в случае если отно-
шение числа частиц к числу ячеек (плотность частиц) не превышает 1/2, то
при любом начальном состоянии с некоторого момента времени все частицы
перемещаются на каждом такте без задержек (свободное движение, самоор-
ганизация). Для плотности, превышающей 1/2, в [7] установлено, что сред-
няя скорость частиц (отношение среднего числа частиц, перемещающихся в
единицу времени, к числу всех частиц) равна (1− ρ)/ρ, где ρ — плотность.
Аналогичные результаты для той же модели были получены независимо в [5],
где, кроме того, была найдена верхняя граница времени достижения системой
предельного режима. В [6] получены аналитические результаты для более об-
щей транспортной модели. В этой модели частица с некоторой вероятностью
перемещается из ячейки i в ячейку i+ 1 и при этом учитываются состояния
ячеек c i− 1 по i+ 2 (ячейки нумеруются в направлении движения). Поведе-
ние системы исследовалась в [6] в частных случаях. В [8] получена формула
для средней скорости частиц в стохастической транспортной модели, в ко-
торой на каждом такте частица с заданной вероятностью движется на ячей-
ку вперед, если ячейка впереди свободна. Некоторые обобщения результатов
[5, 7, 8] получены в [9], где рассматривается динамическая система с непре-
рывным пространством состояний, которая в частных случаях эквивалентна
системам, рассматриваемым в [5, 7, 8]. В [10] рассматривается стохастиче-
ская модель трафика, в которой частицы движутся по незамкнутой решет-
ке, содержащей конечное число ячеек. Частицы появляются на одном конце
решетки, перемещаются в направлении к противоположному концу и после
достижения его покидают решетку. В [10] разработан матричный подход к
анализу этой системы.

В [11] была предложена двумерная модель трафика, в которой частицы
движутся на двумерной тороидальной решетке в перпендикулярных направ-
лениях (модель BML). Частицы одного типа движутся по горизонтальным
рядам, а частицы второго типа — по вертикальным рядам. Правила дви-
жения частиц можно считать двумерным аналогом правила элементарного
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клеточного автомата 189. Эта аналогия отмечается в [11]. В [11–18] рассмот-
рены различные варианты модели BML, получены некоторые аналитические
результаты (прежде всего, условия самоорганизации или полной остановки
движения — затора).

В [19] введен граф с переменной конфигурацией частиц. Разработанный
подход позволяет моделировать явления, возникающие в сложных сетях (на-
пример, в транспортных, в социальных).

Книга [20] является монографией по математическому моделированию ав-
тотранспортных потоков. По изложенному в этой книге материалу можно
видеть, что известно достаточно мало подходов к аналитическому исследо-
ванию математических моделей автотранспортных потоков с сетевой струк-
турой. Это обуславливает актуальность разработки новых таких подходов,
одним из которых является построение моделей на основе сетей Буслаева.

В [21] было введено понятие кластерного движения в транспортных мо-
делях. В дискретном варианте кластеры представляют собой группы ча-
стиц, располагающихся в соседних ячейках и перемещающихся одновремен-
но. В этом случае движение частиц соответствует правилу элементарного
клеточного автомата 240. В непрерывном варианте кластеры представляют
собой движущиеся отрезки и называются кластерами по аналогии с дискрет-
ным вариантом.

А.П. Буслаев разработал понятие контурных сетей [22]. Контурная сеть
представляет собой динамическую систему, содержащую систему контуров,
причем соседние контуры имеют общие точки, называемые узлами. В дис-
кретном варианте контур представляет собой замкнутую последовательность
ячеек. В непрерывном варианте контур представляется в виде окружности.
На контурах движутся по определенным правилам частицы или кластеры.
При прохождении частицами узлов возникают задержки, обусловленные тем,
что более одной частицы не могут одновременно проходить узел. Основными
задачами исследования контурных сетей являются нахождение средней ско-
рости частиц (кластеров), условия попадания системы в состояние свободного
движения (начиная с некоторого момента все кластеры перемещаются без за-
держек в текущий момент и в будущем) или коллапса (с некоторого момента
ни одна частица не перемещается). Аналитические результаты получены для
двухконтурных сетей с одним [23] или с двумя [24] общими узлами и для
контурных сетей с регулярными периодическими структурами [25–30].

В [26] рассматривалась контурная сеть, называемая открытой цепочкой
контуров. В [26] рассматривался вариант открытой цепочки с непрерывным
пространством состояний и непрерывным временем. Система содержит кон-
туры, каждый из которых имеет два соседних, кроме крайнего левого и
крайнего правого контуров, которые имеют по одному соседнему контуру.
Соседние контуры имеют общий узел. На каждом контуре имеется кластер.
Предполагалось, что длина контура одинакова для всех контуров, а два узла
делят контур на равные части. Контуры также имеют одинаковую длину. До-
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казано, что если длина кластера не превосходит половину длины контура, то
система с некоторого момента находится в состоянии свободного движения,
т.е. все кластеры перемещаются без задержек, а если длина кластера боль-
ше половины длины контура, то все кластеры движутся с одной и той же
средней скоростью, меньшей скорости свободного движения и не зависящей
от начального состояния системы, причем получена формула для средней
скорости кластеров. В [27] найдена средняя скорость кластеров для вариан-
та открытой цепочки с дискретным пространством состояний и дискретным
временем в предположении, что контуры имеют одинаковую длину (одно и то
же число ячеек на контуре) и делятся узлами пополам, но длины кластеров
различны для случая, когда длина всех кластеров больше половины длины
контура. Приведены примеры, показывающие, что в общем случае кластеры
могут двигаться с неодинаковыми средними скоростями, при этом средняя
скорость может зависеть от начального состояния системы. В [30] найдено
предельное распределение (инвариантная мера) для открытой цепочки с оди-
наковыми по длине контурами и неодинаковыми по длине кластерами.

В [23], где рассматривалась несимметричная двухконтурная система с од-
ним узлом, представляющая собой частный случай неоднородной открытой
цепочки контуров, для которого число контуров равно двум, приводится сле-
дующий пример возможного приложения результатов по контурным сетям.
Пусть в течение рабочего дня к двум подразделениям предприятия постоянно
подвозятся со склада сырье или топливо, которые доставляются транспорт-
ными средствами, например вагонетками, по узкоколейным путям. Склад
находится в точке пересечения этих путей. Транспортное средство, подошед-
шее к складу во время загрузки другого транспортного средства, ожидает
окончания обслуживания и затем начинает загружаться. Предположим, что
i-е транспортное средство проходит путь от склада до подразделения и об-
ратно за время ci − li с учетом времени разгрузки в подразделении, а за-
грузка транспортного средства на складе длится li единиц времени, i = 1, 2.
Тогда процесс перемещения транспортных средств моделируется системой
рассматриваемого вида с длинами контуров c1 и c2 и длинами кластеров со-
ответственно l1 и l2 в предположении, что при отсутствии задержек каждый
кластер движется с единичной скоростью.

Этот пример можно обобщить. Предположим, что имеется три подразделе-
ния предприятия, два склада и три транспортных средства, каждое из кото-
рых подвозит грузы к подразделению, к которому это транспортное средство
относится. К подразделению 1 грузы подвозятся со склада 1. К подразделе-
нию 3 грузы подвозятся со склада 2. К подразделению 2 грузы подвозятся
поочередно с обоих складов. Процесс работы транспортных средств модели-
руется неоднородной трехконтурной открытой цепочкой такой, что каждый
контур соответствует пути транспортного средства, а каждый из двух узлов
соответствует одному из складов.

В настоящей работе доказана теорема о поведении системы в случае, когда
длина контура и движущегося по нему кластера зависит от номера контура,
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а контуры могут делиться узлами на неодинаковые по длине части в пред-
положении, что кластеры имеют достаточно большие длины. Получена фор-
мула для средней скорости кластеров, являющаяся обобщением формулы,
найденной в [27] для рассматриваемого там частного случая.

2. Описание системы

Рассматривается динамическая система, рис. 1, содержащая N окружно-
стей, называемых контурами. Длина контура i равна ci, i = 1, . . . , N. На
контуре i задана система координат [0, ci), i = 1, . . . , N. Контуры i и i+ 1
имеют общую точку, называемую узлом (i, i + 1), i = 1, . . . , N − 1. Коорди-
ната узла (i, i+ 1) равна 0 на контуре i и равна di+1 > 0 на контуре i+ 1,
i = 1, . . . , N − 2. Считаем, что координата узла (N − 1, N) равна 0 как на
контуре N − 1, так и на контуре N. На контуре i находится движущий-
ся отрезок длиной li, называемый кластером i, i = 1, . . . , N. Направление
оси координат контура i совпадает с направлением движения кластера, i =
= 1, . . . , N. Если нет задержек, то кластер движется со скоростью 1, т.е.
кластер i совершает полный оборот за ci единиц времени, i = 1, . . . , N. Ес-
ли в момент времени t � 0 координата передней точки кластера i равна xi(t),
то кластер i располагается в этот момент на дуге (xi(t)− li, xi(t)) (вычита-
ние по модулю ci,) i = 1, . . . , N. Состояние системы в момент t представляет
собой вектор x(t) = (x1(t), . . . , xN (t)), где xi(t) — координата передней точ-
ки кластера i, i = 1, . . . , N. Будем говорить, что в момент t кластер i за-
нимает узел (i, i+ 1), если 0 < xi(t) < li, i = 1, . . . , N − 1. Будем говорить,
что в момент t кластер i занимает узел (i− 1, i), если di < xi(t) < di + li
(при di + li < ci), рис. 2, или 0 � xi(t) < di + li − ci (при di + li � ci), рис. 3,
i = 2, . . . , N − 1, рис. 4, 0 < xi(t) < li, i = N. Будем говорить, что в момент t
кластер i находится у узла (i, i+ 1), если xi(t) = 0, i = 1, . . . , N − 1. Будем
говорить, что в момент t кластер i находится у узла (i− 1, i), если xi(t) = di,
i = 2, . . . , N − 1; xN (t) = 0. Состояние допустимо, если при нахождении си-
стемы в этом состоянии ни один узел не занят двумя кластерами. Cостояние
системы в момент времени t = 0 (начальное состояние) задается и должно
быть допустимым. Задержка кластера возникает, если кластер находится у
узла, занятого в текущий момент кластером соседнего контура. Задержка за-
кончится в момент, когда этот узел перестанет быть занятым. Если кластеры

C1 C2 C3 C4 C5

Рис. 1. Открытая цепочка контуров, N = 5, ci — длина контура i, li — длина кла-
стера i, i = 1, . . . , 5.
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C1 C3
C2

Рис. 2. Кластер 2 занимает узел (1, 2), l2+d2 < c2. Задержка кластера 1 у узла (1,2).

C1 C3C2

Рис. 3. Кластер 2 занимает узел (1, 2), l2+d2 > c2. Задержка кластера 1 у узла (1,2).

C1 C3
C2

Рис. 4. Конкуренция кластеров 2 и 3.

i и i+ 1 одновременно находятся у узла (i, i+ 1), то возникает конкуренция
этих кластеров (рис. 4) и первым через узел проходит кластер, выбираемый
в соответствии с детерминированным или стохастическим правилом разре-
шения конкуренции. При выполнении условий доказанной в разделе 4 теоре-
мы 1 для любого правила разрешения конкуренции реализуется один и тот
же не зависящий от начального состояния предельный цикл в пространстве
состояний системы, на котором не возникает конкуренций одновременно по-
дошедших к узлу кластеров.
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3. Предельные циклы. Средняя скорость

Так как система детерминированная и ее поведение в будущем опреде-
ляется состоянием в текущий момент, имеем, что если в некоторый момент
времени состояние системы повторится, то с этого момента состояния систе-
мы будут периодически повторяться, образуя цикл (предельный цикл).

Пусть Hi(t) — суммарное расстояние, проходимое кластером i в интервале
времени (0, t). Тогда предел

vi = lim
t→∞

Hi(t)

t
,

если этот предел существует, называется средней скоростью кластера i,
i = 1, . . . , N. Ясно, что если реализуется цикл, то данный предел существует
и равен отношению расстояния, проходимого кластером i к периоду цикла.

4. Поведение системы

В разделе 4 докажем утверждения о поведении системы.

Лемма 1. Если

li
ci

+
li+1

ci+1
> 1(1)

для некоторых i и i+1 (1 � i � N −1), то средняя скорость хотя бы одного
из кластеров i и i+ 1 меньше 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что при некотором i vi = vi+1 = 1 и,
следовательно, кластеры i и i+ 1 (1 � i � N − 1) движутся без задержек.
Тогда первое слагаемое в левой части неравенства (1) представляет собой
предел при t→ ∞ отношения к t суммарного времени, в течение которого
узел (i, i + 1) занят кластером i в интервале времени (0, t), а второе слагае-
мое равно пределу при t→ ∞ отношения к t суммарного времени, в течение
которого узел (i, i+ 1) занят кластером i+ 1 в интервале времени (0, t). Сле-
довательно, сумма этих слагаемых не может быть больше 1, так как узел не
может быть занят двумя кластерами одновременно. Полученное противоре-
чие доказывает лемму 1.

Следующая теорема характеризует поведение системы при достаточно
больших длинах кластеров (большой нагрузке).
Те ор ем а 1. Пусть выполняются условия

li > max(di, ci − di), i = 2, . . . , N − 1,(2)
l1 + li > ci, i = 2, . . . , N,(3)

li + lN > ci, i = 1, . . . , N − 1,(4)
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и хотя бы одно из двух условий

l1
c1

+
l2
c2
> 1,(5)

lN−1

cN−1
+
lN
cN

> 1.(6)

Тогда при любом детерминированном или стохастическом правиле разреше-
ния конкуренции реализуется один и тот же предельный цикл, на котором
не возникает конкуренции одновременно подходящих к узлу кластеров. Пе-
риод этого цикла равен

T = l1 + lN + 2
N−1∑

j=2

lj −
N−1∑

j=2

cj .(7)

Средняя скорость кластера i равна

vi =
ci

l1 + lN + 2
N−1∑
j=2

lj −
N−1∑
i=2

ci

, i = 1, . . . , N.(8)

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что выполняются условия (2)–(5).
В соответствии с леммой 1 на предельном цикле происходит задержка хо-
тя бы одного из кластеров 1 и 2.

Предположим, что в некоторый момент времени t1 начинается задержка
кластера 2 у узла (1, 2). Тогда имеем 0 < x1(t1) < l1 и движение кластера 2
возобновляется в момент t0 = t1 + l1 − x1(t1), при этом

x1(t0) = l1, x2(t0) = d2.(9)

Предположим, что в момент времени t1 начинается задержка кластера 1 у
узла (1, 2). Если в момент t2 > t1 эта задержка заканчивается, то x1(t2) = 0,
x2(t2) = d2 + l2 − c2. Для момента t3 = t2 + c2 − l2 имеем x2(t3) = d2. В соот-
ветствии с (3) выполняется неравенство c2 − l2 < l1, следовательно, кластер 1
в момент t2 занимает узел (1, 2) и в этот момент начинается задержка кла-
стера 2 у узла (1, 2). Убедимся, что задержка кластера 1, начинающаяся в
момент t1, закончится. Если задержка кластера 1 никогда не закончится, то
он с момента t1 будет находиться у узла (1, 2). По индукции можно доказать,
что тогда и при 2 � i � N − 1 кластер i с некоторого момента находится в
текущий момент и в будущем у узла (i, i + 1). Но тогда в некоторый момент t
система окажется в состоянии, для которого xN−1(t) = 0, xN (t) = lN − cN

2 ,
после чего кластер N − 1 начнет перемещаться. Таким образом, в некоторый
момент возобновляется движение одного из кластеров. Пусть t4 — наимень-
шее значение t4 > t0 такоe, что в момент t4 возобновляется движение класте-
ра 1 � i0 � N − 1, а кластеры 1, 2, . . . , i0 − 1 в этот момент не перемещаются.
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Тогда в момент

t4 +

i0−j−1∑

k=0

(di0−k + li0−j − ci0−k)

возобновляется движение кластера j = 1, . . . , i0 − 1. В частности, в момент

t4 +

i0−2∑

j=0

(di0−j + li0−j − ci0−j)

возобновляется движение кластера 1.
Таким образом, для некоторого t0 выполняется (9).
В момент времени t0 − l1 кластер 2 находился у узла (1, 2) и сразу после

этого момента стал занимать этот узел. При выполнении (2) каждый из кла-
стеров i = 2, . . . , N − 1 занимает хотя бы один узел. Таким образом, кластер 2
в момент t0 − l1 занимает узел (2, 3), и по индукции доказывается, что в мо-
мент t0 − l1 каждый из кластеров i = 2, . . . , N − 1 занимает в этот момент
узел (i, i + 1). Следовательно, выполняются неравенства

di + li − ci � xi(t0) � di, i = 3, . . . , N − 1.(10)

Из (2), (3), (9), (10) cледует, что в момет t0 система находится в состоянии

x(t0) = (l1, d2, . . . , dN−1, 0).

В момент времени t0 начинается движение кластера 2 и продолжается
движение кластера 1. Движение кластера i возобновляется в момент

t(i) = t0 +

i−1∑

j=2

(lj − dj), i = 3, . . . , N,

и этот кластер застает этот узел занятым и ждет его освобождения. В со-
ответствии с (2), (4) каждый кластер i = 1, . . . , N , подойдя к узлу (i, i + 1),
ждет его освобождения. В момент времени u0 + a

a = lN +
N−1∑

j=2

(lj − dj),(11)

система оказывается в состоянии

x(t0 + a) = (0, . . . , 0, lN ).

Движение кластера i возобновляется в момент времени

u(i) = t0 + a+

N−1∑

j=i+1

(dj + lj − cj), i = 2, . . . , N − 1.
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В соответствии с (2), (3) в момент

u(1) = t0 +
N−1∑

i=2

(di + li − ci)

возобновляется движение кластера 1 и в момент u0 = t0 + a+ b система ока-
зывается в состоянии

x(u0) = x(t0 + a+ b) = (l1, d2, . . . , dN−1, 0) = u(t0),(12)

b = l1 +

N−1∑

i=2

(di + li − ci).(13)

Из (11), (13) имеем

a+ b = l1 + lN + 2
N−1∑

j=2

li −
N−1∑

i=2

ci.(14)

Таким образом, осуществляется цикл с периодом a+ b, в течение которого
не возникает конкуренции одновременно оказывающихся у одного и того же
узла кластеров, и каждый кластер совершает в течение цикла один оборот.
Отсюда, учитывая (14), получаем утверждение теоремы для случая выпол-
нения условий (2)–(5).

В доказательстве не учитывалось правило разрешения конкуренции. По-
этому в силу симметрии условие (5) следует заменить на условие (6). Теорема
доказана.

Сл ед с т в и е 1. При выполнении условия теоремы значения периода (7)
реализуемого цикла и средних скоростей (8) кластеров не зависят от
d2, . . . , dN−1.

Утверждение следует из теоремы 1.
Предположим, что

c1 = · · · = cN = 1, d2 = · · · = dN−1 =
1

2
,(15)

li >
1

2
, i = 1, . . . , N,

т.е. все контуры имеют одинаковую длину, которую без ограничения общ-
ности можно принять за единицу, причем два узла на контуре делят контур
пополам и длина каждого кластера превышает половину длины контура. При
выполнении условий (15) формулы (7), (8) принимают вид [21]

T = l1 + lN + 2

N−1∑

i=2

li −N + 2,(16)

vi =
1

l1 + lN + 2
N−1∑
i=2

li −N + 2

, i = 1, . . . , N.(17)
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Заметим, что в данном случае средняя скорость одинакова для всех класте-
ров. В [22] показано на примерах, что для дискретной открытой цепочки с
контурами одинаковой длины и набором значений длин кластеров, среди ко-
торых могут быть как значения не больше, так и значения больше половины
длины контура, средние скорости кластеров могут зависеть от начального
состояния, а также средние скорости могут быть неодинаковыми для раз-
ных кластеров при одном и том же начальном состоянии системы. Приведем
пример для рассматриваемой непрерывной цепочки.
Прим ер 1. Пусть выполняется условие (15), N = 3, l1 = l3 = 0,75, l2 =

= 0,25. Пусть (0,75, 0,5, 0,25) — начальное состояние. Тогда любой кластер
каждый раз оказывается у узла в момент времени, когда узел не занят. Дей-
ствительно, имеем

x(0) = (0,75, 0,5, 0,75), x(0, 5) = (0,25, 0, 0,25), x(1) = (0,75, 0,5, 0,75) = x(0).

Таким образом, данное начальное состояние принадлежит циклу со скоро-
стью 1. Если же начальным является состояние (0,25, 0,5, 0,75), то имеем

x(0) = (0,25, 0,5, 0,75), x(0, 5) = (0,75, 0,5, 0,25), x(1) = (0,25, 0, 0,75),

x(1, 5) = (0,75, 0, 0,25), x(2) = (0,25, 0,5, 0,75) = x(0).

То есть за цикл с периодом 2 кластеры 1 и 3 движутся без задержек и со-
вершают по два оборота, а кластер 2 совершает за это время только один
оборот и, следовательно, v1 = 1, v2 = 1/2, v3 = 1. Таким образом, при одном
начальном состоянии скорость кажого из трех кластеров равна 1, а при дру-
гом начальном состоянии только скорость кластеров 1 и 3 равна 1, а средняя
скорость кластера 2 равна 1/2.
Если выполняется условие (15) и условие l1 = · · · = ln = l > 1/2, то формулы
(16), (17) имеют полученный в [18] вид

T = 2(N − 1)l −N + 2,

vi =
1

2(N − 1)l −N + 2
, i = 1, . . . , N.

Если выполняются условия (15) и l1 = · · · = lN = l � 1/2, то, как доказано,
в [19], система попадает в состояние свободного движения из любого началь-
ного состояния.

Таким образом, для открытой цепочки c одинаковыми по длине контура-
ми и одинаковыми по длине кластерами средняя скорость одинакова для
всех кластеров и не зависит от начального состояния системы в отличие
от соответствующей замкнутой цепочки c одинаковыми по длине контура-
ми и различными по длине кластерами [27], для которой средняя скорость
кластеров зависит от начального состояния. Для случая, когда выполняется
неравенство l > 1/2, в [23] найдено предельное распределение состояний (ин-
вариантная мера) открытой цепочки c одинаковыми по длине контурами и
одинаковыми по длине кластерами.
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5. Заключение

Доказана теорема о поведении динамической системы, называемой откры-
той цепочкой контуров и принадлежащей классу контурных сетей. Ранее та-
кая система рассматривалась в предположении, что все контуры имеют одну
и ту же длину и узлы делят контуры на части одинаковой длины. В настоя-
щей работе предполагается, что длины контуров могут различаться. Контур
может делиться также на части различной длины. Система рассматривает-
ся в предположении, что находящийся на контуре кластер имеет достаточ-
но большую длину. Доказано, что в рассматриваемых предположениях пре-
дельный цикл системы единственен. Найдены средние скорости кластеров и
период предельного цикла. Результаты работы могут использоваться при мо-
делировании трафика, а также иметь другие приложения, в частности при
моделировании инфокоммуникационных систем.
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КОСВЕННЫЙ МЕТОД ОДНОПОЗИЦИОННОЙ КООРДИНАТОМЕТРИИ
С УЧЕТОМ ИНВАРИАНТОВ ДВИЖЕНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ

СИНГУЛЯРНЫХ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ

С учетом инвариантов движения и сингулярных ошибок измерений
(представимых в заданном конечномерном функциональном простран-
стве соответствующей линейной комбинацией с неизвестными спектраль-
ными коэффициентами) решена задача однопозиционной косвенной коор-
динатометрии по сглаженным измерениям пеленга и радиальной скоро-
сти объекта. Рассмотрена возможность применения развиваемого метода
к различным моделям движения и наблюдения. Приводятся аналитиче-
ские соотношения для оценки точностных характеристик и методических
ошибок. Дана сравнительная оценка вычислительных затрат.

Ключевые слова: однопозиционная координатометрия, косвенный метод,
пеленг, радиальная скорость, инвариант, первый интеграл, условие несме-
щенности, условие инвариантности, критерий оптимальности, метод мно-
жителей Лагранжа, апостериорная дисперсия ошибки оценивания.

DOI: 10.31857/S0005231023090076, EDN: JTGGNE

1. Введение

Вопросы, связанные с однопозиционной (активной и пассивной) коорди-
натометрией при решении широкого круга задач локации и навигации, оста-
ются актуальными и по настоящее время. Как правило, эти методы реали-
зуются с учетом прямых и косвенных измерений пеленгов, разностей фаз,
доплеровских частот, относительных мощностей сигналов и их различных
производных. При этом используется дополнительная информация от раз-
личных источников подсвета, отражателей (естественного и искусственного
происхождения), внешних управляющих систем, а также априорные данные
о структуре и некоторых параметрах излучаемого сигнала, скорости объекта,
начальной или конечной точке его маршрута, наличии участков барражиро-
вания, маневра и др. (вот лишь некоторые источники [1–33]).

Решение задач, связанных с однопозиционной координатометрией в усло-
виях помех различного типа, вполне укладывается в схему оптимального кал-
мановского оценивания в стохастической постановке (как правило, с расшире-
нием пространства состояний) с использованием прямых и псевдоизмерений
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[9, 10, 17–26, 30, 36]. Однако для широкого класса задач (например, связан-
ных с экспресс- и постобработкой траекторных и телеметрических данных в
полигонных и командно-измерительных комплексах, слежением за маневри-
рующими объектами в реальном времени и др. [2, 7, 8, 11]) на практике за-
частую используются достаточно простые неоптимальные косвенные методы
координатометрии, реализуемые на сглаженных измерениях. Они основаны
на использовании простых детерминированных моделей движения (линей-
ных, кусочно-линейных, полиномиальных, кусочно-полиномиальных, диффе-
ренциальных, кусочно-дифференциальных, групповых, кусочно-групповых и
многих других), известных аналитических зависимостей, связывающих оце-
ниваемые и измеряемые параметры, а также простых процедур сглаживания
наблюдений на базе метода наименьших квадратов (МНК) и его различных
модификаций. Такие методы уступают оптимальным методам фильтрации
(линейной и нелинейной) в плане потенциальной точности, однако легко реа-
лизуемы на практике в реальном времени в условиях качественных сглажен-
ных измерений и при их численной реализации не возникает проблем, свя-
занных с переходными процессами, сходимостью и жесткими требованиями к
объему и качеству исходной априорной информации (что зачастую характер-
но для оптимальных методов, например, при учете эффектов «размазывания
точности» или «жесткости» [9, 32]). Так, для указанных выше комплексов,
в которых традиционно реализуется многоэтапная обработка информации,
применение косвенных методов используется на этапе экспресс-обработки, а
оптимальные методы, как правило, реализуются на этапе постобработки.

Известны косвенные методы однопозиционной координатометрии, не ис-
пользующие пеленги, но оперирующие с периодическими импульсными ра-
диосигналами и ориентированные на возможность измерения непрерывного
смещения частоты принимаемого сигнала в точке наблюдения, обусловленно-
го движением либо источника излучения, либо наблюдателя [3, 7]. Принципи-
альным недостатком этих методов является необходимость учета априорной
информации о величине скорости объекта (либо источника, либо наблюда-
теля), что для практики зачастую является неприемлемым. Кроме того, за-
дача координатометрии ограничивается нахождением дальности и курсового
угла для модели прямолинейного равномерного движения, что не позволяет
оценить все параметры местоположения объекта для произвольного момен-
та времени. Попытка снять ограничение, связанное со скоростью, предпри-
нята в [27], однако в этом случае возникает необходимость отслеживания
эволюции доплеровской частоты с учетом непрерывного накопления (под-
счета) импульсов принимаемого сигнала в точке наблюдения. Очевидно, что
речь идет только о высокоскоростных объектах и жестких ограничениях на
условия наблюдения, при этом также используется модель прямолинейного
равномерного движения. Общим недостатком косвенных методов, рассмот-
ренных в [3, 7, 27], также является техническая сложность их практической
реализации.
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Известны угломерно-доплеровские методы однопозиционного определения
параметров движения (см., например, [3, 4, 7, 9, 29]), использующие не толь-
ко прямые измерения (радиальную скорость и пеленг), но и косвенные (про-
изводные различного порядка), а также не привлекающие указанную выше
априорную информацию. Данные методы ориентированы на простейшие мо-
дели движения (например, орбитальную), не учитывают возможность по-
строения нескольких независимых каналов координатометрии и появление
сингулярных ошибок первичных измерений, обесценивающих информацию,
содержащуюся в косвенных измерениях (производных от радиальной скоро-
сти и пеленга).

Заслуживает внимания метод [29], который оперирует с производными до
второго порядка включительно и позволяющий формировать адаптивные ал-
горитмы координатометрии на базе нескольких параллельных алгоритмов,
соответствующих инвариантам движения объекта. Однако анализ показал,
что полученные в [29] аналитические соотношения и соответствующие им ал-
горитмы являются зависимыми и избыточными, при этом они ориентированы
также только на модель прямолинейного равномерного движения.

В настоящей работе развивается косвенный метод однопозиционной ко-
ординатометрии, инвариантный к сингулярным ошибкам заданного класса
(представимых в заданном конечномерном функциональном пространстве со-
ответствующей линейной комбинацией с неизвестными спектральными коэф-
фициентами), позволяющий на базе полного набора инвариантов (для широ-
кого класса моделей движения) формировать семейство независимых квази-
оптимальных решений и с их помощью формировать результирующую оцен-
ку параметров движения объекта. Показан сравнительный вычислительный
эффект.

Эффективность применения инвариантов для решения целого класса
прикладных целевых задач однопозиционной и многопозиционной локации
и навигации на основе косвенных методов наглядно продемонстрирована
в [8, 11, 33, 37]. Здесь показана возможность децентрализации, распаралле-
ливания и сокращения вычислительных затрат при обработке измерений в
системах различного типа на основе инвариантов непрерывных групп Ли
преобразований (НЛГЛП) и первых интегралов, применяемых для описания
движения различных объектов.

2. Постановка задачи

Пусть в декартовой прямоугольной системе координат на отдельном участ-
ке наблюдения движение объекта описывается некоторым операторным урав-
нением (например, в векторно-алгебраической или векторно-дифференциаль-
ной форме)

(2.1) G (t,ρ,η) = 0 ∀ t ∈ [0, T ] ,
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где ρ = [x, y, z]T – вектор координат объекта (x = x(t), y = y(t), z = z(t)), η –
вектор неизвестных вещественных параметров.

Полагаем, что координаты x, y, z являются гладкими и требуемое число
раз дифференцируемыми функциями, а вектору ρ ставится в соответствие
вектор сферических координат ς = [r, λ, ϕ]T, где r – наклонная дальность,
λ – долгота, ϕ – широта. В качестве X =

[
r(1), λ, ϕ

]T примем вектор прямых
измерений (где r(1) = dr/dt), а в качестве Y – вектор косвенных измерений,
координатами которого являются производные от r(1), λ, ϕ различных поряд-
ков, необходимые для реализации одного из вариантов развиваемого мето-
да. Выберем сетку («скользящее окно», далее называемое просто «окном»)
{tn+i, i = −m,m}, где n ≥ m, m ∈ {1, 2, . . .}, tn+i ∈ [0, T ], 2m+ 1 – объем «ок-
на». Вводя обозначение μ ∈

{
r(1), λ, ϕ

}
, воспользуемся следующим аддитив-

ным уравнением наблюдения

(2.2) Hμ = μ+ sμ + ξμ,

где

μ = [μn+i, i = −m,m]T, sμ = [sμ,n+i, i = −m,m]T,

ξμ = [ξμ,n+i, i = −m,m]T, μn+i = μ (tn+i),

sμ,n+i = sμ (tn+i), ξμ,n+i = ξμ (tn+i).

В (2.2) под sμ(t) понимается сингулярная ошибка

(2.3) sμ(t) = DT
μΘμ(t),

где
Dμ =

[
dμk, k = 0,K

]T – вектор неизвестных спектральных коэффициентов,

Θμ(t) =
[
θμk(t), k = 0,K

]T – вектор заданных базисных функций.
Для представления μ = μ(t) также воспользуемся спектральной моделью

(2.4) μ(t) = AT
μΨμ(t),

где
Aμ =

[
aμb, b = 0, B

]T – вектор неизвестных коэффициентов,

Ψμ(t) =
[
ψμb(t), b = 0, B

]T – вектор заданных базисных функций.
Под ξμ понимается вектор случайных погрешностей с нулевым ма-

тематическим ожиданием и корреляционной матрицей Kμ = [kμ,n+i,n+j,
i, j = −m,m].

Модели (2.1)–(2.4) находят широкое применение при решении различных
локационных и навигационных задач. Применяя для каждого участка на-
блюдения свою модель (2.1), можно описать сложные траектории, например,
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характерные для маневрирующих объектов. В частности, весьма перспекти-
вен подход, основанный на описании таких траекторий простейшими группа-
ми Ли преобразований (например, сдвига, вращения и растяжения [8, 11, 31,
33–37]).

Требуется на основе набора инвариантов уравнения (2.1) (в частности,
первых интегралов движения или инвариантов НЛГЛП) с учетом (2.2)–(2.4)
и принятых ограничений развить косвенный метод координатометрии, не
требующий расширения пространства состояний, устойчивый к сингулярной
ошибке и обеспечивающий построение результирующей оценки параметров
движения объекта по расширенному вектору прямых и косвенных измерений
Z =

[
XT,YT

]T, координаты которого оцениваются с минимальными апосте-
риорными дисперсиями.

3. Принцип определения параметров движения
на основе инвариантов

Поставим в соответствие уравнению (2.1) скалярный инвариант
I = I (t,ρ,γI) (где γI – вектор, состоящий из некоторых производных
от координат вектора ρ), который на решениях ρ(t) и γI(t) уравнения (2.1)
удовлетворяет условию

(3.1) I (t,ρ(t),γI(t)) = C = const ∀ t ∈ [0, T ] .

При переходе в (3.1) к сферическим координатам получаем

(3.2) Q
(
t, ς(t),γQ(t)

)
= C = const ∀ t ∈ [0, T ] ,

где γQ – вектор, состоящий из некоторых производных от координат векто-
ра ς .

Способ нахождения инвариантов целиком определяется видом уравнения
(2.1).

Найдем полную производную по t левой и правой частей уравнения (3.2):

(3.3)
∂Q

∂t
+
∂Q

∂ς

(
dς

dt

)T

+
∂Q

∂γQ

(
dγQ

dt

)T

= 0 ∀ t ∈ [0, T ] .

Раскрывая в (3.3) все производные, приходим к уравнению

(3.4) W (t, ς,γW ) = 0 ∀ t ∈ [0, T ] ,

где γW – вектор, содержащий всевозможные производные от r, λ, ϕ.
Разрешая это уравнение относительно r, получаем искомую формулу для

определения дальности до объекта

(3.5) r =W−1 (t,Z) .
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Если уравнению (2.1) поставить в соответствие набор независимых инва-
риантов Il = Il (t,ρ,γI) (где l = 1, L), то по аналогии с (3.1)–(3.5) получим
набор формул

(3.6) r [l] =W−1
[l]

(
t,Z[l]

)
, l = 1, L.

Данный набор может быть использован для адаптивного варианта оцени-
вания с целью повышения точности оценивания дальности с учетом ошибок
измерений. Так, если для фиксированного t вектор Z[l] оценивается с ошиб-
кой, характеризуемой нулевым математическим ожиданием и соответствую-
щей корреляционной матрицейKZ, то дисперсию оценивания дальности мож-
но найти по формуле

(3.7) σ2r[l] = HT
[l]KZ[l]H[l], l = 1, L,

где H[l] – вектор-столбец частных производных от (3.6) по элементам векто-
ра Z[l], вычисленных на математических ожиданиях этих элементов.

В качестве оптимального варианта оценивания дальности выбирается тот,
для которого

(3.8) l∗ = argmin
l
σ2r[l], l∗ ∈ {1, 2, . . . , L} .

Для определения декартовых координат объекта достаточно воспользо-
ваться зависимостями

(3.9) x [l∗] = r [l∗] cosϕ cos λ, y [l∗] = r [l∗] cosϕ sinλ, z [l∗] = r [l∗] sinϕ,

где вместо угловых координат λ и ϕ подставляются либо прямые измерения,
либо их сглаженные значения.

Вместо (2.1) можно воспользоваться более общим случаем, если полагать,
что на заданном участке наблюдения используется набор вероятных моделей
Gk (t,ρ,η) = 0, где k = 0,K . В этом случае алгоритм (3.7)–(3.9) принимает
вид

(3.10)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ2r[k,l] = HT
[k,l]KZ[k,l]H[k,l], k = 1,K, l = 1, Lk,

[k∗, l∗] = argmin
[k,l]

σ2r[k,l], k∗ ∈ {1, 2, . . . ,K} , l∗ ∈ {1, 2, . . . , Lk} ,

x [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] cosϕ cos λ,

y [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] cosϕ sin λ,

z [k∗, l∗] = r [k∗, l∗] sinϕ.

Алгоритм (3.10) позволяет распараллелить вычислительный процесс с
учетом числа используемых инвариантов и обеспечить адаптацию процедуры
оценивания параметров движения объекта к условиям наблюдения.
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4. Примеры построения и использования инвариантов

Пусть на отдельно взятом участке наблюдения уравнению (2.1) соответ-
ствует НЛГЛП общего вида [32–34]:

(4.1) Ta : ρ′ = f (a,ρ0,η0) ∀ a ∈ Δa ⊂R1,

где ρ′ = [x′, y′, z′]T, f (a,ρ0,η0) = [fx, fy, fz]
T, η0 – вектор числовых парамет-

ров группы, a – вещественный групповой параметр, такой, что при a = a0
(где a0 ∈ Δa) выполняется условие f (a0,ρ,η0) = ρ.

Модель (4.1) позволяет описать траекторию движения объекта, а если
групповой параметр рассматривать как функцию времени a = a (t,χ0) (где
χ0 – вектор в общем случае неизвестных числовых параметров), то можно
описать временной закон движения по этой траектории. Если провести за-
мену координат ρ′ = ρ, ρ = ρ0, то с учетом (2.1) получаем: ρ− f (a,ρ0,η0) =

= G (t,ρ,η) , η = [ρ0,η0,χ0]
T .

Инварианты I = I (ρ,η0) модели (4.1), не зависящие от параметров t, ρ0

и χ0, находятся путем решения следующего линейного уравнения в частных
производных

(4.2) XI (ρ,η0) = φx
∂I

∂x
+ φy

∂I

∂y
+ φz

∂I

∂z
= 0,

гдеX = φx∂/∂x + φy∂/∂y + φz∂/∂z – инфинитезимальный оператор НЛГЛП,
координаты которого находятся по формулам φx = ∂fx/∂a, φy = ∂fy/∂a,
φz = ∂fz/∂a в точке a = a0.

С учетом (4.2) для нахождения инвариантов, учитывающих временной ха-
рактер движения по траектории (4.1) и различные производные от вектора ρ,
строится расширенный оператор и соответствующее ему уравнение в частных
производных [8, 11, 31–34].

Покажем реализацию развиваемого метода на примере группы сдвига.
Пусть

Ta=t : ρ
′ = ρ+ η0t ∀ a = t ∈ Δa = [0, T ]⊂R1,

где η0 = V0 = [Vx0, Vy0, Vz0]
T – вектор скорости объекта, движущегося пря-

молинейно и равномерно. В этом случае имеем φx = Vx0, φy = Vy0, φz = Vz0 и
два независимых инварианта I[1] = xVy0 − yVx0 = xy(1) − yx(1) и I[2] = xVz0−
−zVx0 = xz(1) − zx(1), при этом с учетом (3.1) получаем γI[1](t) = γI[1] =

=
[
x(1), y(1)

]T и γI[2](t) = γI[2] =
[
x(1), z(1)

]T. Принимая во внимание (3.2) пу-
тем несложных, но громоздких преобразований, находим

Q[1]

(
t, ς(t),γQ[1](t)

)
= r2λ(1) cos2 ϕ,

Q[2]

(
t, ς(t),γQ[2](t)

)
= r2

(
ϕ(1) cos λ+ λ(1) sinλ sinϕ cosϕ

)
,
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где

γQ[1] =
[
ϕ(1)

]
и γQ[2] =

[
λ(1), ϕ(1)

]T
.

Соответственно с учетом (3.3) и (3.4) имеем

W[1] = 2r(1)λ(1) + r
(
λ(2) − 2λ(1)ϕ(1) tgϕ

)
,

W[2] = 2r(1)ϕ(1) + r

(
ϕ(2) +

(
λ(1)

)2
sinϕ cosϕ

)
,

где

γW [1] =
[
r(1), λ(1), λ(2), ϕ(1)

]T
и γW [1] =

[
r(1), λ(1), ϕ(1), ϕ(2)

]T
.

В конечном итоге, конкретизируя (3.5) и (3.6), находим две независимые
формулы для определения наклонной дальности

r [1] =
2r(1)λ(1) cosϕ

2λ(1)ϕ(1) sinϕ− λ(2) cosϕ
,(4.3)

r [2] = − 2r(1)ϕ(1)

ϕ(2) +
(
λ(1)

)2
sinϕ cosϕ

.(4.4)

В частных случаях ϕ = ϕ(1) = ϕ(2) = 0 и λ = λ(1) = λ(2) = 0 непосредствен-
но из (4.3) и (4.4) вытекают известные формулы дальнометрии (см., напри-
мер, дифференциально-геометрический метод [4]):

r [1] = −2r(1)λ(1)/λ(2), r [2] = −2r(1)ϕ(1)/ϕ(2).

Для получения других формул дальнометрии можно использовать три
новых инварианта I[3] = x(1) = Vx0, I[4] = y(1) = Vy0 и I[5] = z(1) = Vz0. Им со-
ответствуют следующие независимые формулы определения дальности

r [3] =
r(2) cosϕ− 2r(1)ϕ(1) sinϕ

ϕ(2) sinϕ+
[(
λ(1)

)2
+
(
ϕ(1)

)2]
cosϕ

,(4.5)

r [4] =
r(2) sinϕ+ 2r(1)ϕ(1) cosϕ
(
ϕ(1)

)2
sinϕ− ϕ(2) cosϕ

,(4.6)

r [5] =
r(2)

(
ϕ(1)

)2
+
(
λ(1)

)2
cos2 ϕ

.(4.7)

В отличие от [29] набор формул (4.3)–(4.7) является необходимым и доста-
точным для построения параллельного алгоритма независимой адаптивной
дальнометрии, при этом полученные соотношения записаны в компактной
(неизбыточной) форме.
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Зам е ч а ни е 1. Поскольку для всех формул (4.3)–(4.7) нет полного сов-
падения наборов измеряемых параметров, то с учетом (3.7)–(3.10) появляется
возможность организации пяти независимых каналов вычисления дальности
и адаптации к изменяющимся условиям наблюдения.

Зам е ч а ни е 2. Долгота λ не входит в явном виде ни в одну из формул,
что позволяет эффективно бороться с постоянными систематическими ошиб-
ками, присутствующими в измерениях координаты λ. Широта ϕ присутствует
в явном виде во всех формулах.

Зам е ч а ни е 3. Для более сложных моделей движения, использующих
НЛГЛП общего вида, аналогично группе сдвига находятся всевозможные ин-
варианты, соответствующие как траектории, так и временному закону дви-
жения объекта по данной траектории, а также независимые выражения для
определения дальности.

Зам е ч а ни е 4. Для маневрирующего объекта необходимо использовать
составную модель на основе допустимого набора НЛГЛП частного вида (на-
пример, сдвига, вращения и растяжения), при этом выбор той или иной част-
ной НЛГЛП на некотором участке наблюдения соответствует решению зада-
чи идентификации с минимизацией выбранной решающей функции (напри-
мер, невязки метода наименьших квадратов). Такой подход с использованием
группы вращения рассмотрен в [31], где предлагается аппроксимировать тра-
екторию объекта кусками окружностей разного радиуса.

Если модель (2.1) представляет собой некоторое дифференциальное урав-
нение, то отыскание всех возможных инвариантов для динамического случая
осуществляется в рамках известной теории группового анализа [34–36]. Одна-
ко на практике зачастую достаточно ограничиться частными инвариантами
движения, а именно так называемыми первыми интегралами дифференци-
ального уравнения. Продемонстрируем это на примере кругового орбиталь-
ного движения: G (t,ρ,η) = ρ(2) + η0R

−3
0 ρ = 0, где η = [R0, η0]

T, R0 и η0 –
радиус и гравитационный параметр Земли соответственно. Известно, что ин-
вариантами (первыми интегралами) данного движения являются выражения
I[1] = xy(1) − yx(1) и I[2] = xz(1) − zx(1), которые по внешнему виду совпадают
с рассмотренными выше инвариантами группы сдвига, однако теперь произ-
водные x(1), y(1) и z(1) не являются константами и ранее использованные
инварианты I[3] = x(1) = Vx0, I[4] = y(1) = Vy0, I[5] = z(1) = Vz0 теперь не при-
менимы. С учетом этого в качестве формул определения дальности для ди-
намического случая можно принять только выражения (4.3) и (4.4).

Зам е ч а ни е 5. Развиваемый однопозиционный косвенный метод можно
обобщить и на класс стохастических моделей, для которых применение клас-
сических инвариантов зачастую весьма ограничено, но есть возможность ис-
пользовать так называемые ε-инварианты (эпсилон-инварианты [37]). Для
них условие инвариантности выполняется приближенно (с точностью до ε),
и, следовательно, в этом случае решение задачи координатометрии может
быть выполнено приближенно.
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5. Учет флуктуационных ошибок измерений

Покажем на примере группы сдвига и условия ϕ = ϕ(1) = ϕ(2) = 0 реали-
зацию алгоритма (3.7) и (3.8). Несложно убедиться, что в данном частном
случае из всего набора формул (4.3)–(4.7) информативными являются толь-
ко две:

r [1] = −2r(1)λ(1)/λ(2), r [2] = −r(2)/
(
λ(1)

)2
.

Соответственно имеем два вектора измеряемых параметров Z[1] =

=
[
r(1), λ(1), λ(2)

]T и Z[2] =
[
r(2), λ(1)

]T. С целью уменьшения громоздкости
последующих записей примем матрицы KZ[1] и KZ[2] диагональными, т.е.

KZ[1] = diag
[
σ2
r(1)

, σ2
λ(1) , σ

2
λ(2)

]
и KZ[2] = diag

[
σ2r(2), σ

2
λ(1)

]
.

Учитывая, что x = r cos λ и y = r sinλ, в соответствии с (3.7) находим

σ2r[1] = 4
(
λ(2)

)−2
{(

λ(1)
)2
σ2
r(1)

+
(
r(1)

)2 [
σ2
λ(1) +

(
λ(1)/λ(2)

)2
σ2
λ(2)

]}
,(5.1)

σ2r[2] =
(
λ(1)

)−4
[
σ2
r(2)

+ 4
(
r(2)

)2 (
λ(1)

)−4
σ2
λ(1)

]
,(5.2)

при этом в качестве приоритетной выбирается та формула определения даль-
ности, для которой

(5.3) l∗ = argmin
l
σ2r[l], l∗ ∈ {1, 2} .

Непосредственно из (5.1)–(5.3) следует, что разрабатываемый метод, опе-
рирующий с производными до второго порядка включительно, можно эффек-
тивно применять только на сглаженных измерениях, при этом рассматрива-
ется класс высокоскоростных объектов, для которых обеспечивается необхо-
димое приращение угловых координат и радиальной скорости на заданном
интервале наблюдения [29].

6. Автокомпенсационный алгоритм сглаживания
первичных измерений

Рассмотрим с учетом (2.1)–(2.4) алгоритм автокомпенсационного несме-
щенного сглаживания применительно к параметру μ ∈

{
r(1), λ, ϕ

}
и его

производным μ(q) (где q ∈ {0, 1, 2}) в точке tn с использованием «окна»
{tn+i, i = −m,m}. Будем опираться на общий подход оценивания значений
линейных функционалов, изложенный в [38, 39].

Оценку μ(q)∗ для μ(q) ищем в виде

(6.1) μ(q)∗ = PT
μqHμ,
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где Pμq = [pμq,n+i, i = −m,m]T – вектор неизвестных весовых коэффици-
ентов, которые выбираются из условия минимизации дисперсии σ2μq оцен-
ки μ(q)∗.

Поскольку эта оценка относится к классу линейных, то

(6.2) σ2μq = PT
μqKμPμq.

Кроме того, потребуем выполнения условий несмещенности оценки
(μ(q) −PT

μqμ = 0) и ее инвариантности к сингулярной ошибке (PT
μqsμ = 0).

Для решения сформулированной задачи условной оптимизации используется
метод множителей Лагранжа с решающей функцией

(6.3) J
(
Pμq, ζμq,ωμq

)
= PT

μqKμPμq + ζTμqΘ
T
μPμq +

[(
ΨT

μ

)(q) −PT
μqΨμ

]
ωμq,

где ζμq и ωμq – вектор-столбцы множителей Лагранжа, Θμ =
[
θμk (tn+i) ,

i = −m,m, k = 0,K
]

– базисная матрица сингулярной ошибки, Ψμ =

=
[
ψμb (tn+i) , i = −m,m, b = 0, B

]
– базисная матрица параметра μ = μ(t).

Вектор Pμq, минимизирующий σ2μq и обеспечивающий выполнение условий
несмещенности и инвариантности, имеет вид

(6.4) Pμq = ΛμK
−1
μ Ψμ

(
ΨT

μΛμK
−1
μ Ψμ

)−1
Ψ(q)

μn ,

гдеΛμ = E2m+1 −K−1
μ Θμ

(
ΘT

μK
−1
μ Θμ

)−1
ΘT

μ , E2m+1 – единичная матрица раз-
мером (2m+ 1)× (2m+ 1), Ψ(q)

μn = dqΨμ(t)/dt
q|t=tn

.

Дисперсия оценки μ(q)∗ находится по правилу

(6.5) σ2μq =
(
Ψ(q)

μn

)T [(
K−1

μ Ψμ

)T
(Λμ)

TΨμ

]−1
Hμ

(
ΨT

μΛμK
−1
μ Ψμ

)−1
Ψ(q)

μn ,

где
Hμ =

(
K−1

μ Ψμ

)T
(Λμ)

TKμΛμK
−1
μ Ψμ.

Несложно показать, что математическое ожидание методической ошибки,
обусловленной не учетом «хвоста» ряда (2.4), равно

(6.6) εμq = Δ(q)
μn −PT

μqΔμn,

где Δμ = Δμ(t) – «хвост» ряда, а Δ
(q)
μn – его q-я производная в точке t = tn,

Δμn = [Δμ (tn+i) , i = −m,m]T.
В [38, с. 62] показано, что с ростом числа спектральных коэффициентов в

модели сингулярной ошибки (2.3) алгоритм (6.1)–(6.6) обеспечивает сокраще-
ние вычислительных затрат до 47% по сравнению с традиционным расширен-
ным методом наименьших квадратов. Это позволяет повысить оперативность
решения задачи сглаживания.
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С учетом (6.1)–(6.6) можно строить искомые оценки параметров движе-
ния объекта, инвариантные к сингулярным ошибкам измерений. Так, если
воспользоваться формулами (4.3) и (4.4), то можно найти устойчивые оцен-
ки наклонной дальности для двух вариантов

r [1] =
2
(
PT

r1Hr

) (
PT

λ1Hλ

)
cos

(
PT

ϕ0Hϕ

)

2
(
PT

λ1Hλ

) (
PT

ϕ1Hϕ

)
sin

(
PT

ϕ0Hϕ

)
−
(
PT

λ2Hλ

)
cos

(
PT
ϕ0Hϕ

) ,(6.7)

r [2] = −
2
(
PT

r1Hr

) (
PT

ϕ1Hϕ

)
(
PT
ϕ2Hϕ

)
+
(
PT

λ1Hλ

)2
sin

(
PT

ϕ0Hϕ

)
cos

(
PT

ϕ0Hϕ

) .(6.8)

По аналогии с (6.7) и (6.8) определяются дальности для вариантов (4.5)–
(4.7) и декартовы координаты (3.9) объекта наблюдения.

Результаты вычислительных экспериментов, представленные в [38, 39], по-
казывают высокую эффективность автокомпенсационного алгоритма сгла-
живания в аномальных условиях измерений, что позволяет формировать
устойчивые оценки производных от радиальной скорости и угловых коор-
динат, необходимые для успешного применения развитого однопозиционного
косвенного метода координатометрии. Результаты моделирования адаптив-
ного алгоритма (3.7) и (3.8) для случая прямолинейного равномерного дви-
жения объекта представлены в [29]. Они показывают, что метод применим к
высокоточным измерениям, при этом достоверность результатов координато-
метрии существенно зависит от динамики объекта и условий его наблюдения.

7. Заключение

Развитый метод существенно расширяет сферу применения квазиопти-
мальных косвенных методов оперативного оценивания применительно к ре-
шению задачи однопозиционной координатометрии, устойчивых к сингуляр-
ным ошибкам измерений и условиям наблюдения высокоскоростных объек-
тов. Данный метод как самостоятельно, так и в совокупности с традицион-
ными статистическими методами (например, наименьших квадратов, макси-
мального правдоподобия, максимума апостериорной плотности вероятности
и различных методов динамической фильтрации) может быть эффективно
использован как инструмент интеллектуально-аналитического совершенство-
вания существующих и разработки перспективных однопозиционных систем
активной и пассивной локации и навигации нового поколения.

У метода есть ограничения на классы используемых однопозиционных си-
стем в плане точности измерений, условий наблюдения, а также на типы
сопровождаемых объектов.
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ОБ АЛГОРИТМЕ ФОРМИРОВАНИЯ РАСПИСАНИЯ
ГРУЗОПЕРЕВОЗОК В ТРАНСПОРТНОЙ СЕТИ1

Рассматривается задача формирования расписания грузоперевозок в
транспортной сети, представляемой неориентированным мультиграфом.
Перевозки между вершинами могут осуществляться только в заранее
определенные промежутки времени. Предлагается итеративный алгоритм
поиска решения, приближенного к оптимальному по значению критерия,
в исследуемой задаче. Алгоритм конструируется на основе решения за-
дач смешанного целочисленного линейного программирования. Приме-
нимость алгоритма проверяется на примере с более чем 90 миллионами
бинарных переменных.

Ключевые слова: транспортная сеть, мультиграф, грузоперевозки, распи-
сание, смешанное целочисленное линейное программирование.
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1. Введение

Задача составления расписания движения (грузов, поездов, локомоти-
вов) — широко исследуемая как в теории, так и на практике задача. Пуб-
ликации, посвященные этой тематике, можно разделить на несколько групп:
по наличию времени движения в задаче, по фиксированности времени движе-
ния между вершинами, по возможности/фиксированности маршрута движе-
ния при оптимизации, по структуре мультиграфа транспортной сети. Напри-
мер, в [1] использовалась только длительность следования через дуги графа
транспортной сети общего вида, а в [2, 3] рассматривается однопутная же-
лезная дорога. В [4, 5] рассматривается задача построения расписания для
железнодорожных сетей общего вида при фиксированном наборе маршрутов
для поездов. В [6, 7] задача поиска маршрута движения поездов и времени их
движения по железнодорожной сети решалась одновременно. Время в [6, 7]
полагалось дискретным, что может приводить к очень большой размерности
поставленной задачи. В [8–11] была рассмотрена задача одновременного фор-
мирования расписания и маршрутов движения составов по железнодорожной

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект №23-21-00293).
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сети общего вида, а транспортировки между вершинами осуществлялись в
заранее заданные промежутки времени.

Отличие постановок с фиксированным временем движения между верши-
нами от постановок с произвольным весьма принципиально. В постановках с
произвольным временем предполагается готовность транспортного средства
для перевозки в любой момент времени, что не всегда физически реализуе-
мо. Принципиальным же отличием [11] от других работ является то, что в
этой работе допустимым являлось окончание движения и по окончании про-
межутка времени, на которое строится расписание (далее — горизонт плани-
рования). Такая возможность актуальна, например, когда необходимость пе-
ревезти груз появляется перед окончанием горизонта планирования. Однако
такая возможность не только усложняет математическую модель перевозок,
но и увеличивает время счета [11]. В этой связи актуальным является разра-
ботка более быстрого алгоритма, нежели алгоритм из [11]. Данный алгоритм
и разрабатывается в настоящей статье.

В рамках рассматриваемой модели перевозок времена готовности грузов
к отправлению, времена начала и конца движения любого транспортного
средства, осуществляющего перевозку между вершинами, — фиксированные.
При этом данные характеристики являются вещественными числами. Опти-
мизация в дальнейшем будет проводиться по использованию того или иного
транспортного средства для того или иного груза. Также будут рассмотре-
ны и другие оптимизационные переменные, которые характеризуют время
стоянки грузов в различных вершинах, ожидаемое количество времени до
доставки по окончании горизонта планирования, доставку груза до вершины
назначения.

Для разработки алгоритма формирования грузоперевозок строится систе-
ма из линейных ограничений и неравенств, содержащих целочисленные и
непрерывные переменные, которая задает математическую модель движения
грузов по транспортной сети общего вида. Транспортная сеть представляется
неориентированным мультиграфом. Для снижения времени счета в алгорит-
ме проводится декомпозиция множества грузов, а также декомпозиция гори-
зонта планирования. Для дополнительного ускорения времени счета преду-
смотрена возможность удаления транспортировок, которые вряд ли могут
быть использованы грузами ввиду того, что время начала движения по этим
транспортировкам раньше ожидаемого времени прибытия груза в соответ-
ствующие этим транспортировкам вершины. Тестирование разработанного
алгоритма проводится на содержательном примере с миллионами целочис-
ленных переменных.

2. Основные обозначения и предположения

Рассмотрим транспортную систему, представляемую неориентированным
мультиграфом G =< V,E >, где V – множество вершин (городов, железно-
дорожных станций, заводов, аэропортов, морских портов) и E – множество
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ребер (шоссе, железнодорожных путей, воздушных трасс, морских путей), со-
единяющих эти вершины. Пусть |V | =M � 2. Перенумеровав вершины муль-
тиграфа G от 1 доM , составим множество индексов V ′ = {1, 2, . . . ,M}. Каж-
дый элемент этого множества единственным образом определяет вершину
мультиграфа G. Отметим, что необходимость в моделировании транспорт-
ных систем с использованием мультиграфов следует из предметной области.
Так, встречное движение между двумя железнодорожными станциями в один
и тот же промежуток времени в целях безопасности должно быть разнесено
по разным железнодорожным путям. Поэтому при моделировании движения
приходится отдельно рассматривать все железнодорожные пути (ребра) из
одной вершины (станции) в другую (станцию).

Будем отсчитывать время в минутах относительно некоторого момента
отсчета. Под горизонтом планирования будем понимать промежуток времени
[0, Tмакс), на который строится план перевозок. Если план перевозок строится
на день (1440 мин), то Tмакс = 1440.

Разделим горизонт планирования на P непересекающихся промежутков
(полуинтервалов) T1, . . . ,TP , т.е. [0, Tмакс) =

⋃P
p=1 Tp, где ∀p1, p2 ∈ {1, . . . , P} :

p1 	= p2 Tp1
⋂

Tp2 = ∅. Эти промежутки в дальнейшем будем называть про-
межутками разбиения. Введем вспомогательные переменные T p

def
= inf Tp,

T p
def
= supTp, p = 1, P . Будем строить множества T1, . . . ,TP так, что

T 1 = 0, T P = Tмакс, T p+1 = T p, p = 1, P − 1.

Пусть имеется I грузов (посылок, контейнеров, поездов). Для i-го груза
заданы:

• индекс вершины отправления vотпр
i ∈ V ′;

• индекс вершины прибытия (назначения) vприб
i ∈ V ′;

• время готовности к отправлению tотпр
i ∈ [0, Tмакс);

• максимальное время di, в течение которого грузу позволяется находить-
ся в пункте отправления с момента готовности;

• время груза в пути Ti, т.е. максимальное время, в течение которого
грузу позволяется находиться в транспортной системе (исключая время
в вершине отправления), вычисляемое в минутах;

• масса груза wi ∈ R+,
i = 1, I . Груз предполагается неделимым в том смысле, что его нельзя отпра-
вить по частям.

Движение между вершинами может выполняться только в определен-
ные промежутки времени. Пусть доступно ровно K перемещений/транспор-
тировок (самолетами, морскими судами, поездами, грузовиками) между вер-
шинами. Параметры транспортировки математически можно представить
в виде семиэлементного вектора-строки zk

def
= (vнач

k , vкон
k , nk, t

нач
k , tкон

k ,Wk, Ck),
где vнач

k ∈ V ′ – индекс вершины начала движения, vкон
k ∈ V ′ – индекс вер-

шины конца движения, причем vнач
k и vкон

k – индексы смежных вершин в
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графе G, nk – номер ребра, соединяющего вершины с индексами vнач
k и

vкон
k , tнач

k ∈ [0, Tмакс) – время начала движения, tкон
k – время конца движения,

Wk – максимальная перевозимая масса при транспортировке, Ck – стоимость
транспортировки единицы массы, k = 1,K. Обозначим через Z множество
всех векторов zk, k = 1,K . Перенумеруем элементы множества Z от 1 до K.
Таким образом, число от 1 до K однозначно определяет конкретную транс-
портировку и ее параметры.

В дальнейшем под расписанием движения груза будем понимать набор
номеров транспортировок, которые им используются. Зная номера транспор-
тировок, можно легко определить вершины, посещаемые грузом, время по-
сещения вершин, используемые для движения ребра мультиграфа, а также
прочие характеристики движения.

В соответствии с введенными промежутками разбиения T1, . . . ,TP разде-
лим множество транспортировок на несколько частей, а именно {1, . . . ,K} =

= K1
⋃

K2
⋃
. . .

⋃
KP , где Kp

def
= {k ∈ N : k � K, tнач

k ∈ Tp}, p = 1, P .
При выполнении перевозок склады, в которых хранятся грузы, могут быть

заполнены. Кроме того, с грузом могут производиться некоторые операции,
например переупаковка. В этой связи введем минимально и максимально воз-
можные длительности стоянки в вершине с индексом vкон

k после выполнения
транспортировки с номером k груза с номером i: tст мин

i,k и tст макс
i,k , i = 1, I,

k = 1,K . Очевидно, ∀i = 1, I , k = 1,K 0 � tст мин
i,k � tст макс

i,k .
Зададим величину τm1,m2 – ожидаемое время (начиная с момента готов-

ности к отправлению) перевозки груза из вершины с индексом m1 в вершину
с индексом m2, m1,m2 = 1,M . Очевидно, что τm1,m1 = 0, m1 = 1,M . Если
доступны исторические наблюдения по перевозке из вершины с индексом m1

в вершину с индексом m2, то в качестве τm1,m2 можно выбрать реализацию
выборочного среднего по имеющимся наблюдениям, m1,m2 = 1,M . Если эти
данные отсутствуют, то указанную величину можно оценить экспертным пу-
тем. Также введем величину ηm1,m2 – ожидаемое время с момента готовности
до отправления груза из вершины с индексом m1 в вершину с индексом m2,
которая вычисляется по аналогичному принципу, что и τm1,m2 ,m1,m2 = 1,M .

Под маршрутом груза с номером i будем понимать набор номеров транс-
портировок, последовательно используемых этим грузом, i = 1, I. Как след-
ствие, по маршруту можно определить набор вершин, последовательно пе-
ресекаемых этим грузом. Ограничим максимальное число транспортировок
в маршруте в рамках горизонта планирования некоторым заранее заданным
числом J . Под j-м этапом маршрута груза с номером i будем понимать дви-
жение этого груза, когда используется j-я по порядку использования транс-
портировка, i = 1, I , j = 1, J + 1. Этап J +1 – технический, движение на нем
не производится, он нужен для корректного задания математической модели.
Будем называть вершину промежуточной для i-го груза, если она не является
для него ни вершиной отправления, ни вершиной назначения, i = 1, I .
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Введем также величину Di, характеризующую отказ в транспортировке
i-му грузу: 0 — грузу отказано в транспортировке, 1 — иначе, i = 1, I . Отказ
в транспортировке может быть связан с тем, что для груза не хватает транс-
портировок, чтобы добраться до вершины назначения с учетом ограничения
на время в пути и других физических ограничений. В идеальном случае все
величины Di равны единице, i = 1, I , однако такое не всегда физически ре-
ализуемо или не удается найти расписание движения, приводящее к такому
результату.

3. Вспомогательные результаты для формирования алгоритма

3.1. Математическая модель движения по транспортной сети

Разделим множество номеров грузов I на S непересекающихся подмно-
жеств Is, т.е. I

def
= {1, . . . , I} =

⋃S
s=1 Is, причем ∀s1, s2 ∈ {1, . . . , S} : s1 	= s2

Is1
⋂

Is2 = ∅. В [10–12] было предложено разбиение множества I по принци-
пу нахождения в подмножествах номеров грузов с одинаковыми вершинами
отправления и назначения. Кроме того, можно составить ровно столько под-
множеств. сколько имеется грузов. При этом в подмножестве с индексом 1
будет номер груза с наиболее ранним/поздним временем готовности к от-
правлению, с индексом 2 — вторым/предпоследним временем и т.д.

Предположим, что для всех грузов с номерами из множеств I1, . . . ,Is̃−1

имеется отказ в транспортировке или расписание движения. Если грузу c
номером î ∈

⋃s̃−1
s=1 Is отказано в транспортировке, то полагается δ̂̂i,j,k = 0,

j = 1, J + 1, k = 1,K, а Dî = 0. Если груз с номером î ∈
⋃s̃−1

s=1 Is допущен к
транспортировке, то δ̂̂i,j,k полагается равной единице, если этот груз на эта-
пе с номером j использует транспортировку с номером k, и равной нулю в
противоположном случае, j = 1, J + 1, k = 1,K. При этом полагается Dî = 1.

Для снижения размерности решаемых в дальнейшем задач оптимиза-
ции расписание движения будет вначале строиться для промежутка вре-
мени [0,T 1). При построении расписания на промежуток времени [0,T 2) =
= [0,T 1)

⋃
T2 будет учитываться (фиксироваться) расписание на промежу-

ток [0,T 1), при построении расписания на промежуток времени [0,T 3) =
= [0,T 2)

⋃
T3 будет учтено (зафиксировано) расписание на промежуток вре-

мени [0,T 2) и т.д.
В этой связи рассмотрим только транспортировки от начала горизонта

планирования до конца промежутка Tp̃, где p̃ – произвольное число из мно-
жества {1, . . . , P}. Сформулируем множество ограничений, задающих движе-
ние мультиграфу для грузов с номерами из множества Is̃ в это время, т.е.
в субгоризонт планирования [0,T p̃). Предположим вначале, что расписания
движения для грузов с номерами из множества Is̃ на субгоризонт [0,T p̃−1)
(p̃ > 1) в наличии не имеется.

Под Ks̃,p̃ будем понимать некоторое непустое подмножество транспорти-
ровок

⋃p̃
p=1Kp, выбираемое для грузов из множества Is̃.
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Для этого введем вспомогательные переменные δp̃i,j,k, характеризующие ис-
пользование грузом с номером i транспортировки с номером k на j-м этапе
при формировании расписания для субгоризонта планирования [0,T p̃), i ∈ Is̃,
j = 1, J + 1, k ∈ Ks̃,p̃. Переменная δp̃i,j,k равна единице, если транспортировка
с номером k используется i-м грузом на j-м этапе, и нулю — в противополож-
ном случае.

Используя определение переменных δp̃i,j,k, имеем

δp̃i,j,k ∈ {0, 1}, i ∈ Is̃, j = 1, J + 1, k ∈ Ks̃,p̃.(1)

Движение исключительно по смежным вершинам мультиграфа G задается
согласно ограничениям

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,kv
кон
k �

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,kv
нач
k +

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k

⎞

⎠M3, i ∈ Is̃,

j = 1, J − 1,

(2)

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,kv
кон
k �

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,kv
нач
k −

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k

⎞

⎠M, i ∈ Is̃,

j = 1, J − 1.

(3)

Напомним, что M – количество вершин в мультиграфе G. Ограничения
(2), (3) приводят [10] к тому, что если для некоторого ĩ ∈ Is̃ и некоторого
j̃ ∈ {1, . . . , J} справедливо

∑
k∈Ks̃,p̃ δ

p̃

ĩ,j̃,k
= 0, то

∑
k∈Ks̃,p̃ δ

p̃

ĩ,j+1,k
= 0, j = j̃, J .

Если же
∑

k∈Ks̃,p̃ δ
p̃

ĩ,j̃,k
= 1, то

∑
k∈Ks̃,p̃ δ

p̃

ĩ,j̃+1,k
= 0 или

∑
k∈Ks̃,p̃ δ

p̃

ĩ,j̃+1,k
= 1.

Ограничения (2), (3) идентичны [10, 11] с учетом построения математиче-
ской модели движения для субгоризонта планирования. Отметим, что выбор
третьей степени у M в (2) обеспечивает корректное задание математической
модели движения по мультиграфу [10].

Поскольку этапов для движения может быть не более J , введем ограни-
чение

∑

i∈Is̃

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,J+1,k = 0.(4)

Так как груз неделим, то на любом этапе (в том числе первом) можно
использовать максимум одну транспортировку

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,k � 1, i ∈ Is̃.(5)

Если перевозка груза начинается, то она должна быть осуществлена из
соответствующей вершины отправления

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,kv
нач
k = vотпр

i

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,k, i ∈ Is̃.(6)
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Если готовность груза к отправлению происходит после верхней границы
промежутка времени Tp̃, то вплоть до окончания Tp̃ никакие транспортировки
грузу использовать не разрешено, т.е.

J∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,k = 0,∀i ∈ Is̃ : tотпр
i � T p̃.(7)

Груз должен быть отправлен не раньше момента готовности к отправ-
лению с учетом максимального времени в вершине отправления. При этом
можно не отправить груз в период [0,T p̃), если это допустимо с учетом макси-
мального времени в вершине отправления. В этой связи имеем ограничения

tотпр
i �

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,kt
нач
k +

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,k

⎞

⎠T p̃ � tотпр
i + di,

∀i ∈ Is̃ : tотпр
i < T p̃.

(8)

Прокомментируем ограничения (8). Для этого рассмотрим груз с номером
ĩ ∈ Is̃ : tотпр

ĩ
< T p̃. Ввиду ограничений (1) и (5) возможны только два вари-

анта:
∑

k∈Ks̃,p̃ δ
p̃

ĩ,1,k
равна нулю или единице. При этом равенство нулю этой

суммы (т.е. неотправка груза с номером ĩ) приводит к тому, что должно быть
выполнено условие T p̃ � tотпр

ĩ
+ dĩ. Если эта сумма равна единице, то в со-

ответствии с (5) может быть использована только одна транспортировка и
время ее начала будет располагаться в промежутке [tотпр

ĩ
, tотпр

ĩ
+ dĩ]. Это со-

ответствует введенному выше смыслу ограничений (8).
Из одной и той же вершины можно выйти лишь единожды2

J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃:vнач
k =m

δp̃i,j,k � 1, i ∈ Is̃, m = 1,M.(9)

В одну и ту же вершину можно попасть лишь единожды
J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃:vкон
k =m

δp̃i,j,k � 1, i ∈ Is̃, m = 1,M.(10)

Отправление в промежуточных вершинах маршрута не должно происхо-
дить раньше прибытия в эти вершины. Поэтому с учетом ограничений на
минимальное и максимальное время стоянки имеем

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,k(t
кон
k + tст мин

i,k ) �
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,kt
нач
k +

+

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k

⎞

⎠T , i ∈ Is̃, j = 1, J − 1,

(11)

2 Здесь и далее полагается, что сумма любых переменных по пустому множеству равна
нулю.
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где

T = max
i∈{1,...,I},k∈{1,...,K}

tкон
k + tст мин

i,k ,

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,k(t
кон
k + tст макс

i,k ) �
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,kt
нач
k , i ∈ Is̃, j = 1, J − 1.(12)

Ограничения (11) и (12) идентичны соответствующим ограничениям из [11].
Чтобы гарантировать допустимость стоянки груза по окончании субгори-

зонта [0,T p̃) (если таковая имеет место), введем ограничение
∑

k∈Ks̃,p̃:vкон
k �=vприб

i

δp̃i,j,k
(
tкон
k + tст. макс

i,k − T p̃

)
+ T p̃

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k � 0,

i ∈ Is̃, j = 1, J .

(13)

Для запрета движения груза после прибытия в пункт назначения введем
ограничения

∑

k∈Ks̃,p̃:vкон
k =vприб

i

δp̃i,j,k � 2

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k

⎞

⎠ , i ∈ Is̃, j = 1, J .(14)

Прокомментируем ограничения (14). Для этого рассмотрим груз с номером
ĩ ∈ Is̃. Если этот груз по окончании некоторого этапа прибыл в вершину на-
значения, то левая часть (14) окажется равной единице, поэтому для совмест-
ности (14) необходимо, чтобы правая часть была равна нулю. А это означает
ввиду ограничений (1) и (5), что последующий после прибытия этап будет не
задействован, как и все оставшиеся этапы. Если же груз не прибыл в вершину
назначения, то левая часть (14) будет равна нулю. В этом случае ограничение
будет выполняться, так как на любом этапе можно задействовать не более
одной транспортировки, а значит, правая часть будет равна либо нулю, либо
двум.

Введем величину T̂ p̃
i,j — количество времени, проводимого грузом с номе-

ром i в j-й (по порядку следования) промежуточной вершине своего марш-
рута в рамках субгоризонта планирования:

T̂ p̃
i,j =

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j+1,k(t
нач
k − T p̃) +

∑

k∈Ks̃,p̃:vкон
k �=vприб

i ,tкон
k <T p̃

δp̃i,j,k(T p̃ − tкон
k ),

i ∈ Is̃, j = 1, J .

(15)

Для удобства формулирования математической модели также положим
T̂ p̃
i,J+1 = 0.

Введем новые переменные F p̃
i , характеризующие ожидаемое количество

времени, требуемого до прибытия в пункт назначения грузу с номером i,
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после окончания субгоризонта [0,T p̃):

F p̃
i = τ

vотпр
i ,vприб

i
+

J∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃

δi,j,k

(
τ
vкон
k ,vприб

i
− τ

vнач
k ,vприб

i

)
+

+
J∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃:tкон
k �T p̃

δi,j,k(t
кон
k − T p), i ∈ Is̃.

(16)

Для того чтобы не превысить допустимое время в пути, введем ограниче-
ния

F p̃
i +

J∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃:tкон
k <T p,vкон

k =vприб
i

δp̃i,j,k
(
tкон
k − T p

)
+

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,k(T p − tнач
k ) �

(17)

� Ti +

⎛

⎝1−
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,k

⎞

⎠ η
vотпр
i ,vприб

i
, ∀i ∈ Is̃ : tотпр

i < T p.

Ограничения (17) идентичны соответствующим ограничениям из [11].
Зададим переменные ωp̃

i , характеризующие, прибыл ли груз с номером i
в пункт назначения на основе используемых транспортировок в субгоризонт
планирования [0,T p̃): 0 — прибыл, 1 — не прибыл:

ωp̃
i = 1−

J∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃:tкон
k <T p,vкон

k =vприб
i

δp̃i,j,k, i ∈ Is̃.(18)

Необходимость не превысить максимально допустимый вес при транспор-
тировке с номером k приводит к ограничениям

∑

i∈Is̃

J+1∑

j=1

δp̃i,j,kwi �Wk −
∑

i∈
s̃−1⋃

s=1
Is

J+1∑

j=1

δ̂i,j,kwi, k ∈ Ks̃,p̃.(19)

3.2. Критерий оптимальности

Потенциально система уравнений и неравенств (1)–(19) может иметь не
единственное решение, поэтому требуется критерий выбора среди этих реше-
ний. Составим из всех δp̃i,j,k вектор δs̃,p̃, i ∈ Is̃, j = 1, J + 1, k ∈ Ks̃,p̃. Также
составим из всех F p̃

i вектор F s̃,p̃, а из ωp̃
i — вектор ωs̃,p̃, i ∈ Is̃. Объединим

все T̂ p̃
i,j в вектор T̂

s̃,p̃, i ∈ Is̃, j = 1, J + 1.
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Выберем критериальную функцию следующего вида:

J p̃
s̃

(
δs̃,p̃,F s̃,p̃, ωs̃,p̃, T̂ s̃,p̃

)
=

= c1
∑

i∈Is

J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,k(min{tкон
k ,T p̃} − tнач

k )

︸ ︷︷ ︸
суммарное время в движении

в рамках субгоризонта планирования[0,T p̃)

+c2
∑

i∈Is

J+1∑

j=1

T̂ p̃
i,j

︸ ︷︷ ︸
суммарное время

стоянки в
промежуточных

вершинах

+

+ c3
∑

i∈Is

⎛

⎝
∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,1,kt
нач
k +

(
1−

K∑

k=1

δp̃i,1,k

)
T p̃ − tотпр

i

⎞

⎠

︸ ︷︷ ︸
суммарное время стоянки в вершинах отправления

с момента готовности к отправлению
до конца субгоризонта планирования [0,T p̃)

+

+ c4
∑

i∈Is

J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃

δp̃i,j,kwiCk

︸ ︷︷ ︸
суммарная стоимость

транспортировок

+ c5
∑

i∈Is

F p̃
i

︸ ︷︷ ︸
суммарное
ожидаемое
время до
доставки

+ c6
∑

i∈Is

ωp̃
i

︸ ︷︷ ︸
суммарное
количество

недоставленных
грузов в рамках

субгоризонта
планирования

,

(20)

где c1, . . . , c6 – неотрицательные константы, выбираемые лицом, принимаю-
щим решения. От выбора констант c1, . . . , c6 также зависит цель оптимиза-
ции. При c1 = c2 = c3 = c5 = c6 = 0, c4 = 1 получается задача минимизации
стоимости перевозок, при c1 = c2 = c3 = c5 = 1, c4 = c6 = 0 – задача по ми-
нимизации суммы времени перевозок в рамках субгоризонта планирования
и прогнозируемого времени за пределами этого субгоризонта. Понимая под
r-й компонентой критерия сомножитель числа cr в (20), r = 1, 6, заметим,
что не все компоненты критерия являются однородными. Первая, вторая,
третья и пятая измеряются в минутах, четвертая — в единицах стоимости,
а шестая — в штуках. Если при оптимизации рассматриваются только одно-
родные компоненты, то размерность коэффициентов c1, . . . , c6 неважна. При
необходимости учета в одной задаче оптимизации разнородных компонент
имеет смысл рассматривать задачу по минимизации общих затрат, т.е. вели-
чины c1, c2, c3, c5 будут иметь размерность условные единицы/мин, а c6 будет
иметь размерность условные единицы/шт.

Если выбрать p̃ = P , то горизонт планирования совпадет с [0,T p̃). Если
к тому же множество номеров грузов не расщеплять, т.е. I = Is̃, а Ks̃,P =
=

⋃P
p=1Kp, то построенный критерий (20) и система ограничений (1)–(19)

будут в точности повторять критерий и систему ограничений из [11]. Однако
при таком расщеплении (а точнее его отсутствии) множества номеров гру-
зов и p̃, которое не предполагает уменьшения множества транспортировок,
используемых при поиске расписания, непосредственная оптимизация крите-
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рия (20) с целью найти расписание на весь горизонт планирования целиком
может быть очень долгой. Поэтому на основе полученных в работе результа-
тов сформируем алгоритм поиска хотя и не оптимального, но более быстрого
решения.

Наличие линейных по оптимизируемым переменным ограничений (2)–(19)
и линейного критерия (20), векторов бинарных переменных δs̃,p̃ и ωs̃,p̃, векто-
ров вещественных переменных F s̃,p̃ и T̂ s̃,p̃ делает задачу (20) при ограниче-
ниях (1)–(19) задачей смешанного целочисленного линейного программиро-
вания.

4. Алгоритм для нахождения расписания

При формировании алгоритма учтем возможность более быстрого его
функционирования путем удаления транспортировок, которые вряд ли будут
использованы. Так, не имеет смысла учитывать при составлении расписания
на данный субгоризонт планирования транспортировки из вершин, до кото-
рых ни один из грузов в этот субгоризонт не успеет добраться. Вообще говоря,
для того чтобы определить, сумеет ли тот или иной груз за заданное время
добраться до конкретной вершины, необходимо решить соответствующую за-
дачу оптимизации. Однако решение такого рода задач требует времени. По-
этому для установления того факта, что грузы не доберутся до некоторой
вершины, будем использовать величины τm1,m2 , m1 = 1,M , m2 = 1,M . Без-
условно, не всегда вывод о возможности прибыть в некоторую вершину на
основе величин τm1,m2 является верным, m1 = 1,M , m2 = 1,M . Это связано
с тем, что эти величины строятся на основе прошлой истории перевозок, а не
на транспортировках, доступных сейчас. Тем не менее это существенно поз-
воляет сократить время счета, хотя и с ухудшением значения критериальной
функции/невозможностью принять к перевозке некоторые грузы. Величи-
ны τm1,m2 будем сравнивать с отношением длины соответствующего проме-
жутка разбиения к параметру ускорения, m1 = 1,M , m2 = 1,M . Параметр
ускорения, который является безразмерным, будем обозначать через A. Чем
меньше A, тем меньше транспортировок будет вычеркнуто, но тем, скорее
всего, больше грузов будет принято к перевозке. И, напротив, чем больше A,
тем быстрее получится решение, но тем менее качественное (в терминах коли-
чества принятых к отправке грузов) оно будет. При A = 0 никаких удалений
делать не будем. При решении задач оптимизации наиболее рациональным
представляется полагать A равным единице. В таком случае ожидаемое вре-
мя до прибытия в некоторую вершину будет сравниваться с длительностью
соответствующего промежутка разбиения, т.е. промежутка времени, в кото-
ром расписание еще не зафиксировано и ищется.

1. Задаются числа c1, . . . , c6 ∈R+. Фиксируются числа P , J ∈N. Задается
число A∈R+.

2. Множество номеров грузов расщепляется на S ∈N непересекающихся
подмножеств Is, т.е. {1, . . . , I} =

⋃S
s=1 Is, причем ∀s1, s2 ∈{1, . . . , S} : s1 	= s2

Is1
⋂

Is2 = ∅.
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3. Формируется множество промежутков T1, . . . ,TP так, что [0, Tмакс) =
=
⋃P

p=1 Tp, где ∀p1, p2 ∈{1, . . . , P} : p1 	= p2 Tp1
⋂

Tp2 = ∅, причем T 1 = 0,
T P = Tмакс, T p+1 = T p, p = 1, P − 1.

4. Формируются множества Kp = {k ∈N : k � K, tнач
k ∈Tp}, p = 1, P .

5. Инициализируется параметр s̃ = 1.
6. Инициализируется параметр p̃ = 1.
7. Если p̃ равно единице, то формируется множество Vs̃,p̃ =

⋃
i∈Is̃ v

отпр
i .

Если p̃ больше единицы, то

Vs̃,p̃ =
⋃

i∈Is̃

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

vотпр
i ,

J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃−1

δ
p̃−1
i,j,k = 0,

∑

k ∈Ks̃,p̃−1

δ
p̃−1
i,ji,kv

кон
k ,

J+1∑

j=1

∑

k∈Ks̃,p̃−1

δ
p̃−1
i,j,k > 0,

где

ji =
J+1∑

j=1

∑

k ∈Ks̃,p̃−1

δ
p̃−1
i,j,k, i∈Is̃.

Множество Vs̃,p̃ состоит из индексов вершин отправления для тех грузов, что
еще не в пути, и индексов последних (на текущий момент) вершин движения
для грузов, начавших свое движение из соответствующих вершин отправле-
ния.

8. Если A = 0, то Ks̃,p̃ = Kp̃. Если A > 0, то формируется множество

Ks̃,p̃ =

{
k∈Kp̃ : min

m∈Vs̃,p̃
τm,vнач

k
� (T p̃ − T p̃)/A, min

i∈Is̃
tотпр
i � tнач

k

}
.

9. Если p̃ > 1 формируется множество Ks̃,p̃ =
⋃p̃−1

p=1Ks̃,p
⋃

Ks̃,p̃. Если p̃ = 1,
то Ks̃,p̃ = Ks̃,p̃.

10. Если множество Ks̃,p̃ пусто и p̃ < P , то величина p̃ увеличивается на
единицу, происходит переход к шагу 7.

Если множество Ks̃,p̃ пусто и p̃ = P , то δ̂i,j,k = 0, Di = 0, i∈Is̃, j = 1, J + 1,
k = 1,K . Если s̃ = S, то алгоритм завершен. Если s̃ < S, то величина s̃ уве-
личивается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Если множество Ks̃,p̃ непусто, то происходит переход к шагу 11.
11. Решается задача

J p̃
s̃ (δ

s̃,p̃,F s̃,p̃, ωs̃,p̃, T̂ s̃,p̃) → min
δs̃,p̃,F s̃,p̃,ωs̃,p̃,T̂ s̃,p̃

при ограничениях (1)–(19), а также при p̃ > 1 ограничениях

δp̃i,j,k = δ
p̃−1
i,j,k, i∈Is̃, j = 1, J + 1, k∈Ks̃,p̃−1.(21)
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Если решение этой задачи не существует, то δ̂i,j,k = 0, Di = 0, i∈Is̃,
j = 1, J + 1, k = 1,K . Если s̃ = S, то алгоритм завершен. Если s̃ < S, то ве-
личина s̃ увеличивается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Если решение задачи найдено и p̃ < P , то задаются величины δ
p̃
i,j,k, равные

единице, если на промежуток времени [0,T p̃) для груза с номером i на этапе
с номером j зарезервирована транспортировка с номером k, и равные 0 в
противном случае, i∈Is̃, j = 1, J + 1, k ∈Ks̃,p̃. Величина p̃ увеличивается на
единицу. Происходит переход к шагу 7.

Если решение задачи найдено и p̃ = P , то Di = 1, задаются величины δ̂i,j,k,
равные единице, если для груза с номером i на этапе с номером j использу-
ется транспортировка с номером k, и равные 0 в противном случае, i∈Is̃,
j = 1, J + 1, k = 1,K . Если s̃ = S, то алгоритм завершен. Если s̃ < S, то ве-
личина s̃ увеличивается на единицу, происходит переход к шагу 6.

Отметим, что ограничение (21) позволяет зафиксировать расписание на
промежуток [0,T 1) при поиске расписания на промежуток [0,T 2), расписание
на промежуток [0,T 2) при поиске расписания на промежуток [0,T 3) и т.д.

Алгоритмом по наименьшему/наибольшему времени будем называть та-
кой алгоритм, при котором на втором шаге дробление происходит по возрас-
танию/убыванию времени готовности грузов к отправлению. А именно мно-
жество I1 будет состоять из номера груза с самым ранним/поздним временем
готовности к отправлению, I2 — со вторым/предпоследним и т.д.

5. Пример

Рассмотрим модельный пример.
Пусть мультиграф транспортной сети имеет вид, представленный на ри-

сунке. Для большей наглядности второе ребро между смежными вершинами
опущено. На графе представлены ребра с номером 1. Некоторые ребра обо-
значены пунктирной линией с целью показать разноуровневое пересечение
ребер в транспортной сети.

Положим Tмакс = 1440 мин. Выбран некоторый момент отсчета. Начиная с
момента отсчета: каждые 60 мин в вершине с индексом 1 появляется по 5 гру-
зов одинакового веса в 1 единицу, эти грузы требуется перевезти в вершину
с индексом 97; каждые 60 мин в вершине с индексом 10 появляется по 5 гру-
зов одинакового веса в 1 единицу, эти грузы требуется перевезти в вершину
с индексом 94.

Транспортировки между вершинами с разностью индексов, равной 1 или
10 по модулю, осуществляются каждые 30 мин, цена такой транспортиров-
ки — 10 условных единиц, максимальный перевозимый вес — 2 условные еди-
ницы, длительность транспортировки — один час. Транспортировки между
вершинами с разностью индексов, равной 9 или 11 по модулю, осуществля-
ются каждые 30 мин, цена такой транспортировки — 20 условных единиц,
максимальный перевозимый вес — 2 условные единицы, длительность транс-
портировки — 85 мин. Таким образом, I = 240, K = 32832, M = 100.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Мультиграф G транспортной сети (оранжевым выделены вершины отправления
и назначения, синим выделен наиболее часто встречающийся путь у доставлен-
ных грузов на одном из полученных решений).

Предположим, что di = 180, Ti = 960, tст мин
i,k = 0, tст макс

i,k = 120, i = 1, I,
k = 1,K .

Положим ηm1,m2 = 0, m1,m2 = 1, 100. Пусть также

τm1+1,m2+1 =

{
90, |m1%10−m2%10| = 1 и |�m1/10� − �m2/10�| = 1

60|m1%10−m2%10|+ 60|�m1/10� − �m2/10�|, иначе,

где x%y – остаток от деления числа x на число y, �x� – целая часть числа x,
m1,m2 = 0, 99. Такой выбор величин τm1,m2 обеспечивает то, что ожидае-
мое время перевозки грузов от одной смежной вершины до другой, если они
соединены по диагонали, составляет 90 мин, во всех остальных случаях ожи-
даемая длительность перевозок пропорциональна минимальному количеству
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Таблица 1. Показатели приближенного решения, найденного алгоритмом по наи-
меньшему времени, в формате суммарное время перевозок/количество принятых
к перевозке грузов/количество доставленных грузов/цены перевозок/времени
счета в минутах для различных P и J
J

P
9 12 15

6 147 960/192/68/21 550/75 183 855/240/122/28 840/91 183 600/240/122/28 840/99
12 141 675/182/60/19 720/45 186 435/240/117/28 520/52 186 435/240/117/28 520/58
24 170 230/220/94/25 200/54 195 590/240/96/28 160/59 195 590/240/96/28 160/64

Таблица 2. Показатели приближенного решения, найденного алгоритмом по наи-
большему времени, в формате суммарное время перевозок/количество принятых
к перевозке грузов/количество доставленных грузов/цены перевозок/времени
счета в минутах для различных P и J
J

P
9 12 15

6 148 475/192/64/21 530/73 183 580/240/122/29 040/88 183 580/240/122/29 040/107
12 124 245/156/26/15 560/50 187 870/236/106/28 060/54 191 685/240/110/28 770/62
24 171 470/222/96/25 760/55 171 470/222/96/25 760/57 171 470/222/96/25 760/62

ребер при пути от одной вершины до другой без использования диагональных
ребер.

Рассмотрим случай c1 = c2 = c3 = c5 = 1, c4 = c6 = 0. Положим A = 1.
Проанализируем, как зависят от P и J результаты применения предложен-
ных алгоритмов. Длительность промежутков T1, . . . ,TP будем выбирать оди-
наковой. Предварительно отметим, что при имеющихся транспортировках
движение из вершины с индексом 1 в вершину с индексом 12 стоит столь-
ко же, сколько движение через промежуточную вершину с индексом 2 (или
индексом 11), при этом движение напрямую занимает меньшее время. Од-
нако наиболее быстрое движение из вершин отправления — по диагонали —
вследствие заявленного максимального веса и периодичности транспортиро-
вок доступно не для каждого груза, поэтому исследуемая оптимизационная
задача, вообще говоря, нетривиальна.

Жирным в табл. 1 и 2 выделены те случаи, когда все грузы приняты к
доставке. Как следует из табл. 1 и 2, наилучший результат был достигнут
для алгоритма по наибольшему времени при P = 6, J = 12. Это решение бу-
дем называть базовым. Для базового решения наиболее часто использованная
цепочка индексов вершин, пересекаемых грузами при движении, это

1 → 11 → 21 → 32 → 43 → 53 → 64 → 75 → 86 → 97.

Такая цепочка встретилась для 8 грузов. Среди доставленных в рамках го-
ризонта планирования грузов для 74 грузов было задействовано 9 транспор-
тировок, для 41 груза — 10, для 7 грузов — 11. Из доставленных грузов ровно
половина отправлялась из вершины с индексом 1.

149



Таблица 3.Дальнейшее улучшение базового решения в алгоритме по наибольшему
времени

Параметры
алгоритма

Суммарное
время

перевозок

Количество
принятых к
перевозке
грузов

Количество
доставленных

грузов
Цена

перевозок
Время
счета,
мин

A = 1, P = 4,
J = 12

182 455 240 122 28 830 222

A = 0,5, P = 6,
J = 12

183 165 240 124 29 000 187

Еще одним результатом проведенного исследования является тот факт,
что для случаев, когда все грузы приняты к перевозке, при фиксированном J
с убыванием P ожидаемо растет время счета, так как решаются задачи ма-
тематического программирования большей размерности. Однако также на-
блюдается уменьшение критерия. Рост J при фиксированном P приводит к
тому, что большее количество грузов принимается к доставке. Однако увели-
чение J с 12 до 15 в данной задаче не всегда позволяет уменьшить значение
критерия. Этот факт может быть вызван тем, что Ti относительно невелико,
i = 1, I . Поэтому маршруты с большим числом транспортировок и временем
в пути от момента готовности использованы быть не могут. Кроме того, цель
оптимизации — в минимизации суммарного времени перевозок, а движение
по диагонали, как отмечалось ранее, быстрее.

Заметим, что уже при J = 12 с учетом ограничения (4) в исследуемой за-
даче имеется I · J ·K = 94556 160 бинарных переменных, подлежащих опти-
мизации. При этом время поиска решения составляет около часа, что можно
признать приемлемой скоростью. Для ускорения поиска решения можно, на-
пример, вначале зафиксировать некоторый набор вершин, через которые дол-
жен проследовать тот или иной груз. Если для этого набора будут найдены
соответствующие транспортировки, то можно не искать расписание для это-
го набора грузов на всем множестве транспортировок. Также можно умень-
шить количество элементов во множестве Ks̃,p̃, формируемого на восьмом
шаге предложенного алгоритма, s̃ = 1, S, p̃ = 1, P . Например, можно исклю-
чать транспортировки с вершинами начала или конца движения, в которых
уже побывали все грузы из множества Is̃, s̃ = 1, S. Однако любые такого ро-
да модификации, приводя к увеличению скорости получения решения, могут
ухудшить решение в терминах качества.

Исследуем вопрос о качестве получаемого решения, если уменьшить P
или A относительно уже использованных.

Как следует из табл. 3, и уменьшение A, и уменьшение P позволили най-
ти решение, несколько лучшее (порядка 0,5 %) по значению критерия, чем
базовое решение. Однако время поиска улучшенного решения увеличилось в
несколько раз. Увеличение времени счета связано с увеличением размерности
решаемых при функционировании алгоритма задач.
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Отметим, что потенциально предложенный алгоритм может использовать-
ся не только в целях стратегического, но и оперативного планирования. Опе-
ративное планирование возможно в ситуациях с меньшим количеством транс-
портировок/меньшим числом вершин мультиграфа, чем рассмотренное в на-
стоящем примере [11]. Вопрос о максимальной размерности решаемой задачи,
при которой возможно оперативное планирование при помощи разработан-
ного алгоритма, представляет отдельный научный интерес. Необходимо ска-
зать, что можно ускорить работу предложенного алгоритма новой/другой
версией решателя задач смешанного целочисленного линейного программи-
рования.

Все численные эксперименты проводились при помощи математического
пакета ILOG CPLEX 12.5.1 на персональном компьютере (Intel Core i5 4690,
3.5 GHz, 8 GB DDR3 RAM).

6. Заключение

В работе была исследована задача формирования расписания движения
грузов по транспортной сети, представляемой неориентированным мульти-
графом. Транспортировки между вершинами графа осуществлялись в зара-
нее заданные промежутки времени. Для решения этой задачи была пред-
ложена математическая модель движения по мультиграфу, построенная с
использованием линейных ограничений и неравенств, содержащих целочис-
ленные и непрерывные переменные. Сформулирован критерий оптимизации.
Ввиду возможной высокой размерности получаемой задачи был предложен
алгоритм поиска приближенного решения. Алгоритм основан на декомпози-
ции множества грузов и горизонта планирования. Дополнительно в алгоритм
введен параметр, отвечающий за ускорение его работы. Этот параметр регу-
лирует количество транспортировок, на которых строится расписание на том
или ином шаге алгоритма. Проведено исследование качества декомпозиции
на содержательном примере с миллионами целочисленных переменных.
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С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ

Рассматривается одноприборная задача теории расписаний с заданным
частичным порядком выполнения работ. Имеются подмножества работ,
именуемые курсами. Необходимо построить расписание работ, при кото-
ром суммарное взвешенное время обработки всех курсов минимально.
Рассматривается случай, когда начальная и конечная работы каждого
курса определены однозначно. Доказана NP-трудность рассматриваемой
задачи. Предложен алгоритм решения задачи, трудоемкость которого по-
линомиально зависит от общего числа работ, но экспоненционально — от
количества курсов, что позволяет эффективно его использовать при фик-
сированном небольшом количестве курсов и произвольном числе работ.

Ключевые слова: теория расписаний, задача одного прибора, NP-трудные
задачи, минимизация простоя ресурсов.
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1. Введение

Имеются множество работ, которые необходимо обслужить на одном при-
боре, и граф отношения предшествования между работами, задающий ча-
стичный порядок выполнения работ. Некоторые из работ объединены во мно-
жества, которые будем называть курсами. Необходимо построить расписание,
при котором суммарное взвешенное время обработки всех курсов минималь-
но. Под временем обработки курса понимается промежуток между началом
обработки первой работы из курса и моментом окончания обработки послед-
ней работы из курса. В статье рассмотрен случай, когда начальная и конечная
работы каждого курса определены однозначно.

Задачи построения расписаний множества работ на одном приборе все-
сторонне исследованы в теории расписаний [1, 2]. При этом одноприборная
задача минимизации взвешенной суммарной продолжительности курсов ра-
нее не рассматривалась.
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Необходимость минимизировать суммарную продолжительность курсов
возникает в разных областях производства, образования и сферы услуг. В [3]
рассматривается задача управления проектом с ограничениями на ресурсы
с данной целевой функцией применительно к построению расписания подго-
товки космонавтов к работе на Международной космической станции. Необ-
ходимо минимизировать растянутость каждого курса (или бортового ком-
плекса в терминологии Центра подготовки космонавтов им. Ю.А. Гагарина),
поскольку, если с начала изучения курса до экзамена проходит слишком мно-
го времени, навыки космонавтов считаются утраченными и приходится до-
бавлять дополнительные часы в подготовительный процесс, что приводит к
большим временным и финансовым потерям. В этой публикации предлагает-
ся эвристический алгоритм построения расписания для поставленной задачи.

Также можно интерпретировать задачу как задачу минимизации суммар-
ного простоя ресурсов. Предположим, что работы каждого курса требуют
свой специфический ресурс (например, обработка на дополнительном обо-
рудовании). Данный ресурс берется во вре́менную аренду, которая начина-
ет выплачиваться одновременно с выполнением первой работы из курса и
заканчивается завершением последней работы из данного курса. Тогда дли-
тельность курса может ассоциироваться с суммарной выплатой за ресурс, а
целевая функция характеризует общие выплаты за все арендуемые ресурсы.
Помимо выплат за дополнительные ресурсы, данная целевая функция может
рассматриваться как плата за хранение и аренду помещений.

Впервые вопрос длительности выполнения курсов был рассмотрен в [4].
Здесь наряду с обычным понятием «работа» вводится понятие «работа-
гамак» (hammock activity). Продолжительность работы-гамака определяется
началом и окончанием некоторых фиксированных работ. В данной статье
рассматривается управление проектом без ограничения на ресурсы и при-
водятся методы подсчета продолжительности работы-гамака. Отметим, что
в случае, когда первая и последняя работы курса определены однозначно,
понятия работы-гамака и курса совпадают.

Свое развитие концепция работы-гамака получила в [5], где рассмот-
рена задача минимизации суммарной стоимости нескольких работ-гамаков
в проекте как при наличии ресурсных ограничений (Resource-Constrained
Hammock Cost Problem, RCHCP), так и без них. Под стоимостью работы-
гамака понимается ее взвешенная продолжительность. При отсутствии ре-
сурсных ограничений задача сводится к задаче линейного программирова-
ния. В случае наличия ресурсных ограничений предлагается формулировка
задачи в виде задачи смешанного целочисленного линейного программирова-
ния. В диссертации [6] продолжено исследование задачи RCHCP и предложе-
на метаэвристика для решения данной задачи, а также приведен обширный
обзор публикаций по задачам типа RCHCP.

В некоторых исследованиях используются отличные от работы-гамака
термины для описания подобной целевой функции. Так, в теории расписаний

154



с повторяющимися работами (см., например, [7]) подобные задачи известны
как задачи управления проектом с ограничениями на непрерывность рабо-
ты (work continuity constraints). Например, в [8] рассматривается следующая
задача управления проектом с повторяющимися работами. Имеется некото-
рый базовый граф отношения предшествования работ, который дублируется
k раз. Некоторые из повторяющихся работ требуют дополнительного ресурса
(оборудования, бригады рабочих и т.д.), и необходимо выполнить проект к
заданному директивному сроку с минимизацией длительности выполнения
этих повторяющихся работ. В качестве практических приложений приводят-
ся примеры строительства многоэтажных зданий, где на каждом этаже вы-
полняются идентичные работы, или строительство мостов, дорог и т.д. В [9]
используются термины минимизации простоя бригад (crew idle time) и мини-
мизации простоя ресурсов (resource idle time), а также описывается практиче-
ское использование разработанных для такой задачи алгоритмов при строи-
тельстве туннеля Вестерсхелдетюннел в Нидерландах. В качестве ресурсов,
суммарную длительность использования которых нужно было минимизиро-
вать, были выбраны бригады рабочих и морозильные машины.

Таким образом, если говорить о минимизации суммарной длительности
курсов, основное внимание в литературе уделено задачам управления про-
ектом с ресурсными ограничениями или без них. При этом в первом случае
приходится иметь дело с NP-трудной задачей [5] и упор в таких исследова-
ниях делается на разработку эвристических алгоритмов, а во втором случае
строятся полиномиальные алгоритмы.

В данной статье рассматривается одноприборная задача, которая может
быть проинтерпретирована как задача управления проектом с одним ресур-
сом, доступным в количестве одной единицы в каждый момент времени при
условии, что на выполнение каждой работы также требуется одна единица
ресурса. Показано, что данная задача является NP-трудной. Предлагается
алгоритм, позволяющий найти точное решение в случае большого количества
работ, но небольшого фиксированного количества курсов. В разделе 2 приво-
дится формулировка задачи. Раздел 3 содержит доказательство NP-трудно-
сти рассматриваемой задачи, а также некоторые ее свойства. Раздел 4 посвя-
щен решению вспомогательной задачи, а в разделе 5 описан алгоритм реше-
ния исходной задачи на базе решения вспомогательной задачи и приведены
результаты численного эксперимента.

2. Постановка задачи

Имеется множество работ I = {1, . . . , n}, которые должны быть обслуже-
ны на одном приборе. Для каждой работы i ∈ I известна ее продолжитель-
ность pi > 0. Все работы доступны в нулевой момент времени. Прерывания
при обслуживании работ запрещены.

Задан ориентированный ациклический граф отношения предшествования
работ G(I,E), где I — множество вершин, а E — множество дуг. Будем гово-
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�	работа курса 1, �	работа курса 2, �	работа курса 3.
�		работа,невходящая ни в один курс.

Рис. 1. Граф отношения предшествования работ и курсы.

рить, что для пары работ i, j ∈ I работа i предшествует работе j, обозначая
i→ j, если существует направленный путь из вершины i в вершину j в графе
G(I,E). Множество всех работ, предшествующих работе i, будем обозначать
через A(i), а множество работ, которым предшествует работа i, обозначим
через D(i). Каждая работа i должна быть выполнена после всех работ из
множества A(i) и до всех работ из D(i).

Кроме того, заданы множества Ik ⊂ I, |Ik| > 1, k ∈ {1, . . . ,K}, именуемые
курсами. На рис. 1 приведен пример графа отношения предшествования для
задачи с тремя курсами. Каждый курс Ik, k ∈ {1, . . . ,K}, имеет свой вес
wk > 0. В зависимости от интерпретации вес — это цена арендованного ресур-
са в единицу времени или важность (значимость) курса. Для каждой работы
i ∈ I расписание π определяет ее порядковый номер обработки на приборе,
который будем обозначать через π(i), момент начала обработки Si(π) и мо-
мент завершения обработки Ci(π) = Si(π) + pi. Допустимым будем называть
расписание, не противоречащее отношениям предшествования работ, в кото-
ром прибор в каждый момент времени обслуживает не больше одной работы.
Задача минимизации суммарного взвешенного времени обработки всех кур-
сов подразумевает минимизацию следующей целевой функции:

H(π) =

K∑

k=1

wk

(
max
i ∈ Ik

Ci(π)− min
i ∈ Ik

Si(π)

)
.(1)
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В статье рассматривается случай, когда первая и последняя работы каж-
дого курса определены однозначно, т.е. справедливо следующее
Предп о л ожени е 1. Для каждого курса Ik, k ∈ {1, . . . ,K}, существуют

работы iak и i
d
k, такие что для любых j ∈ Ik \ {iak} выполнено iak ∈ A(j) и для

любых j ∈ Ik \ {idk} выполнено idk ∈ D(j).
Такое условие часто выполняется на практике. Например, в учебном процес-
се первое занятие, как правило, вводное, а последнее подразумевает общую
проверку знаний, в то время как последовательность других занятий в курсе
может меняться. В этом случае целевая функция может быть записана как

H(π) =

K∑

k=1

wk

(
Cidk

(π)− Siak(π)
)
=

K∑

k=1

wk

(
Cidk

(π)− Ciak
(π) + piak

)
.(2)

Будем называть iak и idk крайними работами (вершинами) курса k,
k ∈ {1, . . . ,K}. Множество всех крайних работ курсов обозначим через Iad,
а их количество — через e. Поскольку некоторые работы из Iad могут быть
одновременно крайними в нескольких курсах, e � 2K.

Минимизация функции (2) в точности совпадает с минимизацией взвешен-
ной суммарной продолжительности работ-гамаков, описанных во введении.
С точки зрения принятой в теории расписаний системы обозначений [10] дан-
ная задача может быть классифицирована как 1|prec|H, где 1 означает один
прибор, prec — наличие ограничений предшествования, a H — целевую функ-
цию (2).

3. Свойства задачи

Зам е ч а ни е 1. Поскольку все работы в задаче 1|prec|H доступны одно-
временно и простои в работе не улучшают значение целевой функции, можно
рассматривать только расписания без перерывов между работами, с началом
выполнения первой работы в нулевой момент времени. Действительно, если
существует оптимальное расписание задачи π1, в котором имеются простои
прибора или первая работа начинается не в нулевой момент времени, то рас-
писание π2, в котором все работы выполняются в том же порядке, что и в π1,
но начиная с нулевого момента времени и без перерывов между работами,
также является оптимальным.

Покажем, что даже при одинаковой продолжительности всех работ рас-
сматриваемая задача NP-трудна.
Те ор ем а 1. Задача 1|prec, pi = 1|H является NP-трудной в сильном

смысле.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим классическую одноприборную задачу
минимизации взвешенной суммы моментов окончания всех работ 1|prec, pi =
= 1|

∑
wiCi. Задача формулируется следующим образом. Даны один прибор

и множество I ′ = {1, . . . , n′} работ, каждая i-я работа имеет вес w′
i и продол-

жительность обслуживания p′i = 1, i ∈ {1, . . . , n′}. Пусть также задан ориен-
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n' + 1 2n' � 1 2n'n' + 2 n' + 3

Начальные вершины курсов Конечные вершины курсов

G'( I ', E' )

Рис. 2. Структура графа G(I, E) из доказательства теоремы 1.

тированный граф отношения предшествования работ G′(I ′, E′). Необходимо
найти расписание π′, минимизирующее целевую функцию

∑n′
i=1 w

′
cC

′
i(π

′), где
C ′
i(π

′) — момент окончания обслуживания i-й работы при расписании π′.
Данная задача является NP-трудной в сильном смысле [11]. Сведем ее к

следующей задаче 1|prec, pi = 1|H. Дано множество работ I = {1, . . . , n}, n =
= 2n′. Каждая работа i имеет продолжительность pi = 1. Граф G(I,E) имеет
следующую структуру. Имеется |E′| дуг, заданных следующим правилом: ес-
ли в графе G′(I ′, E′) есть дуга (j, k), то в графе G(I,E) также есть дуга (j, k).
Кроме того, имеется n′−1 дуг вида (i, i+1) для i ∈ {n′+1, . . . , 2n′−1} и |L| дуг
вида (2n′, l), где L — множество корневых вершин (источников) в графе G′,
l ∈ L. Структура графа G(I,E) отражена на рис. 2.

Зададим курсы следующим образом: работы n′ + 1 и 1 относятся к перво-
му курсу, имеющему вес w′

1, работы n′ + 2 и 2 относятся ко второму курсу,
имеющему вес w′

2, . . . , работы 2n′ и n′ относятся к n′-му курсу, имеющему
вес w′

n′ , т.е. каждый курс состоит из двух работ, первая из которых лежит во
множестве {n′ + 1, . . . , 2n′}, а конечная — во множестве I ′. Пусть π — произ-
вольное оптимальное расписание данной задачи. Значение целевой функции
равно

H(π) =

n′∑

i=1

w′
i (Ci(π)− Ci+n′(π) + 1) =

=

n′∑

i=1

w′
iCi(π)−

n′∑

i=1

w′
iCi+n′(π) +

n′∑

i=1

w′
i.

(3)

В силу структуры графа отношения предшествования первой будет выпол-
нена работа n′+1. Тогда с учетом замечания 1 имеем Cn′+1(π) = 1. Поскольку
в графе G имеются дуги (i, i + 1) для i ∈ {n′ + 1, . . . , 2n′ − 1}, а все работы
из {1, . . . , n′} выполняются после работы 2n′, порядок работ n′ + 2, . . . , 2n′

известен, более того, выполняется

Ci(π) = i− n′, i ∈ {n′ + 2, . . . , 2n′},(4)
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т.е. каждая работа выполняется друг за другом без перерывов в работе прибо-
ра. Таким образом, в расписании π выполнение работ n′ + 1, . . . , 2n′ предопре-
делено и закончится в момент времени n′. Но тогда с учетом (3) расписание π
является оптимальным тогда и только тогда, когда выполняется (4) и при
расписании π достигается минимум функции

∑n′
i=1 w

′
iCi(π), т.е. когда в распи-

сании π работы 1, . . . , n′ обслуживаются начиная с момента n′ таким образом,
чтобы минимизировать их взвешенную сумму моментов окончания. В резуль-
тате оптимальное расписание π′ в задаче 1|prec, pi = 1|

∑
wiCi может быть

получено из оптимального расписания π описанной задачи 1|prec, pi = 1|H.
Моменты окончания обслуживания работ в задаче 1|prec, pi = 1|

∑
wiCi на-

ходятся следующим образом:

C ′
i(π

′) = Ci(π)− n′, i ∈ {1, . . . , n′}.

Теорема доказана.

Зам е ч а ни е 2. Аналогичным образом можно доказать NP-трудность в
сильном смысле одноприборной задачи минимизации суммарной (невзвешен-
ной) продолжительности курсов с различными длительностями работ, ис-
пользуя сведение к ней NP-трудной задачи 1|prec|

∑
Ci.

Как было отмечено ранее, в силу замечания 1 далее будем рассматривать
только расписания без перерывов между работами, с началом выполнения
первой работы в нулевой момент времени. В этом случае для каждой ра-
боты j, j ∈ I, ее порядковый номер π(j) в расписании π однозначно задает
начало и завершение работы. Заметим также, что только крайние работы
курса входят в определение целевой функции (2), более того, определяющей
является только их разность, а не абсолютные значения. Поскольку при от-
сутствии перерывов в работе прибора длительность курса определяется рабо-
тами, начатыми после первой работы курса и законченными до завершения
последней работы курса, перепишем целевую функцию (2) в другом виде, без
использования моментов окончания работ:

H(π) =
K∑

k=1

wk

⎛

⎝
∑

j:π(iak)�π(j)�π(idk)

pj

⎞

⎠ .(5)

Тогда можно записать

H(π) =

n∑

j=1

Wj(π)pj ,(6)

где

Wj(π) =
∑

k ∈ K:
π(j)�π(iak)

wk −
∑

k ∈ K:
π(j)>π(idk)

wk.(7)
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Таким образом, вклад Wj(π) каждой работы j ∈ I в целевую функцию за-
висит от взаимного порядка крайних работ курсов и ее места среди крайних
работ. В связи с этим возникает следующая идея решения задачи: для каждой
допустимой перестановки крайних работ курсов необходимо найти оптималь-
ный порядок выполнения работ относительно крайних работ. В следующем
разделе будет представлен полиномиальный алгоритм построения оптималь-
ного расписания при заданном порядке крайних работ курсов.

4. Решение вспомогательной задачи

Как было показано в предыдущем разделе, значение целевой функции ис-
ходной задачи зависит от взаимного порядка крайних работ курсов. Обозна-
чим через Λ = (λ1, . . . , λe) произвольную перестановку крайних работ, не про-
тиворечащую отношениям предшествования, задаваемым графом G(I,E), и
введем ориентированный ациклический граф G′(I,E′) такой, что E ⊂ E′ и
для множества крайних работ выполняется условие

λ1 → λ2 → . . . λe−1 → λe.(8)

Граф G′(I,E′) получен из G(I,E) последовательным соединением крайних
вершин λ1, . . . , λe дугами в соответствии с порядком, задаваемым Λ. Если та-
кой порядок не противоречит ограничениям предшествования задачи, полу-
ченный граф G′(I,E′) будет ациклическим. В силу ацикличности исходного
графа G(I,E) всегда существует хотя бы одна последовательность крайних
работ Λ, не противоречащая ограничениям предшествования. Тогда в любом
расписании π для графа G′(I,E′) будет выполнено

π(λ1) < π(λ2) < . . . < π(λe−1) < π(λe).

Ставится задача минимизации функции (6)–(7) относительно нового гра-
фа G′(I,E′). Будем обозначать данную вспомогательную задачу через PΛ.

Для всех работ, не являющихся крайними, необходимо определить место в
последовательности λ1, λ2, . . . , λe. Для каждой работы имеется не более e+1
вариантов (работа выполнятеся до λ1, между λ1 и λ2 и т.д.). Будем говорить,
что работа j помещена в ячейку q, q ∈ {1, . . . , e− 1}, если она обслуживается
после крайней работы λq и до крайней работы λq+1. Будем считать, что q = 0,
если работа j обслуживается до λ1, и q = e, если j обслуживается после λe.

Определим для каждой крайней работы λi ∈ Iad множества A(λi) иD(λi) в
графе G′(I,E′). Отметим несколько очевидных утверждений, которые будут
использоваться далее и доказательство которых вытекает непосредственно
из (8).
Лемма 1. a) Если j ∈ A(λi), то j ∈ A(λk) для всех k � i.

b) Если j ∈ D(λi), то j ∈ D(λk) для всех k � i.
c) Если j /∈ D(λi), то j /∈ D(λk) для всех k � i.
d) Если j /∈ A(λi), то j /∈ A(λk) для всех k � i.
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Для определения границ возможного расположения некрайних работ по
ячейкам в ряду крайних работ введем следующие обозначения:

q1(j) =

{
0, если j /∈ D(λ1),

max{g ∈ {1, . . . , e} | j ∈ D(λg)} иначе;

q2(j) =

{
e, если j /∈ A(λe),

min{g ∈ {1, . . . , e} | j ∈ A(λg)} − 1 иначе.

Лемма 2. Для любой работы j ∈ I \ Iad выполняется q1(j) � q2(j).

Дока з а т е л ь с т в о. Если j /∈ D(λ1) или j /∈ A(λe), то утверждение оче-
видно. Для доказательства в остальных случаях предположим противное.
Пусть q1(j) > q2(j). По определению q1(j) имеем j ∈ D(λq1(j)). С другой сто-
роны, по определению q2(j) имеем j ∈ A(λq2(j)+1). Но тогда по лемме 1 по-
лучаем j ∈ A(λk) для всех k � q2(j) + 1, а значит, j ∈ A(λq1(j)). Полученное
противоречие доказывает лемму.

Лемма 3. Если в допустимом решении задачи Pλ работа j помещена в
ячейку q, то справедливо q1(j) � q � q2(j).

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть в некотором допу-
стимом расписании работа j помещена в ячейку q, для которой справедливо
либо q < q1(j), либо q > q2(j). Пусть q < q1(j). Тогда q1(j) > 0 и по опреде-
лению j ∈ D(λq1(j)), а значит, работа j не может выполняться до λq1(j), что
противоречит выбору ячейки q. Пусть q > q2(j). Тогда q2(j) < e и по опреде-
лению j ∈ A(λq2(j)+1), а значит, работа не может выполняться после λq2(j)+1,
что противоречит выбору ячейки q. Лемма доказана.

Для каждой ячейки q ∈ {0, . . . , e} введем ее стоимость f(q) по следующему
правилу:

f(q) =
∑

k ∈ K:
x(iak)�q

wk −
∑

k ∈ K:
x(idk)�q

wk,

где x(iak) и x(idk) — номера крайних работ курса k в перестановке Λ =
= (λ1, . . . , λe). Данная величина определяет «вклад» работы в исходной це-
левой функции (6) в случае ее помещения в ячейку q. Обозначим через q∗(j)
первое число от q1(j) до q2(j), для которого достигается минимум f :

q∗(j) = min

{
t | f(t) = min

q1(j)�q�q2(j)
f(q)

}
.(9)

Будем называть q∗(j) оптимальной ячейкой для работы j, j ∈ I. Следующая
лемма показывает, что, если одна работа должна предшествовать в расписа-
нии другой, то ее оптимальная ячейка будет иметь не больший номер, чем
оптимальная ячейка для другой работы.
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Лемма 4. Если в графе G′(I,E′) для двух некрайних работ j и g выпол-
няется j → g, то
a) q1(j) � q1(g);
b) q2(j) � q2(g);
c) q∗(j) � q∗(g).

Дока з а т е л ь с т в о. a) Поскольку j → g, то g ∈ D(j). Если q1(j) = 0, то
утверждение очевидно. Если q1(j) > 0, то j ∈ D(λq1(j)). Это означает, что
g ∈ D(λq1(j)). Тогда по определению q1(g) получаем q1(g) � q1(j).

b) Поскольку j → g, то j ∈ A(g). Если q2(g) = e, то утверждение очевид-
но. Если q2(g) < e, то g ∈ A(λq2(g)). Это означает, что j ∈ A(λq2(g)). Тогда по
определению q2(j) получаем q2(j) � q2(g).

c) Пусть q∗(j) > q∗(g). Принимая во внимание a) и b), получаем

q1(j) � q1(g) � q∗(g) < q∗(j) � q2(j) � q2(g).

Это означает, что обе ячейки q∗(j) и q∗(g) доступны для работ j и g. Это
противоречит правилу выбора ячейки (9). Действительно, если f(q∗(j)) =
= f(q∗(g)), то ячейка q∗(g) должна быть выбрана для обеих работ как более
ранняя. Если же f(q∗(j)) 	= f(q∗(g)), то ячейка с минимальным значением
стоимости f должна быть выбрана для обеих работ. Лемма доказана.

Для каждой ячейки q ∈ {0, . . . , e} введем множество работ Iq, для которых
данная ячейка является оптимальной:

Iq = {j ∈ I \ Iad : q∗(j) = q}, q ∈ {0, . . . , e}.

Пусть Eq ⊂ E — множество дуг, соединяющих вершины из Iq, q ∈ {0, . . . , e}.
Обозначим через π̄(Iq, Eq) произвольную топологическую сортировку графа
Gq(Iq, Eq), т.е. некоторую перестановку работ из Iq, удовлетворяющую ча-
стичному порядку, задаваемому множеством дуг Eq. В силу ацикличности
исходного графа G(I,E) топологическая сортировка любого его подграфа
Gq(Iq, Eq) существует. Следующая теорема показывает, что, упорядочив ра-
боты в каждой ячейке по отдельности, можно получить оптимальное расписа-
ние для задачи PΛ по следующему правилу: сначала выполняются все работы
из множества I0, затем крайняя работа λ1, затем все работы из множества I1,
затем крайняя работа λ2 и т.д.
Те ор ем а 2. Расписание πΛ = (π̄(I0, E0), λ1, π̄(I1, E1), λ2, . . . , λe, π̄(Ie, Ee))

является оптимальным решением задачи PΛ.
Дока з а т е л ь с т в о. Расписание πΛ является допустимым в задаче PΛ.

Действительно, рассмотрим любые две работы i, j ∈ I \ Iad такие, что i → j.
Если эти работы оказываются в одной ячейке, то ограничение предшествова-
ния выполняется в силу построения топологической сортировки всех работ из
данной ячейки. Если же i и j оказываются в разных ячейках, то в силу лем-
мы 4 имеем q∗(i) < q∗(j), а значит, в расписании πΛ работа i будет выполнена
раньше работы j. Отношения предшествования между крайними работами
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и всеми остальными работами выполнены в силу правила построения опти-
мальных ячеек.

Оптимальность решения следует из определения оптимальной ячейки.
Действительно,

∑

j ∈ I\Iad

f(q∗(j))pj =
∑

j ∈ I\Iad

min
q1(j)�q�q2(j)

⎛

⎜⎜⎝
∑

k ∈ K:
x(iak)�q

wk −
∑

k ∈ K:
x(idk)�q

wk

⎞

⎟⎟⎠ pj =

= min
π

∑

j ∈ I\Iad

Wj(π)pj .

Поскольку при заданном порядке Λ вклад в целевую функцию крайних работ
фиксирован и равен

∑

j ∈ Iad

⎛

⎜⎜⎝
∑

k ∈ K:
x(j)�x(iak)

wk −
∑

k ∈ K:
x(j)>x(idk)

wk

⎞

⎟⎟⎠ pj,

это означает, что расписание πΛ, которое соответствует распределению работ
по ячейкам, доставляет минимум целевой функции (6)–(7). Теорема доказана.

Таким образом, решение задачи PΛ может быть сведено к вычислению
оптимальной ячейки для каждой работы и упорядочению работ в каждой
ячейке по отдельности. Общую схему поиска решения вспомогательной за-
дачи описывает алгоритм 1. Оценим трудоемкость данного подхода. Необхо-

Algorithm 1 Процедура Solv(Λ)
1: πΛ := ()
2: for all q ∈ {0, 1, . . . , e} do
3: Iq := ∅
4: end for
5: Сгенерировать граф G′(I, E′) по перестановке Λ = (λ1, . . . , λe)
6: for all j ∈ I \ Iad do
7: Вычислить q∗(j)
8: Iq∗(j) := Iq∗(j) ∪ {j}
9: end for
10: Построить π̄(I0, E0)
11: πΛ := π̄(I0, E0)
12: for all q ∈ {1, . . . , e} do
13: Построить π̄(Iq , Eq)
14: πΛ := πΛ ∪ (λq, π̄(Iq, Eq))

15: end for
16: Вернуть πΛ
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димо построить множества A(λ), D(λ) для каждой крайней работы λ, что
суммарно потребует O(nK) операций. Далее для каждой работы j необходи-
мо определить границы q1(j), q2(j) и q∗(j) — еще O(nK) операций. Постро-
ение частичных расписаний работ в каждой ячейке — не более O(n + |E|)
операций [12].

5. Алгоритм решения задачи 1|prec|H
Обозначим через B множество всех возможных перестановок крайних ра-

бот Λ, не противоречащих ограничениям предшествования в исходной задаче.
Если количество курсов в задаче мало или в силу структуры графа G(I,E)
взаимный порядок крайних работ не допускает большого числа вариантов,
возможен эффективный поиск решения задачи путем перебора перестановок
крайних работ и решения вспомогательной задачи для каждой перестановки.
Таким образом, схема решения задачи может быть представлена в виде алго-
ритма 2, где H∗

Λ — оптимальное значение целевой функции во вспомогатель-
ной задаче PΛ, а H∗ и π∗ — оптимальное значение и оптимальное расписание
исходной задачи 1|prec|H соответственно. Отметим, что в алгоритме 2 нет
необходимости находить расписание для каждой рассматриваемой переста-
новки Λ, поскольку для вычисления значения H∗

Λ достаточно знать номера
оптимальных ячеек для каждой работы.

Алгоритм решения задачи имеет трудоемкость O(|B|(nK + |E|)), где n —
общее число работ, K — количество курсов, |E| — количество ребер в гра-
фе отношения предшествования, |B| — количество допустимых перестановок
крайних работ курсов. Наибольший вклад в трудоемкость дает величина |B|.
Максимально возможное значение |B| равно (2K)!

2K
, когда рассматриваются

все возможные перестановки крайних работ курсов без учета их взаимосвя-
зей в графе отношения предшествования работ, однако в случае, например,
плотных графов отношения предшествования величина |B| может быть при-
емлемой для использования алгоритма 2 даже при большом числе курсов.

При проведении вычислительного эксперимента было проведено сравнение
работы предложенного алгоритма с математическим пакетом ILOG CPLEX

Algorithm 2 Решение задачи 1|prec|H
1: H∗ := +∞
2: for all Λ ∈ B do
3: вычислить H∗

Λ

4: if H∗
Λ < H∗ then

5: H∗ := H∗
Λ

6: Λ∗ := Λ
7: end if
8: end for
9: π∗ := Solv(Λ∗)
10: Вернуть π∗
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22.1.0.0 [13]. Для применения данного пакета было использовано следующее
представление задачи в виде задачи целочисленного линейного программи-
рования:

∑

k∈K

∑

j∈I,j �=iak

wkpjxiak,j +
∑

k∈K

∑

j∈I,j �=idk

wkpjxj,idk
+

+
∑

k∈K

(
piak + pidk

−
∑

i∈I
pi

)
→ min,

xi,j + xj,i = 1 ∀i, j ∈ I;

xi,j + xj,k + xk,i � 1 ∀i, j, k ∈ I;

xi,j = 1 ∀(i, j) ∈ E;

xi,j ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ I,

где переменная xi,j, i 	= j ∈ I, принимает значение 1, если работа i выполня-
ется раньше работы j, и значение 0 в противном случае. Такие переменные
и ограничения задачи — стандартные для целочисленных постановок одно-
приборных задач с ограничениями предшествования (см., например, [14]).

Вычисления проводились на персональном компьютере (Intel Core i7-
7700K, 4.2 GHz, 32,0 ГБ), алгоритм реализован на Python с использовани-
ем библиотеки NetworkX для работы с графами. В табл. 1 и 2 приведены
результаты расчетов для случайно сгенерированных задач. В качестве весов
курсов и продолжительностей работ выбирались произвольные целые числа
из интервала [1; 10]. В качестве крайних работ курсов выбирались случайные
вершины графа таким образом, чтобы не нарушались отношения предше-

Таблица 1. Результаты тестирования для разреженных графов
n K |E| |B| Algorithm 2 CPLEX
100 3 481 6 0,007 13,218

5 467 4299 5,124 13,436
7 525 26244 35,191 12,774

200 3 1864 6 0,034 106,282
5 1942 150 0,516 105,152
7 1990 870 3,169 102,967

300 3 4550 5 0,050 426,563
5 4423 10 0,069 404,386
7 4410 950 6,834 396,179

400 3 7765 1 0,022 >10 мин
5 7662 4 0,051 >10 мин
7 7746 280 3,362 >10 мин

500 3 12241 2 0,037 >10 мин
5 12118 2 0,065 >10 мин
7 12194 96 1,854 >10 мин
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Таблица 2. Результаты тестирования для плотных графов
n K |E| |B| Algorithm 2 CPLEX
100 3 2514 2 0,009 11,144

5 2541 4 0,054 10,717
7 2515 3 0,025 10,777
9 2487 8 0,048 10,668

200 3 10103 1 0,028 94,987
5 10194 2 0,071 95,790
7 10199 2 0,043 99,734
9 10123 4 0,165 94,775

300 3 22846 1 0,034 386,899
5 22943 1 0,039 398,339
7 22933 6 0,225 378,841
9 22845 4 0,156 400,153

400 3 40862 1 0,062 >10 мин
5 40692 2 0,135 >10 мин
7 40779 1 0,094 >10 мин
9 40806 2 0,147 >10 мин

500 3 63657 1 0,090 >10 мин
5 63424 1 0,098 >10 мин
7 63676 1 0,136 >10 мин
9 63802 3 0,316 >10 мин

ствования между первыми и последними вершинами каждого курса. Время
работы алгоритма и решателя CPLEX ограничивалось десятью минутами.

Обозначения n, K, |E|, |B|, используемые в таблицах, совпадают с обозна-
чениями, принятыми ранее в статье, а в колонках «Algorithm 2» и «CPLEX»
указано время решения задач в секундах предложенным в статье алгоритмом
и решателем CPLEX соответственно.

Как можно видеть из табл. 1, время работы алгоритма зависит от мощно-
сти множества |B| сильнее, чем от общего количества работ. Так, даже при
высокой размерности задачи, но небольшом количестве допустимых переста-
новок крайних работ алгоритм дает точное решение задачи за доли секунды.
В случае же большого значения |B| (см., например, задачу с n = 100, K = 7)
время работы алгоритма значительно увеличивается. Решатель CPLEX, на-
против, нечувствителен к изменению |B| и K, но при повышении n время его
работы сильно растет.

В табл. 2 приведены результаты работы алгоритма на задачах с более
плотными графами. Здесь, как и ожидалось, количество допустимых пере-
становок крайних работ меньше, поэтому алгоритм нашел решения во всех
задачах менее чем за секунду.

Таким образом, результаты вычислительного эксперимента подтверждают
теоретическую оценку сложности разработанного алгоритма и показывают,
что алгоритм может эффективно применяться в задачах с небольшой мощ-
ностью множества |B|, что соответствует случаю задач с плотным графом
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отношения предшествования, или задач с небольшим количеством курсов
или задач, в которых положения крайних работ зафиксировано друг относи-
тельно друга. В перечисленных случаях алгоритм позволяет быстро решать
задачи высокой размерности.

6. Заключение

В статье рассмотрена одноприборная задача теории расписаний с ограни-
чениями предшествования на работы, в которой необходимо минимизировать
суммарное взвешенное время выполнения курсов (некоторых подмножеств
работ). Доказана NP-трудность рассматриваемой задачи, а также предложен
точный алгоритм ее решения, полиномиально зависящий от общего количе-
ства работ и позволяющий эффективно решать задачи при условии неболь-
шого количества вариантов взаимного расположения крайних работ курсов.
Дальнейшее направление исследований может касаться общей постановки за-
дачи, когда крайние работы курсов не заданы однозначно, или задач управ-
ления проектом с несколькими ресурсами и данной целевой функцией.
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