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СИНТЕЗ ПИ-РЕГУЛЯТОРА
ДЛЯ ПОДАВЛЕНИЯ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ1

Предлагается новый подход к задаче подавления ограниченных внеш-
них возмущений в линейных системах управления при помощи ПИ-регу-
лятора. Подход основан на сведении проблемы к задаче невыпуклой мат-
ричной оптимизации. Выписан градиентный метод для отыскания пара-
метров ПИ-регулятора и дано его обоснование. Предлагаемая рекуррент-
ная процедура является весьма эффективной и приводящей к вполне
удовлетворительным по инженерным критериям качества регуляторам.
Статья продолжает серию работ автора, посвященную синтезу обратной
связи в задачах управления с позиций оптимизации.

Ключевые слова: линейная система, внешние возмущения, ПИ-регулятор,
оптимизация, уравнение Ляпунова, градиентный метод, метод Ньютона,
сходимость.
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1. Введение

В недавней статье [1] был предложен новый — оптимизационный — под-
ход к классической задаче подавления неслучайных ограниченных внешних
возмущений, которая ставится следующим образом. Рассмотрим линейную
систему управления

ẋ = Ax+Bu+Dw, x(0) = x0,

y = C1x,

z = C2x+B1u

с состоянием x(t)∈R
n, измеряемым выходом y(t)∈R

l, регулируемым выхо-
дом z(t)∈R

r, управлением u(t)∈R
p и измеримым по t внешним возмущением

w(t)∈R
m, ограниченным в каждый момент времени:

|w(t)| � 1 для всех t � 0.(1)

1 Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект № 21-71-30005), https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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Задача заключается в выборе стабилизирующего управления в форме обрат-
ной связи по состоянию u = Kx или по выходу u = Ky (если оно существует)
так, чтобы уменьшить “пик” выхода z(t), т.е. величину maxt |z(t)|.
В рамках предложенного в [1] подхода исходная задача была сведена к

задаче невыпуклой матричной оптимизации, выписан градиентный метод для
отыскания статической обратной связи по состоянию или выходу системы и
дано его обоснование.
С другой стороны, в работе [2] оптимизационный подход, восходящий к [3],

был применен к задаче синтеза ПИД-регуляторов: был предложен регуляр-
ный подход к отысканию его параметров, предполагающий решение задачи
невыпуклой матричной оптимизации. При этом качество регулятора оценива-
лось по квадратичному критерию от выхода системы: регулятор настраивал-
ся против неопределенности в начальных условиях так, чтобы выход системы
был равномерно малым. Предложенная рекуррентная процедура оказалась
весьма эффективной и приводящей к регуляторам, вполне удовлетворитель-
ным по инженерным критериям качества.
Настоящая статья продолжает обе эти линии исследований: в ней реша-

ется задача синтеза ПИ-регулятора для подавления ограниченных внешних
возмущений в линейных системах управления как задача оптимизации.
Всюду далее | · | — евклидова норма вектора, ‖ · ‖ — спектральная норма

матрицы, ‖ · ‖F — фробениусова норма матрицы, T — символ транспонирова-
ния, tr — след матрицы, I — единичная матрица соответствующей размер-
ности, λi(A) — собственные значения матрицы A.

2. Постановка задачи и метод инвариантных эллипсоидов

Рассмотрим линейную непрерывную систему управления

ẋ = Ax+ bu+Dw, x(0) = x0,

y = cTx,

z = Cx,

(2)

где A∈R
n×n, b∈R

n, D∈R
n×m, c∈R

n, C ∈R
r×n, с состоянием x(t)∈R

n,
наблюдаемым выходом y(t)∈R, регулируемым выходом z(t)∈R

r, внешним
возмущением w(t)∈R

m, удовлетворяющим ограничению (1), и управлением
u(t)∈R в виде ПИ-регулятора

u(t) = −kPy(t)− kI

t∫

0

y(τ)dτ.(3)

Целью является нахождение числовых параметров kP и kI регулятора (3),
который стабилизирует замкнутую систему и подавляет воздействие внеш-
них возмущений w, минимизируя размер ограничивающего эллипсоида для
выхода z.
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Напомним концепцию метода инвариантных эллипсоидов (подробнее
см. [4, 5]). Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему в
непрерывном времени

ẋ = Ax+Dw, x(0) = x0,

z = Cx
(4)

с состоянием x(t)∈R
n, выходом z(t)∈R

r и внешним возмущением w(t)∈R
l,

удовлетворяющим ограничению (1). Система (4) предполагается устойчивой
(т.е. матрица A гурвицева), пара (A,D) управляема.
Эллипсоид с центром в начале координат будем называть инвариантным

для системы (4), если любая ее траектория, исходящая из точки, лежащей
в эллипсоиде, в любой момент времени остается в этом эллипсоиде при всех
допустимых внешних возмущениях, действующих на систему.
Оценивая влияние внешних возмущений на вектор выхода системы, есте-

ственно интересоваться минимальными (в том или ином смысле) эллипсои-
дами, содержащими выход системы. Нетрудно видеть, что если эллипсоид

Ex =
{
x∈R

n : xTP−1x � 1
}
, P � 0,(5)

инвариантный, то выход системы (4) при x0 ∈Ex принадлежит так называе-
мому ограничивающему эллипсоиду

Ez =
{
z ∈R

p : zT(CPCT)−1z � 1
}
.(6)

В литературе в качестве критерия его минимальности часто рассматрива-
ется линейная функция f(P ) = trCPCT, равная сумме квадратов полуосей
ограничивающего эллипсоида.
В [6] был установлен критерий инвариантности эллипсоида в терминах

линейных матричных неравенств; приведем его в следующей формулировке
(см. [4]).

Те ор ем а 1. Пусть матрица A гурвицева, пара (A,D) управляема,
а матрица P (α) � 0 удовлетворяет уравнению Ляпунова

(
A+

α

2
I
)
P + P

(
A+

α

2
I
)T

+
1

α
DDT = 0

на интервале 0 < α < 2σ(A).
Тогда задача о минимальном ограничивающем эллипсоиде сводится к ми-

нимизации одномерной функции f(α) = trCP (α)CT на интервале 0 < α <
< 2σ(A) и, если α∗ — точка минимума и x0 удовлетворяет условию
xT0 P

−1(α∗)x0 � 1, то гарантируется равномерная оценка

|z(t)| �
√
f(α∗), 0 � t <∞.
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3. Подход к решению

Введем в рассмотрение вспомогательную скалярную переменную ξ сле-
дующим образом:

ξ̇ = y, ξ(0) = 0.

Тогда, вводя расширенный вектор состояния

g =

(
x
ξ

)
∈R

n+1,

систему (2) можно записать в виде

ġ =

(
A 0
cT 0

)
g +

(
b
0

)
u+

(
D
0

)
w, g(0) =

(
x0
0

)
,

y =
(
cT 0

)
g.

(7)

При этом согласно (2), (3) имеем

u = −kPy(t)− kI

t∫

0

y(τ)dτ = −kP cTx− kIξ =

= −kP cTx− kIξ = −kP
(
cT 0

)
g − kI

(
0 1
)
g.

(8)

Для удобства переобозначим k1 = kP , k2 = kI , тогда (8) примет вид

u = − (k1cT k2
)
g.(9)

Итак, замыкая систему (7) обратной связью (9), приходим к замкнутой
системе

ġ =

(
A− k1bc

T −k2b
cT 0

)
g +

(
D
0

)
w, g(0) =

(
x0
0

)
,

которой можно придать вид

ġ = (A0 + k1A1 + k2A2)g +

(
D
0

)
w, g(0) =

(
x0
0

)
,

где

A0 =

(
A 0
cT 0

)
, A1 =

(−bcT 0
0 0

)
, A2 =

(
0 −b
0 0

)
.

Следуя методу инвариантных эллипсоидов, заключим состояние g сис-
темы (7) в инвариантный эллипсоид (5), порожденный матрицей P ∈
∈R

(n+1)×(n+1), и будем минимизировать размер соответствующего ограни-
чивающего эллипсоида (6) по выходу

z = Cx =
(
C 0
)
g.

6



В соответствии с теоремой 1 приходим к задаче минимизации tr(C 0)P (C 0)T

при ограничении
(
A0 + k1A1 + k2A2 +

α

2
I
)
P + P

(
A0 + k1A1 + k2A2 +

α

2
I
)T

+

+
1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0

(10)

относительно матричных переменных P = PT ∈R
n×n, скалярных перемен-

ных k1, k2 и скалярного параметра α > 0. Поскольку при заданных k1, k2 и α
матрица P находится из уравнения (10), то независимыми переменными яв-
ляются k1, k2 и α.
Введем в рассмотрение вектор

k =

(
k1
k2

)
∈R

2

и в качестве критерия качества примем величину

tr
(
C 0
)
P
(
C 0
)T

+ ρ|k|2, ρ� 1.

Его вторая компонента представляет собой штраф за величину управления
(коэффициент ρ > 0 регулирует его важность) и обеспечивает коэрцитив-
ность минимизируемой функции по k (см. раздел 5).
Окончательно, исходная задача о синтезе ПИ-регулятора, подавляющего

внешние возмущения, свелась к матричной оптимизационной задаче

min f(k, α), f(k, α) = trP
(
C 0
)T (

C 0
)
+ ρ|k|2(11)

при ограничении (10).

4. Оптимизация функции f(α)

Рассмотрим задачу

min f(α), f(α) = trPCTC,

при ограничении
(
A+

α

2
I
)
P + P

(
A+

α

2
I
)T

+
1

α
DDT = 0

относительно матричной переменной P = PT ∈R
n×n и скалярного параметра

α > 0; матрица A предполагается устойчивой (гурвицевой).
Как было показано в [1], минимизацию по α можно эффективно осуществ-

лять при помощи метода Ньютона. А именно, зададимся начальным прибли-
жением 0 < α0 < 2σ(A) и применим итерационный процесс

αj+1 = αj − f ′(αj)
f ′′(αj)

,

7



где

f ′(α) = trY

(
P − 1

α2
DDT

)
,

f ′′(α) = 2 tr Y

(
X +

1

α3
DDT

)
,

а Y и X — решения уравнений Ляпунова
(
A+

α

2
I
)T
Y + Y

(
A+

α

2
I
)
+ CTC = 0

и (
A+

α

2
I
)
X +X

(
A+

α

2
I
)T

+ P − 1

α2
DDT = 0.

Согласно [1], метод будет сходиться глобально (быстрее, чем геометриче-
ская прогрессия с коэффициентом 1/2), причем в окрестности решения схо-
димость квадратичная. При этом реально требуется не более 3–4 итераций
для получения решения с большой точностью, если только начальная точка
не слишком близка к границам интервала (0, 2σ(A)).
Таким образом, имеем эффективный алгоритм для осуществления мини-

мизации по α в задаче (11), (10): достаточно матрицу A заменить на A0+

+ k1A1 + k2A2, матрицу C на
(
C 0
)
, а матрицу D — на

(
D
0

)
.

5. Оптимизация функции f(k)

Введя для удобства обозначение

{A, k} = k1A1 + k2A2,

сделаем следующее предположение.
Предп о л ожени е. Пусть известен некоторый стабилизирующий ре-

гулятор k0 =
(
k01
k02

)
, т.е. такой, что матрица A0 + {A, k0} гурвицева.

Итак, исследуем свойства функции

f(k) = min
α
f(k, α).

Лемма 1. Функция f(k) определена и положительна на множестве S
стабилизирующих регуляторов.

Доказательства этого и последующих результатов приведены в Приложе-
нии 2.
Заметим, что множество S может быть невыпуклым и несвязным, причем

его границы могут быть негладкими.
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Лемма 2. Функция f(k, α) определена на множестве стабилизирующих
обратных связей k и для 0 < α < 2σ(A0 + {A, k}). На этом множестве она
дифференцируема, причем градиент дается выражениями

1

2
∇kf(k, α) =

(
trPYA1

trPYA2

)
+ ρk,(12)

∇αf(k, α) = trY

[
P − 1

α2

(
D
0

)(
D
0

)T
]
,(13)

где матрицы P и Y являются решениями уравнений Ляпунова

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)
P + P

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

+
1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0

и
(
A0 + {A, k} + α

2
I
)T
Y + Y

(
A0 + {A, k} + α

2
I
)
+
(
C 0
)T (

C 0
)
= 0.(14)

Минимум f(k, α) достигается во внутренней точке допустимого мно-
жества и определяется условиями

∇kf(k, α) = 0, ∇αf(k, α) = 0.

При этом f(k, α) как функция от α строго выпукла на 0 < α <
< 2σ(A0 + {A, k}) и достигает минимума во внутренней точке этого ин-
тервала.

Свойства гессиана функции f(k) представлены следующим утверждением.

Лемма 3. Функция f(k) дважды дифференцируема, причем действие
гессиана функции на произвольный вектор2 e∈R

2 дается выражением

1

2

(∇2
kkf(k)e, e

)
= ρ(e, e) + 2 trP ′Y {A, e},(15)

где P ′ — решение уравнения Ляпунова
(
A0 + {A, k} + α

2
I
)
P ′ + P ′

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

+

+ {A, e}P + P{A, e}T = 0.

(16)

Зам е ч а ни е 1. Далее в этом разделе — для получения простых коли-
чественных оценок в леммах 4 и 5 — в оптимизационную задачу (11), (10)
вводятся регуляризующие добавки ε1 и ε2 следующим образом:

min f(k, α), f(k, α) = trP
((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
+ ρ|k|2, ε1 � 1,

2 Понимаемое в смысле второй производной по направлению.
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при ограничении
(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)
P + P

(
A0 + {A, k} + α

2
I
)T

+

+
1

α

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]
= 0, ε2 � 1.

(17)

Требование необходимости их введения можно существенно ослабить, но цель
автора сейчас состоит в получении наиболее простых и наглядных резуль-
татов.

Лемма 4. Функция f(k) коэрцитивна на множестве S (т.е. стремится
к бесконечности на его границе), причем

f(k) � ε1
4σ(A0 + {A, k}) (‖A0 + {A, k}‖+ σ(A0 + {A, k}))‖D‖2F ,(18)

f(k) � ρ|k|2.

Сл ед с т в и е 1. Множество уровня

S0 =
{
k ∈S : f(k) � f(k0)

}

ограничено для любого регулятора k0 ∈S.
Сл ед с т в и е 2. Существует точка минимума k∗ на множестве S, при-

чем ∇f(k∗) = 0.

Градиент функции f(k) не является липшицевым на всем множестве S, од-
нако он обладает этим свойством на его подмножестве S0. Соответствующий
результат представлен следующей леммой.

Лемма 5. На множестве S0 градиент функции f(k) липшицев с кон-
стантой

(19) L = ρ+
8
√
2nf2(k0)

ε1ε22

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖

√
2

ρ
f(k0)

)2

×

×
(
f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2

)
max ‖Ai‖F .

Полученные свойства функции f(k) и ее производных позволяют постро-
ить метод минимизации и обосновать его сходимость.

6. Алгоритм оптимизации

Предлагается итеративный подход к решению задачи (11), в основе ко-
торого лежит применение градиентного метода по переменной k и метода
Ньютона по переменной α. Приведем принципиальную схему алгоритма.
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Алг о ри тм 1 для минимизации f(k, α):

1. Задаемся параметрами ε > 0, γ > 0, 0 < τ < 1 и начальным стабилизирую-
щим приближением k0. Вычисляем величину α0 = σ(A0 + {A, k0}).

2. На j-й итерации заданы величины kj, αj.
Вычисляем матрицу A0 + {A, kj}, решаем уравнения Ляпунова
(
A0 + {A, kj}+ αj

2
I
)
P + P

(
A0 + {A, kj}+ αj

2
I
)T

+
1

αj

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0,

(
A0 + {A, kj}+ αj

2
I
)T
Y + Y

(
A0 + {A, kj}+ αj

2
I
)
+
(
C 0
)T (

C 0
)
= 0,

и находим матрицы P и Y .
Вычисляем градиент

Hj = ∇kf(kj , αj)

из соотношения
1

2
∇kf(k, α) =

(
trPYA1

trPYA2

)
+ ρk.

Если |Hj| � ε, то kj принимаем за приближенное решение.
3. Делаем шаг градиентного метода

kj+1 = kj − γjHj.

Длину шага γj > 0 подбираем дроблением γ до выполнения условий:
а. kj+1 — стабилизирующий регулятор;
б. f(kj+1) � f(kj)− τγj |Hj|2.

4. Для полученного kj+1 решаем задачу минимизации f(kj+1, α) по α (см.
раздел 4), и находим αj+1. Переходим к п. 2.

Предлагаемый метод сходится в следующем смысле.

Те ор ем а 2. В алгоритме 1 на каждой итерации реализуется лишь ко-
нечное число дроблений γj, функция f(kj) монотонно убывает и ее градиент
стремится к нулю

lim
j→∞

|Hj| = 0

со скоростью геометрической прогрессии.

В самом деле, алгоритм 1 определен корректно в начальной точке, так
как k0 является стабилизирующим регулятором в силу предположения. При
этом при достаточно малых γj происходит монотонное уменьшение f(k) (дви-
жение по антиградиенту); такой способ подбора шага гарантирует, что вели-
чины kj остаются в области S0, для которой лемма 5 обеспечивает липшице-
вость градиента. Таким образом, применимы результаты о сходимости гра-
диентного метода для безусловной минимизации [7]. В частности, условие б)

11



на третьем шаге алгоритма 1 будет выполнено после конечного числа дроб-
лений, а в градиентном методе будет иметь место сходимость по градиенту с
линейной скоростью.
Естественно, что при этом трудно рассчитывать на сходимость к гло-

бальному минимуму, поскольку область определения f(k) может быть даже
несвязной.

7. Пример

Рассматриваемый пример взят из статьи [8]. Рассмотрим передаточную
функцию

G(s) =
1

(1 + s)(1 + αs)(1 + α2s)(1 + α3s)
, α = 0,5.

Matlab-процедура tf2ss доставляет матрицы системы (4) в пространстве
состояний:

A =

⎛
⎜⎜⎝
−15 −70 −120 −64
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , c =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
64

⎞
⎟⎟⎠ .

В качестве матрицы D возьмем

D =

⎛
⎜⎜⎝
1 0
0 1
0 0
0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

а в качестве матрицы регулируемого выхода — матрицу

C =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
.

Положим ρ = 0,001 и выберем в качестве начального некоторый стабили-
зирующий регулятор

k0 =

(
1,7366
0,7734

)
.

Динамика изменения критерия f(k) показана на рис. 1. Процесс завер-
шился нахождением ПИ-регулятора с коэффициентами

k∗ =
(
0,2956
0,3514

)

и соответствующего ограничивающего эллипса с матрицей

P∗ =
(

5,1763 −0,7885
−0,7885 0,5635

)
, trP∗ = 5,7398.
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Рис. 2. Ограничивающие эллипсы.

На рис. 2 сплошной линией показаны найденный ограничивающий эллипс
и траектория системы, замкнутой ПИ-регулятором k∗, при некотором допу-
стимом внешнем возмущении. На этом же рисунке пунктиром показан огра-
ничивающий эллипс для системы, замкнутой обратной связью с помощью
динамического регулятора (см. [4])

u = Kx̂,

где x̂ — наблюдатель

˙̂x = Ax̂+ bu+ L(y − cTx̂), x̂(0) = 0,
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с матрицами

K =
(−0,5154 −2,6143 −4,3786 −2,4252

) · 106,

L =

⎛
⎜⎜⎝

0,0075
−0,0225
−0,0002
0,0189

⎞
⎟⎟⎠ .

Наконец, точечной линией на рис. 2 показан ограничивающий эллипс для
системы, замкнутой линейным динамическим регулятором (см. [4])

ẋr = Arxr +Bry, xr(0) = 0,

u = Crxr +Dry,

с матрицами

Ar =

⎛
⎜⎜⎝

−0,1373 −0,6748 −1,0932 −0,1035
0,0140 0,0688 0,1114 −1,7096
0,0004 0,0019 0,0031 −0,0509
0,0000 0,0000 0,0001 −0,0007

⎞
⎟⎟⎠ · 105,

Br =

⎛
⎜⎜⎝

−0,7528
2,7644
0,0821
0,0011

⎞
⎟⎟⎠ · 103,

Cr =
(−0,1135 −0,5579 −0,9037 −2,9271

) · 105, Dr = 3,8176 · 103.
Как видно, ПИ-регулятор приводит к вполне сопоставимым результатам, об-
ладая преимуществами в простоте и удобстве практической реализации. При
этом синтезированный ПИ-регулятор обладает вполне удовлетворительными
характеристиками.
Передаточная функция ПИ-регулятора с коэффициентами k∗ имеет вид

GPID(s) = 0,2956 +
0,3514

s
.

Замкнутая система с ПИ-регулятором k∗ является устойчивой по крите-
рию Найквиста; ее минимальный запас устойчивости по модулю составляет
20,6 дБ, а по фазе 70,3◦, см. рис. 3.
Для сравнения, взяв в качестве начального стабилизирующий регулятор

k̃0 =

(
0,8882
0,6153

)
,

получаем ПИ-регулятор с коэффициентами

k̃∗ =
(
0,3277
0,3662

)
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Рис. 3. ЛАФЧХ замкнутой системы.

и соответствующий ограничивающий эллипс с матрицей

P̃∗ =
(

5,0890 −0,7854
−0,7854 0,5721

)
, tr P̃∗ = 5,6611.

При этом нормы получившихся регуляторов отличаются лишь на 6,5%,
а ограничивающие эллипсы (по критерию следа) — менее, чем на 1,5%.
Вычисления проводились в среде Matlab с помощью свободно распро-

страняемого программного пакета cvx [9].

8. Обсуждение

В статье предложен новый подход к задаче синтеза ПИ-регулятора, опти-
мально подавляющего ограниченные внешние возмущения в линейной систе-
ме управления. Подход основан на сведении проблемы к невыпуклой задаче
матричной оптимизации, которая далее решается градиентным методом; да-
но его обоснование.
Заметим, что теорема 2 устанавливает сходимость метода лишь по норме

градиента целевой функции, однако, как показывает численное моделиро-
вание, метод приводит к вполне удовлетворительным с инженерной точки
зрения ПИ-регуляторам. Вместе с тем представляется важным поиск содер-
жательных частных постановок рассматриваемой задачи, при которых бы
функция f(k) на множестве уровня S0 удовлетворяла условию Поляка–Лоясе-
вича [7]:

1

2
|∇f(k)|2 � μ (f(k)− f(k∗))
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с константой μ > 0, зависящей только от k0 и параметров системы (2). В этом
случае можно было бы говорить и о сильной поточечной сходимости — по-
добно тому, как это было показано в [3] для линейно-квадратичной задачи
при управлении по состоянию.
Наконец, предлагаемый подход было бы интересно распространить на син-

тез ПИД-регуляторов, что автор и предполагает сделать в последующих пуб-
ликациях.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Следующие леммы содержат известные результаты, необходимые для
дальнейшего изложения.

Лемма П.1 [1]. Пусть X и Y — решения двойственных уравнений Ляпу-
нова с гурвицевой матрицей A:

ATX +XA+W = 0 и AY + Y AT + V = 0.

Тогда
tr (XV ) = tr (Y W ).

Лемма П.2 [10].
1. Для матриц A и B соответствующих размерностей справедливы со-

отношения

‖AB‖F � ‖A‖F ‖B‖,
| trAB| � ‖A‖F ‖B‖F ,

‖A‖ � ‖A‖F ,
AB +BTAT � εAAT +

1

ε
BTB для любого ε > 0.

2. Для неотрицательно определенных матриц A и B справедливы соот-
ношения

0 � λmin(A)λmax(B) � λmin(A) trB � trAB � λmax(A) trB � trA trB.

Лемма П.3 [1]. Для решения P уравнения Ляпунова

AP + PAT +Q = 0

с гурвицевой матрицей A и Q � 0 справедливы оценки:

λmax(P ) �
λmin(Q)

2σ
, λmin(P ) �

λmin(Q)

2‖A‖ ,

где σ = −max
i

Reλi(A).
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Если же Q = DDT и пара (A,D) управляема, то

λmax(P ) �
‖u∗D‖2

2σ
> 0,

где
u∗A = λu∗, Reλ = −σ, ‖u‖ = 1,

т.е. u — левый собственный вектор матрицы A, отвечающий собственно-
му значению λ матрицы A с наибольшей вещественной частью. Вектор u
и число λ могут быть комплексными; здесь u∗ означает комплексное сопря-
жение и транспонирование.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Док а з а т е л ь с т в о л еммы 1. Действительно, если матрица A0 + {A, k}
гурвицева, то σ(A0 + {A, k}) > 0 и для 0 < α < 2σ(A0 + {A, k}) существует
решение P � 0 уравнения Ляпунова (10). Тем самым определена функция
f(k, α) > 0; при этом f(k) > 0 в силу теоремы 1. Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Имеем задачу

min f(k, α), f(k, α) = trP
(
C 0
)T (

C 0
)
+ ρ|k|2

при ограничении в виде уравнения Ляпунова

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)
P + P

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

+
1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0.

Для дифференцирования по k дадим ему приращение Δk и обозначим
соответствующее приращение P через ΔP :

(
A0 + {A, k +Δk}+ α

2
I
)
(P +ΔP )+

+ (P +ΔP )
(
A0 + {A, k +Δk}+ α

2
I
)T

+
1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0.

После линеаризации и вычитания этого и предыдущего уравнений, имеем
(
A0 + {A, k} + α

2
I
)
ΔP +ΔP

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

+

+ {A,Δk}P + P{A,Δk}T = 0.

(Π.2.1)

Вычислим приращение f(k), линеаризуя соответствующие величины:

Δf(k) = tr (P +ΔP )
(
C 0
)T (

C 0
)
+ ρ|k +Δk|2−

−
(
trP
(
C 0
)T (

C 0
)
+ ρ|k|2

)
=

= trΔP
(
C 0
)T (

C 0
)
+ 2ρkTΔk.

17



Рассмотрим уравнение Ляпунова (14), двойственное к (Π.2.1). По лем-
ме П.1 из уравнений (Π.2.1) и (14) имеем

Δf(k) = 2 tr Y {A,Δk}P + 2ρkTΔk.

Таким образом,

df(k) = 2 trPY
2∑
i=1

Aidki + 2ρ
2∑
i=1

kidki,

откуда и следует (12).
Справедливость соотношения (13) устанавливается полностью аналогич-

но [1, лемма 1]. Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Вычислим величину
(∇2

kkf(k)e, e
)
, взяв

производную по направлению e∈R
2 от ∇kf(k). Для этого, линеаризуя соот-

ветствующие величины и введя для удобства обозначение

[ trPYA] =

(
trPYA1

trPYA2

)
,

вычислим приращение ∇kf(k) по направлению e:

1

2
Δ∇kf(k)e = ρ(k + δe) + [ tr (P +ΔP )(Y +ΔY )A]− (ρk + [ trPYA]) =

= ρ(k + δe) +
[
tr
(
P + δP ′(k)e

) (
Y + δY ′(k)e

)A]− (ρk + [ trPYA]) =

= δ
(
ρe+

[
tr
(
PY ′(k)e+ P ′(k)eY

)A]) ,
где

ΔP = P (k + δe)− P (k) = δP ′(k)e,
ΔY = Y (k + δe)− Y (k) = δY ′(k)e.

Таким образом, обозначая P ′ = P ′(k)e и Y ′ = Y ′(k)e, имеем

1

2

(∇2
kkf(k)e, e

)
=
(
ρe+ [ tr (PY ′ + P ′Y )A], e

)
.

Далее, P = P (k) есть решение уравнения (17); запишем его в приращениях
по направлению e

(
A0 + {A, k + δe} + α

2
I
)
(P + δP ′) +

+ (P + δP ′)
(
A0 + {A, k + δe} + α

2
I
)T

+
1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0
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или
(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)
(P + δP ′) + (P + δP ′)

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

+

+ δ
(
{A, e}P + P{A, e}T

)
+

1

α

(
D
0

)(
D
0

)T

= 0.

Вычитая из полученного соотношения уравнение (17), приходим к уравне-
нию (16).
Аналогично, Y = Y (k) есть решение уравнения Ляпунова (14); запишем

его в приращениях по направлению e

(
A0 + {A, k + δe} + α

2
I
)T

(Y + δY ′) +

+ (Y + δY ′)
(
A0 + {A, k + δe}+ α

2
I
)
+
(
C 0
)T (

C 0
)
= 0,

или
(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)T

(Y + δY ′) + (Y + δY ′)
(
A0 + {A, k + δe} + α

2
I
)
+

+ δ
(
{A, e}TY + Y {A, e}

)
+
(
C 0
)T (

C 0
)
= 0.

Вычитая из полученного соотношения уравнение (14), имеем

(
A0 + {A, k} + α

2
I
)T
Y ′ + Y ′

(
A0 + {A, k}+ α

2
I
)
+

+ {A, e}TY + Y {A, e} = 0.

(Π.2.2)

Из (16) и (Π.2.2) имеем соотношение

trP ′Y {A, e} = trPY ′{A, e},

так что

1

2

(∇2
kkf(k)e, e

)
= ρ(e, e) +

(
[ tr (PY ′ + P ′Y )A], e

)
= ρ(e, e) + 2 trP ′Y {A, e}.

Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Рассмотрим последовательность стабили-
зирующих регуляторов {kj}∈S такую, что kj → k ∈∂S, т.е. σ (A0 + {A, k}) =
= 0. Это означает, что для любого ε > 0 найдется число N = N(ε) такое, что
неравенство

|σ (A0 + {A, kj})− σ (A0 + {A, k}) | = σ (A0 + {A, kj}) < ε

справедливо для всех j � N(ε).
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Пусть Pj — решение уравнения Ляпунова (10), ассоциированного с регу-
лятором kj

(
A0+{A, kj}+ αj

2
I
)
Pj +Pj

(
A0+{A, kj}+αj

2
I
)T

+
1

αj

[(
D
0

)(
D
0

)T
+ ε2I

]
= 0,

а Yj — решение двойственного к нему уравнения Ляпунова

(
A0+{A, kj}+ αj

2
I
)T
Yj+Yj

(
A0+{A, kj}+ αj

2
I
)
+
(
C 0
)T(

C 0
)
+ ε1I = 0.

Тогда, пользуясь леммой П.3, имеем

f(kj) = trPj

((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
+ ρ|kj |2 �

� trPj

((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
=

= trYj
1

αj

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]
� 1

αj
λmin(Yj) tr

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]
�

� 1

αj
λmin(Yj)

∥∥∥∥
(
D
0

)∥∥∥∥
2

F

� 1

αj

λmin

((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)

2
∥∥A0 + {A, kj}+ αj

2 I
∥∥ ‖D‖2F �

� ε1

4σ (A0 + {A, kj})
∥∥A0 + {A, kj}+ αj

2 I
∥∥‖D‖2F �

� ε1
4ε (‖A0 + {A, kj}‖+ ε)

‖D‖2F −−→
ε→0

+∞,

поскольку
0 < αj < 2σ (A0 + {A, kj})

и
∥∥∥A0 + {A, kj}+ αj

2
I
∥∥∥ � ‖A0 + {A, kj}‖+ αj

2
<

< ‖A0 + {A, kj}‖+ σ (A0 + {A, kj}) .

C другой стороны,

f(kj) = trPj

((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
+ ρ|kj |2 � ρ|kj |2 −−−−−−→|kj |→+∞

+∞.

Лемма 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. У функции f(k) на множестве S0

существует точка минимума (как у непрерывной функции на компактном
множестве), но множество S0 не имеет общих точек с границей S в силу (18).
Наконец, функция f(k) дифференцируема на S0 по лемме 2, что и завершает
доказательство следствия 2.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Применяя к (15) лемму П.2, имеем

1

2
‖∇2

kkf(k)‖ =
1

2
sup
|e|=1

| (∇2
kkf(k)e, e

) | � sup
|e|=1

ρ(e, e) + 2 sup
|e|=1

| trP ′Y {A, e}| =

= ρ+ 2 sup
|e|=1

‖P ′‖F ‖Y {A, e}‖F � ρ+ 2‖P ′‖F sup
|e|=1

‖Y ‖‖{A, e}‖F �

� ρ+ 2
√
2‖P ′‖F ‖Y ‖max

i
‖Ai‖F ,

поскольку

‖{A, e}‖F =

∥∥∥∥∥
∑
i

Aiei

∥∥∥∥∥
F

�
∑
i

‖Ai‖F |ei| � max
i

‖Ai‖F |e|1 �
√
2max

i
‖Ai‖F |e|.

Таким образом, необходимо оценить сверху величину

ρ+ 2
√
2max

i
‖Ai‖F ‖P ′‖F ‖Y ‖.

Имеем оценку для ‖Y ‖:
ε2
α
‖Y ‖ � 1

α
λmin

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]
trY � trY

1

α

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]
=

= trP
((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
= f(k)− ρ|k|2 � f(k) � f(k0),

откуда

‖Y ‖ � α

ε2
f(k0).(Π.2.3)

Оценка для α устанавливается следующим образом:

α < 2σ (A0 + {A, k}) � 2 ‖A0 + {A, k}‖ �

� 2

(
‖A0‖+

∑
i

‖Ai‖|ki|
)

� 2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖|k|1

)
�

� 2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖

√
2|k|
)

� 2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖
√

2

ρ
f(k)

)
�

� 2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖
√

2

ρ
f(k0)

)
,

так что

‖Y ‖ � 2

ε2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖
√

2

ρ
f(k0)

)
f(k0).

Теперь оценим сверху ‖P‖:

ε1‖P‖ � λmin

((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
‖P‖ �

� trP
((
C 0
)T (

C 0
)
+ ε1I

)
= f(k)− ρ|k|2 � f(k) � f(k0),
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откуда

‖P‖ � f(k0)

ε1
.

Наконец, оценим сверху ‖P ′‖F . С учетом леммы П.2 заметим, что

λmax

(
{A, e}P + P{A, e}T

)
=

=
∥∥∥{A, e}P + P{A, e}T

∥∥∥ �
∥∥∥P 2 + {A, e}{A, e}T

∥∥∥ �
� ‖P‖2 + ‖{A, e}‖2 � f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2 �

� ξ
ε2
α

� ξ
1

α
λmin

[(
D
0

)(
D
0

)T

+ ε2I

]

при

ξ =
α

ε2

(
f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2

)
.

Поэтому для решения P ′ уравнения Ляпунова (16) справедлива оценка

P ′ � ξP � α

ε2

(
f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2

)
f(k0)

ε1
I �

� 2f(k0)

ε1ε2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖
√

2

ρ
f(k0)

)(
f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2

)
I,

откуда

‖P ′‖F � 2
√
nf(k0)

ε1ε2

(
‖A0‖+max

i
‖Ai‖

√
2

ρ
f(k0)

)
×

×
(
f2(k0)

ε21
+ 2max

i
‖Ai‖2

)
.

(Π.2.4)

C учетом оценок (Π.2.3) и (Π.2.4) приходим к соотношению (19). Лемма 5
доказана.
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Автоматика и телемеханика, № 8, 2023

Линейные системы
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СИНТЕЗ СУБОПТИМАЛЬНЫХ РОБАСТНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ
НА ОСНОВЕ АПРИОРНЫХ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ1

Развивается новый подход, позволяющий в едином формате синтези-
ровать субоптимальные робастные законы управления неопределенными
объектами при различных критериях на основе априорной информации и
экспериментальных данных. Показано, что гарантированные оценки γ0-,
обобщенной H2- и H∞-норм замкнутой системы и соответствующие суб-
оптимальные робастные законы управления выражаются в терминах ре-
шений линейных матричных неравенств, формируемых с учетом априор-
ного знания и данных, полученных при моделировании объекта. Числен-
ный пример демонстрирует улучшение качества систем управления при
совместном использовании априорных и экспериментальных данных.

Ключевые слова: робастное управление, априорные данные, эксперимен-
тальные данные, γ0-норма, обобщенная H2-норма, H∞-норма, линейные
матричные неравенства.

DOI: 10.31857/S0005231023080020, EDN: HAQKRE

1. Введение

Среди разнообразных подходов к синтезу управления объектами при
неполной математической модели выделяются два основных, в одном из ко-
торых параметры регулятора находятся исходя из априорной информации об
области возможных значений неопределенных параметров объекта, а в дру-
гом параметры регулятора настраиваются рекуррентно по текущей инфор-
мации или вычисляются на основе полученных экспериментальных данных.
Традиционно первый подход связывают с робастным управлением (см. [1]
и обзор [2]), второй — с адаптивным управлением (см. обзоры [3, 4]).
В последнее время активно разрабатывается синтез систем управления, не

использующий математическую модель объекта явно, а основанный исключи-
тельно на экспериментальных данных [5–9]. Пионерской в этом направлении
была работа [10], где установлено, что для полной характеризации линей-
ной стационарной динамической системы при выполнении так называемого

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Научно-образовательного математиче-
ского центра “Математика технологий будущего” (соглашение № 075-02-2023-945).
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условия неисчезающего возбуждения может быть использована единственная
траектория. В [5] показано, что при выполнении этого условия линейно-квад-
ратичное управление объектами без возмущений и без помех в измерениях
может быть реализовано без знания математической модели объекта непо-
средственно по данным измерений входа и выхода. В [6] установлено, что для
построения законов управления по экспериментальным данным достаточно
выполнения менее ограничительного условия информативности данных для
изучаемоего свойства (например, для стабилизируемости линейной обратной
связью по состоянию или для линейно-квадратичного управления при за-
данном функционале). В [7] параметры обратной связи по состоянию нахо-
дятся на основе полученных в открытом контуре измерений входа и выхода
неопределенного объекта, на который действует неизмеряемое возмущение
из определенного класса. В [8] построение H2- и H∞-оптимальных законов
управления полностью неопределенным объектом по измерениям входа и вы-
хода осуществляется на основе матричного варианта S-леммы [11], а в [9] —
на основе леммы Питерсена [12].
В настоящей работе разрабатывается новый подход, позволяющий син-

тезировать робастные законы управления неопределенными динамическими
объектами на основе совместного использования априорной информации о
структуре неопределенной матрицы параметров объекта и верхней границе
ее нормы, а также экспериментальных данных, полученных в результате на-
блюдения за объектом на некотором интервале времени. Качество робастно-
го управления оценивается верхними оценками одного из трех показателей:
γ0-нормы, характеризующей уровень гашения стохастических возмущений в
замкнутой неопределенной системе или максимальное значение квадратично-
го функционала целевого выхода при импульсном возмущении; обобщенной
H2-нормы, характеризующей максимальное по времени уклонение евклидо-
вой нормы целевого выхода системы при всех ограниченных в l2-норме де-
терминированных возмущениях; H∞-нормы, характеризующей максималь-
ное значение отношения l2-норм целевого выхода и внешнего возмущения.
Синтез включает в себя несколько основных шагов. Сначала множество

неизвестных матриц, согласованных с априорной информацией, характери-
зуется квадратичным неравенством. Затем проводится эксперимент, в кото-
ром измеряется траектория системы при задаваемых начальных условиях и
управлениях и неизвестном внешнем возмущении, компоненты которого име-
ют известные границы. Это позволяет определить еще одно квадратичное
неравенство, которому удовлетворяют все неизвестные матрицы, согласован-
ные с результатами эксперимента. Далее определяется расширенная полно-
стью определенная система с дополнительными искусственными входом и
выходом, удовлетворяющими двум квадратичным неравенствам, в которую
“погружена” исходная неопределенная система. И, наконец, верхние оценки
уровней гашения возмущений исходной неопределенной системы находятся
как уровни гашения возмущений этой расширенной системы при всех допол-
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нительных входах, удовлетворяющих двум указанным квадратичным нера-
венствам.
Статья структурирована следующим образом. После введения в разде-

ле 2 дается общая постановка задачи и показывается, как на основе апри-
орной информации и экспериментальных данных выводятся два квадратич-
ных неравенства, которым удовлетворяет неизвестная матрица параметров
объекта. В разделе 3 приводятся необходимые сведения о γ0-, обобщенной
H2- и H∞-нормах и о связях между ними для прямой и двойственной си-
стем. В разделе 4 описывается процедура синтеза робастных законов управ-
ления и доказывается основная теорема. В разделе 5 приводятся результаты
ряда экспериментов с неопределенной системой третьего порядка, показы-
вающие преимущества робастного управления, построенного на основе апри-
орной информации и экспериментальных данных, над робастными управле-
ниями, синтезируемыми только по априорной информации или только по
экспериментальным данным. В разделе 6 подводятся итоги и делаются вы-
воды.

2. Постановка задачи робастного управления на основе априорных
и экспериментальных данных

Рассмотрим неопределенную систему

x(t+ 1) = (A+BΔΔCΔ)x(t) + (Bu +BΔΔDΔ)u(t) +Bw(t),

z(t) = Cx(t) +Du(t),
(2.1)

в которой x(t)∈Rnx – состояние, z(t)∈Rnz – целевой выход, w(t)∈Rnw –
возмущение, u(t)∈Rnu – управление. Все матрицы, за исключением матри-
цы неизвестных параметров Δ, заданы. В общем плане требуется на осно-
ве информации о неизвестных параметрах системы синтезировать линейные
обратные связи по состоянию, при которых уровни гашения внешних воз-
мущений из разных классов в замкнутой системе не превышают заданных
значений.
Информация относительно неизвестной матрицы Δ делится на априорную

и получаемую в результате предварительного эксперимента. Предполагается,
что матрица Δ имеет блочно-диагональную структуру и представима в виде

(2.2) Δ = diag (Δ1, . . . ,Δl) =
l∑

i=1

LiΔiR
T
i , ΔiΔ

T
i � η2i I,

где Δi ∈Rmi×ni – полный матричный блок или диагональный квадратный
матричный блок Δi = δiIni , Li и Ri – матрицы, столбцами которых явля-
ются единичные векторы, соответствующие расположению i-го матрично-
го блока, и для которых LT

i Lj = 0, RT
i Rj = 0, i �= j, ηi – заданные числа.
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Представим матрицу BΔ в соответствии со структурой матрицы Δ в виде
BΔ = (B1 . . . Bl), где Bi = BΔLi, обозначим Δ̂ = BΔΔ. Тогда

(2.3) Δ̂ = BΔ

l∑
i=1

LiΔiR
T
i =

l∑
i=1

BiΔiR
T
i .

Так как Δ̂Rj = BjΔj, j = 1, . . . , l, то Δ̂ =
(
Δ̂1 Δ̂2 · · · Δ̂l

)
, где Δ̂i = BiΔi.

В частности, если матрицы состояния и управления в уравнении объекта
полностью неизвестны, то в (2.1) положим

(2.4) A = 0, Bu = 0, BΔ = I, CΔ = (I 0)T, DΔ = (0 I)T

и тогда Δ̂ = Δ = (A(real) B
(real)
u ), где A(real) и B(real)

u – неизвестные матрицы
состояния и управления. Рассмотрению именно этого случая без использова-
ния априорной информации посвящены работы [5, 6, 8, 9]).
Далее, выразим априорную информацию о матрице Δ в терминах мат-

рицы Δ̂. Применяя известный подход к синтезу робастного управления
в случае структурированной неопределенности [13, 14], определим множе-
ство Λ = diag (Λ1, . . . ,Λl), состоящее из всех Λ = diag (Λ1, . . . ,Λl), для ко-
торых Λi = λiIni , λi � 0, если матричный блок Δi полный, и всех симмет-
рических неотрицательно определенных матриц Λi ∈Rni×ni , если Δi = δiIni .
Так как согласно (2.2) для полного матричного блока Δi ∈Rni×ni при всех
λi � 0 выполняется λiΔiΔ

T
i � λiη

2
i I, а для блока Δi = δiIni для всех сим-

метрических неотрицательно определенных матриц Λi ∈Rni×ni выполняется
ΔiΛiΔ

T
i � η2i Λi, то для всех матриц Δ, удовлетворяющих (2.2), как нетрудно

проверить, выполняется

(2.5) ΔΛΔT − ηΛηT � 0 ∀Λ∈Λ,

где η = diag (η1In1 , . . . , ηlInl
). Умножая это неравенство слева на матрицу BΔ

и справа на матрицу BT
Δ, получим неравенство

(2.6) Δ̂ΛΔ̂T −BΔηΛη
TBT

Δ � 0 ∀Λ∈Λ,

которое запишем в виде

(2.7)
(
Δ̂ I

)
Υ
(
Δ̂ I

)T
� 0 ∀Λ∈Λ,

где Υ = diag (Λ,−BΔηΛη
TBT

Δ). Обозначим через Δ множество матриц Δ за-
данной структуры, удовлетворяющих (2.5), а через Δ̂a – множество матриц
Δ̂ = (Δ̂1, . . . , Δ̂l), которые удовлетворяют неравенству (2.6). Ясно, что для
любой Δ∈Δ имеется Δ̂ = BΔΔ∈ Δ̂a. Покажем, что верно и обратное утвер-
ждение.

Лемма 2.1. Если матрицы Bi = BΔLi, i = 1, . . . , l имеют полный столб-
цовый ранг, то для любой Δ̂∈ Δ̂a найдется Δ∈Δ такая, что Δ̂ = BΔΔ.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Пусть Δ̂∈ Δ̂a. Из (2.6) следует, что для лю-
бого вектора a �= 0, для которого BT

Δa = 0, выполняется Δ̂Ta = 0. Это означа-
ет, что столбцы матрицы Δ̂ принадлежат образу матрицы BΔ. Следователь-
но, линейное матричное уравнение BΔΔ = Δ̂ имеет решение относительно
матрицы Δ. Осталось показать, что для этого решения выполняется нера-
венство (2.5). Из (2.6) следует, что для каждого из блоков выполнено

Bi(ΔiΛiΔ
T
i − η2i Λi)B

T
i � 0.

Так как матрицы Bi имеют полный столбцовый ранг, то ΔiΛiΔ
T
i − η2i Λi � 0

для всех i, т.е. Δ∈Δ, что и требовалось доказать.
Эта лемма показывает, что при переходе от матрицы Δ, удовлетворяющей

неравенству (2.5), к матрице Δ̂, удовлетворяющей неравенству (2.7), никакой
потери информации не происходит. В связи с этим исходную неопределенную
систему (2.1) представим в виде

x(t+ 1) = (A+ Δ̂CΔ)x(t) + (Bu + Δ̂DΔ)u(t) +Bw(t),

z(t) = Cx(t) +Du(t),
(2.8)

где матрица неизвестных параметров соответствующей структуры Δ̂ =
= (Δ̂1, . . . , Δ̂l) удовлетворяет неравенству (2.7).
Дополнительная информация о неизвестных параметрах системы (2.8) из-

влекается из конечного набора измерений ее траектории. А именно, допу-
стим, что имеется возможность измерять состояния системы x0, x1, . . . , xN
при выбранных управлениях u0, . . . , uN−1 и некотором неизвестном возмуще-
нии w(t), компоненты которого удовлетворяют ограничению

(2.9) |wi(t)| � d, t = 0, . . . , N − 1, i = 1, . . . , nw

для некоторого заданного d, которое будем называть уровнем возмущения,
т.е. max0�t�N−1 ‖w(t)‖∞ � d. Следуя принятым обозначениям (см., напри-
мер, [6]), составим матрицы

Φ = (x0 x1 · · · xN−1) , Φ+ = (x1 x2 · · · xN ) ,

W = (w0 w1 · · · wN−1) , U = (u0 u1 · · · uN−1)

и обозначим
CΔΦ+DΔU = Φ̂.

В силу уравнения объекта имеет место равенство

(2.10) Φ̃ = Δ̂(real)Φ̂ +BW,

где Φ̃ = Φ+ −AΦ−BuU , Δ̂(real) – истинная неизвестная матрица параметров
объекта (2.8). Согласно (2.9) и (2.10) при Δ̂ = Δ̂(real) имеет место

(Φ̃− Δ̂Φ̂)(Φ̃− Δ̂Φ̂)T = BWWTBT � d2nwNBB
T.
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Обозначим через Δ̂p множество матриц Δ̂ заданной структуры, удовлетво-
ряющих этому неравенству. Ясно, что Δ̂(real) ∈ Δ̂p. Введем матрицу

(2.11) Ψ =

(
Ψ11 ∗
ΨT

12 Ψ22

)
=

(
Φ̂Φ̂T ∗
−Φ̃Φ̂T Φ̃Φ̃T − d2nwNBB

T

)

и запишем это неравенство в виде

(2.12)
(
Δ̂ I

)
Ψ
(
Δ̂ I

)T
� 0.

Обозначим через Δ̂ = Δ̂a
⋂

Δ̂p множество матриц Δ̂, которые удовлетворя-
ют ограничениям (2.7) и (2.12).
Качество неопределенной системы (2.8), замкнутой управлением вида ли-

нейной обратной связи по состоянию, будем оценивать по ее реакциям на
стохастические и детерминированные возмущения при нулевом начальном
состоянии, измеряемыми тремя показателями: гарантированными оценками
γ0-, обобщенной H2- и H∞-норм. Гарантированная оценка γ0-нормы опре-
деляется как уровень гашения стохастического возмущения из класса Gnw

векторных гауссовских белых шумов размерности nw, равный максимально-
му значению квадратного корня отношения установившихся усредненных по
времени дисперсий выхода z и входа w при всех ненулевых ковариационных
матрицах входа Kw [15], т.е.

γ0 = sup
̂Δ∈ ̂Δ

γ0(Δ̂), γ0(Δ̂) = ess sup
w∈Gnw

‖z‖P
‖w‖P ,

где ‖s‖2P = lim
N→∞

(1/N)
∑N−1

t=0 |s(t)|2, а ess обозначает существенный супремум,
т.е. наименьшую верхнюю границу с вероятностью единица. Гарантирован-
ные оценки обобщенной H2- и H∞-нормы характеризуют соответственно от-
носительные максимальные значения максимального по времени уклонения
и квадратичного функционала целевого выхода при детерминированных воз-
мущениях из класса l2 и определяются как

γg2 = sup
̂Δ∈ ̂Δ

γg2(Δ̂), γg2(Δ̂) = sup
w(t)�=0

supt�0 |z(t)|
‖w‖ ,

γ∞ = sup
̂Δ∈ ̂Δ

γ∞(Δ̂), γ∞(Δ̂) = sup
w(t)�=0

‖z‖
‖w‖ ,

где ‖s‖2 =∑∞
t=0 |s(t)|2. Задача заключается в том, чтобы получить верхние

оценки этих норм и в конечном итоге синтезировать законы управления, обес-
печивающие требуемые оценки качества системы.
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3. Предварительные сведения о γ0-, обобщенной H2- и H∞-нормах

Прежде чем приступить к нахождению гарантированных оценок указан-
ных норм, уточним, как вычисляются сами нормы γ0(Δ̂), γg2(Δ̂) и γ∞(Δ̂)

для замкнутой системы (2.8), u(t) = Θx(t) при фиксированной матрице Δ̂,
заданной уравнениями

x(t+ 1) = [A+BuΘ+ Δ̂(CΔ +DΔΘ)]x(t) +Bw(t),

z(t) = (C +DΘ)x(t).
(3.1)

Обозначая

AΘ = A+BuΘ, CΔΘ = CΔ +DΔΘ, AΔ = AΘ + Δ̂CΔΘ, CΘ = C +DΘ,

запишем эти уравнения в виде

x(t+ 1) = AΔx(t) +Bw(t),

z(t) = CΘx(t).
(3.2)

Уровень гашения стохастических возмущений или γ0-норма этой системы
находится как решение задачи полуопределенного программирования от-
носительно ковариационных матриц возмущения Kw = KT

w � 0 и состояния
Kx = KT

x � 0 [15]

(3.3) γ20(Δ̂) = max trCΘKxC
T
Θ : AΔKxA

T
Δ−Kx+BKwB

T = 0, trKw � 1.

Здесь потребуется следующее вспомогательное утверждение, доказательство
которого приведено в Приложении.

Лемма 3.1. Задача (3.3) двойственна по Лагранжу задаче

(3.4) γ20(Δ̂) = min γ2 : AT
ΔPAΔ − P + CT

ΘCΘ � 0, BTPB � γ2I.

Задача (3.4) означает, что для приращения функции V (x) = xTPx в си-
лу уравнения (3.2) при начальном возмущении w(0) = w0, w(t)≡ 0, t > 0 и
нулевых начальных условиях выполняются неравенства

(3.5)
�V + |z|2 � 0, t � 1,

V (x1) = wT
0 B

TPBw0 � γ2|w0|2 ∀x∈Rnx , ∀w0 ∈Rnw .

Из этих соотношений следует, что уровень гашения стохастических возму-
щений совпадает с уровнем гашения детерминированного начального возму-
щения, понимаемого как максимальное значение отношения l2-нормы выхода
при “импульсном” возмущении w(0) = w0, w(t)≡ 0, t � 1 и нулевых началь-
ных условиях к евклидовой норме возмущения, т.е.

γ20(Δ̂) = max
w0 �=0

‖z‖2
|w0|2 .
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Следующая характеристика — максимальное уклонение выхода или обоб-
щенная H2-норма [16, 17] — находится как решение задачи

(3.6) γ2g2(Δ̂) = min γ2 : AΔQA
T
Δ −Q+BBT � 0, CΘQC

T
Θ � γ2I,

которую путем замены P = Q−1 можно представить как

γ2g2(Δ̂) = min γ2 :

(
AT

ΔPAΔ − P ∗
BTPAΔ BTPB − I

)
� 0,

(
P ∗
CΘ γ2I

)
� 0.

Это означает, что для приращения функции V (x) = xTPx в силу уравне-
ния (3.2) при нулевых начальных условиях выполняется

(3.7) �V − |w|2 � 0, ∀x∈Rnx , ∀w∈Rnw , P � γ−2CT
ΘCΘ.

Как хорошо известно, H∞-норма системы меньше γ тогда и только то-
гда, когда разрешимо относительно матрицы P = PT > 0 линейное матрич-
ное неравенство

(3.8)

⎛
⎜⎝
AT

ΔPAΔ − P ∗ ∗
BTPAΔ BTPB − γ2I ∗
CΘ 0 −I

⎞
⎟⎠ < 0,

означающее, что для приращения положительно определенной функции
V (x) = xTPx в силу уравнения (3.2) при всех x и w выполняется

(3.9) �V + |z|2 − γ2|w|2 < 0.

Сравнение задач (3.4) и (3.6) показывает, что γ0- и обобщенная H2-норма
системы (3.1) совпадают соответственно с обобщенной H2- и γ0-нормой двой-
ственной системы

x̂(t+ 1) = (AΘ + Δ̂CΔΘ)
Tx̂(t) + CT

Θŵ(t), x̂(0) = 0,

ẑ(t) = BTx̂(t).
(3.10)

Кроме того, очевидно, что H∞-нормы двойственных систем (3.1) и (3.10) сов-
падают.

4. Робастные γ0-, обобщенные H2- и H∞-субоптимальные
законы управления

Опишем основные шаги получения гарантированных оценок γ0-, γg2-
и γ∞-норм неопределенной системы (3.1) и нахождения соответствующих им
параметров субоптимальных робастных законов управления. Обозначим че-
рез γ̂0, γ̂g2 и γ̂∞ соответствующие гарантированные оценки норм двойствен-
ной системы (3.10). Как следует из сказанного в предыдущем разделе,

γ0 = γ̂g2, γg2 = γ̂0, γ∞ = γ̂∞.
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Рассмотрим систему, которую назовем расширенной, с дополнительными ис-
кусственными входом wΔ(t) и выходом zΔ(t), определяемую уравнениями

xa(t+ 1) = AT
Θxa(t) + CT

ΔΘwΔ(t) + CT
Θwa(t), xa(0) = 0,

za(t) = BTxa(t), zΔ(t) = xa(t),
(4.1)

в которых xa(t) – состояние, wa(t) – возмущение, za(t) – целевой выход. До-
пустим, что дополнительный входной сигнал wΔ(t) в системе (4.1) при всех
t � 0 удовлетворяет двум неравенствам

(4.2)
(
wΔ(t)

zΔ(t)

)T

Ψ

(
wΔ(t)

zΔ(t)

)
� 0,

(
wΔ(t)

zΔ(t)

)T

Υ

(
wΔ(t)

zΔ(t)

)
� 0,

где матрицы Ψ и Υ заданы в (2.11) и (2.7). Множество всех таких сигналов
обозначим через WΔ. Система (3.10) “погружена” в систему (4.1), (4.2), так
как при wΔ(t) = Δ̂TzΔ(t) уравнения (4.1) превращаются в уравнения (3.10)
и для всех Δ̂∈ Δ̂, как следует из (2.12), (2.7), выполняются неравенства

(
wΔ(t)
zΔ(t)

)T

Ψ

(
wΔ(t)
zΔ(t)

)
= zTΔ(t)

(
Δ̂T

I

)T

Ψ

(
Δ̂T

I

)
zΔ(t) � 0,

(
wΔ(t)
zΔ(t)

)T

Υ

(
wΔ(t)
zΔ(t)

)
= zTΔ(t)

(
Δ̂T

I

)T

Υ

(
Δ̂T

I

)
zΔ(t) � 0,

т.е. wΔ(t) = Δ̂TzΔ(t)∈WΔ.
Для расширенной системы (4.1), (4.2) определим γ0-, обобщенную H2- и

H∞-нормы относительно входа wa и выхода za при всех допустимых вхо-
дах wΔ как

(4.3)

γ̃0 = sup
wΔ(t)∈WΔ

ess sup
wa ∈Gnw

‖za‖P
‖wa‖P ,

γ̃g2 = sup
wΔ(t)∈WΔ

sup
wa(t)�=0

supt�0 |za(t)|
‖wa‖ ,

γ̃∞ = sup
wΔ(t)∈WΔ

sup
wa(t)�=0

‖za‖
‖wa‖ ,

которые очевидно ограничивают сверху гарантированные оценки норм си-
стемы (3.10). С учетом сказанного выше о связях норм двойственных систем
получим, что для гарантированных оценок норм исходной неопределенной
системы (3.1) верны неравенства

γ0 � γ̃g2, γg2 � γ̃0, γ∞ � γ̃∞.

Определенные в (4.3) показатели будут меньше заданного числа γ, ес-
ли найдется положительно определенная квадратичная функция V (xa) =
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= xTa Pxa, приращение которой в силу уравнения (4.1) удовлетворяет сле-
дующим условиям соответственно для каждой нормы (аналогично условиям
(3.5), (3.7) и (3.9) для системы (3.2)):

(AT
Θxa + CT

ΔΘwΔ)
TP (AT

Θxa +CT
ΔΘwΔ)− xTa Pxa + |za|2 � 0, CΘPC

T
Θ < γ2I;

(AT
Θxa + CT

ΔΘwΔ + CT
Θwa)

TP (AT
Θxa + CT

ΔΘwΔ + CT
Θwa)− xTa Pxa − |wa|2 � 0,

(
P ∗
BT γ2I

)
> 0;

(AT
Θxa + CT

ΔΘwΔ + CT
Θwa)

TP (AT
Θxa + CT

ΔΘwΔ + CT
Θwa)−

−xTa Pxa + |za|2 − γ2|wa|2 < 0

при всех xa, wa и всех wΔ ∈WΔ, т.е. удовлетворяющих ограничениям (4.2).
Достаточным для этого условием является существование матрицы P =
= PT > 0 и неотрицательных чисел μ � 0 и ν � 0, при которых для всех xa,
wa и wΔ выполняются соответствующие условия

�V + |za|2 −
(
wΔ

zΔ

)T

(μΨ+ νΥ)

(
wΔ

zΔ

)
� 0, CΘPC

T
Θ < γ2I;

�V − |wa|2 −
(
wΔ

zΔ

)T

(μΨ+ νΥ)

(
wΔ

zΔ

)
� 0,

(
P ∗
BT γ2I

)
> 0;

�V + |za|2 − γ2|wa|2 −
(
wΔ

zΔ

)T

(μΨ+ νΥ)

(
wΔ

zΔ

)
< 0,

где приращение функции V (x) в первом из этих неравенств берется по тра-
ектории системы (4.1) при wa(t)≡ 0. Записывая эти неравенства в виде мат-
ричных неравенств, вводя новую матричную переменную Z = ΘP , заменяя
матрицу νΛ матрицей Λ без изменения обозначения и применяя лемму Шура,
приходим к следующему результату.

Те ор ем а 4.1. Гарантированные оценки γ0-, обобщенной H2- и H∞-норм
неопределенной системы (2.1), (2.2) при законе управления u(t) = Θx(t), где
Θ = ZP−1, меньше γ, если следующие соответствующие линейные матрич-
ные неравенства разрешимы относительно P > 0, Z, Λ∈Λ и μ � 0:⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−P ∗ ∗ ∗ ∗
FA −P − μΨ22 ∗ ∗ ∗
FCΔ

−μΨ12 −μΨ11 − Λ ∗ ∗
FC 0 0 −I ∗
0 ΛηTBT

Δ 0 0 −Λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� 0,

(
P ∗
BT γ2I

)
> 0;

(4.4)
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−P ∗ ∗ ∗ ∗
FA −P − μΨ22 ∗ ∗ ∗
0 BT −I ∗

FCΔ
−μΨ12 0 −μΨ11 − Λ ∗

0 ΛηTBT
Δ 0 0 −Λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� 0,

(
P ∗
FC γ2I

)
> 0

(4.5)

и

(4.6)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
FA −P − μΨ22 ∗ ∗ ∗ ∗
0 BT −I ∗ ∗ ∗

FCΔ
−μΨ12 0 −μΨ11 − Λ ∗ ∗

FC 0 0 0 −γ2I ∗
0 ΛηTBT

Δ 0 0 0 −Λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

< 0,

где FA = AP +BuZ, FC = CP +DZ, FCΔ
= CΔP +DΔZ, элементы мат-

риц Ψ определены в (2.11) и матрица η = diag (η1In1 , . . . , ηlInl
) определена

в (2.2).

Обозначим минимальные значения γ2, получаемые согласно этой теоре-
ме, как γ2(Δ̂,Θ), где аргументами являются матрица параметров системы
(Δ̂ – для неопределенной системы, Δ̂(real) – для реальной системы) и мат-
рица параметров применяемой обратной связи: Θ(ab) – матрица параметров
соответствующего робастного закона управления, использующего априорные
и экспериментальные данные, Θ(a) – если используются только априорные
данные, Θ(b) – если используются только экспериментальные данные. Если
используются только априорные данные, то гарантированные оценки норм
γ2(Δ̂,Θ(a)) находятся при решении соответствующих неравенств с μ = 0; ес-
ли используются только экспериментальные данные, то γ2(Δ̂,Θ(b)) находят-
ся при решении этих неравенств с Λ = 0. При этом ясно, что γ2(Δ̂,Θ(ab)) �
� min{γ2(Δ̂,Θ(a)), γ2(Δ̂,Θ(b))}.
В случае полностью неизвестных матриц состояния и управления систе-

мы, для которого матрицы уравнения (2.1) определены в (2.4) и ΔΔT � η2I,
теорема 4.1 дает гарантированные оценки норм при Λ = {λI : λ � 0}.
Приведенные в теореме 4.1 неравенства позволяют при выборе соответ-

ствующих блоков FA, FC , FCΔ
и переменных Λ, μ вычислять параметры

законов управления и нормы для разнообразных сценариев. В следующем
разделе некоторые из этих сценариев будут реализованы для иллюстратив-
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ного примера и там же будут приведены соответствующие им блоки FA, FC ,
FCΔ

и переменные Λ, μ в неравенствах (4.4)–(4.6).

5. Иллюстративный пример

Приведем результаты ряда экспериментов, выполненных с системой ви-
да (2.1)

x(t+ 1) =

⎛
⎝ 0,3 0,8 −0,3

−0,2 + δ 0,6 + Δ11 −0,1 + Δ12

0,5 −0,2 + Δ21 0,9 + Δ22

⎞
⎠x(t) +

⎛
⎝ 0,2

1 + δ
0,5

⎞
⎠u(t) + w(t),

z(t) =

(
I3
0

)
x(t) +

(
03×1

0,2

)
u(t),

в которой

BΔ =

⎛
⎝ 0 0 0

1 1 0
0 0 1

⎞
⎠ , CΔ = I3, DΔ =

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ , Δ =

(
Δ1 0
0 Δ2

)
,

Δ1 = δ, Δ2 =

(
Δ11 Δ12

Δ21 Δ22

)
, |δ| � 0,12; Δ2Δ

T
2 � 0,19.

1. Учитывая только априорную информацию, вычислим гарантированные
оценки норм и матрицы параметров соответствующих субоптимальных
робастных законов управления по формуле Θ(a) = ZP−1, решая неравен-
ства (4.4)–(4.6) при FA = AP +BuZ, FC = CP +DZ, FCΔ

= CΔP +DΔZ,
η = diag (0,12; 0,19I2), μ = 0 и Λ � 0 – неизвестная переменная:

γ20(Δ̂,Θ
(a)
0 ) = 12,8095; Θ

(a)
0 = (−0,4356; −0,6420; −0,3125),

γ2g2(Δ̂,Θ
(a)
g2 ) = 10,5935; Θ

(a)
g2 = (−0,8498; −0,7996; −0,6503),

γ2∞(Δ̂,Θ(a)
∞ ) = 49,2653; Θ(a)

∞ = (−1,2373; −0,8204; −0,9710).

Допустим, что реальной системе соответствуют следующие значения не-
определенных параметров: δ(real) = −0,05, Δ(real)

11 = 0,2, Δ(real)
12 = Δ

(real)
21 =

= 0, Δ(real)
22 = −0,1, так что

(5.1) Δ̂ = Δ̂(real) =

⎛
⎝ 0 0 0

−0,05 0,2 0
0 0 −0,1

⎞
⎠ ,

а матрицы состояния и управления реального объекта равны

A(real) = A+ Δ̂(real)CΔ, B(real)
u = Bu + Δ̂(real)DΔ.
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Вычислим три нормы замкнутой системы, состоящей из реального объек-
та и полученной робастной обратной связи с матрицей параметров Θ(a),
решая неравенства (4.4)–(4.6) с

FA = (A(real) +B(real)
u Θ(a))P, FC = (C +DΘ(a))P, FCΔ

= 0

и при Λ = 0, μ = 0:

γ20(Δ̂
(real),Θ

(a)
0 ) = 4,8319;

γ2g2(Δ̂
(real),Θ

(a)
g2 ) = 5,1373;

γ2∞(Δ̂(real),Θ(a)
∞ ) = 23,5459.

Для сравнения приведем еще оптимальные значения рассматриваемых
норм и матриц параметров оптимальных обратных связей для реальной
системы (если бы ее знали), вычисляемых по формуле Θ(real) = ZP−1 при
решении неравенств (4.4)–(4.6) с FA = A(real)P +B

(real)
u Z, FC = CP +DZ,

FCΔ
= 0, Λ = 0, μ = 0:

γ20(Δ̂
(real),Θ

(real)
0 ) = 3,9569; Θ

(real)
0 = (−0,0765; −0,9379; 0,0064),

γ2g2(Δ̂
(real),Θ

(real)
g2 ) = 4,4024; Θ

(real)
g2 = (−0,1369; −0,9249; −0,0741),

γ2∞(Δ̂(real),Θ(real)
∞ ) = 10,4651; Θ(real)

∞ = (−1,2547; −1,3605; −0,3919).

2. Рассмотрим ситуацию, когда априорная информация об области возмож-
ных значений неизвестных параметров объекта отсутствует и используют-
ся экспериментальные данные. Вычислим гарантированные оценки норм и
найдем матрицы параметров субоптимальных робастных обратных связей
по формуле Θ(b) = ZP−1, решая неравенства (4.4)–(4.6) при FA = AP +
+BuZ, FC = CP +DZ, FCΔ

= CΔP +DΔZ, Λ = 0 и μ � 0 – неизвест-
ная переменная. Для получения экспериментальных данных будем мо-
делировать уравнение (2.8) с начальными условиями x0 = (9; 5;−7)T

при неопределенностях δ(real) = −0,05, Δ(real)
11 = 0,2, Δ(real)

12 = Δ
(real)
21 = 0,

Δ
(real)
22 = −0,1, так что Δ̂ = Δ̂(real). Компоненты векторов управления u(t)

и возмущения w(t) в эксперименте будем выбирать как значения случай-
ных величин, равномерно распределенных на интервалах [−1, 1] и [−d, d]
соответственно и получаемых с помощью датчика случайных чисел. Для
d = 0,1 и N = 100 получились следующие результаты:

γ20(Δ̂,Θ
(b)
0 ) = 9,2104; Θ

(b)
0 = (−0,1087; −0,8626; −0,0074),

γ2g2(Δ̂,Θ
(b)
g2 ) = 11,0614; Θ

(b)
g2 = (−0,1745; −1,0321; −0,0257),

γ2∞(Δ̂,Θ(b)
∞ ) = 56,6811; Θ(b)

∞ = (−0,6556; −1,3677; −0,0644).
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Для реальной системы, замкнутой робастными обратными связями с со-
ответствующими матрицами параметров Θ(b), получились следующие зна-
чения норм при решении неравенств (4.4)–(4.6) с

FA = (A(real) +B(real)
u Θ(b))P, FC = (C +DΘ(b))P, FCΔ

= 0

и при Λ = 0, μ = 0:

γ20(Δ̂
(real),Θ

(b)
0 ) = 3,9640;

γ2g2(Δ̂
(real),Θ

(b)
g2 ) = 4,4416;

γ2∞(Δ̂(real),Θ(b)
∞ ) = 12,2661.

3. Осуществим синтез субоптимального робастного управления на осно-
ве как априорной информации, так и тех же экспериментальных дан-
ных, полученных выше при моделировании реальной системы. Для это-
го вычислим гарантированные оценки норм и найдем матрицы пара-
метров робастных обратных связей по формуле Θ(ab) = ZP−1 при реше-
нии неравенств (4.4)–(4.6), в которых FA = AP +BuZ, FC = CP +DZ,
FCΔ

= CΔP +DΔZ, Λ � 0 и μ � 0 – неизвестные переменные:

γ20(Δ̂,Θ
(ab)
0 ) = 8,2265; Θ

(ab)
0 = (−0,1613; −0,7716; −0,0661),

γ2g2(Δ̂,Θ
(ab)
g2 ) = 8,9113; Θ

(ab)
g2 = (−0,4617; −0,8835; −0,2449),

γ2∞(Δ̂,Θ(ab)
∞ ) = 35,2885; Θ(ab)

∞ = (−0,9790; −1,0324; −0,5212).

Для реальной системы, замкнутой робастными обратными связями с мат-
рицами параметров Θ(ab), три нормы, найденные при решении неравенств
(4.4)–(4.6) с

FA = (A(real) +B(real)
u Θ(ab))P, FC = (C +DΘ(ab))P, FCΔ

= 0

и при Λ = 0, μ = 0, принимают следующие значения:

γ20(Δ̂
(real),Θ

(ab)
0 ) = 4,0280;

γ2g2(Δ̂
(real),Θ

(ab)
g2 ) = 4,5248;

γ2∞(Δ̂(real),Θ(ab)
∞ ) = 14,3512.

На рис. 1–3 приведены гарантированные оценки γ0-, обобщенной H2-, и
H∞-норм соответственно, полученные только по априорной информации,
только по экспериментальным данным и совместно по априорной информа-
ции и экспериментальным данным, в зависимости от уровня возмущения d в
эксперименте; нижние горизонтальные линии отвечают значениям этих норм
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Рис. 1. Гарантированные оценки γ0-нормы как функции уровня возмущения в экс-
периментальных данных для различных видов используемой информации.

Рис. 2. Гарантированные оценки обобщенной H2-нормы как функции уровня возму-
щения в экспериментальных данных для различных видов используемой информа-
ции.
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Рис. 3. Гарантированные оценки H∞-нормы как функции уровня возмущения в экс-
периментальных данных для различных видов используемой информации.
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Рис. 4. Зависимость гарантированной оценки H∞-нормы при заданном уровне воз-
мущения в экспериментальных данных от числа измерений.
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для реального объекта, верхние линии соответствуют их значениям при ро-
бастных законах управления, синтезированных только по априорной инфор-
мации. На рис. 4 приведен график гарантированной оценки H∞-нормы, по-
лученной при совместном использовании априорной информации и экспери-
ментальных данных с уровнем возмущения d = 0,05, как функции числа из-
мерений N ; горизонтальные линии отвечают H∞-норме реального объекта и
гарантированной оценке H∞-нормы, полученной при использовании только
априорной информации.
Эти результаты говорят о том, что если уровень возмущений в экспери-

менте относительно не очень большой, то гарантированные оценки норм за-
мкнутой неопределенной системы, синтезированной при использовании как
априорных, так и экспериментальных данных, значительно меньше соответ-
ствующих оценок норм замкнутой системы при робастных управлениях, син-
тезированных только по априорным данным или только по эксперименталь-
ным данным. Например, гарантированные оценки H∞-норм замкнутой си-
стемы при законах управления, синтезируемых при использовании только
априорных или только экспериментальных данных с уровнем возмущения
d = 0,1, соответственно равны γ2∞(Δ̂,Θ

(a)
∞ ) = 49,2653 и γ2∞(Δ̂,Θ

(b)
∞ ) = 56,6811,

а при совместном использовании этих априорных и экспериментальных дан-
ных гарантированная оценка H∞-нормы равна γ2∞(Δ̂,Θ

(ab)
∞ ) = 35,2885. Что

касается наблюдаемого эффекта увеличения гарантированных оценок норм,
получаемых на основе только экспериментальных данных, то это происходит
из-за того, что с увеличением уровня возмущения расширяется множество до-
пустимых моделей объекта, согласующихся с экспериментальными данными,
и соответственно растет максимальное значение нормы на этом множестве.
Важно подчеркнуть, что диапазон уровней возмущения, в котором гаран-
тированная оценка нормы при совместном использовании априорных и экс-
периментальных данных меньше, чем гарантированная оценка нормы при
использовании только априорных данных, зависит от начальных условий и
выбираемых управлений в эксперименте и, таким образом, может варьиро-
ваться и даже, по-видимому, планироваться. Кроме того, из рис. 4 видно, что
для получения приемлемых результатов не требуется большого количества
измерений.

6. Заключение

В работе предложен новый метод построения субоптимальных робастных
законов управления, позволяющий учитывать не только априорную инфор-
мацию о математической модели объекта, но и экспериментальные данные
моделирования объекта на небольшом интервале времени. При получении
экспериментальных данных не требуется ни выполнение условия неисчеза-
ющего возмущения, которое обеспечивает идентифицируемость неизвестных
параметров, ни выполнение условия информативности данных для соответ-
ствующего закона управления. Использование в этом методе дополнительной
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информации о неизвестных параметрах объекта, полученной из эксперимен-
тальных данных, существенно уменьшает гарантированные оценки γ0-, обоб-
щенной H2- и H∞-норм замкнутой системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3.1. Запишем функцию Лагранжа для этой
задачи и выразим оптимальное значение двойственной ей функции как

min
P0�0,γ2�0

max
Kx�0,Kw�0

[
trCΘKxC

T
Θ + trP0(AΔKxA

T
Δ −Kx +BKwB

T) +

+ γ2(1− trKw)
]
=

= min
P0�0,γ2�0

max
Kx�0,Kw�0

[
γ2 + trKx(A

T
ΔP0AΔ − P0 + CT

ΘCΘ) +

+ trKw(B
TP0B − γ2I)

]
.

Для того чтобы эта величина была конечной, должны выполняться неравен-
ства (3.4), и тогда максимум достигается при Kx = 0 и Kw = 0. При этом оп-
тимальное значение двойственной задачи совпадает с λmax(B

TP0B). Так как
функция является выпуклой и имеется внутренняя точка, удовлетворяющая
ограничению, то оптимальные значения прямой и двойственной задач совпа-
дают [18].
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Введены и изучены скалярные характеристики непрерывных процессов
с нечеткими состояниями — средние и корреляционные функции. Уста-
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рациями дифференцирования и интегрирования нечетких функций ве-
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нечеткого сигнала на входе и выходе динамической системы, описывае-
мой дифференциальным уравнением высокого порядка с постоянными
коэффициентами.
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1. Введение

При исследовании динамических процессов в условиях ограниченной ис-
ходной информации один из возможных подходов заключается в трактовке
их параметров как реализации некоторых случайных процессов [1]. Одна-
ко часто возникает ситуация, когда закон распределения случайных вели-
чин в рассматриваемые моменты времени слабоформализуем. В этом случае
удобно рассматривать такие процессы, как процессы с нечеткими состояния-
ми (нечеткие процессы). В частности, важный класс «нечетких» динамиче-
ских процессов дают системы автоматического регулирования и оптимально-
го управления.
Таким образом, непрерывные нечеткие процессы представляют собой аль-

тернативный по отношению к непрерывным случайным процессам метод мо-
делирования задач теории автоматического регулирования. При этом «нечет-
кий» процесс понимается как параметрическая система нечетких чисел,
непрерывно зависящая от параметра (времени). В настоящее время теория
нечетких множеств используется при решении разнообразных прикладных
задач [2, 3]. В частности, исследованы различные нечеткие модели объектов
управления [4].
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В разделах 3–4 настоящей работы введены и изучены числовые характе-
ристики непрерывных процессов с нечеткими состояниями и непрерывным
временем, а именно средние и корреляционные функции. Установлены их
свойства, аналогичные свойствам соответствующих характеристик непрерыв-
ных случайных процессов. В разделе 3 рассмотрены алгебраические свой-
ства средних и корреляционных функций непрерывных нечетких процес-
сов. В разделе 4 установлены свойства этих характеристик относительно
интегралов и производных от нечетких процессов. При этом интегралы от
нечетких функций понимаются как частный случай интегралов Аумана [5]
от многозначных функций (как интегралы от α-срезок). Они рассмотрены
в [6, 7 и др.]. Различные определения производных от нечетких функций рас-
смотрены в [6–8 и др.]. Здесь используем определение, связанное с разностью
множеств по Хукухаре [9]. Результаты разделов 3 и 4 опираются на опреде-
ление и свойства ковариации нечетких чисел, рассмотренные в работе авто-
ра [10] и изложенные в разделе 2.
В настоящее время активно исследуются «нечеткие» дифференциальные

уравнения и их приложения, см. [3 (гл. 7, 8), 7, 8, 11–13 и др.]. Из последних
работ отметим [14, 15]. В разделе 5 данной работы рассматриваются «нечет-
кие» динамические системы, описываемые линейными дифференциальными
уравнениями n-го порядка с постоянными коэффициентами. Установлена за-
висимость между числовыми характеристиками нечеткого сигнала на выходе
«нечеткой» динамической системы и соответствующими характеристиками
входного нечеткого сигнала. В отличие от известных подходов [12–15] изла-
гаемый здесь подход опирается на развитие метода функции Грина, широко
распространенного в теории обыкновенных дифференциальных уравнений
[16, гл. II; 17, гл. 1], на случай нечетких дифференциальных уравнений.

2. Среднее, квазискалярное произведение и ковариация нечетких чисел

Под нечетким числом будем понимать нечеткое подмножество универсаль-
ного множества действительных чисел, имеющее компактный носитель и нор-
мальную, выпуклую и полунепрерывную сверху функцию принадлежности
(см., например, [2, гл. 5]). Множество таких нечетких чисел обозначим че-
рез J .
Ниже будем использовать интервальное представление нечетких чисел.
Как известно, интервалы α-уровня (α-уровни) нечеткого числа z̃ с функ-

цией принадлежности μz̃(x) определяются соотношениями

zα = {x|μz̃(x) � α}, (α ∈ (0, 1]), z0 = cl{x|μz̃(x) > 0},
где cl обозначает замыкание множества. Согласно принятым предположени-
ям все α-уровни нечеткого числа — замкнутые и ограниченные интервалы
вещественной оси.
Обозначим левую границу α-интервала через z−(α), а правую — z+(α),

таким образом, zα = [z−(α), z+(α)]. Выражения z−(α) и z+(α) называют со-
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ответственно левым и правым α-индексами (индексами) нечеткого числа. Ве-
щественное число x ∈ R трактуется как нечеткое число с левым и правым
α-индексами, равными x.
Ниже под суммой нечетких чисел с индексами z−(α), z+(α) и u−(α),

u+(α) понимается нечеткое число с интервалами α-уровня [z−(α) + u−(α),
z+(α) + u+(α)]. Умножение на положительное число c характеризуется ин-
тервалами α-уровня [cz−(α), cz+(α)], а умножение на отрицательное чис-
ло c — интервалами α-уровня [cz+(α), cz−(α)]. Равенство нечетких чисел по-
нимается как равенство всех соответствующих α-индексов при ∀α ∈ [0, 1].
Как известно [18], среднее значение нечеткого числа z̃, используя интер-

вальное представление, можно определить следующим способом:

(1) m(z̃) =
1

2

1∫

0

(z−(α) + z+(α)) dα.

Отметим, что среднее (1) является линейным.

Прим ер 1. Рассмотрим нечеткое треугольное число z̃, характеризуемое
тройкой вещественных чисел (a, b, c) при a < b < c, определяющей функцию
принадлежности

μz̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x− a

b− a
, если x ∈ [a, b];

x− c

b− c
, если x ∈ [b, c];

0 в противном случае.

Как известно, в этом случае нижняя и, соответственно, верхняя граница
α-интервала имеют вид

z−(α) = (b− a)α+ a, z+(α) = −(c− b)α + c.

Нетрудно подсчитать, что среднее (1) для нечеткого треугольного числа
(a, b, c) равно m(z̃) = 1

4(a+ 2b+ c).
На множестве нечетких чисел можно по-разному ввести определения рас-

стояний между ними. При интервальном подходе часто используют расстоя-
ния Хаусдорфа между множествами α-уровня нечетких чисел. А именно, для
нечетких чисел z̃ и ũ с α-уровнями zα и uα задают метрику [19]

(2) ρ(z̃, ũ) = supp
0<α�1

max

{
supp
z∈zα

inf
u∈uα

|z − u|, supp
u∈uα

inf
z∈zα

|z − u|
}
.

Определение (2) порождает равенство

(3) ρ(z̃, ũ) = supp
0<α�1

max
{|z−(α)− u−(α)|, |z+(α)− u+(α)|} .
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Здесь [z−(α), z+(α)] и [u−(α), u+(α)] — интервалы α-уровней нечетких чи-
сел z̃ и ũ.
Отметим, что условие ρ(z̃, ũ) = 0 в силу (3) соответствует определению

равенства нечетких чисел z̃ и ũ, данному выше.
Пусть нечеткому числу z̃ отвечают α-уровни zα = [z−(α), z+(α)]. Поло-

жим, как это принято в интервальном анализе,

mid zα =
1

2
(z+(α) + z−(α)), rad zα =

1

2
(z+(α)− z−(α)).

Здесь mid zα характеризует среднее при каждом α ∈ [0, 1], а rad zα — размах.
Для нечетких чисел z̃ и ũ из J определим квазискалярное произведение [10]

〈z̃, ũ〉 =
1∫

0

(mid zαmiduα + rad zαrad uα) dα =

= 0,5

1∫

0

(z+(α)u+(α) + z−(α)u−(α)) dα.

(4)

При этом квазинорма равна ‖z̃‖ = 〈z̃, z̃〉1/2.
Прим ер 2. Рассмотрим два треугольных числа z̃1 и z̃2, характеризуемые

тройками вещественных чисел ai, bi, ci при ai < bi < ci (i = 1, 2). По опреде-
лению их правых и левых индексов (см. пример 1) и согласно (4) квазиска-
лярное произведение 〈z̃1, z̃2〉 подсчитывается по формуле

〈z̃1, z̃2〉 = 2

3
b1b2 +

1

3
(a1a2 + c1c2) +

1

6
(a1b2 + b1a2 + b1c2 + b2c1).

Утв е ржд е ни е 1 [10]. Справедливы следующие свойства квазискаляр-
ного произведения (4).

1) 〈z̃, ũ〉 = 〈ũ, z̃〉 ∀ ũ, z̃ ∈ J ;
2) 〈c1z̃, c2ũ〉 = c1c2〈z̃, ũ〉 при условии, что c1c2 > 0;
3) 〈z̃1 + z̃2, ũ〉 = 〈z̃1, ũ〉+ 〈z̃2, ũ〉 ∀ ũ, z̃1, z̃2 ∈ J ;
4) 〈z̃, z̃〉 � 0, причем условие 〈z̃, z̃〉 = 0 эквивалентно равенству нулю ле-

вого и правого индексов z̃;
5) Обобщенное неравенство Коши–Буняковского |〈z̃, ũ〉| � 〈z̃, z̃〉1/2〈ũ, ũ〉1/2,

∀ ũ, z̃ ∈ J .

Для нечетких чисел z̃1 и z̃2 со средними значениями m1 и m2 определим
их ковариацию формулой [10]

(5)

cov[z̃1, z̃2] = 〈z̃1 −m1, z̃2 −m2〉 =

= 0,5

1∫

0

(
(z+1 −m1)(z

+
2 −m2) + (z−1 −m1)(z

−
2 −m2)

)
dα.

Обозначим дисперсию как D(z̃) = cov|z̃, z̃|.
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Утв ерждени е 2 [10]. Справедливы следующие свойства ковариации (5):
1) cov[z̃1 + z̃2, ũ] = cov[z̃1, ũ] + cov[z̃2, ũ] (∀ ũ, z̃1, z̃2 ∈ J);
2) cov[c1z̃, c2ũ] = c1c2cov[z̃, ũ] (∀ ũ, z̃ ∈ J) для любых вещественных c1, c2,

таких что c1c2 > 0;
3) специфическое свойство ковариации: cov [z̃1, z̃2] = 〈z̃1, z̃2〉 −m1m2,

(∀ z̃1, z̃2 ∈ J), где m1 и m2 — средние значения нечетких чисел z̃1 и z̃2.

Утв е ржд е ни е 3 [10]. Имеют место следующие свойства дисперсии:
1) D(cz̃) = c2D(z̃) для любого вещественного числа c,
2) D(z̃ + ũ) = D(z̃) +D(ũ) + 2cov[z̃, ũ] для ∀ ũ, z̃ ∈ J .

В ряде работ (см., например, [20]) в качестве ковариации нечетких чисел
z̃1, z̃2 рассматривается выражение

cov1[z̃1, z̃2] =
1

4

1∫

0

(z+1 (α) − z−1 (α))(z
+
2 (α) − z−2 (α))dα.

При таком определении ковариация всегда неотрицательна, что не соот-
ветствует стандартным свойствам ковариации (для случайных величин).

3. Непрерывные нечеткие процессы

Фиксируем отрезок [t0, T ] числовой оси при t0� 0. Отображение z̃ : [t0, T ]→
→ J будем называть процессом с нечеткими состояниями (или нечетким про-
цессом) и непрерывным временем.
Пусть нечеткий процесс z̃(t) при t ∈ [t0, T ] характеризуется функцией при-

надлежности μz̃(x, t). При фиксированном α ∈ (0, 1] рассмотрим α-интервал
zα(t) = {x ∈ R : μz̃(x, t) � α} и z0(α) = cl{x ∈ R : μz̃(x, t) > 0}. Обозначим че-
рез z−α (t) = z−(t, α) и z+α (t) = z+(t, α) левую и соответственно правую грани-
цы α-интервала. Так что zα(t) = [z−(t, α), z+(t, α)].
Ниже будем предполагать, что индексы z−(t, α) и z+(t, α) квадратично

суммируемы по α при каждом t ∈ [t0, T ] и непрерывны по t при любом α ∈
∈ [0, 1].
Определим среднее значение z̃(t) при каждом t ∈ [t0, T ] равенством

(6) mz̃(t) = m(z̃(t)) =
1

2

1∫

0

(z−(t, α) + z+(t, α))dα.

Те ор ем а 1. Среднее значение непрерывного нечеткого процесса, опреде-
ляемое формулой (6), обладает следующими свойствами.
1. Аддитивность. Если z̃1(t) и z̃2(t) — непрерывные нечеткие процессы,

тогда m(z̃1(t) + z̃2(t)) = m(z̃1(t)) +m(z̃2(t)).
2. Однородность. Если z̃(t) — непрерывный нечеткий процесс и ϕ(t) — ве-

щественная функция, тогда m(ϕ(t)z̃(t)) = ϕ(t)m(z̃(t)).
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Действительно, свойство 1 следует из определения интервального сложе-
ния и свойства аддитивности интеграла Лебега.
Покажем свойство 2. Рассмотрим при фиксированном t ∈ [t0, T ] нечеткое

число w̃(t) = ϕ(t)z̃(t). Заметим, что его левый и правый индексы w−(t, α)
и w+(t, α) совпадают с выражениями ϕ(t)z−(t, α) и ϕ(t)z+(t, α) в случае
ϕ(t) � 0 и с выражениями ϕ(t)z+(t, α) и ϕ(t)z−(t, α) в случае ϕ(t) < 0. Однако
их сумма w−(t, α) + w+(t, α) совпадает с выражением ϕ(t)(z−(t, α) + z+(t, α))
независимого от знака ϕ(t). Отсюда в соответствии с (1) следует свойство 2.

Сл ед с т в и е 1. Если f(t) — вещественная функция, то m(z̃(t) + f(t)) =
= m(z̃(t)) + f(t).

При этом считаем, что при ∀ t ∈ [t0, T ] для вещественного числа f(t) имеет
место равенство f−(t) = f+(t) = f(t).
Определим корреляционную функцию непрерывного нечеткого процес-

са z̃(t) равенством

(7)
Kz̃(t1, t2) =

1

2

1∫

0

(
z+(t1, α)−m(z̃(t1))

) (
z+(t2, α) −m(z̃(t2))

)
+

+
(
z−(t1, α) −m(z̃(t1))

) (
z−(t2, α)−m(z̃(t2))

)
dα.

Дисперсией непрерывного нечеткого процесса назовем величину Dz̃(t) =
= Kz̃(t, t). По определению Dz̃(t) � 0.

Те ор ем а 2. Корреляционная функция непрерывного нечеткого процесса,
определяемая формулой (7), обладает следующими свойствами.
1. Симметричность. Для непрерывного нечеткого процесса z̃(t) при

∀ t1, t2 ∈ [t0, T ] имеет место равенство

Kz̃(t1, t2) = Kz̃(t2, t1).

2. Если z̃(t) — непрерывный нечеткий процесс и ϕ(t) — числовая функ-
ция, тогда для непрерывного нечеткого процесса w̃(t) = ϕ(t)z̃(t) корреля-
ционная функция Kw̃(t1, t2) имеет вид Kw̃(t1, t2) = ϕ(t1)ϕ(t2)Kz̃(t1, t2) для
∀ t1, t2 ∈ [t0, T ], при которых выполнено условие ϕ(t1)ϕ(t2) � 0.
3. Если w̃(t) = z̃(t) + ϕ(t), то Kw̃(t1, t2) = Kz̃(t1, t2).
4. Справедливо соотношение |Kz̃1(t1, t2)| �

√
Dz̃(t1)Dz̃(t2).

Теорема 2 основана на изложенных в разделе 2 свойствах ковариации (5)
нечетких чисел.
Для непрерывных нечетких процессов z̃1(t) и z̃2(t) рассмотрим взаимную

корреляционную функцию

Kz̃1z̃2(t, s) =

1∫

0

(
z+1 (t, α)−m(z̃1(t))

) (
z+2 (s, α)−m(z̃2(s))

)
+

+
(
z−1 (t, α) −m(z̃1(t))

) (
z−2 (s, α) −m(z̃2(s))

)
dα.
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Те ор ем а 3. Пусть z̃1(t) и z̃2(t) — непрерывные нечеткие процессы. То-
гда корреляционная функция суммы w̃(t) = z̃1(t) + z̃2(t) имеет вид

Kw̃(t, s) = Kz̃1(t, s) +Kz̃2(t, s) +Kz̃1,z̃2(t, s) +Kz̃1,z̃2(s, t).

Непрерывные нечеткие процессы z̃1(t) и z̃2(t) назовем некоррелированны-
ми на отрезке [t0, T ], если выполнено равенство

Kz̃1z̃2(t, s) = 0 (∀ t, s ∈ [t0, T ]).

Сл ед с т в и е 2. Если непрерывные нечеткие процессы z̃1(t), z̃2(t) некор-
релированны и w̃(t) = z̃1(t) + z̃2(t), то

Kw̃(t, s) = Kz̃1(t, s) +Kz̃2(t, s) (∀ t, s ∈ [t0, T ]).

4. Интегрирование и дифференцирование непрерывных нечетких процессов

Интегралом по промежутку [t0, T ] от непрерывного нечеткого процесса z̃(t)
называют [7] нечеткое число g̃, такое что его интервалы α-уровня при любом
α ∈ [0, 1] имеют вид gα =

∫ T
t0
zα(t) dt. Интеграл обозначают как

∫ T
t0
z̃(t) dt.

По существу, это интеграл Аумана [5] от многозначного отображения zα(t).
Если интеграл

∫ T
t0
z̃(t) dt существует, то процесс z̃(t) называют интегрируе-

мым на [t0, T ].
Имеет место следующее свойство средних относительно интегралов.

Те ор ем а 4. Пусть z̃(t) — интегрируемый на [t0, T ] нечеткий процесс.
Тогда m

(∫ T
t0
z̃(τ)d τ

)
=
∫ T
t0
m(z̃(τ)) dτ .

Действительно, по определению интеграла для его индексов имеем

(∫ T

t0

z̃(τ) dτ

)±

α

=

∫ T

t0

z±(τ, α) dτ.

Тогда

m

⎛
⎝

T∫

t0

z̃(τ) dτ

⎞
⎠ =

1

2

1∫

t0

⎛
⎝

T∫

t0

(z−(τ, α)) + (z+(τ, α)) dτ

⎞
⎠ dα =

T∫

t0

m(z̃(τ))dτ.

Для непрерывного нечеткого процесса z̃(t) при ∀ t ∈ [t0, T ] определим
непрерывный нечеткий процесс g̃(t) =

∫ t
t0
z̃(τ) dτ .

Те ор ем а 5. Для корреляционной функции Kg̃(t1, t2) интеграла g̃(t) от
непрерывного нечеткого процесса z̃(t) имеет место равенство Kg̃(t1, t2) =

=
∫ t1
t0

∫ t2
t0
Kz̃(τ1, τ2) dτ1dτ2.
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Дока з а т е л ь с т в о. По определению

Kg̃(t1, t2) =

=
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

z+(τ, α) dτ −
t1∫

t0

m(z̃(τ, α)) dτ

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

t0

z+(τ, α) dτ −
t2∫

t0

m(z̃(τ))dτ

⎞
⎠+

+

⎛
⎝

t1∫

t0

z−(τ, α) dτ −
t1∫

t0

m(z̃(τ, α)) dτ

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

t0

z−(τ, α) dτ −
t2∫

t0

m(z̃(τ)) dτ

⎞
⎠ dα =

=
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

(z+(τ, α) −m(z̃(τ)) dτ)

⎛
⎝

t2∫

t0

z+(τ, α) −m(z̃(τ)) dτ

⎞
⎠
⎞
⎠ dα+

+
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

z−(τ, α) −m(z̃(τ)) dτ

t2∫

t0

z−(τ, α) −m(z̃(τ)) dτ

⎞
⎠ dα.

Рассмотрим первый интеграл в последнем выражении. Поскольку значе-
ние интеграла не зависит от переменной интегрирования, то его можно запи-
сать в виде

1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

z+(τ1, α)−m(z̃(τ1)) dτ1

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

t0

z+(τ2, α)−m(z̃(τ2)) dτ2

⎞
⎠ dα =

=
1

2

1∫

0

t1∫

t0

t2∫

t0

(
z+(τ1, α)−m(z̃(τ1))

) (
z+(τ2, α) −m(z̃(τ2))

)
dτ1 dτ2 dα.

Аналогично для индексов с минусом. Таким образом,

Kg̃(t1, t2) =
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

t2∫

t0

(
z+(τ1, α)−m(z̃(τ1))

) (
z+(τ2, α) −m(z̃(τ2))

)
+

+
(
z−(τ1, α) −m(z̃(τ1))

) (
z−(τ2, α)−m(z̃(τ2))

)
dτ1 dτ2

⎞
⎠ dα.

Меняя здесь порядок интегрирования, получим утверждение теоремы 5.

Перейдем к рассмотрению производных от нечетких функций. В литерату-
ре используются различные определения. Одно из наиболее распространен-
ных опирается на определение разности Хукухары [9]. А именно, для мно-
жеств A, B множество C называют разностью Хукухары, если A = B + C и

обозначают A
h−B.
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Отображение z̃ : [t0, T ] → J называют дифференцируемым в точке t ∈
∈ [t0, T ] [7], если для ∀α[0, 1] многозначное отображение zα(t) диффе-
ренцируемо по Хукухаре в точке t с производной DHzα(t) и семейство
{DHzα(t) : α ∈ [0, 1]} определяет некоторый элемент z̃ ′(t), принадлежащий J .
Элемент z̃ ′(t) называют нечеткой производной от z̃(t) в точке t.
По определению нечеткая производная z̃ ′(t) удовлетворяет соотношению

lim
Δt→0

ρ

(
1

Δt

(
z̃(t+Δt)

h− z̃(t)

)
, z̃ ′(t)

)
= 0,

где расстояние ρ определяется формулой (3).

Утв е ржд е ни е 4 [7]. Пусть отображение z̃ : [t0, T ] → J дифференци-
руемо и нечеткая производная z̃ ′(t) интегрируема по [t0, T ]. Тогда

(8) z̃(t) = z̃(t0) +

t∫

t0

z̃ ′(s)ds.

Утв е ржд е ни е 5 [11]. Пусть нечеткий процесс z̃(t) дифференцируем и
zα(t) = [z−α (t), z+α (t)] — его α-интервал при любом α ∈ [0, 1]. Тогда функции
z−α (t) и z+α (t) дифференцируемы по t и α-интервал производной z̃ ′(t) имеет
вид [z̃ ′(t)]α = [(z−α )′(t), (z+α )′(t)].

Утверждение 5 показывает связь рассмотренной выше производной с про-
изводной Сеиккала [8].

Те ор ем а 6. Среднее от производной дифференцируемого нечеткого про-
цесса z̃(t), производная которого z̃ ′(t) интегрируема, совпадает с производ-
ной от среднего: m(z̃ ′(t)) = d

dtm(z̃(t)).

Дока з а т е л ь с т в о. Возьмем среднее от левой и правой части форму-
лы (8). Тогда

m(z̃(t)) = m(z̃(t0)) +

t∫

t0

m(z̃ ′(s)) ds.

Здесь воспользовались свойством аддитивности средних и теоремой 4.
Продифференцируем обе части последнего равенства. Тогда, используя
свойства интеграла с переменным верхним пределом, получим d

dtm(z̃(t)) =
= m(z̃ ′(t)), т.е. утверждение теоремы 6.

Те ор ем а 7. Корреляционная функция производной z̃ ′(t) дифференцируе-
мого нечеткого процесса z̃(t) вычисляется по формуле

Kz̃ ′(t1, t2) =
∂2(Kz̃(t1, t2))

∂t1∂t2
.
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Доказательство. Обозначим z̃ ′(t) = w̃(t). Рассмотрим g̃(t) =
∫ t
t0
w̃(s) ds.

Согласно теореме 5 корреляционная функция Kg̃(t1, t2) имеет вид

Kg̃(t1, t2) =

=
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

w+(τ1, α)dτ1 −m(w̃(τ1))

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

t0

w+(τ2, α)dτ2 −m(w̃(τ2))

⎞
⎠ dα+

+
1

2

1∫

0

⎛
⎝

t1∫

t0

w−(τ1, α)dτ1 −m(w̃(τ1))

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

t0

w−(τ2, α)dτ2 −m(w̃(τ2))

⎞
⎠ dα.

Дифференцируя это равенство сначала по t1, а затем по t2, получаем

∂2Kg̃(t1, t2)

∂t1∂t2
=

1

2

1∫

0

(
w+(τ1, α) −m(w̃(τ1))

) (
w+(τ2, α) −m(w̃(τ2))

)
dα+

+
1

2

1∫

0

(
w−(τ1, α) −m(w̃(τ1))

) (
w−(τ2, α) −m(w̃(τ2))

)
dα.

Так что справедлива формула

(9)
∂2Kg̃(t1, t2)

∂t1∂t2
= Kw̃(t1, t2).

Далее воспользуемся формулой (8). Обозначая z̃(t0) = ξ̃, можем записать

z̃(t) = ξ̃ +

t∫

t0

w̃(s) ds = ξ̃ + g̃(t).

Полагая η̃(t) = ξ̃ + g̃(t) и используя формулу для подсчета корреляцион-
ной функции от суммы нечетких процессов, получим

Kz̃(t1, t2) = Kη̃(t1, t2) = Kξ̃(t1, t2) +Kg̃(t1, t2) +Kξg(t1, t2) +Kξg(t2, t1).

Продифференцируем обе части этого равенства сначала по t1, а затем
по t2. Тогда

∂2Kz̃(t1,t2)
∂t1∂t2

=
∂2Kg̃(t1,t2)
∂t1∂t2

. Остальные члены справа занулятся, по-
скольку Kξ̃ не зависит от t1, t2 по определению, Kξg(t1, t2) зависит только
от t2, а Kξg(t2, t1) — только от t1. Учитывая установленную выше форму-
лу (9), получим равенство

∂2Kz̃(t1, t2)

∂t1∂t2
= Kw̃(t1, t2) = Kz̃ ′(t1, t2),

что и доказывает теорему 7.

52



5. Преобразование непрерывного нечеткого процесса
линейной динамической системой

Рассмотрим ситуацию, когда на вход некоторого устройства А поступает
непрерывный нечеткий сигнал ỹ(t), а на выходе наблюдается непрерывный
нечеткий сигнал z̃(t).
Устройство А называют линейной динамической системой, если связь меж-

ду входом и выходом описывается дифференциальным уравнением n-го по-
рядка с постоянными коэффициентами. Если на входе и выходе наблюдаются
нечеткие сигналы ỹ(t) и z̃(t) соответственно, то линейная динамическая си-
стема описывается «нечетким» дифференциальным уравнением

anz̃
(n)(t) + an−1z̃

(n−1)(t) + · · · + a1z̃
′(t) + a0z̃(t) =

= bkỹ
(k)(t) + bk−1ỹ

(k−1)(t) + · · ·+ b1ỹ
′(t) + b0ỹ(t)≡ f̃(t).

(10)

Здесь коэффициенты ai (i = 0, . . . , n) и bi (i = 0, . . . , k) — постоянные чис-
ла, производные второго порядка от нечеткой функции понимаются как
z̃ ′′(t) = (z̃ ′(t))′ и т.д. для последующих производных.
Связь между средними значениями входного и выходного нечетких сигна-

лов характеризует

Лемма 1. Среднее значение zcp(t) = m(z̃(t)) нечеткого сигнала z̃(t) на
выходе динамической системы (10) удовлетворяет скалярному дифферен-
циальному уравнению

(11) anx
(n) + an−1x

(n−1) + · · ·+ a1x
′ + a0x = f(t),

где через f обозначено среднее от правой части (10) f(t) = mf̃(t).

Действительно, рассмотрим среднее от левой и правой частей равен-
ства (10). Используя свойства аддитивности и однородности средних, а также
теорему 6, получим

an(mz̃(t))
(n) + an−1(mz̃(t))

(n−1) + · · ·+ a1(mz̃(t))
′ + a0mz̃(t) =

= bk(mỹ(t))
(k) + bk−1(mỹ(t))

(k−1) + · · ·+ b1(mỹ(t))
′ + b0(mỹ(t))≡mf̃(t).

Тогда для скалярной функции zcp(t) = m(z̃(t)) выполнено уравнение (11).

Утв е ржд е ни е 6 [16, гл. II]. Пусть корни характеристического уравне-
ния anλn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0 не содержат точек мнимой оси.
Тогда для любой непрерывной ограниченной на всей числовой оси функ-
ции f(t) уравнение (11) имеет ограниченное на всей числовой оси решение,
причем единственное. Оно дается формулой

(12) x(t) =

∞∫

−∞
G(t− s)f(s) ds,

где G(t) — функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (11).
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Отметим, что общий вид функции Грина задачи об ограниченных реше-
ниях уравнения (11) известен (см., например, [17, гл. 1, § 8]).

Зам е ч а ни е 1. Пусть в условиях утверждения 6 все корни характери-
стического уравнения лежат в левой полуполоскости (Reλi < 0, i = 1, . . . , n).
Тогда ограниченное решение уравнения (11) асимптотически устойчиво по
Ляпунову. При этом функция Грина задачи об ограниченных решениях урав-
нения (11) имеет вид

G(t) =

{
k(t) при t � 0;
0 при t < 0,

где k(t) — функция Коши однородного уравнения, соответствующего (11).

Те ор ем а 8. Пусть входной нечеткий процесс ỹ(t) ограничен на всей
числовой оси, а корни характеристического уравнения anλn + an−1λ

n−1 + · · ·
· · ·+ a1λ+ a0 = 0 не содержат точек мнимой оси. Тогда среднее значе-
ние m(z̃(t)) на выходе динамической системы (10) представимо в виде

(13) m(z̃(t)) =

∞∫

−∞
G(t− s)m(f̃(s)) ds,

где G — функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (11).

Действительно, в условиях теоремы 8 правая часть уравнения (11) — огра-
ниченная на всей оси функция. Тогда согласно лемме 1 функция zcp(t) =
= m(z̃(t)) является ограниченным на всей оси решением уравнения (11). По-
этому теорема 8 вытекает из утверждения 6.
Отметим, что ограниченность нечеткого процесса ỹ(t) в теореме 8 и ниже

понимается как ограниченность по t всех соответствующих α-индексов y±α (t),
∀α ∈ [0, 1].

Сл ед с т в и е 3. Пусть в условиях теоремы 8 на вход поступает «ква-
зистационарный» сигнал, т.е. m(y(t)) = mỹ = const. Тогда на выходе так-
же будет «квазистационарный» сигнал, причем его среднее значение равно
m(z̃(t)) = mz̃ =

b0
a0
mỹ.

Действительно, поскольку производная любого порядка от постоянной
равна нулю, то в этом случае правая часть уравнения (11) равна b0mỹ. То-
гда mz̃ — решение соответствующего уравнения (11), а именно a0mz̃ = b0mỹ.
Других ограниченных решений уравнение (11) в условиях теоремы 8 не имеет.
Такой же вывод можно сделать, когда среднее значение нечеткого вход-

ного сигнала стабилизируется с течением времени, т.е. m(y(t)) → mỹ при
t→ ∞.
В некоторых случаях удается выписать индексы нечеткого сигнала на вы-

ходе динамической системы (10) в явном виде.

Те ор ем а 9. Пусть выполнены условия теоремы 8 и дополнительно
все коэффициенты динамической системы (10) положительны (ai > 0,
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i = 0, . . . , n). Тогда индексы нечеткого сигнала z̃(t) на выходе динамической
системы (10) имеют вид

(14) z−α (t) =
∞∫

−∞
G(t− s)f−α (s) ds, z+α (t) =

∞∫

−∞
G(t− s)f+α (s) ds,

где f±α (s) — индексы функции f̃(s).

Действительно, поскольку равенство нечетких чисел означает равенство
всех соответствующих α-интервалов, то согласно правилам интервальной
арифметики с учетом положительности коэффициентов ai и в силу теоремы 6
получим, что уравнение (10) влечет при ∀α ∈ [0, 1] выполнение равенства

(15) an(z
−
α )

(n)(t) + an−1(z
−
α )

(n−1)(t) + · · ·+ a1(z
−
α )

′(t) + a0z
−
α (t) = f−α (t)

и аналогично для индексов с плюсом

(16) an(z
+
α )

(n)(t) + an−1(z
+
α )

(n−1)(t) + · · ·+ a1(z
+
α )

′(t) + a0z
+
α (t) = f+α (t).

Согласно (15) и (16) в силу утверждения 6 выполнены равенства (14).

Утв е ржд е ни е 7. Пусть выполнены условия теоремы 9 и дополнитель-
но функция Грина G задачи (10) неотрицательна. Тогда для нечеткого огра-
ниченного сигнала на выходе динамической системы (10) справедливо пред-
ставление

(17) z̃(t) =

∞∫

−∞
G(t− s)f̃(s) ds.

Действительно, согласно определению интеграла от нечеткой функции
имеют место соотношения для индексов

⎛
⎝

∞∫

−∞
G(t− s)f̃(s) ds

⎞
⎠
−

α

=

∞∫

−∞
G(t− s)f−α (s) ds,

⎛
⎝

∞∫

−∞
G(t− s)f̃(s) ds

⎞
⎠
+

α

=

∞∫

−∞
G(t− s)f̃+α (s) ds,

которые в силу (14) влекут представление (17).

Те ор ем а 10. Пусть выполнены условия теоремы 9 и дополнительно
вещественные части всех корней характеристического уравнения отри-
цательны (Reλi < 0, i = 1, . . . , n). Тогда корреляционная функция Kz̃(t1, t2)
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нечеткого сигнала z̃(t) на выходе динамической системы (10) определяется
формулой

(18) Kz̃(t1, t2) =

t1∫

−∞

t2∫

−∞
G(t1 − τ1)G(t2 − τ2)Kf̃ (τ1, τ2)dτ1dτ2,

где Kf̃ (τ1, τ2) — корреляционная функция входного сигнала f̃ =
∑n

i=1 biỹ
(i), а

G — функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (11).

Дока з а т е л ь с т в о. По определению (7) и в силу (13), (14) с учетом за-
мечания 1 имеем

Kz̃(t1, t2) =

=
1

2

1∫

0

⎡
⎣
⎛
⎝

t1∫

−∞
G(t1 − s)(f+

α (s)−m(f̃(s)))ds

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

−∞
G(t2 − s)(f+

α (s)−m(f̃(s)))ds

⎞
⎠+

+

⎛
⎝

t1∫

−∞
G(t1 − s)(f−

α (s)−m(f̃(s)))ds

⎞
⎠
⎛
⎝

t2∫

−∞
G(t2 − s)(f−

α (s)−m(f̃(s)))ds

⎞
⎠
⎤
⎦ dα =

=
1

2

1∫

0

t1∫

−∞

t2∫

−∞
G(t1 − τ1)G(t2 − τ2)

[
(f+α (τ1)−m(f̃(τ1)))(f

+
α (τ2)−m(f̃(τ2))) +

+ (f−α (τ1)−m(f̃(τ1)))(f
−
α (τ2)−m(f̃(τ2)))

]
dτ1dτ2dα.

Меняя здесь порядок интегрирования, получим

Kz̃(t1, t2) =

=

t1∫

−∞

t2∫

−∞
G(t1 − τ1)G(t2 − τ2)

⎛
⎝1

2

1∫

0

(f−α (τ1)−m(f̃(τ1)))(f
−
α (τ2)−m(f̃(τ2))) +

+ (f+α (τ1)−m(f̃(τ1)))(f
+
α (τ2)−m(f̂(τ2)))dα

⎞
⎠ dτ1dτ2.

Отсюда следует формула (18).

Отметим, что предположение Reλi < 0, i = 1, . . . , n в теореме 10 служит
лишь для наглядности в сравнении с теоремой 5. Без этого предположения
формула (18) принимает вид

Kz̃(t1, t2) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞
G(t1 − τ1)G(t2 − τ2)Kf̃ (τ1, τ2)dτ1dτ2.
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Прим ер 3. На вход линейной динамической системы, описываемой диф-
ференциальным уравнением первого порядка с постоянными коэффициен-
тами

z̃ ′(t) + βz̃(t) = ỹ ′(t), β > 0

поступает нечеткий ограниченный на всей числовой оси сигнал ỹ ′(t).

Укажем характеристики выходного нечеткого сигнала. Заметим, что
функция Грина задачи об ограниченных решениях скалярного уравнения
x′ + βx = y(t) представима формулой

G1(t) =

{
e−βt при t � 0;

0 при t < 0.

Тогда согласно теореме 8 среднее значение на выходе имеет вид

m(z̃(t)) =

t∫

−∞
e−β(t−s)m(ỹ ′(s))ds = e−βt

t∫

−∞
eβsm(ỹ(s))′ds.

Взяв интеграл справа по частям, получим

m(z̃(t)) = m(ỹ(t))− βe−βt
t∫

−∞
eβsm(ỹ(s))ds.

Для корреляционной функции на выходе Kz̃(t1, t2) согласно теореме 10 и
свойству 2 из теоремы 2 можем записать

Kz̃(t1, t2) = e−β(t1+t2)
t1∫

−∞

t2∫

−∞
eβ(τ1+τ2)

∂2Kỹ(τ1, τ2)

∂τ1∂τ2
dτ1dτ2,

где Kỹ(τ1, τ2) — корреляционная функция входного сигнала.

Прим ер 4. На вход линейной динамической системы, описываемой диф-
ференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициен-
тами

z̃ ′′(t) + a1z̃
′(t) + a0z̃(t) = ỹ(t),

поступает непрерывный нечеткий ограниченный на всей числовой оси сиг-
нал ỹ(t). Укажем характеристики выходного нечеткого сигнала z̃(t).

Пусть коэффициенты данного уравнения удовлетворяют условиям a1, a0> 0
и a21 − 4a0 > 0. Тогда корни λ1, λ2 характеристического уравнения λ2 + a1λ+
+ a0 = 0 вещественны и различны, причем λ1 < λ2 < 0. В этом случае функ-
ция Грина G2 задачи об ограниченных решениях для уравнения a2x′′ + a1x

′ =
+ a0x = f(t) имеет вид

G2(t) =

{
(eλ2t − eλ1t)(λ2 − λ1)

−1 при t � 0;

0 при t < 0.
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Тогда в соответствии с теоремами 8, 10 для нечеткого сигнала z̃(t) на
выходе справедливы соотношения

m(z̃(t)) =

t∫

−∞
G2(t− s)m(ỹ(s))ds,

Kz̃(t1, t2) =

t1∫

−∞

t2∫

−∞
G2(t1 − τ1)G2(t2 − τ2)Kỹ(τ1, τ2)dτ1dτ2.

Заметим, что функции Грина G1 и G2 примеров 3, 4 неотрицательны, так
что в условиях примеров 3, 4 справедливо представление (17).

Прим ер 5. На вход линейной динамической системы, описываемой диф-
ференциальным уравнением третьего порядка с постоянными коэффициен-
тами

z̃ ′′′(t) + a2z̃
′′(t) + a1z̃

′′(t) + a0z̃(t) = ỹ(t),

поступает непрерывный нечеткий ограниченный на всей числовой оси сиг-
нал ỹ(t). Укажем характеристики выходного нечеткого сигнала z̃(t).

Предположим, что a2 > 0, a1 > 0, a0 > 0 и a2a1 − a0 > 0. Тогда соглас-
но критерию Гурвица для характеристических чисел уравнения λ3 + a2λ

2+
+ a1 + a0 = 0 выполнены условия Reλi < 0 (i = 1, 2, 3). Поэтому в соответ-
ствии с теоремами 8, 10 для выходного нечеткого сигнала z̃(t) справедливы
следующие соотношения

m(z̃(t)) =

t∫

−∞
G3(t− s)m(ỹ(s))ds,

Kz̃(t1, t2) =

t1∫

−∞

t2∫

−∞
G3(t1 − τ1)G3(t2 − τ2)Kỹ(τ1, τ2)dτ1dτ2.

Здесь G3(t) — функция Грина задачи об ограниченных решениях для урав-
нения

x′′′(t) + a2x
′′(t) + a1x

′(t) + a0x(t) = f(t),

определяемая равенством G3(t) =

{
k(t) при t� 0;
0 при t< 0,

(см., например, [17, гл. 2,

§ 8], где k(t) — функция Коши, определяемая как решение однородного урав-
нения

k′′′(t) + a2k
′′(t) + a1k

′(t) + a0k(t) = 0,

удовлетворяющее начальным условиям

k(0) = k′(0) = 0, k′′(0) = 1.
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Например, в случае различных корней характеристического уравнения
функция Коши определяется формулой

k(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t + C3e
λ3t,

где

C1 =
1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
, C2 =

1

(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
, C3 =

1

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
.

6. Заключение

Результаты разделов 3, 4 данной работы о свойствах числовых характери-
стик нечетких процессов аналогичны известным результатам для непрерыв-
ных случайных процессов. Однако, несмотря на их значимость, они ранее не
отмечались.
Основные результаты данной работы относятся к «нечетким» динамиче-

ским системам, описываемым линейными дифференциальными уравнениями
n-го порядка в предположении ограниченности входного нечеткого сигнала
(раздел 5). Они опираются на установленные свойства средних и корреля-
ционных функций непрерывных нечетких процессов (разделы 3, 4), а также
на развитие метода функции Грина на случай нечетких дифференциальных
уравнений.
Изложенный здесь подход является альтернативой стандартному подходу

к исследованию линейных динамических систем с постоянными коэффици-
ентами, связанному с частотной характеристикой, прямым и обратным пре-
образованием Фурье. В отличие от известных подходов он не предполагает
стационарности (в каком-либо смысле) рассматриваемых процессов. Отме-
тим, что данный подход допускает развитие для непрерывных процессов с
нечеткими случайными состояниями.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ КАРАТЕОДОРИ
И ПРИНЦИП МАКСИМУМА В УСРЕДНЕННЫХ ЗАДАЧАХ

НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ1

Рассмотрена связь между усреднением функций по времени и ее усред-
нением по множеству значений искомых переменных. Исследованы зада-
чи оптимизации, критерий и ограничения которых содержат усреднение
функций или функции от средних значений переменных. Показано, что
условия оптимальности этих задач имеют форму принципа максимума,
а их оптимальное решение во временной области — кусочно-постоянная
функция. Доказано обобщение теоремы Каратеодори о выпуклых оболоч-
ках функции. Получены условия оптимальности для задач нелинейного
программирования с усреднением по части переменных и функциями, за-
висящими от средних значений переменных.

Ключевые слова: усредненные ограничения, скользящие режимы, выпук-
лые оболочки функций, функция достижимости, принцип максимума в
усредненных задачах.

DOI: 10.31857/S0005231023080044, EDN: HBDMDH

1. Введение

Для широкого класса задач критерий оптимальности и все или часть огра-
ничений усредненно зависят от всех или от части переменных. Такие задачи
возникают, когда в технологических процессах некоторые подлежащие выбо-
ру переменные должны быть неизменны (конструктивные параметры), а дру-
гие могут изменяться во времени, причем наличие устройств, сглаживающих
колебания, например емкостей, приводит к усредненному влиянию этих изме-
нений [1]. Такие задачи возникают при оптимальном управлении макросисте-
мами (системами, состоящими из множества индивидуально не управляемых
элементов), в которых можно управлять только средними по множеству этих
элементов показателями. Все подобные задачи называют задачами усреднен-
ной оптимизации.
В системах, у которых множество допустимых управлений невыпукло,

в частности в релейных системах, оптимальным решением часто оказывается
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект

20-61-46013).
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скользящий режим, в котором изменение состояния объекта усредненно за-
висит от сколь угодно часто переключающегося управления [2–5]. Усреднен-
ные задачи возникают также как вспомогательные оценочные при оптимиза-
ции циклических режимов, когда введение усреднения расширяет множество
допустимых решений и упрощает решение, позволяя получить оценку эф-
фективности циклического режима, не находя формы оптимальных циклов.
Значение такой оценочной задачи заведомо «не хуже», чем значение исход-
ной, а ее оптимальное решение содержит полезную информацию о характере
оптимального решения исходной. Для определенности будем рассматривать
задачи на максимум критерия оптимальности.
В первом разделе данной работы обсудим связь между усреднением функ-

ций, аргумент которых изменяется во времени, по множеству значений этого
аргумента и по времени и определим, что является искомым решением усред-
ненной задачи и как это решение может быть реализовано.
Во втором разделе сформулируем теорему об условиях оптимальности за-

дачи нелинейного программирования с усреднением критерия оптимальности
и ограничений и дадим ее доказательство, базирующееся на теореме Кара-
теодори о выпуклых оболочках функций.
В третьем разделе рассмотрим возможные обобщения доказанной тео-

ремы.

2. О связи между усреднением по времени
и усреднением по множеству

Среднее значение непрерывной скалярной функции f(x(t)), t ∈ [0, τ ],
x ∈ V ⊂Rn может быть вычислено по времени как

ft(x) =
1

τ

τ∫

0

f(x(t))dt(1)

либо по множеству как

fp(x) =

∫

V

f(x)p(x)dx.(2)

Функцию p(x) называют плотностью распределения. В том случае, когда
x(t) — случайная функция, p(x) — плотность распределения случайной вели-
чины. Она неотрицательна, и ее интеграл на V равен единице. В частности,
множество V может быть паралелепипедом в Rn. В нашем случае x(t) —
детерминированная функция, поэтому остановимся подробнее на свойствах
p(x) такой, чтобы результаты усреднения по формулам (1) и (2) были одина-
ковы.
Будем считать переменную x скалярной, множество V здесь и ниже огра-

ниченным и замкнутым и введем функцию θ(x0), x0 ∈ V , равную суммар-
ной продолжительности тех интервалов времени t, для которых x(t) � x0.
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Очевидно, что эта функция не превосходит τ . Через P (x0) обозначим отно-
шение θ(x0)

τ , т.е. долю интервала [0, τ ], для которой x(t) � x0. Эта функция
монотонно растет с ростом x0, изменяясь от нуля до единицы. Она аналогич-
на функции распределения случайной величины.
Плотность распределения равна

p(x0) =
dP (x0)

dx0
=

1

τ

dθ(x0)

dx0
=

1

τ

1∑
ν

∣∣dxν
dt

∣∣
xν=x0

.(3)

Интервал θ увеличивается с ростом x0 при любом знаке производной при тех
значениях xν функции x(t), в которых она равна x0.
Если при некотором значении x0 функция x(t) постоянна в течение до-

ли γ от интервала [0, τ ], то функция P (x0) испытывает в этой точке скачок
величиной γ, а плотность распределения в ней равна γδ(x − x0).

Примеры
1. Линейные функции. Пусть x(t) = ht

τ . Тогда по формуле (3) получим
p(x) = 1

h = const. Та же плотность распределения соответствует и всем тре-
угольникам с основанием [0, τ ] и высотой h.
2. Кусочно-постоянные функции. Эти функции принимают дискретные

значения xi, каждое в течение доли γi от интервала [0, τ ]. Любой такой функ-
ции по формуле (3) соответствует плотность распределения

p(x0) =
∑
i

γiδ(x− xi), γi > 0,
∑
i

γi = 1.(4)

Порядок, в котором кусочно-постоянная функция принимает то или иное из
возможных значений, роли не играет.
Из этих примеров видно, что каждой функции x(t) соответствует плот-

ность распределения ее значений p(x), определенная на V , а каждой плот-
ности распределения соответствует сколь угодно много функций x(t), для
которых fp(x) = ft(x). Исключением является плотность распределения ви-
да p(x) = δ(x− x1). В этом случае соответствующая ей функция равна
x(t) = x1 = const на всем интервале [0, τ ], и она единственна.
Рассмотрим случай, когда функция f зависит от нескольких, для простоты

от двух, переменных x1(t) и x2(t). В этом случае функция P (x0) распределе-
ния значений вектора x представляет собой долю интервала [0, τ ], для кото-
рой выполнено два неравенства: x1(t) � x01 и x2(t) � x02. Эта функция моно-
тонно растет с ростом каждого из аргументов, когда первая из составляющих
вектора x0 максимальна (p1(x1) = 1), она равна P (x02), а ее производная рав-
на плотности распределения p(xmax

1 , x2) = p2(x2), аналогично в случае, когда
x2 = xmax

2 , p(xmax
2 , x1) = p1(x1). Функции x1(t) и x2(t) не зависимы друг от

друга, так что p(x1, x2) = p1(x1)p2(x2).
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Искомым решением задачи усредненной оптимизации является плотность
распределения p∗(x) вектора x на множестве V его допустимых значений.
Для реализации этого решения во времени нужно найти одну из возмож-
ных функций x(t), имеющих распределение p∗(x). Решение этой последней
задачи существенно облегчается особенностями оптимальных решений p∗(x),
доказанными в следующем разделе.

3. Об оптимальном решении задач усредненной оптимизации

Будем обозначать операцию усреднения чертой, прoведенной над усред-
няемой функцией или вектором. Так,

x =

∫

V

xp(x)dx, f(x) =

∫

V

f(x)p(x)dx.

Простейшей задачей усредненной оптимизации является задача о макси-
муме среднего значения скалярной функции f(x) при заданном среднем зна-
чении ее аргумента:

f(x) → max
/
x = x0, x ∈ V ⊂Rn.(5)

Или в более подробной записи
∫

V

f(x)p(x)dx→ max
/∫

V

xp(x)dx = x0, p(x) � 0,

∫

V

p(x)dx = 1.(6)

Искомой в этой задаче является p(x) (плотность распределения вектора ис-
комых переменных). Эта функция неотрицательна, и интеграл от нее на мно-
жестве V равен единице.

4. Теорема Каратеодори о выпуклых оболочках функций

Теорема Каратеодори [3, 4, 6] о выпуклых оболочках множеств утвержда-
ет, что любой элемент выпуклой оболочки CoD компактного множества D
в евклидовом пространстве размерности n может быть представлен как эле-
мент симплекса, имеющего не более чем n+ 1 вершину (базовые точки), каж-
дая их которых принадлежит D.
В частности, множеством D может быть подграфик фунции f(x). Выпук-

лой оболочкой функции называют выпуклую оболочку подграфика. Функ-
ция, зависящая от n переменных, представляет собой границу множества в
пространстве Rn+1, имеющую размерность n. Базовые точки заведомо ле-
жат на этой границе, а значит, их число не превышает n+ 1. Ниже будем
называть теорему Каратеодори теоремой о выпуклых оболочках функций.
Ордината выпуклой оболочки функции f0(x) в точке x0, принадлежащей

выпуклой оболочке множества определения фунции, является значением за-
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дачи

f0(x) → max
p(x)

/ xi = xi0, i = 1, n,
x ∈ V ⊂Rn,

(7)

где V -компакт.
Согласно теореме Каратеодори оптимальное решение этой задачи имеет

вид

p∗(x) =
n∑
j=0

γjδ(x− xj), γj � 0,

n∑
i=0

γj = 1.

То есть оптимальное распределение сосредоточено не более чем в (n + 1)-й
базовых точках.
Этот факт позволяет переписать задачу (7) как задачу нелинейного про-

граммирования (НП)

n∑
j=0

γjf0(x
j) → max

n∑
j=0

γjx
j = x0,

xj ∈ V ⊂Rm,
n∑
j=0

γj = 1, γj � 0,
(8)

переменными в которой являются базовые векторы xj и вектор весовых коэф-
фициентов γ, и воспользоваться для ее решения теоремой Куна–Таккера [7]:
Если y∗ является решением задачи нелинейного программирования

f(y) → max
/
ϕi(y) � 0, yj � 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,(9)

то найдется такой ненулевой вектор множителей

λ = λ0, . . . , λm (λ0 равно нулю или единице, λi � 0 при i > 0),

что для функции Лагранжа

R = λ0f(y) +

m∑
i=1

λiϕi(y)

справедливы условия:(
∂R

∂yj

)
y=y∗

= 0, если y∗j > 0;

(
∂R

∂yj

)
y=y∗

� 0, если y∗j = 0;(10)

λi = 0, если ϕi(y∗) < 0; λi � 0, если ϕi(y∗) = 0.(11)

Для задачи (8) функция Лагранжа имеет вид

R =

n∑
j=0

γj

[
f0(x

j) +

n∑
i=1

λix
j
i − Λ

]
,(12)

где Λ — множитель Лагранжа, соответствующий условию равенства суммы
весовых коэффициентов единице.

65



Условия Куна–Таккера по весовым коэффициентам приводят к требова-
ниям:

R0(xj , λ) = f0(x
j) +

n∑
i=1

λix
j
i < Λ, если γj = 0,(13)

R0(xj , λ) = f0(x
j) +

n∑
i=1

λix
j
i = Λ, если γj > 0, j = 0, . . . , n+ 1.

Здесь R0 – функция Лагранжа задачи (8) при отсутствии в ней усреднения.
Далее такую задачу будем называть исходной.
Таким образом: Для всех базовых значений x, входящих в оптимальное

решение задачи о выпуклой оболочке функции f0 с ненулевым весом, функция
Лагранжа исходной задачи максимальна. Число таких точек не превышает
n+ 1.

5. Задача с усреднением связей, обобщение теоремы Каратеодори

В задаче НП с усреднением функций, определяющих связи между пере-
менными, требуется достичь максимума среднего значения функции f0(x)
на множестве V допустимых значений x при условии, что среднее значение
вектор-функции f(x) = (f1(x), . . . , fi(x), . . . , fm(x)) равно нулю. Формально

f0(x) → max
/
fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m, x ∈ V ∈ Rn.(14)

Те ор ем а 1.
1. Оптимальная плотность распределения в задаче (14) имеет вид

p∗(x) =
m∑
j=0

γjδ(x − xj), γj � 0,
m∑
j=0

γj = 1.(15)

2. Найдется такой ненулевой вектор

λ = λ0, . . . , λi, . . . , λm, λ0 = (0; 1),

что в каждой базовой точке xj функция Лагранжа исходной задачи

R =

m∑
i=0

λifi(x)(16)

максимальна по x ∈ V .

Дока з а т е л ь с т в о. Для доказательства этого утверждения введем по-
нятие функции достижимости задачи (14):

f∗0 (C) = max f0(x)
/
fk(x) = Ck, k = 1, . . . ,m, x ∈ V.(17)
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Эта функция задана алгоритмически на множестве

Vc = {C ∈ Rm : f(x) = C, x ∈ V ⊂Rn} .

Она может быть негладкой и полунепрерывной сверху.
Справедливо

Утв е ржд е ни е. Для тех значений x, для которых f(x) = C, p∗(x) за-
ведомо равна нулю, если f0(x) �= f∗0 (C).

Таким образом, в решение усредненной задачи могут входить с ненулевым
весом только те значения x = x∗(C), для которых величина f0(x) совпадает
с ординатой функции достижимости. Если бы это утверждение было не вер-
но, можно было бы изменить плотность распределения так, чтобы среднее
значение f0(x) увеличилось.
Так как для каждого C величина f0 совпадает с ординатой функции до-

стижимости, задачу (14) можно переписать в форме

f∗0 (C) → max
/
Ck = 0, k = 1, . . . ,m, C ∈ Vc ⊂Rm.(18)

Это задача об ординате выпуклой оболочки функции достижимости в нуле.
В соответствии с теоремой Каратеодори ее оптимальное решение равно

p∗(C) =
m∑
j=0

γjδ(C − Cj), γj � 0,
m∑
j=0

γj = 1.(19)

Так как каждому базовому значению Cj соответствует значение xj∗(Cj), то
оптимальная плотность распределения в задаче (14) имеет вид (15). Первое
утверждение теоремы 1 доказано.
Доказательство второго утверждения полностью повторяет аналогичное

доказательство для задачи об ординате выпуклой оболочки функции с той
разницей, что функция Лагранжа неусредненной задачи имеет форму (16).
Подчеркнем, что число базовых точек не зависит от размерности вектора x,
а определяется размерностью m вектор-функции f .
Отметим, что здесь и ниже условия в форме принципа максимума не тре-

буют от функций, определяющих усредненную задачу, гладкости по x, мно-
жество V может быть неодносвязным [8–10].

Прим ер 1. Рассмотрим систему, состоящую из электродвигателя, вра-
щаемого им насоса и емкости, на рис. 1,а. Двигатель потребляет мощность n,
от которой зависит производительность насоса g. Зависимость g(n) показа-
на на рис. 1,б . Требуется найти режим, для которого при заданной сред-
ней затрачиваемой мощности n средняя производительность g максимальна.
Это задача об ординате выпуклой оболочки функции g(n) в точке n. Число
базовых точек равно двум, одна из них — начало координат, а вторая, n1,
определена условием, что функция Лагранжа R = g(n) + λn в ней достигает
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Рис. 1. Система, состоящая из насоса и сглаживающей емкости (а);
зависимость расхода от затрачиваемой мощности (б ).

максимума (такого же, как при n = 0). Исключая λ из условий максимума
функции Лагранжа и требования, чтобы этот максимум был равен нулю,
приходим к уравнению для n1:

g(n)

n
=
dg(n)

dn
.

Оптимальных реализаций этого решения во времени сколь угодно много, для
каждого из них мощность насоса принимает значение ноль и n1, причем доля
от интервала τ , для которой n = n1, равна 1− n

n1 . Максимальное значение
интервала τ определяется величиной емкости G, оно равно

τmax =
2G

g(n1)
.

Значение задачи равно

g∗ = g(n1)

(
1− n

n1

)
.

Оно от G не зависит, и при стремлении емкости к нулю оптимальным реше-
нием становится скользящий режим.

6. Обобщения усредненной задачи НП

6.1. Усредненная задача с детерминированными переменными

Как указывалось во введении, в усредненных задачах может быть два типа
переменных — рандомизированные и детерминированные. По переменным
второго вида усреднение отсутствует. Рассмотрим задачу НП, в которой по
части переменных усреднение отсутствует.
Задача с усреднением по части переменных примет форму:

f0(x, y) → max
/
fj(x, y) = 0, x ∈ V ⊂Rn, y ∈ Vy ⊂RK , j = 1, . . . ,m,(20)
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функции f0, . . . , fm непрерывны и непрерывно дифференцируемы по сово-
купности аргументов, черта соответствует усреднению по x ∈ V , множества
V и Vy замкнуты и ограниченны.
Для любого y эта задача является усредненной задачей нелинейного про-

граммирования (14), а следовательно, в силу теоремы оптимальная плотность
распределения x сосредоточена не более, чем в (m+ 1)-й базовых точках, так
что p∗(x) =

∑m
0 γjδ(x− xj) и найдется такой ненулевой вектор λ, что в каж-

дой из этих точек функция Лагранжа исходной задачи

R =
m∑
j=0

λjfj(x, y), x ∈ V ⊂Rn, y ∈ Vy ⊂RK(21)

максимальна по x.
Функция Лагранжа задачи (20), в которой плотность распределения x рав-

на p∗(x), имеет вид

R∗ =
m∑
j=0

λj

m∑
i=0

γifj(x
i, y), xi ∈ V ⊂Rn, y ∈ Vy ⊂RK .(22)

Для любой плотности распределения p(x) рандомизированных перемен-
ных задача (20) представляет собой задачу нелинейного программирования и
согласно теореме Куна–Таккера найдется такой ненулевой вектор λ с соcтав-
ляющими λ0 = (0; 1), λj , j = 1, . . . ,m, что для функции (21) на оптимальном
решении выполнены условия локальной неулучшаемости по y

∂R∗

∂yl
δyl � 0, l = 1, . . . ,K.(23)

Здесь δyl – допустимая вариация yl.
Задача нелинейного программирования с усреднением по части перемен-

ных имеет много общего с задачей оптимального управления со связями в
форме дифференциальных уравнений. Там управляющие воздействия вхо-
дят в задачу так, что их сколь угодно быстрые изменения усредняются в
окрестности каждого момента времени, чего нельзя сказать о фазовых коор-
динатах. Именно поэтому условия в форме принципа максимума Понтрягина
справедливы для управляющих воздействий.

6.2. Задача, содержащая функции от средних значений переменных

Эта задача имеет вид

f0(x, xl) → max
/
fj(x, xl) = 0, x ∈ V ⊂Rn, l = 1, . . . , K � n.(24)

Введем обозначение: yl = xl. Переменная yl принадлежит выпуклой обо-
лочке CoVxl множества допустимых значений xl. С учетом введенных обо-
значений задачу (24) можно переписать в форме

f0(x, y)→max
/
fj(x, y) = 0, xl−yl=0, x∈V ⊂Rn, yl ∈CoVxl ⊂RK .(25)
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При записи в такой форме задача (25) отличается от задачи (20) только до-
полнительными усредненными условиями xl − yl = 0. Функция Лагранжа ис-
ходной задачи примет форму

R =

m∑
j=0

λjfj(x, y) +

K∑
l=1

λl(xl − yl), x ∈ V ⊂Rn, yl ∈ CoVxl.(26)

Из условий оптимальности (21), (23) следует, что максимальное число ба-
зовых значений x в задаче (24) равно m+K + 1 и что найдется такой нену-
левой вектор λ, что в каждой из базовых точек функция R, фигурирующая
в (26), достигает на оптимальном решении максимума по x, а по y функ-
ция (22) локально неулучшаема.
При решении усредненных задач выражают множители Лагранжа через

базовые значения xj и y из условия максимума функции Лагранжа по x и ра-
венства этих максимумов друг другу и записывают условия неулучшаемости
по y. После этого из усредненных условий находят весовые коэффициенты
для каждой из базовых точек с учетом того, что сумма этих весовых коэф-
фициентов равна единице.

Прим ер 2. В качестве иллюстративного примера рассмотрим задачу

(x− x)2 → min
/( 1

x+ x

)
= 1, x = −1; 0; 1.(27)

Функция Лагранжа для этой задачи равна

L = (x− y)2 + λ

(
1

x+ y − 1

)
+ μ(y − x).(28)

Число усредненных условий равно двум, значит, все три допустимых значе-
ния x являются базовыми, и неопределенные множители надо выбрать так,
чтобы максимум функции L∗ был в этих точках одинаков, что приводит к
условиям:

L∗ = (1 + y)2 + λ

(
1

y − 1
− 1

)
− μ(1 + y) = y2 + λ

(
1

y
− 1

)
− μy =(29)

= (1− y)2 + λ

(
1

y + 1
− 1

)
+ μ(1− y).

Откуда

λ =
2y

2 + y
(1− y − 2y2), μ =

y(2y − 1)

2 + y
.(30)

После подстановки этих выражений в L∗ и дифференцирования получивше-
гося выражения по y приходим к уравнению

3y3 + 17y2 + 20y − 10 = 0.(31)
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С точностью до второго знака после запятой, y = 0,37. Весовые множите-
ли γ1, γ2, γ3 для x = −1, x = 0, x = 1 соответственно можно теперь найти из
условий

3∑
i=1

γi = 1,
3∑
i=1

γixi = 0,37,
3∑
i=1

γi
1

xi + 0,37
= 1.(32)

Получим γ1 = 0,155, γ2 = 0,320, γ3 = 0,525.

7. Заключение

Рассмотрены различные постановки задач НП с усреднением. Показано,
что с введением понятия о функции достижимости задачи НП задачи, содер-
жащие усреднение функций от вектора рандомизированных переменных x,
могут быть сведены к экстремальным задачам о выпуклых оболочках мно-
жеств и функций. Оптимальное распределение во всех этих задачах сосредо-
точено в дискретных «базовых» точках компактного множества V допусти-
мых значений x. Доказан принцип максимума для таких задач. Показано,
что число базовых точек не превышает числа усредненных условий в задаче
более чем на единицу. Критерий и ограничения усредненных задач нелиней-
ного программирования могут зависеть от времени. Если эти зависимости
непрерывны, то приведенные выше условия оптимальности справедливы для
каждого момента времени и определяют изменение во времени координат ба-
зовых точек и их весов. Вектор неопределенных множителей Лагранжа, соот-
ветствующий оптимальному решению, доставляет минимум максимальному
по искомым переменным значению максимизируемой функции, что служит
основой для вычислительных алгоритмов.
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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА
ГАРАНТИРУЮЩЕГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

КВАНТИЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ1

Исследуется задача стохастического программирования с квантильным
критерием для нормального распределения в случае кусочно-линейной
по случайным параметрам и выпуклой по стратегии функции потерь.
С помощью доверительного метода исходная задача аппроксимируется
детерминированной минимаксной задачей, параметризованной радиусом
шара, вписанного в доверительное многогранное множество. Аппрокси-
мирующая задача сводится к задаче выпуклого программирования. Ис-
следуются свойства меры доверительного множества при изменении ра-
диуса шара. Предлагается алгоритм поиска радиуса шара, обеспечиваю-
щего гарантирующее решение задачи. Описан способ получения нижней
оценки оптимального значения критериальной функции. Доказаны тео-
ремы о сходимости алгоритма с любой наперед заданной вероятностью
и о точности получаемого решения.

Ключевые слова: стохастическое программирование, квантильный кри-
терий, доверительный метод, квантильная оптимизация, гарантирующее
решение.

DOI: 10.31857/S0005231023080056, EDN: HBFTOO

1. Введение

Задачи стохастического программирования с квантильным критерием
представляют собой задачи оптимизации, в которых ищется точка минимума
квантили функции потерь, зависящей от стратегии оптимизации и случайных
параметров. Подобные задачи возникают при моделировании технических и
экономических систем, в которых большую роль играют требования к надеж-
ности принимаемого решения. Функция квантили описывает уровень потерь,
который не может быть превышен с заданной фиксированной вероятностью,
как правило, близкой к единице. Задачам данного класса посвящены моно-
графии [1, 2].

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-21-00213, https://rscf.ru/project/22-21-00213/).
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Эффективным способом решения задачи минимизации функции квантили
является доверительный метод [1, 2]. Суть этого метода состоит в том, что ис-
ходная задача квантильной оптимизации аппроксимируется минимаксной за-
дачей. В этой задаче сначала рассматривается максимум целевой функции на
некотором множестве значений случайных параметров (доверительном мно-
жестве) как функция доверительного множества и стратегии оптимизации.
Затем ищется минимум полученной функции максимума по стратегии опти-
мизации и доверительному множеству. Выбор оптимального доверительного
множества представляет собой непростую задачу. Однако при правильно по-
добранном фиксированном доверительном множестве можно получить доста-
точно точную верхнюю оценку функции квантили. В частности, показано [2],
что для гауссовского распределения случайных факторов выбор доверитель-
ного множества в форме шара при больших значениях уровня надежности
обеспечивает высокую точность получаемой оценки. В данной статье рас-
сматриваются функции потерь, которые представлены как максимум конеч-
ного числа линейных (по случайным параметрам) функций. Для этого класса
функций потерь оптимальным доверительным множеством является много-
гранник. В связи с этим оценку на шаре можно улучшить, проведя допол-
нительную оптимизацию по классу доверительных множеств в форме мно-
гогранников, параметризованных радиусом вписанного шара. Эта идея была
реализована для гауссовского распределения в [3]. В [4] данный алгоритм был
распространен на случай произвольного распределения случайных факто-
ров, а также предложен алгоритм дальнейшего улучшения гарантирующего
решения за счет переноса граней доверительного выпуклого многогранного
множества при сохранении его вероятностной меры. Следует отметить, что
в [3, 4] функция потерь предполагалась линейной по стратегии оптимизации.
Это позволило свести аппроксимирующую минимаксную задачу к задаче ли-
нейного программирования.
Особенностью получаемой при применении алгоритмов [3, 4] аппроксими-

рующей задачи является тот факт, что в случае гауссовского распределения
с ее помощью можно получить не только верхнюю, но и нижнюю оценку
оптимального значения функции квантили. Для этого нужно в аппроксими-
рующей задаче вместо доверительного множества взять ядро вероятностной
меры [2], представляющее собой в случае стандартного гауссовского распре-
деления шар радиуса, вычисляемого как квантиль стандартного нормального
распределения такого же уровня, как и у функции квантили. Следует отме-
тить, что ядро вероятностной меры не является доверительным множеством.
Отдельный интерес представляет случай линейной по случайным пара-

метрам функции потерь. В [1] доказано, что в условиях регулярности ядра
функция квантили может быть вычислена как максимум по случайным па-
раметрам функции потерь на ядре. В дальнейшем условия регулярности яд-
ра были ослаблены в [5]. Указанное свойство ядра использовалось в [6] для
построения алгоритма решения задачи стохастического программирования с
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квантильным критерием и билинейной функцией потерь, а также в [7] для
аппроксимации вероятностных ограничений.
Задачи стохастического программирования с квантильным критерием яв-

ляются частным случаем задач с вероятностными ограничениями [8, 9]. Об-
зор методов решения задач с вероятностными ограничениями можно найти
в [10]. В частности, следует отметить подход, основанный на использовании
p-эффективных точек [11, 12]. Однако задачи с квантильным критерием об-
ладают рядом свойств, не свойственным задачам с произвольными вероят-
ностными ограничениями, что позволяет использовать специальные методы
анализа, в частности доверительный метод. Задачи с квантильным критери-
ем и дополнительными вероятностными ограничениями подробно изучались
в [1].
В данной статье рассматривается задача стохастического программирова-

ния с кусочно-линейной по случайным параметрам и выпуклой по стратегии
оптимизации функцией потерь, что позволяет аппроксимировать изучаемую
задачу задачей выпуклого программирования. Для этой задачи разрабаты-
вается алгоритм, основанный на идеях построения алгоритмов в [3, 4] для
кусочно-линейных задач. Даются оценки точности предлагаемого алгоритма.

2. Постановка задачи

Пусть X — случайный вектор (столбец) с реализациями x∈R
m, задан-

ный на вероятностом пространстве (Ω,F ,P). Предполагается, что распреде-
ление X является стандартным нормальным. Будем считать, что функция
потерь Φ является кусочно-линейной по случайным параметрам:

Φ(u, x) � max
i=1,k1

{B1i(u)x+ b1i(u)}.

Ограничения в задаче описываются функцией

Q(u, x) � max
j=1,k2

{B2j(u)x+ b2j(u)},

где u∈U ⊂R
n — стратегия; B1i(u), B2j(u) — строки матриц B1(u), B2(u) со-

ответственно, b1j(u), i = 1, k1, и b2j(u), j = 1, k2, — элементы векторов (столб-
цов) b1(u) и b2(u) соответственно. В данной статье предполагается, что функ-
ции u �→ B1(u), u �→ B2(u) являются линейными (т.е. Bl(u) = Dlu+ al, где
Dl — матрица, al — вектор, l∈{1, 2}), а функции u �→ b1(u), u �→ b2(u) — вы-
пуклыми и непрерывными на выпуклом замкнутом множестве U . Отметим,
что линейное преобразование случайного вектора X не изменяет структуры
функций Φ и Q. Кроме того, любой нормальный вектор может быть получен
за счет линейного преобразования вектора X подходящей размерности. По
этим причинам случай произвольного нормального распределения вектора X
сводится к рассматриваемому.
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Определим функцию вероятности

Pϕ(u) � P{Φ(u,X) � ϕ, Q(u,X) � 0},

где ϕ∈R — заданное значение функции потерь, и функцию квантили

Φα(u) � min {ϕ | Pϕ(u) � α}, α∈ (0, P ∗),

где
P ∗ � sup

u∈U
P{Q(u,X) � 0}.

В статье рассматривается задача квантильной оптимизации

(1) Uα � Arg min
u∈U

Φα(u).

Поскольку функции Φ и Q являются непрерывными и измеримыми, согласно
результату [13, теорема 6], являющемуся обобщением аналогичного резуль-
тата в [1], функция u �→ Φα(u) является полунепрерывной снизу. Поэтому
решение задачи (1) существует, если множество U компактное. Определим
оптимальное значение критериальной функции

ϕα � Φα(uα),

где uα ∈Uα. В дальнейшем будем предполагать, что решение задачи (1) суще-
ствует. При этом ограниченность множества U , вообще говоря, не требуется.

3. Построение оценок решения

Согласно доверительному методу [1] задача (1) эквивалентна задаче

(2) ϕα = min
S ∈Eα,u∈U

{
sup
x∈S

Φ(u, x) | sup
x∈S

Q(u, x) � 0

}
,

где Eα — семейство всех доверительных множеств S ⊂ R
m уровня α, т.е. бо-

релевских множеств таких, что P{X ∈S} � α.
Обозначим через Br шар радиуса r:

Br � {x∈R
m | ‖x‖ � r},

где ‖x‖ �
√
x	x — евклидова норма вектора x.

Рассмотрим задачу, аналогичную задаче (2), в которой зафиксировано
множество S = Br:

(3) ψ(r) � min
u∈U

{
max
x∈Br

Φ(u, x) | max
x∈Br

Q(u, x) � 0

}
.
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Будем предполагать, что минимум по u в задаче (3) достигается, что выпол-
нено, например, в случае компактного множества U . В задаче (3) супремум
заменен на максимум, поскольку

max
x∈Br

Φ(u, x) = max
x∈Br

max
i=1,k1

{B1i(u)x+ b1i(u)} =

= max
i=1,k1

max
x∈Br

{B1i(u)x+ b1i(u)} = max
i=1,k1

{b1i(u) + ‖B1i(u)‖r}.

Аналогичным образом находится max
x∈Br

Q(u, x). Таким образом, задача (3) мо-

жет быть переписана в виде

(4) ψ(r) = min
u∈U

{
max
i=1,k1

{b1i(u) + ‖B1i(u)‖r} | max
j=1,k2

{b2j(u) + ‖B2j(u)‖r} � 0

}
.

Если ограничения этой задачи несовместны, будем считать, что ψ(r) = +∞.
Из монотонного неубывания целевой функции и сужения множества допу-
стимых стратегий при увеличении r следует, что функция ψ является неубы-
вающей. Задача (4) эквивалентна задаче выпуклого программирования

(5) ϕ→ min
u∈U, ϕ∈R

при ограничениях

b1i(u) + ‖B1i(u)‖r � ϕ, i = 1, k1,

b2j(u) + ‖B2j(u)‖r � 0, j = 1, k2.

Эквивалентность здесь понимается в том смысле, что оптимальное значение
переменной ϕ совпадает с ψ(r), а множества допустимых значений u сов-
падают. Общее число ограничений этой задачи обозначим через k = k1 + k2.
Задача (5) может быть решена с высокой точностью с помощью методов вы-
пуклой оптимизации [14].
Пусть Rα — шар вероятностной меры α, т.е. решение уравнения

P{X ∈BRα} = α.

Зафиксируем в задаче (2) доверительное множество S в форме шара BRα .
Тогда в силу (2) ψ(Rα) � ϕα. Таким образом, может быть найдена верхняя
оценка функции квантили.
Для поиска нижней оценки может быть использовано ядро вероятност-

ной меры, определяемое как пересечение всех замкнутых полупространств A
таких, что P{X ∈A} = α. Известно, что при α > 1

2 ядро распределения стан-
дартного нормального гауссовского вектора является шаром радиуса ρα с цен-
тром в нуле, где ρα — квантиль стандартного нормального распределения
уровня α. В [1, раздел 3.4.3, следствие 2] показано, что ψ(ρα) � ϕα, когда X
распределен стандартно нормально.
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Таким образом, получена оценка

(6) ψ(ρα) � ϕα � ψ(Rα).

Верхнюю оценку ψ(Rα) можно улучшить. Пусть (u(r), ψ(r)) — некоторое
решение задачи (5). Определим множество

Cr �
{
x∈R

m | Φ(u(r), x) � ψ(r), Q(u(r), x) � 0
}
=

=
{
x∈R

m | B1i(u(r))x+ b1i(u(r)) � ψ(r),

B2j(u(r))x+ b2j(u(r)) � 0, i = 1, k1, j = 1, k2

}
.

(7)

Введем обозначение h(r) � P{X ∈Cr} для вероятностной меры множе-
ства Cr. Отметим, что h(r) и Cr зависят от выбора u(r). Поэтому в даль-
нейшем выбор u(r) считается зафиксированным.
Так как

(8) max
x∈Br

Φ(u(r), x) = ψ(r), max
x∈Br

Q(u(r), x) � 0,

справедливо включение Br ⊂ Cr. Кроме того,

(9) max
x∈Br

Φ(u(r), x) = max
x∈Cr

Φ(u(r), x), max
x∈Cr

Q(u(r), x) � 0.

Из (8) и (9) следует, что если h(r) � α, то множество Cr является довери-
тельным и ψ(r) � ϕα.
Из монотонности ψ следует, что верхнюю оценку функции квантили мож-

но улучшить, найдя r, близкое к r∗ � inf{r | h(r) � α}, такое что h(r) � α.
Если функция r �→ h(r) является монотонной, то для поиска r∗ может быть
применен метод дихотомии. К сожалению, функция h может оказаться немо-
нотонной, что демонстрирует следующий пример.

Прим ер 1. Пусть функция потерь имеет вид

Φ(u, x) = max{u+ 4x,−u+ 2x+ 2,−11u− 4x},
u∈R, x — реализация случайной величины X ∼ N (0, σ2), σ2 = 1

9 .
Как нетрудно проверить, задача (5) имеет решение

u(r) = 1− r, ψ(r) = 1 + 3r при r∈ [0, 1];

u(r) = 0, ψ(r) = 4r при r∈ [1,+∞).

Поэтому

Cr = {x | Φ(u(r), x) � ψ(r)} =

{
[−3 + 2r, r], если r∈ [0, 1],
[−r, r], если r∈ [1,+∞).
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График зависимости h(r) = P{X ∈Cr} от r.

Вычислим меру множества Cr при r∈ [0, 1]:

h(r) = P{X ∈Cr} =

r∫

−3+2r

3√
2π
e−

3x2

2 dx.

Вычислим производную полученной функции:

dh

dr
(r) =

3√
2π
e−

3r2

2 − 2
3√
2π
e−

3(2r−3)2

2 .

Вычислим левосторонний предел

lim
r→1−

dh

dr
(r) = − 3√

2π
e−

3
2 < 0.

Это значит, что на некотором интервале (1− ε, 1), где ε > 0, функция h убы-
вает. При этом h(1)≈ 0,9973. График зависимости h(r) изображен на рисунке.
Как видно из приведенного примера, функция h может оказаться немо-

нотонной. В связи с этим предложим достаточные условия, обеспечивающие
монотонность функции h.

Те ор ем а 1. Пусть U = R
n и выполнены условия:

1) b1i(u) = A1iu+ c1i, A1i — строки матрицы A1, b2j(u) = A2ju+ c2j ,
A2j — строки матрицы A2, матрицы B1(u) и B2(u) не зависят от u;

2) строки блочной матрицы
(
A1 ek1
A2 0k2

)
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Таблица 1. Зависимость Rα от m
α \m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50
0,95 1,96 2,45 2,80 3,08 3,32 3,55 3,75 3,94 4,11 4,28 8,22
0,99 2,58 3,03 3,37 3,64 3,88 4,10 4,30 4,48 4,65 4,82 8,73

Таблица 2. Зависимость ρβ от k
α \ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50
0,95 1,64 1,96 2,13 2,24 2,33 2,39 2,45 2,50 2,54 2,58 3,09
0,99 2,33 2,58 2,71 2,81 2,88 2,93 2,98 3,02 3,06 3,09 3,54

являются линейно независимыми, где ek1, 0k2 — столбцы из единиц и нулей
соответственно (если Q(u, x)≡ 0, то в приведенной выше матрице строки,
соответствующие A2, отсутствуют);

3) при некотором r = R решение задачи (5) существует.
Тогда функция h является неубывающей на отрезке [0, R].
Доказательство теоремы 1 и всех последующих теорем вынесены в Прило-
жение.
Отметим, что в теореме 1 множество U не является компактным. К сожа-

лению, более общие условия монотонности функции h предложить затруд-
нительно, так как монотонность меры может быть гарантирована только в
предположении расширения множества Cr при увеличении r. Однако гаран-
тировать можно только удаление от начала координат граней, касающихся
шара Br. Остальные грани могут как удаляться, так и приближаться к на-
чалу координат.
В связи с немонотонностью функции h необходимо по возможности макси-

мально точно указать интервал, в котором необходимо искать r∗. Для этого
получим следующий результат.

Те ор ем а 2. Пусть k = k1 + k2. Неравенство h(r) � α выполнено, если
r � ρβ и множество Cr определено, где ρβ — квантиль стандартного нор-
мального распределения уровня β = 1− 1−α

k .
Из теоремы 2 и неравенства (6) следует, что

(10) ψ(ρα) � ϕα � min{ψ(Rα), ψ(ρβ)} = ψ (min{Rα, ρβ}) .

Из определения доверительного шара следует, что Rα =
√
χ2
α(m), где

χ2
α(m) — квантиль распределения хи-квадрат сm степенями свободы. В отли-
чие от Rα величина ρβ не зависит от размерности случайного вектора, а зави-
сит только от числа ограничений k. Известно [2], что Rα − ρα → 0 при α→ 1,
но скорость сходимости зависит от размерности n. Нетрудно заметить, что
ρβ → +∞ при k → 1. Однако оказывается, что при небольших значениях k
может быть выполнено неравенство ρβ < Rα. Зависимость Rα отm приведена
в табл. 1, а зависимость ρβ от k — в табл. 2. Рассматриваются уровни α = 0,95
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и α = 0,99. Пусть, например, m = 8, α = 0,95. Тогда Rα = 3,94, а ρβ < Rα да-
же при k = 50.
Заметим, что при k = 1 выполнено равенство ρβ = ρα. Поэтому ϕα =

= ψ(ρα), а оптимальная стратегия uα может быть найдена из задачи (5) при
r = ρα, что согласуется с известным результатом [5].

4. Алгоритм поиска гарантирующего решения

Стратегию u∈U , удовлетворяющую соотношению ϕα(u)�ψ (min{Rα, ρβ}),
будем называть гарантирующим решением. Таким образом, гарантирующее
решение может быть найдено из задачи (5) при r = R̄α, где R̄α � min{Rα, ρβ}.
Обозначим данное гарантирующее решение через u0. В данном разделе пред-
лагается алгоритм улучшения гарантирующего решения u0, т.е. обеспечиваю-
щего меньшее значение критериальной функции ϕα(u), чем ϕα(u

0).
Как было отмечено в предыдущем разделе, для поиска радиуса шара r∗,

вписанного в доверительный многогранник Cr, можно использовать метод
дихотомии. При этом возникают следующие трудности: во-первых, непре-
рывность и монотонность h(r) = P{X ∈Cr} в общем случае не гарантиру-
ется, во-вторых, вычисление вероятности попадания X в многогранник Cr
требует использования приближенных методов. Тем не менее будем для по-
иска улучшенного гарантирующего решения использовать метод дихотомии.
В связи с тем, что h(r) будем вычислять приближенно с помощью процеду-
ры Монте-Карло, будем искать такое значение r, при котором h(r) � α+ ε,
где ε — малая положительная константа (ε < 1− α). Приближенное вычисле-
ние меры может привести к тому, что будет найдено недопустимое решение
задачи, поэтому необходимо задать вероятность p нахождения допустимо-
го решения. Поскольку квантильная постановка подразумевает нахождение
решения, гарантирующего заданный уровень значения целевой функции с ве-
роятностью α, рекомендуется выбирать p � α.

Алг о ри тм 1.
1. Установить параметры алгоритма ε∈ (0, 1 − α) (параметр точности вы-

числения меры), δ > 0 (параметр точности вычисления радиуса) и p∈ [α, 1)
(вероятность нахождения допустимого решения).
2. Вычислить ρα — квантиль уровня α стандартного нормального распре-

деления и R̄α � min{Rα, ρβ}, где Rα =
√
χ2
α(m), χ2

α(m) — квантиль распре-
деления хи-квадрат с m степенями свободы, β = 1− 1−α

k .
3. Вычислить объем выборки

N =

⌈
ln(1/(1 − K

√
p))

2ε2

⌉
,

где K =

⌈
log2

|R̄α − ρα|
δ

⌉
, �a� — округление a до ближайшего целого в боль-

шую сторону.
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4. Задать r1 := ρα, r2 := R̄α.
5. Найти нижнюю оценку решения ψ(r1) и верхнюю оценку ψ(r2) опти-

мального значения критериальной функции, а также начальное гарантирую-
щее решение u(r2), решив задачу (5) при r = r1 и r = r2.
6. Пока |r1 − r2| > δ повторять следующие шаги:
6.1. Присвоить r := r1+r2

2 .

6.2. Вычислить u(r) и ψ(r), решив задачу (5).
6.3. Смоделировать N независимых реализаций случайного вектора X.
6.4. Вычислить μ(r) � P{X ∈Br} = Fχ2(m)(r

2), где Fχ2(m)(r
2) — значение

функции распределения закона хи-квадрат сm степенями свободы в точке r2.
6.5. Найти ĥ(r)— оценку меры множества Cr, определенного формулой (7):

ĥ(r) = μ(r) +
s(r)

N
,

где s(r) — количество элементов выборки, попавших во множество Cr \Br.
6.6. Если ĥ(r) � α+ ε, то r2 := r. Иначе r1 := r.
7. В качестве гарантирующего решения принять u(r2).

Отметим, что для повышения точности алгоритма можно использовать
не метод дихотомии, а делить отрезок поиска решения на несколько равных
частей. В этом случае на шаге 6.1 алгоритма нужно будет брать несколько
значений r в отрезке [r1, r2]. Также следует заметить, что в случае немо-
нотонной зависимости r �→ h(r) алгоритм может не найти корень уравнения
h(r) = α+ ε, но при этом будет найдено некоторое гарантирующее решение.
Сформулируем теорему о сходимости алгоритма.
Те ор ем а 3. Пусть задача (5) имеет решение при r∈ [ρα, R̄α]. Тогда при-

менение алгоритма обеспечивает нахождение гарантирующего решения с
вероятностью, не меньшей p.
Следующая теорема характеризует точность решения, найденного с по-

мощью предложенного алгоритма 1. Этот результат является уточнением
[2, теорема 3.13] для задач оптимизации рассматриваемого класса.

Те ор ем а 4. Пусть функция ψ определена и принимает конечные значе-
ния на отрезке [ρ,R], а функция потерь является липшицевой с констан-
той L, т.е.

|Φ(u, x)− Φ(u, y)| � L‖x− y‖.
Также предположим, что

(11) max
j=1,k2

{b2j(u(ρ)) + ‖B2j(u(ρ))‖R} � 0.

Тогда 0 � ψ(R) − ψ(ρ) � (R− ρ)L.
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Как было показано в (10), ψ(ρα) � ϕα � ψ(R̄α). Это неравенство говорит о
близости найденной верхней оценки критериальной функции к ее оптималь-
ному значению. Теорема 4 дает оценку границ в этих неравенствах, которая
может быть получена еще до применения алгоритма 1. Согласно этой оценке

0 � ψ(R̄α)− ψ(ρα) � L|R̄α − ρα|,
если выполнены условия теоремы 4. Отметим, что эти условия выполнены
для липшицевой функции потерь, например, при Q(u, x) ≡ 0.

5. Численный эксперимент

Прим ер 2. Найдем гарантирующее решение задачи (1) для

Φ(u, x) = max
{
u1 + 3u3 + 2u5 + x1 + 2x3 + 4,

−u1 + 2u2 − u3 + 3u4 + 2u5 + 2x1 − x2 + 2x3,

2u1 + u2 + 2u3 − 2u4 − u5 + 3x1 + x2 + 2x3 + 2,

3u1 − 2u2 + u3 + 3u4 − 3u5 − 2x1 + 3x2 − 3x3 + 5,

0,1u21 − 0,02u1u2 − 0,03u1u3 + 0,2u22 + 0,05u23 + 0,3u24 +

+ 0,1u25 − 0,2u1 − 0,3u2 − 0,1u3 − 0,2u5 − 3x1 − 2x2 + x3 + 6
}
,

Q(u, x) = 3u2 + u1 + 4u3 − 2u5 − x1 − 3x2 − 4x3 − 10,

U =
{
u∈R

5 | ui ∈ [0; 10], i = 1, 5
}
, α = 0,95. Для данного уровня α, ρα = 1,645,

Rα = 2,796, β = 0,992, ρβ = 2,394, R̄α = 2,394. Поэтому функцию h нужно
рассматривать на отрезке [1,645; 2,394]. Решая задачу (5) при r = ρα и r = R̄α,
находим оценку

ϕα ∈ [ψ(ρα), ψ(R̄α)] = [11,813; 14,754].

Начальное гарантирующее решение имеет вид

u(R̄α) = (0,139; 0,602; 0,000; 0,004; 1,613)	.

Зададим параметры алгоритма: ε = 0,001, δ = 0,01, p = 0,99. Для этих
параметров требуется объем выборки N = 3273 389. Применение алгорит-
ма 1 отражено в табл. 3. Улучшенное гарантирующее решение соответствует

Таблица 3. Применение алгоритма 1
Итерация r ĥ(r) ψ(r)

1 2,019 0,949 13,267
2 2,207 0,970 14,007
3 2,113 0,961 13,635
4 2,066 0,956 13,451
5 2,043 0,952 13,359
6 2,031 0,950 13,313
7 2,037 0,9507 13,336
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r = r∗ � 2,043 и имеет вид

u(r∗) = (0,536; 0,688; 0,000; 0,003; 1,356)	.

При этом
ϕα ∈ [ψ(ρα), ψ(r

∗)] = [11,813; 13,359].

Таким образом, применение алгоритма 1 позволило сократить длину интер-
вала неопределенности оптимального значения критериальной функции на
(1− 13,359−11,813

14,754−11,813)100% = 47%, что говорит об эффективности предложенного
алгоритма.
Все вычисления проводились на ЭВМ с процессором Intel(R) Core(TM)

i5-6300U CPU, 2,40 ГГц, ОЗУ 8 ГБ в системе Matlab с использованием про-
граммы для решения квадратичных задач оптимизации Gurobi. Время счета
составило 1035 с. Основной объем счета составило вычисление меры много-
гранника Cr с помощью метода Монте-Карло.

6. Заключение

В статье предложен алгоритм решения задачи стохастического програм-
мирования с квантильным критерием в случае кусочно-линейной по случай-
ным параметрам и выпуклой по стратегии функции потерь. Достоинством
предлагаемого алгоритма является легкость построения аппроксимирующих
задач, которые в дальнейшем могут быть решены с помощью методов вы-
пуклой оптимизации. Основную вычислительную трудность при его примене-
нии составляет необходимость оценки меры с помощью метода Монте-Карло.
Предложенный алгоритм выбора доверительного множества, параметризо-
ванного радиусом вписанного шара, как показал пример, может быть успеш-
но применен для решения задач стохастической оптимизации с квантильным
критерием в случае выпуклой кусочно квадратично-линейной функции по-
терь. Можно заметить, что данный алгоритм может быть применен и для
случая дискретных стратегий оптимизации. Вид алгоритма 1 при этом не
изменится, но в ходе применения алгоритма нужно будет решать не выпук-
лую задачу непрерывной оптимизации, а задачу дискретной оптимизации.
Алгоритмы решения подобных задач могут являться предметом дальнейших
исследований.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Условия 2 и 3 гарантируют, что все
ограничения в задаче (5) являются активными. Это значит, что все грани
множества Cr касаются шара Br. При увеличении r на отрезке [0, R] грани
множества Cr переносятся параллельно, касаясь шара Br. Это значит, что
множество Cr расширяется при увеличении r. Поэтому функция h, опреде-
ленная как мера Cr, является неубывающей. Теорема 1 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Пусть γ ∈ (0, 1). Множество Cργ опре-
делено как пересечение k полуплоскостей меры, не меньшей γ. Обозначим
эти полуплоскости через Li, i = 1, k. Тогда

h(ργ) = P

{
X ∈

k⋂
i=1

Li

}
= 1−P

{
X ∈

k⋃
i=1

(Rm \ Li)
}

�

� 1−
k∑
i=1

P{X /∈ Li} = 1− (1− γ)k.

Таким образом, h(ργ) � α при α � 1− (1− γ)k, что равносильно γ � β =
= 1− 1−α

k . Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Поскольку на каждой итерации отре-
зок поиска решения сужается два раза, число итераций алгоритма K может
быть найдено как минимальное натуральное числоK, удовлетворяющее нера-
венству

|R̄α − ρα|
2K

� δ.

Из данного неравенства следует, что K =
⌈
log2

|R̄α−ρα|
δ

⌉
. Алгоритм может

совершить ошибку при своей работе только в том случае, когда на неко-
торой итерации окажется, что ĥ(r) � α+ ε, хотя на самом деле h(r) < α.
Как нетрудно заметить, случайная величина s(r) распределена по биноми-
альному закону с вероятностью успеха h(r)− μ(r). Известно неравенство
[15, гл. 1, § 6]:

P{ĥ(r)− h(r) � ε} = P

{
s(r)

N
− (h(r)− μ(r)) � ε

}
� e−2Nε2 .

Поэтому, если предположить, что h(r) < α, то P{ĥ(r) � α+ ε} � e−2Nε2 . По-
скольку выборки, используемые для оценки меры, независимые, вероятность
безошибочной работы алгоритма составляет не менее (1− e−2Nε2)K . Отсю-
да следует, что для обеспечения вероятности успешной работы алгоритма p
должно быть выполнено неравенство

p � (1− e−2Nε2)K ⇐⇒ N � ln(1/(1 − K
√
p))

2ε2
.

Теорема 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Пусть Ψ(u, r) � maxx∈Br Φ(u, x) =
= Φ(u, x0(r)), где x0 — точка на границе шара Br, в которой достигается ука-
занный максимум. Так как Bρ ⊂BR, выполнено Ψ(u, ρ) � Ψ(u,R). Поскольку
точка y = ρ

Rx
0(R) лежит на границе шара Bρ, Φ(u, y) � Ψ(u, ρ). Поэтому

0 � Ψ(u,R)−Ψ(u, ρ) � Φ(u, x0(R))− Φ(u, y) � L‖x0(R)− y‖ = (R− ρ)L.
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Таким образом, справедливы неравенства

(Π.1) Ψ(u, ρ) � Ψ(u,R) � Ψ(u, ρ) + (R− ρ)L.

Минимизируя левые и правые части первого неравенства в (Π.1) по u∈U так,
что maxj=1,k2

{b2j(u) + ‖B2j(u)‖R} � 0 (ограничения задачи (4) при r = R),
получаем первое доказываемое неравенство ψ(ρ) � ψ(R) (здесь учтено, что
ψ(ρ) определен как минимум на более широком множестве). Из (11) и второго
неравенства в (Π.1) следует, что

ψ(R) � Ψ(u(ρ), R) � Ψ(u(ρ), ρ) + (R− ρ)L = ψ(ρ) + (R− ρ)L.

Из этой оценки следует второе доказываемое неравенство. Теорема 4 дока-
зана.
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РЕЗОЛЬВЕНТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ИТО,
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ПО ВЕКТОРУ СОСТОЯНИЯ

Получены интегральные представления решений линейных мульти-
пликативно возмущенных дифференциальных уравнений, диффузионная
часть которых билинейна по вектору состояния и вектору независимых
винеровских процессов. Уравнения такого класса служат моделями сто-
хастических систем с управлением, функционирующих в условиях пара-
метрической неопределенности или нежелательного воздействия внешних
возмущений. Для отыскания интегральных представлений и фундамен-
тальных матриц уравнений применяются понятия и аналитический аппа-
рат теории алгебр Ли.

Ключевые слова: мультипликативная стохастическая система, фунда-
ментальная матрица, дифференциал Стратоновича—Фиска, теоретико-
групповой метод, матричная алгебра Ли, теорема Вея—Нормана, стоха-
стическая резольвента.

DOI: 10.31857/S0005231023080068, EDN: HBYRVP

1. Введение

В теории оптимизации динамических систем важное место отводится за-
дачам управления объектами, функционирующим в условиях параметриче-
ской неопределенности или нежелательного воздействия внешних возмуще-
ний. В стохастическом разделе теории простейшими моделями таких систем
являются линейные, называемые мультипликативными, уравнения Ито, диф-
фузионные компоненты которых линейны по векторам состояния, управ-
ления и внешнего или параметрического возмущения. Мультипликативные
уравнения — достаточно простые математические объекты, и можно надеять-
ся получить в замкнутой аналитической форме их решения или интегральные
для них представления.
Рассмотрим стохастическую систему Ито (1.1), (1.2), динамика которой

задается мультипликативным уравнением марковского типа

dxt = a(t, xt)dt+ b(t)(xt; dw(t)), xt ∈ Rd, w(t) ∈ Rr, x0 = const(1.1)
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(с коэффициентами, зависящими, вообще говоря, от t), а вынуждающая сила
определяется случайной функцией f с дифференциалом

df(t) = (B1(t)ut +B2(t)υt)dt+B01(t)utdw1(t) +B02(t)υtdw2(t),(1.2)

где ut и υt — векторные сигналы управления и внешнего возмущения соот-
ветственно; w(t), с индексами или без них, обозначает векторный винеров-
ский процесс. Уравнение (1.1) предполагается линейным по вектору состоя-
ния xt, так что a(t, x) = A(t)x, где A(t)∈Rd×d — матрица d× d при каждом t,
а диффузионная компонента определена функцией b(t)(· ; ·) двух перемен-
ных (x, h) ∈ Rd ×Rr, принимающей значения в Rd, при этом отображение
Rd ×Rr → Rd является билинейным. Тем самым при фиксированном h опе-
ратор B(t)h, определенный соотношением (B(t)h)x = b(t)(x;h), — линейный
Rd → Rd. Все матричные функции в (1.1), (1.2) предполагаются непрерывны-
ми на каждом конечном интервале значений параметра t. Система (1.1), (1.2)
называется ниже (x, u, υ)-мультипликативной; в частности, система (1.1)
(x)-мультипликативна. Мультипликативные модели типа (1.1), (1.2) исполь-
зуются, в частности, в теории H2/H∞ — оптимизации стохастических си-
стем [1].
Цель статьи — получение в интегральном виде решения линейного

(x, u, υ)-мультипликативного уравнения или стохастического аналога его
фундаментальной матрицы. Поясним, о какой фундаментальной матрице
и каком решении в интегральном виде идет речь. Как известно, в детер-
минированном случае решение линейного дифференциального уравнения
ẋ = A(t)x+B(t) имеет вид

x(t) = R(t, t0)x0 +

t∫

t0

R(t, τ)B(τ)dτ,(1.3)

где R(t, t0) — резольвента (или фундаментальная матрица) однородного, при
B = 0, уравнения; см., например, [2, стр. 144]. Функция R(t, t0)x0 есть об-
щее решение однородного уравнения, принимающее значение x0 при t = t0,
а интеграл в (1.3) — это решение возмущенного уравнения, обращающееся в
нуль при t = t0. В стохастическом случае фундаментальная матрица урав-
нения (1.1) является матричной случайной функцией Φ(t, τ), а общее решение
возмущенного уравнения, руководствуясь аналогией с (1.3), следует задавать
формулой

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t∫

t0

Φ(t, τ) ◦ df(τ),(1.4)

в которой интеграл является стохастическим; через ◦ df обозначен диффе-
ренциал Стратоновича; см., например, [3, стр. 105–109]. Интеграл выбира-
ется стохастическим в смысле Стратоновича по той причине, чтобы пра-
вило дифференцирования сложной функции t �→ f(ξ1(t), . . . , ξd(t)) представ-
лялось в том же виде, что и в классическом исчислении, а именно в виде
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df =
∑d

i=1
∂f
∂xi

◦ dξi [3]. Запись интеграла в форме Стратоновича делает воз-
можным распространение некоторых теоретико-групповых методов на сто-
хастический случай. Как известно [4], в детерминированном случае теоре-
тико-групповые концепции позволяют преодолеть трудности исследования
многомерных систем, вызванные некоммутативностью матричных коэф-
фициентов, задающих динамику системы. Возможно, те же концепции могут
оказаться полезными и в проблеме мультипликативности.
Некоторые примеры применения теоретико-групповых методов к стати-

стическим исследованиям известны в литературе. Приведем небольшой спи-
сок публикаций (см. [5–11]), тематически близких к задаче анализа мульти-
пликативных систем. В [5] рассмотрена задача численной аппроксимации ре-
шения стохастического уравнения вида

dxt = (Axt + f(xt))dt+

n∑
i=1

(Bixt + gi(xt))dwi, x(0) = x0 ∈ Rd

c нелинейными функциями f, gi : R
d → Rd и матрицами A,Bi ∈ Rd×d, удо-

влетворяющими следующим условиям: A,Bi принимают значения в матрич-
ной алгебре Ли g с коммутаторными соотношениями [A,Bi] = 0, [Bi, Bj ] = 0
для всех i, j. На фоне работ по теоретико-групповому анализу детермини-
рованных уравнений, число которых в последнее время явно поубавилось,
см. об этом обзор [6], анализ свойств решений и численные алгоритмы на-
хождения решений (так называемых экспоненциальных интеграторов) для
стохастических уравнений остается активной областью исследования урав-
нений как мультипликативных, так и с аддитивными шумами; см., напри-
мер, [7, 8]. В [9] иследован вопрос о среднеквадратической устойчивости чис-
ленных методов вычисления экспоненциальных интеграторов. Как показа-
но в [10], теоретико-групповые методы оказались эффективными и для чис-
ленного интегрирования уравнений с частными производными. Среди работ
отечественных авторов отметим исследование мультипликативного стохасти-
ческого дифференциально-операторного уравнения с операторами A,B, дей-
ствующими в сепарабельном гильбертовом пространстве [11]. В работе пред-
полагается, что оператор A порождает полугруппу операторов S(t), t > 0
класса C0; это гарантирует корректность задачи Коши для невозмущенно-
го уравнения Ẋ(t) = AX(t).
В задаче, решаемой в данной статье, рассматривается конечномерное

мультипликативное уравнение, для вычисления резольвентного аналога ко-
торого применяется теоретико-групповой метод, являющийся обобщением на
стохастический случай детерминированного метода Вея–Нормана [12] нахож-
дения резольвент линейных дифференциальных уравнений. В общих чер-
тах суть метода Вея–Нормана заключается в следующем. Если в матричном
уравнении Φ̇(t) = B(t)Φ(t), Φ(0) = E (E – единичная матрица) неслучайная
функция B(t) принимает значения в матричной алгебре Ли g, то решение Φ(t)
принадлежит соответствующей группе Ли G. При этом один из способов по-
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строения решения Φ(t) состоит в представлении его конечным произведением
матричных экспонент

Φ(t) = exp(s1(t)A1) . . . exp(sm(t)Am),(1.5)

где {A1, . . . , Am} — базис минимальной алгебры Ли g, порожденной матрица-
ми A(t) при всех t, а si(t), i = 1, . . . ,m — некоторые вещественные функции.
Нахождение искомых si(t) сводится к решению некоторой системы нелиней-
ных дифференциальных уравнений [12]. В основе предлагаемого здесь обоб-
щения метода Вея–Нормана на случай мультипликативного уравнения Ито
лежит запись последнего в форме уравнения Стратоновича–Фиска и поиск
решения последнего в виде произведения матричных экспонент exp(Aisi(t)) с
искомыми семимартингалами (по терминологии, принятой в [3]) si(t). Отно-
сительно матриц Ai, i = 1, . . . ,m, предполагается, как и в детерминированном
случае, что они образуют базис некоторой матричной алгебры Ли.
Применения теории групп к задачам анализа и отыскания решений де-

терминированных дифференциальных уравнений широко известны по мо-
нографической литературе; см., например, [4, 13, 14]. Приложения к теории
стохастических дифференциальных уравнений значительно более скромные;
из учебной литературы отметим [3, 15, 16]. Изложение теоретико-группового
метода Вея–Нормана к задаче вычисления резольвент мультипликативных
уравнений Ито в литературе, кажется, не встречалось.

2. Постановка задачи

При характеризации в предыдущем разделе стохастической системы как
заданной (x, u, υ)-мультипликативным уравнением Ито было сделано разде-
ление уравнения на динамическую его часть и вынуждающую силу, от век-
тора состояния системы не зависящую. Это продиктовано характером по-
ставленной задачи — вычислить фундаментальную матрицу (резольвенту)
стохастического уравнения Ито, которая определяется только его однород-
ной, зависящей от xt частью. Вычислив резольвенту, не трудно получить
затем интегральное представление решения уравнения. Руководствуясь этим
соображением, можно от общей (x, u, υ)-мультипликативной системы перей-
ти сначала к ее динамической части, т.е. к уравнению (1.1), которое является
мультипликативным только по состоянию.
Перечислим решаемые в статье задачи. Первой задачей является определе-

ние двух видов диффузионной компоненты b(t)(xt; dw(t)) уравнения (1.1) —
винеровского и мартингального. Вторая задача, в разделах 3, 4, — это за-
пись мультипликативного уравнения (1.1) в симметризованной форме Стра-
тоновича–Фиска. Третья задача — получение интегрального представления
решения мультипликативного уравнения (1.1). Здесь в несколько более об-
щем случае диффузионного уравнения с матрицей σ(t, x), зависящей аффин-
но (а не просто линейно) от x, см. раздел 5, возникает интересный феномен
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появления дополнительной вынуждающей силы в интегральном представле-
нии для решения уравнения. При решении в разделах 6 и 7 двух последующих
задач возникают теоретико-групповые аспекты решения мультипликативного
уравнения, записанного в симметризованной форме, с разрешимой (в разде-
ле 6) алгеброй Ли и с произвольной в разделе 7 алгеброй Ли для матричных
коэффициентов диффузионной компоненты уравнения. Уравнение в разде-
ле 7 задано при этом в несимметризованной мартингальной форме вместо
винеровских процессов. В отдельном разделе приведен пример нахождения
резольвенты уравнения теоретико-групповым методом. Заключительные за-
мечания и список цитированной литературы завершают работу.

3. Винеровское и мартингальное представления
диффузионной компоненты

Оба представления дифференциального уравнения — по винеровскому
процессу и по мартингалу для возмущающих сил — достаточно интересны в
мультипликативной теории. Мартингальное уравнение рассматривается по-
дробнее в разделе 7.

Предл ожени е 1. Диффузионная компонента b(t)(xt; dw(t)) однородно-
го уравнения (1.1) допускает следующие равносильные представления:
(а) b(t)(xt; dw(t)) = (B1(t)xt, . . . , Br(t)xt)dw(t), где Bj(t), j = 1, . . . , r —

матрица размера d× d;

(b) b(t)(xt; dw(t)) =
m∑
i=1

Aixtdζ
i(t), где Ai, i = 1, . . . ,m — матрицы d× d,

а dζ i(t) =
r∑
j=1

bij(t)dw
j(t), bij(t) ∈ R, где ζ i(t) — мартингалы.

Дока з а т е л ь с т в о. Как отмечалось в разделе 1, диффузионная часть
b(t)(xt; dw(t)) линейного уравнения при каждом t задается билинейным отоб-
ражением b(t) произведения V ×H, где V = Rd, H = Rr, векторных про-
странств в пространство V . При фиксированном h ∈ H оператор B(t)h, опре-
деленный равенством (B(t)h)x = b(t)(x;h), является элементом простран-
ства EndV линейных операторов из V в V . Пусть {hj , j = 1, . . . , r} — базис
в H такой, что в разложении w(t) =

∑
j
wj(t)hj винеровские процессы wj(t)

взаимно независимы. Имеем

b(t)(x; dw(t)) = b(t)

⎛
⎝x;

r∑
j=1

dwj(t)(b(t)hj)

⎞
⎠ =

r∑
j=1

dwj(t)(B(t)hj)x,

где B(t)hj ∈ EndV . Обозначив Bj(t) := B(t)hj , получим утверждение (а)
b(t)(xt; dw(t)) = (B1(t)xt, . . . , Br(t)xt)dw(t) предложения 1. Таким образом,
зависимость b(t) от x задается набором из r произвольных квадратных d× d
матриц Bj(t), не обязательно линейно независимых; см. [1, 17].
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Далее, пусть {Ai, i = 1, . . . ,m} — базис линейного подпространства L⊂
⊂EndV , порожденного операторами B(t)hj . Полагая B(t)hj =

∑m
i=1 b

i
j(t)Ai,

j = 1, . . . ,m, где bij(t) ∈ R, и вводя обозначения dζ i(t) :=
∑r

j=1 b
i
j(t)dw

j(t),
i = 1, . . . ,m, будем иметь b(t)(x; dw(t)) =

∑m
i=1 dζ

i(t)Aix, что завершает
доказательство предложения 1. Ниже без потери общности принимаем
dimL = m = r.
При доказательстве предложения 1 снос a(t, xt)dt в уравнении (1.1) не

учитывался. Неявно он предполагался нулевым. Его действительно можно
обратить в нуль известным преобразованием (разумеется, при этом (1.1) за-
менится уравнением с другим билинейным отображением b(t)). В самом де-
ле, пусть yt = Λ−1

t xt, где Λt — матричная экспонента, удовлетворяющая, как
известно, интегральному уравнению Λt = E +

∫ t
0 a(s)Λsds с начальным усло-

вием Λ0 = E. Так как dyt = (dΛ−1
t )xt +Λ−1

t dxt и dΛ−1
t = −Λ−1

t a(t)dt, то

dyt = Λ−1
t a(t)xtdt+ Λ−1

t bt(xt; dw(t)) − Λ−1
t a(t)xtdt

(заметим, что матрицы a(t) и Λt коммутируют), тем самым получаем уравне-
ние dyt = Λ−1

t bt(Λtyt; dw(t)) с нулевым сносом. Видим, что определенные вы-
ше в предложении 1 матрицы Bj(t) заменяются матрицами Λ̃t = Λ−1

t Bj(t)Λt,
j = 1, . . . , r.
Выясним теперь, как преобразовать мультипликативное уравнение (1.1)

к симметризованной форме Стратоновича–Фиска. Выше уже отмечалось,
что такое преобразование является необходимым требованием предлагаемой
здесь методологии.

Предл ожени е 2. В симметризованной форме Стратоновича–Фиска
уравнение состояния (1.1), записанное в виде

dxt = a(t)xtdt+ (B1(t)xt, . . . , Br(t)xt)dw(t)(3.1)

(см. предложение 1,(a)) принимает вид

dxt = a(t)xtdt+B0(t)xtdt+
r∑
j=1

Bj(t)xt ◦ dwj(t),(3.2)

где B0(t) := −1/2
∑r

j=1B
2
j (t).

Дока з а т е л ь с т в о. Отправляясь от теории уравнения марковского типа

dxt = a(t, xt)dt+ σ(t, xt)dw(t),(3.3)

в котором не предполагается даже линейности по xt функций a(t, xt) и σ(t, xt)
(см., например, [3]), запишем уравнение (3.3) в координатной форме

dxit = ai(t, xt)dt+

r∑
j=1

bij(t, xt)dw
j(t), i = 1, . . . , d.
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Согласно общей теории, уравнение (3.3), с использованием дифференциала
Стратоновича–Фиска, представляется в виде

dxt = ā(t, xt)dt+ σ(t, xt) ◦ dw(t),(3.4)

где вектор ā(t, x) имеет компоненты

āi(t, x) = ai(t, x)− 1/2
d∑
j=1

r∑
k=1

(
∂

∂xj
bik(t, x)

)
bjk(t, x).(3.5)

Напомним, что стохастический дифференциал Ито dwj(t) и дифференциал
◦dwj(t) связаны формулой

xtdw
q(t) = xt ◦ dwq(t)− 1/2dxtdw

q(t).(3.6)

Рассмотрим уравнение (3.1) в форме

dxt = a(t)xtdt+
r∑
j=1

Bj(t)xtdw
j(t)(3.7)

и обратимся к формуле (3.6). Поскольку xtdwj(t) = xt ◦dwj(t)−1/2dxtdw
j(t),

имеем, игнорируя пока снос в (3.7), уравнение dxt =
∑

j Bj(t)xt ◦ dwj(t)−
−1/2

∑
j Bq(t)dxtdw

j(t). Замечая, что

dxtdw
j(t) =

∑
k

Bk(t)xtdw
k(t)dwj(t) =

∑
k

Bk(t)xtδjkdt = Bj(t)xtdt,

уравнение (3.1) в преобразованном виде можно записать как

dxt = a(t)xtdt+

r∑
j=1

Bj(t)xt ◦ dwj(t)− 1/2

r∑
j=1

B2
j (t)xt dt,(3.8)

что и требовалось. Снос в этом уравнении определяется матрицей A(t) :=
:= a(t)− 1/2

∑r
j=1B

2
j (t); его можно обратить в нуль, перейдя к вектору со-

стояния yt = Λ−1
t xt, где Λt = E +

∫ t
0 A(s)Λsds.

В частности, если матрицы Bj(t), j = 1, . . . , r, коммутируют, то решение
последнего уравнения записывается в виде произведения

xt =
r∏
q=1

exp

⎧⎨
⎩

t∫

0

Bq(s)dw
q(s)− 1/2

t∫

0

B2
q (s)ds

⎫⎬
⎭x0.

Также ясно, что матрицы Bq(t) и B2
q (t) коммутируют, вследствие чего мно-

жители в произведении можно представить в виде

exp

⎧⎨
⎩

t∫

0

Bq(s)dw
q(s)

⎫⎬
⎭ exp

⎧⎨
⎩−1/2

t∫

0

B2
q (s)ds

⎫⎬
⎭ , q = 1, . . . , r.
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Решением уравнения dxt = Bq(t)xt ◦ dwq(t) с нулевым сносом, с начальным
условием x0 является функция Uq(t)x0 = exp

{∫ t
0 Bq(s)dw

q(s)
}
x0. Отображе-

ние t �→ Uq(t) является стохастической резольвентой этого уравнения.

4. Стохастическая резольвента мультипликативного уравнения

В мультипликативном уравнении типа

dxt = a(t)xtdt+

r∑
j=1

Bj(t)xt ◦ dwj(t)(4.1)

неслучайную компоненту a(t)xtdt можно, как было отмечено в разделе 3,
обратить в нуль и, следовательно, без потери общности считать уравнение
заданным в виде dxt =

∑r
j=1Bj(t)xt ◦ dwj(t) с новыми матричными коэф-

фициентами. Для этого положим yt = Λ−1
t xt. Тогда dyt = Λ−1

t b(t)(xt; dw(t)).
Поскольку b(t)(xt; dw(t)) =

∑r
j=1Bj(t)xtdw

j(t), то

dyt =

r∑
j=1

Bj(t)Λtyt ◦ dwj(t).(4.2)

В рамках теоретико-группового формализма именно матрицы B̃j(t) =
= Λ−1

t Bj(t)Λt, а не исходные матрицы Bj, j = 1, . . . , r, должны порождать
алгебру Ли, основную в методе Вея–Нормана, где Λt = exp

∫ t
0 a(s)ds — экспо-

нента матричной функции t �→ ∫ t0 a(s)ds.
Дадим теперь определение (стохастической) резольвенты уравнения, ли-

нейного по xt. Если Ψt — решение уравнения

dΨt =

r∑
j=1

Λ−1
t Bj(t)ΛtΨt ◦ dwj(t), Ψt|t=0 = E(4.3)

с нулевым сносом, то фундаментальную матрицу (резольвенту) Φ(t) исход-
ного уравнения (4.1) определим формулой Φ(t) = ΛtΨt. Но так как уравне-
ние (4.1) равносильно уравнению Ито dxt =

∑r
j=1 dw

j(t)Bj(t)xt, то, следова-
тельно, Φ(t) удовлетворяет уравнению Стратоновича

dΦt = a(t)Φtdt+

r∑
j=1

Bj(t)Φt ◦ dwj(t), Φt|t=0 = E.(4.4)

Если f(t) — вынуждающая сила в неоднородном стохастическом уравнении,
то решение последнего должно иметь интегральное представление (1.4).
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5. Интегральное представление Коши решения мультипликативного
уравнения с аффинными коэффициентами

Уравнения с аффинными коэффициентами необходимы в теории таких
линейных управляемых систем, которые мультипликативны не только по
вектору состояния, но и по векторам управления и внешнего возмущения.
Теория стохастической резольвенты предыдущего раздела касалась мульти-
пликативного уравнения с линейными, но не аффинными коэффициентами.
Теперь рассмотрим векторное уравнение (с векторным винеровским процес-
сом) вида

dxt = a(t, xt)dt+ σ(t, xt)dw(t), x0 ∈ Rd,(5.1)

где a(t, x) = a(t)x+ a0(t), σ(t, x) = B(t, x) + b0(t), a(t) ∈ Rd×d, a0(t) ∈ Rd,
B(t, x), b0(t) ∈ Rd×r, w(t) ∈ Rr. Как установлено в разделе 4, см.(4.1), если
(5.1) — мультипликативная система, то B(t, x) = (B1(t)x, . . . , Br(t)x) — мат-
рица со столбцами Bj(t)x, где Bj(t) ∈ Rd×d, j = 1, . . . , r. Далее, b0(t) — мат-
рица со столбцами b0j(t), j = 1, . . . , r. Частный случай одномерной (xt ∈ R)
системы с аффинными коэффициентами и скалярным w(t) рассмотрен в [15].
В векторном случае xt ∈ Rd найдем фундаментальную матрицу уравне-
ния (5.1).

Предл ожени е 3. Решение мультипликативного уравнения с аффин-
ными относительно xt коэффициентами имеет следующее интегральное
представление:

(5.2) xt = Φt

⎛
⎝x0 +

t∫

0

Φ−1
s

⎛
⎝a0(s)−

r∑
j=1

Bj(s)b0j(s)

⎞
⎠ ds+

+

t∫

0

Φ−1
s

r∑
j=1

b0j(s)dw
j(s)

⎞
⎠ .

Здесь Φt — определенная в предыдущем разделе резольвента (4.1), записан-
ная для уравнения (5.1), в котором приняты условия a0(t) = 0, b0j(t) = 0,
j = 1, . . . , r.

Заметим, что появление под интегралами в (5.2), помимо a0(s)ds+
+
∑r

j=1 b0j(s)dw
j(s), дополнительной вынуждающей силы B(s)b0(s) :=

:= −∑r
j=1Bj(s)b0j(s)ds (она вызвана “аффинной” добавкой b0(s)) нельзя бы-

ло предвидеть заранее, но непосредственная проверка показывает, что функ-
ция (5.2) действительно удовлетворяет уравнению (5.1).

Дока з а т е л ь с т в о. Снова обратимся к уравнению (5.1). В стохастиче-
ском случае применим метод, аналогичный детерминированному методу ва-
риации постоянной. Положим xt = Φtηt и рассмотрим ηt в качестве новой
неизвестной вместо xt. Дифференцируя xt = Φtηt стохастически, получаем

dxt = (dΦt)ηt +Φtdηt + dΦtdηt,
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или в силу определения Φt как решения уравнения (4.4),

dxt =

⎛
⎝a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠xt +Φtdηt +

⎛
⎝a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠Φtdηt.

Приравняв правые части этого уравнения и исходного уравнения (см. (5.1))

dxt = (a(t)xt + a0(t))dt+

r∑
j=1

dwj
(
Bj(t)xt + b0j(t)

)
,

после сокращений получим
⎛
⎝E + a(t)dt+

r∑
j=1

dwj(t)Bj(t)

⎞
⎠Φtdηt = a0(t)dt+

r∑
j=1

b0j(t)dw
j(t).(5.3)

Поскольку, если действовать формально,
⎛
⎝E + a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠

−1

=

= E −
⎛
⎝a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠ +

⎛
⎝a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠

2

+ . . .

и ⎛
⎝a(t)dt+

r∑
j=1

dwjBj(t)

⎞
⎠

2

=

r∑
j=1

B2
j d(t),

из (5.3) получаем

dηt = Φ−1
t

⎛
⎝a0(t)dt−

r∑
j=1

Bj(t)b0j(t)dt+

r∑
j=1

dwj(t)b0j(t)

⎞
⎠ .(5.4)

Это уравнение выражает тот факт, что ηt есть примитивная для правой части
в (5.3), так что интегрирование (5.4) дает в точности формулу (5.2). Будучи
выраженной через резольвенту R(t, s) = ΦtΦ

−1
s , эта же формула дает инте-

гральное представление Коши решения мультипликативного уравнения (4.1)
с аффинными коэффициентами. Что и требовалось доказать.

6. Мультипликативное уравнение с разрешимой алгеброй Ли

В этом разделе исчерпывающее решение задачи об интегральном пред-
ставлении решения мультипликативного уравнения получается ценой силь-
ного предположения о том, что алгебра Ли, ассоциированная с уравнением,
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является разрешимой. Результат с разрешимой алгеброй Ли получен Х. Ку-
нитой [18] и приведен в [3] в качестве одного из примеров1. Уравнение со-
стояния предполагается здесь априори заданным в симметризованной форме
Стратоновича–Фиска, коэффициенты уравнения не зависят от t.
Итак, рассматривается уравнение (с постоянными коэффициентами)

dxt = (B0xt + b0)dt+

r∑
p=1

(Bpxt + bp) ◦ dwp(t),

Bp ∈ Rd×d, bp ∈ Rd, p = 0, 1, . . . , d.

(6.1)

Алгебра Ли, порожденная векторными полями Lp =
∑d

i=1(Bpx+ bp)
i ∂
∂xi
,

p = 0, 1, . . . , r, разрешима, что имеет место при (Bp)
i
j = 0 для i > j,

p = 0, 1, . . . , r. Это условие означает, что в каждой из матриц Bp еe элементы
под главной диагональю равны нулю. В частности, при i = d единственным
ненулевым элементом последней, d-й строки является лишь диагональный
элемент (Bp)

d
d, p = 0, 1, . . . , r. Из уравнения (6.1) следует, что при i = d

dxdt =
(
(B0)

d
dx

d
t + bd0

)
dt+

r∑
p=1

(
(Bp)

d
dx
d
t + bdp

)
◦ dwp(t).(6.2)

Это (скалярное) стохастическое уравнение аналогично детерминированному
в том смысле, что записано с использованием дифференциала Стратоновича–
Фиска, поэтому его решение имеет вид

xdt = ecd(t)

⎛
⎝xd0 +

t∫

0

e−cd(s) ◦ dfd(s)
⎞
⎠ ,(6.3)

где функция cd(t) под знаком экспоненты и вынуждающая сила fd(t) заданы
соответственно формулами

cd(t) = (B0)
d
d t+

r∑
p=1

(Bp)
d
dw

p(t), fd(t) = bd0 t+

r∑
p=1

bdpw
p(t).

Действуя аналогично, рассмотрим уравнение для xd−1
t :

dxd−1
t =

(
(B0)

d−1
d−1x

d−1
t + (B0)

d−1
d xdt + bd−1

0

)
dt+

+

r∑
p=1

(
(Bp)

d−1
d−1x

d−1
t + (Bp)

d−1
d xdt + bd−1

p

)
◦ dwp(t).

(6.4)

1 Простой пример разрешимой алгебры Ли порождается группой трансляций плоско-
сти R2 и вращений вокруг оси, к ней перпендикулярной. Алгебра Ли трехмерна, ее ком-
мутационными соотношениями являются [X1, X2] = 0, [X1, X3] = X2, [X3, X2] = X1 [19].
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От xd−1
t в правой части уравнения (6.4) зависит сумма

(B0)
d−1
d−1x

d−1
t dt+

r∑
p=1

(Bp)
d−1
d−1x

d−1
t ◦ dwp(t).

Интеграл от коэффициента при xd−1
t в этой сумме обозначим через

cd−1(t) := (B0)
d−1
d−1t+

r∑
p=1

(Bp)
d−1
d−1w

p(t).

Не зависящие от xd−1
t слагаемые в правой части уравнения (6.4) образуют

сумму

dfd−1(t) :=
(
(B0)

d−1
d xdt + bd−1

0

)
dt+

r∑
p=1

(
(B)d−1

d xdt + bd−1
p

)
◦ dwp(t),(6.5)

в которой xdt уже известна как решение (6.3) уравнения (6.2). Решение урав-
нения (6.4) записывается, следовательно, в виде

xd−1
t = ecd−1(t)

⎛
⎝xd−1

0 +

t∫

0

e−cd−1(s) ◦ dfd−1(s)

⎞
⎠ .(6.6)

Процедура последовательного решения скалярных уравнений для компо-
нент xkt , k = n, n− 1, . . . , 1 вектора xt ∈ Rn вполне очевидна из вышеизложен-
ного. Однако не очевидной остается равносильность такой формы решения
и той, которая приведена в [3]. Чтобы равносильность установить, запишем
исходное уравнение (6.1) покомпонентно:

dxit =
∑
j�i

(
(B0)

i
jx
j
t + bi0

)
dt+

r∑
p=1

∑
j�i

(
(Bp)

i
jx
j
t + bip

)
◦ dwp(t).(6.7)

При фиксированном i cлагаемые в правой части, зависящие от xjt c j � i,
играют особую роль. Во-первых, дифференциал dxit связан с переменной x

j
t

коэффициентом (B0)
i
jdt+

∑r
p=1(Bp)

i
jdw

p(t), интеграл от которого обозначим
через cij :

cij(t) := (B0)
i
jt+

r∑
p=1

(Bp)
i
jw

p(t), j = i, i+ 1, . . . , d.

Диагональный элемент cii(t) этой матрицы совпадает с функцией, которая
выше обозначалась через ci(t). Во-вторых, сумма слагаемых справа в (6.7) с
индексами j > i получает представление

∑d
j=i+1 x

j
t ◦ dcij(t). Наконец, члены,

вообще не зависящие от каких-либо компонент вектора xt, образуют сумму
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∑r
p=1 b

i
pdw

p(t) + bi0d t. Таким образом, решение системы уравнений (6.7) за-
дается формулами

xdt = ec
d
d(t)

⎛
⎝xd0 +

t∫

0

e−c
d
d(s) ◦ dfd(s)

⎞
⎠ , fd(t) = bd0 t+

r∑
p=1

bdp dw
p(t),

если i = d, и формулами

xit = ec
i
i(t)

⎛
⎝xi0 +

t∫

0

e−c
i
i(s) ◦ dfi(s)

⎞
⎠ ,

где

fi(t) :=

d∑
j=i+1

t∫

0

xj(s) ◦ dcij(s) + bi0t+

r∑
p=1

bipdw
p(t),

если i = d− 1, d − 2, . . . , 1 [3].

7. Алгебра Ли мультипликативного уравнения
с непрерывными семимартингалами

Рассмотрим чуть более общий случай уравнения Ито

dxt =

m∑
p=1

Apxtdζ
p(t), ζ(0) = 0(7.1)

с непрерывными семимартингалами ζ i(t) =
∫ t
0

∑m
j=1 b

i
j(t)dw

j(t) вместо вине-
ровских процессов wj(t), j = 1, . . . ,m. Матрицы Ap предполагаются неком-
мутирующими, порождающими произвольную конечномерную алгебру Ли.
Следует отметить, что тема о взаимодействии стохастической структуры
дифференциального уравнения с алгебраической теоретико-групповой струк-
турой его коэффициентов остается к настоящему времени недостаточно ис-
следованной.
Предположим, что уравнение имеет единственное решение xt, t > 0, то-

гда xt линейно зависит от x0. Пусть xt = U(t)x0. Решением уравнения
dxt = Apxtdζ

p(t), ζ(0) = 0 c единственной матрицей Ap и супермартинга-
лом ζp(t) является экспоненциальный супермартингал (если

∑
j(b

p
j )

2 <∞)

σp(t) = eApζp(t)−1/2A2
p<ζ

p>(t)σp(0),

где < ζp > (t) =
∑

j

∫ t
0 (b

p
j )

2(s)ds; см. [20, раздел 2.7]. Для получения решения
снова воспользуемся приемом, уже изложенным во введении, а именно: запи-
шем исходное уравнение Ито (7.1) в симметризованной форме Стратоновича–
Фиска и применим к полученному уравнению аналог детерминированного ме-
тода Вея–Нормана [12]. После этого не составит труда получить интегральное
представление решения уравнения (7.1).
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Те ор ем а. Пусть

dxt =

m∑
p=1

Apxtdζ
p(t), ζ(0) = 0(7.2)

— стохастическая система с семимартингалами

ζ i(t) =

t∫

0

m∑
j=1

bij(t)dw
j(t).

Функции bpj (t) известны. Рассмотрим функции

Fi =
i−1∏
k=1

eXkskXi

1∏
k=i−1

e−Xksk ,

где X1, . . . ,Xn — базис алгебры Ли, порожденной матричными коэффициен-
тами Ap(t), p = 1, . . . ,m, а si(t) — искомые функции. Тогда для дифференциа-
лов ◦dsi(t) неизвестных функций si(t) справедлива система уравнений si(t):

n∑
i=1

Fi(t) ◦ dsi(t) =
n∑
p=1

Ãp(t) ◦ dζp(t).(7.3)

Через функции si(t) выражается решение xt = U(t)x0 исходного уравне-
ния (7.1).

Дока з а т е л ь с т в о. Имея в виду сделанные замечания, запишем урав-
нение (7.1) в симметризованном виде. Имеем xt · dζp(t) = xt ◦ dζp(t)−
−1/2 dxt · dζp(t), где

dxt · dζp(t) =
m∑
q=1

Aqxt dζ
q(t) · dζp(t).

Так как dζq(t) · dζp(t) =∑r
j=1 b

q
j(t)b

p
j (t) dt =: cqp(t)dt, где cqp(t) — элементы

матрицы c(t) = b∗(t)b(t) порядка m×m, а матрицы b(t) = (bpj (t)) — порядка
r ×m, то

xt · dζp(t) = xt ◦ dζp(t)− 1/2

m∑
q=1

Aq xtc
qp(t)dt,

и уравнение (7.1) записывается в виде

dxt = a(t)xtdt+
m∑
p=1

Apxt ◦ dζp(t)(7.4)
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с коэффициентом сноса a(t) = −1/2
∑m

p,q=1ApAq c
qp(t). Фундаментальную

матрицу уравнения (7.3), как и выше в разделе 5, отыскиваем в ви-
де произведения Φt = ΛtΨt, где матрица Λt = exp{∫ t0 a(s)ds} удовлетворя-
ет матричному уравнению dΛt = a(t)Λtdt. Учитывая, что Ψt = Λ−1

t Φt и
dΨt = (dΛ−1

t )Φ + Λ−1
t dΦt, а также dΛ−1

t = −Λ−1
t (dΛt)Λ

−1
t , для неизвестной

функции Ψt получаем матричное дифференциальное уравнение

dΨt =

m∑
p=1

(
Λ−1
t ApΛt

)
Ψt ◦ dζpt .(7.5)

Матричный коэффициент сноса обращается здесь в нуль, а матричные
коэффициенты Ap исходного уравнения (7.1) переходят в коэффициен-
ты Ãp(t) = Λ−1

t ApΛt. В таком случае из теоремы Кемпбелла–Бейкера–
Хаусдорфа [21], согласно которой a, b ∈ L⇒ eabe−a ∈ L, следует, что так-
же и Ãp ∈ L, p = 1, . . . ,m. Здесь возникает ограничение для применения
теоретико-групповых методов, вызванное необходимостью преобразования
уравнения Ито к его симметризованной форме. Возможно, по этой причине
в большинстве статистических приложений групповой анализ применяется к
уравнениям, заданным сразу в форме Стратоновича–Фиска.
Чтобы продолжить тему теоретико-группового анализа уравнения (7.5),

здесь тоже предположим, что матричные коэффициенты Ãp(t) = Λ−1
t ApΛt в

уравнении (7.5) известные априори заданные и L̃ есть порожденная ими при
всех t алгебра Ли с некоторым базисом {X1, . . . ,Xn}, тогда к алгебре L̃ можно
применить метод Вея–Нормана. Ниже допущение о существовании алгебры
Ли L̃ для уравнения (7.5) считаем выполненным.
Намереваясь искать фундаментальную матрицу Ψt в виде произведения∏n
i=1 e

Xis
i(t) с неизвестными скалярными функциями si(t), рассмотрим мат-

ричную функцию

u(s) = u(s1, . . . , sn) = eX1s1 · · · eXnsn , si ∈ R, i = 1, . . . , n

(предостерегаем от смешения числовой переменной si с функцией si(t)). Част-
ная производная ∂

∂si
u(s) равна usi =

∏i−1
k=1 e

XkskXi
∏n
k=i e

Xksk , что можно за-
писать в виде usi = Fiu(x), где обозначено Fi =

∏i−1
k=1 e

XkskXi
∏1
k=i−1 e

−Xksk .
Поэтому дифференциал Стратоновича–Фиска функции t �→ Ψt = u(s1(t), . . .
. . . , sn(t)) равен

dΨt =
n∑
i=1

Fi(t)Ψt ◦ dsi(t),

где Fi(t) получается из формулы для Fi подстановкой в нее si(t) вме-
сто si для всех i = 1, . . . , n. Сравнивая dΨt с дифференциалом для Ψt

из уравнения (7.5), которое (заменив m на n) перепишем в виде dΨt =
=
∑n

p=1 Ãp(t)Ψt ◦ dζp(t), получим, после сокращения на неособенную мат-
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рицу Ψt, основное уравнение для дифференциалов ◦ dsi(t) искомых процес-
сов si(t):

n∑
i=1

Fi(t) ◦ dsi(t) =
n∑
p=1

Ãp(t) ◦ dζp(t).(7.6)

Напомним еще раз, что имеют место соотношения

dζp(t) =

r∑
j=1

bpj (t)dw
j(t), p = 1, . . . , n, dsq(t) =

r∑
j=1

gqj (t)dw
j(t), q = 1, . . . , n,

где функции bpj (t) известны, а функции g
q
j (t) искомые, при этом n = dim L̃.

Если разложить обе части основного уравнения (7.6) по базису {X1, . . . ,Xn}
алгебры Ли L̃, то получим систему уравнений, связывающих неизвестные
функции gpj с известными b

p
j . Уравнение (7.6) получено в предположении, что

коэффициент сноса a(t), см. уравнение (7.4), равен нулю. Последнее обеспе-
чено преобразованием исходного уравнения (7.4) к уравнению (7.5). Доказа-
тельство завершено.

8. Пример

Рассмотрим пример решения уравнения Ито типа (7.1), в котором пред-
положение a(t) = 0 нарушается, но по-прежнему a(t) ∈ L̃. Фундаментальная
матрица уравнения состояния находится в виде произведения экспоненци-
альных семимартингалов. Это пример использования модификации метода
Вея–Нормана (его стохастического варианта).
Найдем фундаментальную матрицу Ut стохастического уравнения dxt =

=
∑3

p=1Xpxtdζ
p(t), dζp(t) =

∑3
j=1 b

p
j(t)dw

j(t), ζi(0) = 0. Пусть L = L3 — ал-
гебра Ли размерности dimL = 3 с базисом (Xi) и таблицей умножения
[X1,X2] = X3, [X2,X3] = [X1,X3] = 0. Алгебра L3 допускает представление
(3× 3)-матрицами X1 = E12, X2 = E23, X3 = E13 (Eij — матричные канони-
ческие единицы), при этом X2

i = 0 для всех i. Матрицу Ut будем искать в
виде произведения Ut =

∏3
i=1 exp{si(t)Xi}, где компоненты Zk(t) = sk(t)Xk

отсутствуют в силу X2
k = 0, а функции si(t) — подходящим образом подо-

бранные случайные процессы с дифференциалами dsk(t) =
∑3

j=1 g
k
j (t)dw

j(t),
sk(0) = 0. Положим

F1(t) = X1, F2(t) = eZ1(t)X2e
−Z1(t), F3 = eZ1(t)eZ2(t)X3e

−Z2(t)e−Z1(t).

Непосредственно проверяется, что

X2
i = 0 ∀i, F1 = X1, F2 = X2 + s1X3, F3 = X3, F1F2 = X3,

остальные FiFj нулевые. Используя изложенную в разделе 3 модифика-
цию метода Вея–Нормана составления уравнений для неизвестных функций

103



(в этом примере ими являются si(t)), получим уравнение

3∑
i=1

Fids
i =

3∑
i=1

Xidζ
i.

Учитывая формулы для Fi в разложении по базисным Xi, из этого уравнения
получаем

ds1 = dζ1, ds2 = dζ2, ds3 = dζ3 − s1ds2 − ds1ds2.(8.1)

Чтобы проверить правильность полученного решения, найдем стохастиче-
ский дифференциал функции Ut, вычислив предварительно саму функцию.

exp{s1X1} = I + s1X1, exp{s2X2} = I + s2X2, exp{s3X3} = I + s3X3,

то, перемножая, находим Ut = I + s1X1 + s2X2 + (s3 + s1s2)X3, и, стало быть,
dUt = X1ds

1 +X2ds
2 +X3(ds

3 + d(s1s2)), где, разумеется, d(s1s2) = s1ds2 +
+ s2ds1 + ds1 ds2. Подставив сюда выражения для dsi из (8.1), после сокра-
щений получаем X1dζ

1 +X2dζ
2 +X3dζ

3, что совпадает с коэффициентом в
правой части исходного уравнения Ито. Таким образом, решение стохастиче-
ского уравнения Ито найдено в виде произведения стохастических семимар-
тингалов (“стохастических экспонент”).

9. Заключение

В основе интегрального представления решения линейного стохастическо-
го уравнения лежит, как и в детерминированном случае, фундаментальная
матрица решений, через которую выражается функция Грина для неодно-
родного уравнения. При отыскании фундаментальной матрицы многомерно-
го уравнения основная трудность заключается в некоммутативности матрич-
ных коэффициентов сноса и диффузионной компоненты.
Некоммутативность матриц преодолевается известным способом, если они

находятся в инволюции. Обращаясь к методологии теории групп, следует
предположить, что коэффициенты уравнения принадлежат некоторой мат-
ричной алгебре Ли L, замкнутой относительно матричного коммутатора. Для
линейной системы с диффузионными компонентами, зависящими только от
винеровских процессов, но не зависящими от вектора состояния, ассоцииро-
ванная с системой алгебра Ли устроена довольно просто: она порождается
коэффициентами диффузии и сноса. В случае диффузии, зависящей линей-
но от вектора состояния, требуется предварительное преобразование исходно-
го уравнения к форме, использующей дифференциал Стратоновича–Фиска.
Коэффициент сноса становится при этом зависящим от квадратов коэффи-
циентов диффузии, а диффузионные коэффициенты, в свою очередь, пре-
терпевают преобразования, зависящие от коэффициента сдвига. И только в
коммутативном случае (или в случае разрешимой алгебры), удается избе-
жать отмеченных трудностей. Таким образом, положение дел с приложением
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стандартных теоретико-групповых концепций к стохастическому уравнению
оказывается не вполне удовлетворительным. Возможно, какая-то иная, чем
алгебра Ли, алгебраическая структура, окажется в этой задаче более подхо-
дящей, но выяснение этого вопроса требует дополнительного изучения.
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СИНТЕЗ ТЕСТ-УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ
АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ

Предлагается новый подход к решению проблемы планирования лет-
ного эксперимента для идентификации аэродинамических характери-
стик автоматически управляемых летательных аппаратов — синтез зако-
на управления для отслеживания заданной информативной траектории.
Приведены математическая постановка и метод решения задачи синте-
за. В численном эксперименте показана возможность значительного по-
вышения точности идентификации на синтезированном управлении по
сравнению с точностью идентификации на оптимальном программном
тест-сигнале.

Ключевые слова: аэродинамические характеристики, планирование те-
стовых сигналов, параметрическая идентификация, автоматическое
управление.
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1. Введение

Задача планирования тест-сигналов для идентификации аэродинамиче-
ских характеристик (АДХ) летательного аппарата (ЛА) заключается в фор-
мировании специально возмущенного движения ЛА в целях повышения точ-
ности идентификации АДХ. Возмущенное движение ЛА (тест-маневр) фор-
мируется подачей на органы управления ЛА так называемых тестовых вход-
ных сигналов (тест-сигналов). В качестве критериев выбора тест-сигнала,
как правило, используются критерии, принятые в теории оптимального пла-
нирования эксперимента, характеризующие в той или иной мере ожидаемую
точность идентификации.
Для задач активной идентификации АДХ ЛА характерно большое раз-

нообразие математических постановок. Постановки задач, для которых
в натурных или численных экспериментах получены решения, отлича-
ются: размерностью тест-сигнала (скаляр [1–9], вектор [1, 4, 9–16]), клас-
сом функций, в котором оптимизируется тест-сигнал (непрерывных функ-
ций [9], дискретных функций [1, 2, 4, 8, 17], полигармонических функций
[2, 10, 12, 15, 16, 18], управлений типа «bang-zero-bang» и близких к ним
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управлений [2, 6, 8, 12, 14, 15], параметризованных управлений [2, 4, 7, 11],
функций простой формы [5]), по типу ограничений (только на тест-сиг-
нал [2, 3, 5, 9] на компоненты вектора состояния ЛА в возмущенном
движении [1–4, 6, 7, 11, 14, 17]), критерием (число Тьюринга [1], L-, D-крите-
рии [1–7, 9, 11, 12, 14, 15, 17, 18], пик-фактор [10, 12, 15, 16]). Обычно предпо-
лагается, что выбор тест-сигнала производится до проведения эксперимента,
однако рассматривается и возможность поэтапной оптимизации тест-сигнала
в ходе его проведения [3]. Оптимизация тест-сигналов производится чаще во
временной области [1, 12, 14, 16], но также и в частотной [18] и во временной
и частотной области одновременно [13, 17]. Для дальнейшего изложения важ-
но отметить, что в известных постановках задачи активной идентификации
АДХ ЛА ограничения на компоненты вектора состояния ЛА в возмущенном
движении не учитывают (за исключением [6]) возможные отличия неизвест-
ных АДХ от их априорных оценок, а выбор тест-сигналов производится в
классе программных управлений, т.е. адаптивное управление в целях актив-
ной идентификации АДХ ЛА практически не рассматривается [2, 19].
Условия безопасности летного эксперимента, различные физические и ме-

тодические ограничения определяют ограничения на возмущения компонент
вектора состояния ЛА в тест-маневре. В ряде важных приложений учет дан-
ных ограничений является необходимым условием выполнения тест-манев-
ра [11]. При нарушении ограничений тест-маневр не выполняется (прерыва-
ется системой автоматического управления ЛА). Выполнение ограничений
нужно обеспечить априори — когда АДХ и начальные условия тест-маневра
при выборе тест-сигнала известны приближенно.
В [6] предложен метод оптимизации тест-сигнала с учетом указанных огра-

ничений в классе «bang-zero-bang» управлений. В [7] предложен метод опти-
мизации тест-сигнала с учетом указанных ограничений в классе параметри-
зованных управлений, в частности, получено решение в классе кусочно-по-
стоянных функций с малым временем постоянства, которое существенно от-
личается от «bang-zero-bang» управления. Полученный в [7] программный
тест-сигнал обеспечивает выполнение заданных ограничений при всех априо-
ри возможных значениях АДХ. Но следствием этого положительного свой-
ства тест-сигнала является его оптимальность «в среднем» на множестве всех
ограничений, определяемом совокупностью возможных значений АДХ. А это
означает, что в каждом конкретном случае (в частности, при истинных зна-
чениях АДХ) такой тест-сигнал будет заведомо неоптимальным. Очевидно,
что в классе программных тест-сигналов нельзя выбрать тест-сигнал, кото-
рый будет оптимален при всех возможных значениях АДХ. Однако можно
улучшить информативные свойства выбранного тест-сигнала непосредствен-
но в ходе летного эксперимента за счет получаемой информации о векторе
состояния ЛА. В [20] был предложен метод приближенного решения данной
задачи. Ниже излагается метод нахождения ее оптимального решения.
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2. Постановка задачи

Предлагаемая математическая постановка задачи синтеза управления для
идентификации АДХ содержит модель динамики объекта на тестовом ре-
жиме длительностью T секунд, описываемую линейным (линеаризованным
относительно опорного движения ЛА) дифференциальным уравнением

dx

dt
= A(b)x+Gu, t[0, T ], x(0) = x0,(1)

и модель дискретных измерений

zi = z(x(ti)) = Hx(ti) + vi, i = 1, N,(2)

где: x — n-мерный вектор состояния ЛА; u = u(t, x) — оптимизируемый
вектор управления размерности m; zi — p-мерный вектор измерений; vi —
вектор «белых» гауссовых шумов измерений, E(vi) = 0, E(viv

T
j ) = 0, i �= j,

E(viv
T
i ) = R, i = 1, N , j = 1, N (E — символ математического ожидания);

A(b), G, H — матрицы соответствующих размерностей; ti — моменты вре-
мени, в которые производятся измерения, ti = h(i − 1), h = T/(N − 1); N —
количество измерений. Матрица A(b) зависит от подлежащего идентифика-
ции вектора неизвестных параметров b (искомых АДХ) размерности k. Ис-
тинные значения bист параметров b не известны. Априорная оценка bапр век-
тора bист содержит ошибку Δb, bапр = bист +Δb, относительно которой из-
вестно, что компоненты Δbi вектора Δb принадлежат интервалам [−Δi,Δi]:
Δbi ∈ [−Δi,Δi], i = 1, k. Множество возможных значений b обозначим сим-
волом B.
Будем предполагать, что движение ЛА перед началом тест-маневра долж-

но быть квазистационарным. Это означает, что компоненты вектора x0 в (1)
близки к нулю, но могут быть отличны от нуля. Будем считать, что xист

0

принадлежит замкнутому ограниченному множеству X0, содержащему ну-
левой вектор. Возможные значения компонент векторов x0 и b будем считать
независимыми друг от друга.
Требуется выбором на интервале [0, T ] вектор-функции u = u(t, x) из неко-

торого класса функций U (определен ниже):

1) обеспечить выполнение скалярных линейных ограничений на вектор со-
стояния ЛА при всех априори возможных значениях b и x0

|xs(t, b, x0, u)| � qs(t), b ∈ B, x0 ∈ X0, s = 1, r,(3)

где: xs — компоненты вектора x, на которые наложены ограничения;
qs(t) — заданные функции; r — количество ограничений;

2) минимизировать по управлению u функционал

J = tr
(
WM−1(bапр, x0, u)

)
,(4)
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где tr — обозначение следа матрицы, W — неотрицательно определен-
ная матрица весов (как правило, диагональная), M — информационная
матрица:

M(b, x0, u) =

N∑
i=1

(∂x(ti, b, x0, u)/∂b)
T Q(∂x(ti, b, x0, u)/∂b).(5)

В (5) матрица Q = HTR−1H; x0 = 0; производные Sj =
∂x(t, b, x0, u)

∂bj
, j = 1, k

определяются из системы дифференциальных уравнений для функций чув-
ствительности:

⎧⎨
⎩

dSj
dt

= A(b)Sj +
∂A(b)

∂bj
x(t, b, x0, u),

Sj(0) = 0, j = 1, k.

(6)

Уравнения (6) и (1) решаются совместно.
Математическая постановка задачи планирования тест-сигнала в клас-

се программных управлений отличается от приведенной постановки задачи
только тем, что искомое управление ищется в заданном классе функций вре-
мени, т.е. u = u(t) (обычно в классе непрерывных или кусочно-непрерывных
функций времени [1–18]).
Решение u = u(t, x) задачи (1)–(4) предлагается искать среди управлений,

обеспечивающих отслеживание некоторой траектории системы (1), обладаю-
щей хорошей информативностью об идентифицируемых параметрах и удо-
влетворяющей ограничениям (3), а именно в классе функций, представимых
в виде

u(t, x) = μuапр(t) + L (μxапр(t)− x(t)) ,(7)

где xапр(t) = x(t, bапр, 0, uапр) — траектория системы (1) на оптимальном
при B = bапр, X0 = 0 программном тест-сигнале uапр(t); коэффициент μ,
0 � μ � 1, и элементы Lij матрицы L

|Li,j | � C, i = 1, l, j = 1, n(8)

подлежат определению из условия минимума критерия (4) при ограничени-
ях (3). Константа C отражает ограничения на коэффициенты обратной связи
системы автоматического управления (САУ). Для удобства дальнейших ссы-
лок приведенную задачу будем называть задачей выбора тест-управления,
а искомую функцию u(t, x(t)) — тест-управлением.
Система (1) при управлении (7) может быть записана в виде

dx

dt
= (A(b)−GL)x+ μG(uапр(t) + Lxапр(t)), x(0) = x0,(9)
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поэтому при достаточно малых значениях коэффициента μ ограничения (3)
будут заведомо выполнены. Кроме того, из (4)–(6) и (9) следует, что для
произвольной функции u = u(t) справедливо равенство J(μu) = J(u)/μ2, по-
этому для минимизации функционала (4) значение μ должно выбираться
максимально возможным при условии выполнения ограничений (3).
Уравнения для функций чувствительности Sj, j = 1, k записаны в ви-

де (6), так как предполагается, что в процедуре послеполетной оценки век-
тора b будет применен обычный в практике идентификации прием искус-
ственного размыкания системы (9), когда на вход настраиваемой модели
движения с исключенным контуром САУ подается сигнал uΣ(t) = μuапр(t)+
+L(μxапр(t)− x(t)), известный из летного эксперимента. Если настраиваемая
модель включает модель САУ, то матрицу A в (6) нужно заменить матрицей
A−GL.
Достаточно полной характеристикой решения задачи (1)–(5) являет-

ся плотность распределения значений функции J(b, x0) = trM−1(b, x0, u).
Функция J(b, x0) характеризует ожидаемую погрешность идентификации
(нижнюю границу суммы дисперсий оценок параметров) на тест-управлении
u (t, x(t)) (или на тест-сигнале u(t)) в случае, если bист = b, x(0) = x0. Для
построения оценки данной плотности распределения (полигона) достаточно
вычислить значения функции J(b, x0) для достаточно большого числа NP

пар векторов b и x0, b ∈ B, x0 ∈ X0, выбираемых случайным образом. Ес-
ли плотности распределения компонент векторов b и x0 на интервалах их
возможных значений неизвестны, то в силу рекомендаций [21] их следу-
ет принять равномерными. Число NP выбирается так, чтобы при его уве-
личении положение и форма полигона не изменялись. При малых затра-
тах расчетного времени полигон ожидаемых значений погрешности иденти-
фикации представляет собой удобную для анализа интегральную характе-
ристику качества тест-управления, позволяющую оценить вероятности по-
лучения тех или иных значений ожидаемой погрешности идентификации
параметров.

3. Метод решения

Оптимальный в случае B = bапр, X0 = 0 программный тест-сигнал uапр(t)
и соответствующая траектория xапр(t) = x(t, bапр, 0, uапр) могут быть найде-
ны, например, одним из методов, изложенных в [2, 7]. Ниже излагается метод
оптимизации коэффициента и матрицы L в (7).
Объединим элементы матрицы L и коэффициент μ в один вектор v∈V ,

где V — гиперкуб, определяемый неравенствами (8) и неравенством 0 � μ �
� 1. Размерность вектора v равна Nv � nl+ 1 (некоторые элементы матри-
цы L могут быть положены равными нулю, чтобы исключить обратную связь
по соответствующим компонентам и сократить количество настраиваемых ко-
эффициентов). Для определенности vNv = μ. Обозначим через x(t, b, x0, uv)
решение системы (1) на управлении (7) при заданном векторе v.
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Пусть NC — положительное целое число. Разобьем интервал оптимиза-
ции [0, T ] точками ti = ΔC(i− 1), i = 1, NC на подынтервалы одинаковой дли-
ны ΔC = T/(NC − 1). Выберем NC настолько большим, что при выполнении
ограничений

|xs(ti, b, x0, uv)| � qs(ti), ti = ΔC(i− 1), i = 1, NC ,

b ∈ B, x0 ∈ X0, s = 1, r
(10)

ограничения (3) можно считать выполненными при всех t ∈ [0, T ] с достаточ-
ной точностью. Таким образом, для решения поставленной задачи достаточно
решить задачу минимизации критерия (4) на множестве S векторов v, удо-
влетворяющих множеству ограничений (10).
Определим следующую вспомогательную задачу. Минимизировать по v ∈V

критерий

J = tr
(
WM−1(bапр, 0, uv)

)
(11)

на некотором замкнутом, ограниченном множестве Š векторов v, определяе-
мом конечным числом ограничений

|xs(ti, bj, xj0, uv)| � qs(ti), i = 1, NC ,

bj ∈ B, xj0 ∈ X0, s = 1, r, j = 1,K, v ∈ V.
(12)

Решение этой типовой задачи нелинейного программирования может быть
найдено различными методами, например методом линеаризации [22]. Гради-
енты ограничений (12) по компонентам вектора v равны

Svj =
∂x(t, b, x0, u

v)

∂vj
, j = 1, Nv.

Градиент функционала (11) может быть вычислен, если известны функции

Sbivj = Sbivj(t, b, x0, u
v) =

∂

∂vj
Si, i = 1, k, j = 1, Nv .

Функции Svj , Sbivj могут быть определены из решения следующих систем урав-
нений, которые должны решаться совместно с уравнениями (1) и (6):
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

dSvj
dt

= (A(b)−GL)Svj −G
∂L

∂vj
x(t, b, x0, u) + μG

∂L

∂vj
xапр, при j = 1, Nv − 1,

dSvNv

dt
= (A(b)−GL)SvNv

+G(uапр + Lxапр),

Svj (0) = 0, j = 1, Nv ;

⎧⎪⎨
⎪⎩

dSbivj
dt

= A(b)Sbivj +
∂A(b)

∂bi
Svj ,

Sbivj(0) = 0, j = 1, Nv , i = 1, k.
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Решение исходной задачи минимизации по вектору v критерия (11) при
ограничениях (8) и (10) может быть получено следующим итерационным ал-
горитмом:
Шаг 0. Установим счетчик числа итераций: iter = 0. Зададим произвольные
bj ∈ B, xj0 ∈ X0, j = 1,K и определим множество Siter как множество векто-
ров v, удовлетворяющих неравенствам и условиям (12).
Шаг 1. Решим вспомогательную задачу, в которой Š = Siter. Обозначим ре-
шение через viter, соответствующее тест-управление (7) — через uviter .
Шаг 2.Для проверки выполнения ограничений (10) на найденном управлении
uv

iter для каждого s = 1, r и i = 1, NC определим max
b∈B,x0∈X0

∣∣∣xs(ti, b, x0, uviter )
∣∣∣.

Шаг 3. Если при всех s = 1, r, i = 1, NC окажется, что

max
b∈B,x0∈X0

∣∣∣xs(ti, b, x0, uviter )
∣∣∣ � qs(ti),

то задача (11)–(10) решена — найдено тест-управление, удовлетворяющее
ограничениям (10) и минимизирующее функционал (11). Далее переход на
шаг 5.
Шаг 4. Если при некоторых s∗, i∗ окажется, что

max
b∈B,x0∈X0

∣∣∣xs∗(ti∗ , b, x0, uviter )
∣∣∣ =
∣∣∣xs∗(ti∗ , b∗, x∗0, uviter )

∣∣∣ > qs∗(ti∗),

т.е. ограничения (10) нарушаются, то множество Siter дополним ограниче-
ниями

∣∣∣xs∗(ti∗ , b∗, x∗0, uviter )
∣∣∣ � qs∗(ti∗). Полученное таким образом множество

снова обозначим через Siter, предварительно положив iter = iter + 1. Далее
переход на шаг 1.
Шаг 5. Строится полигон значений функции J(b, x0)= tr

(
WM−1(b, x0, u

opt)
)
,

где uopt = uv
iter . Способ построения полигона был описан в разделе 2.

Поясним: каждое последующее множество Si+1 векторов v уже содержит-
ся в предыдущем множестве Si в силу того, что каждое добавляемое на
шаге 4 ограничение сужает множество, на котором минимизируется крите-
рий (11). Таким образом: S0 ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃ Si ⊃ . . .⊃ S, где S — это множество
векторов v, определяемое формулами (10). Следовательно, минимум крите-
рия (11) на множестве S не меньше минимума на множестве Si. Поэтому
если на i-й итерации выполнены условия шага 3 алгоритма, то выполнены
ограничения (10), а найденный на множестве Si минимум есть минимум на
множестве S.
Таким образом, решение задачи (4), (10) сведено к решению последова-

тельности типовых задач нелинейного программирования, которые «аппрок-
симируют» исходную задачу в окрестности искомого минимума с возрастаю-
щей в ходе итераций точностью аппроксимации. Такой подход, разработан-
ный ранее для оптимизации программных тест-сигналов [7], представляется
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более предпочтительным по сравнению с оптимизацией тест-сигналов мето-
дом динамического программирования [6, 14] в связи с «проклятием размер-
ности».
Изложенный метод решения задачи может быть обобщен на случай зави-

симости матриц G и H от идентифицируемых параметров b.

4. Численное моделирование

Рассмотрим задачу построения на временном интервале длиной восемь се-
кунд (T = 8) двухкомпонентного (m = 2) тест-управления u(t, x(t)) в целях
идентификации коэффициентов bi, i = 1, 5 модели бокового движения само-
лета [9] ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

β̇ = b1β + wy + 0,0565γ + 0,0289δN ,

ẇx = b2β − 0,935wx − 0,124wy + 1,4δN + 2,88δe,

ẇy = b3β + 0,119wx + b4wy + b5δN ,

γ̇ = wx,

(13)

дополненной простейшими моделями привода руля направления и элерона:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δ̇N = ωN ,

ω̇N = k(δзадN − δN )− k2ωN , δ
зад
N = u1(t, x(t)),

δ̇e = ωe,

ω̇e = k(δзадe − δe)− k2ωe, δ
зад
e = u2(t, x(t)),

k =
0,456

τ2
, k2 =

0,8

τ
, τ = 0,02.

(14)

В (13) и (14): β — угол скольжения самолета, wx, wy — угловые скорости
крена и рысканья, γ — угол крена, δN , δe — углы отклонения руля направ-
ления и элерона, ωN , ωe — угловые скорости отклонения руля направления
и элерона, k, k2, τ — параметры приводов руля направления и элерона, ко-
эффициенты b1, b2, b3, b4, b5 — подлежащие идентификации производные бо-
ковой аэродинамической силы и аэродинамических моментов крена и рыска-
нья по соответствующим компонентам вектора состояния ЛА: β, wx, wy, δN .
Размерность угловых скоростей — градус за секунду, углов — градус. Пере-
менные β, wx, wy, γ, δN , δe независимо измеряются с частотой 25 герц.
Таким образом, имеем вектор состояния ЛА x = (β, wx, wy, γ, δN , δe,

ωN , ωe)
T , вектор идентифицируемых параметров b = (b1, b2, b3, b4, b5)

T , век-
тор измерений zi = z(ti) = Hx(ti) + vi, ti = h(i− 1), i = 1, N , где H — мат-
рица с элементами Hii = 1 при i = 1, 6, Hij = 0 при i = 1, 6, j = 1, 8, i �= j;
vi — вектор «белых» гауссовых шумов измерений, E(vi) = 0, E(viv

T
j ) = 0,

i �= j, E(viv
T
i ) = R, i = 1, N , j = 1, N , h = 0,04c, N = 201. Среднеквадратич-

ные погрешности измерений (
√
Rii, i = 1, 6) составляют: для β — 1◦, для

wx, wy — 0,71◦/c, для δN , δe — 0,5◦.
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Априорная оценка истинных значений bист вектора b:

bапр = (−0,119, −4,43, −2,99, 0,178, 1,55)T .

Границы допусковых интервалов [−Δi,Δi], таких что Δbi ∈ [−Δi,Δi], име-
ют вид: Δi = ±0,5 |bапр

i |, i = 1, 4, Δ5 = ±0,2 |bапр
5 |. Таким образом, априорная

неопределенность первых четырех компонент вектора b составляет ±50% от
номинальных значений. Совокупность возможных значений вектора b опре-
деляет параллелепипед с центром в точке bапр — множество B. Тест-маневр
должен начинаться из квазистационарного состояния:

|ωx(0)| � 0,50/c, |β(0)| � 10, |ωN (0)| � 0,050/c, |δN (0)| � 0,50,

|ωy(0)| � 0,50/c, |γ(0)| � 0,50, |ωe(0)| � 0,050/c, |δe(0)| � 0,50.
(15)

Совокупность возможных значений начальных условий тест-маневра x0 =
= x(0) определяет многогранник — множество X0. Интервалы I6 = ±0,50/c,
I7 = ±10, I8 = ±0,050/c, I9 = ±0,50, I10 = ±0,50/c, I11 = ±0,50, I12 = ±0,050/c,
I13 = ±0,50, определяющие возможные значения x0, а также допусковые ин-
тервалы Ii = [−Δi,Δi], i = 1, 5 далее будем называть интервалами априорной
неопределенности.
При построении полигонов значений J(b, x0) будем предполагать, что ком-

поненты априорной оценки вектора b и компоненты вектора x0 равномер-
но распределены на интервалах априорной неопределенности Ii = [−Δi,Δi],
i = 1, 13 и независимы друг от друга. Матрица W в (4) принималась единич-
ной.
На допустимые возмущения каждой из компонент вектора x в тест-

маневре наложим ограничения:

|ωN (t, b, x0, u)| � 300/c, |ωe(t, b, x0, u)| � 300/c, |β(t, b, x0, u)| � 30,

|wx(t, b, x0, u)| � 50/c, |wy(t, b, x0, u)| � 50/c, |γ(t, b, x0, u)| � 50,

b ∈ B, x0 ∈ X0, t ∈ [0, 8].

(16)

Первые два ограничения в (16) отражают физические ограничения скорости
движения приводов, а остальные — ограничения для обеспечения безопас-
ности тест-маневра. Дискретизация по времени (см. (10)) ограничений (16)
производилась с параметром ΔC = h.
Задача состоит в определении такого тест-управления uA(t, x(t)):

uAi (t, x(t)) = μuапр
i (t) +

4∑
j=1

Li,j
(
μxапр

i (t)− xi(t)
)
, i = 1, 2,(17)

на котором функционал (4) достигает минимального значения. Ограничение
на элементы матрицы Li,j в тест-управлении (17) принимались в виде (8)
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Рис. 1. Оптимальное решение задачи в классе программных управлений
при B = bапр, X0 = 0.

при C = 0,5, 1, 2. Оптимальное тест-управление uA(t, x(t)) определялось в со-
ответствии с алгоритмом раздела 3. Оптимизация программного тест-сигнала
uапр(t) при B = bапр, x0 = 0 и замене ограничений (16) на ограничения

|ωN (t, bапр, 0, u)| � 300/c, |ωe(t, bапр, 0, u)| � 300/c, |β(t, bапр, 0, u)| � 30,

|wx(t, bапр, 0, u)|� 50/c, |wy(t, bапр, 0, u)|� 50/c, |γ(t, bапр, 0, u)|� 50, t∈ [0, 8]

выполнялась методом, изложенным в [7], в классе параметризованных управ-
лений, представимых в виде

uапр
j (t) =

50∑
i=1

di+50(j−1) sin(2πit/T ), j = 1, 2,

где di, i = 1, 100 — оптимизируемые параметры. На рис. 1 представлена тра-
ектория x(t, bапр, 0, uапр) системы (13)–(14), соответствующая оптимальному
программному тест-сигналу uапр(t) для данной задачи. Компоненты опти-
мального программного тест-сигнала uапр(t) практически совпадают с при-
веденными на графике зависимостями δN (t), δe(t). Значение критерия на
оптимальном тест-сигнале равно tr

(
M−1(bапр, 0, uапр)

)
= 0,0036.

Далее в соответствии с алгоритмом раздела 3 находились оптимальные
значения μ и Li,j, i = 1, 2, j = 1, 4 в (17). В качестве начальной выборки
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Рис. 2. Поля траекторий системы (1) на оптимальном тест-управлении
при C = 2. Компоненты траектории xапр(t) = x(t, bапр, 0, uапр) показаны
жирными линиями.

значений bj ∈ B, xj0 ∈ X0, j = 1, 32 принимались все угловые точки куба B
при xj0 = 0. Для нахождения тест-управлений при каждом C = 0,5, 1, 2 по-
требовалось от пяти до восьми итераций алгоритма. Значения критерия
trM−1

(
bапр, 0, uA(t, x(t))

)
на оптимальных тест-управлениях равны: 0,0089

при C = 2; 0,011 при C = 1 и 0,018 при C = 0,5.
На рис. 2 показаны поля значений компонент вектора x, вычисленных на

тест-управлении uA(t, x(t)) при C = 2 для 60 различных пар bj, xj0 из априори
возможных (т.е. для 60 возможных решений системы (13)–(14)). При C = 1
и 0,5 поля компонент вектора x отличались в основном большей шириной
«дорожек» значений. Из рисунка видно, что все заданные ограничения (16)
удовлетворяются. Численная проверка выполнения ограничений (16) произ-
водилась для 20 000 различных пар bj, xj0 при каждом значении C = 0,5, 1, 2.
Оптимальное значение μ при C = 2 равнялось μ = 0,75. Отметим, что на про-
граммном тест-сигнале u(t) = μuапр(t) ограничения (15) нарушались бы уже
при μ = 0,1.
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Рис. 3. Полигоны ожидаемой погрешности идентификации на оптималь-
ном программном тест-сигнале (1) и на тест-управлениях при C, равных:
0,5 (2), 1 (3), 2 (4).

Одновременно с проверкой ограничений проверялась устойчивость систе-
мы (9). Во всех указанных случаях все собственные числа матриц A(bj)−GL
имели отрицательные действительные части.
На рис. 3 приведены полигоны ожидаемых погрешностей идентифика-

ции JA(b, x0) = trM−1
(
b, x0, u

A(t, x(t))
)
на оптимальных тест-управлениях в

сравнении с полигоном ожидаемых погрешностей идентификации JP (b, x0) =
= trM−1

(
b, x0, u

P (t)
)
на оптимальном программном тест-сигнале uP (t). Про-

граммный тест-сигнал uP (t) для задачи (13)–(16) находился методом, изло-
женным в [7]. Значение критерия на оптимальном программном тест-сигнале
есть tr

(
M−1(bапр, 0, uP (t))

)
= 0,031.

Ожидаемые погрешности идентификации JP (b, x0) и JA(b, x0) вычисля-
лись на решениях одних и тех же систем уравнений (13)–(14) и (6), отличаю-
щихся только входными сигналами u = u(t) = uP (t) и u = uΣ(t) = uA(t, x(t))
соответственно. Количество точек для построения полигона равнялось NP =
= 20000.
Из рис. 3 очевидно, что тест-управление существенно лучше программ-

ного тест-сигнала. Полигоны ожидаемых погрешностей идентификации на
тест-управлениях находятся левее полигона ожидаемой погрешности иденти-
фикации на программном тест-сигнале в области меньших значений ожидае-
мых погрешностей идентификации. Разброс возможных значений ожидаемой
погрешности идентификации на тест-управлениях существенно меньше. Пра-
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вые «хвосты» полигонов, соответствующие большим значениям ожидаемой
погрешности, на тест-управлениях заметно короче, чем у полигона на про-
граммном тест-сигнале. При C = 2 среднее значение (среднеквадратичное от-
клонение) ожидаемой погрешности идентификации на тест-управлении более
чем в 3,2 (3,2) раза меньше, чем у ожидаемой погрешности на программном
тест-сигнале, при C = 1 — более чем в 2,7 (2,2) раза, при C = 0,5 — более чем
в 1,6 (1,2) раза. Из 20 000 реализаций значений b и x0, из априори возмож-
ных, доля реализаций, для которых соотношение ожидаемых погрешностей
идентификации на тест-сигнале и тест-управлении составило более двух, рав-
нялась: при C = 2 — 93%, при C = 1 — 78%, при C = 0,5 — 28%.
Отметим, что в рамках проведенного сравнения постановка задачи оп-

тимизации программного тест-сигнала соответствовала благоприятным для
идентификации условиям проведения тест-маневра: с разомкнутым контуром
управления.
Оптимальные значения μ и Li,j в рассматриваемой задаче были тако-

вы, что: max
i,j

Li,j = C; μ = 0,75 при C = 2, μ = 0,55 при C = 1, μ = 0,45 при

C = 0,5. Можно предположить, что оптимальные (максимально достижи-
мые) значения параметра μ в управлении (7) лимитируются значением па-
раметра C в (8). Для подтверждения данного предположения критерий (4) в
данной задаче был заменен на критерий J = μ, который максимизировался
по μ и L при тех же ограничениях (16), (8) и в том классе управлений (17). По-
лученные при C = 0,5, 1, 2 оптимальные для критерия J = μ значения μ и Li,j
практически не отличались от соответствующих ранее полученных значений.
Отметим, что задача максимизации μ существенно проще задачи минимиза-
ции нелинейного критерия (4).
Априорная неопределенность начальных условий тест-маневра заметно

влияет на эффективность тест-управления. Влияние данной неопределенно-
сти можно ослабить, если обратную связь вводить в начале тест-маневра по-
степенно (см. [20]). В рассмотренном примере такой прием приводит к умень-
шению средней ожидаемой погрешности идентификации на тест-управлении
в 4,2 раза (при C = 2) по сравнению с погрешностью на программном тест-
сигнале uP (t).

5. Заключение

Рассмотрена задача планирования эксперимента для параметрической
идентификации модели движения объекта при ограничениях на допустимые
возмущения вектора состояния объекта в эксперименте и априорной неопре-
деленности относительно начальных условий эксперимента. Предложены ме-
тоды решения данной задачи в классе управлений с обратной связью, обеспе-
чивающих отслеживание такой траектории движения объекта, которая удо-
влетворяет заданным ограничениям и обладает хорошей информативностью
об идентифицируемых параметрах. Тем самым задача планирования экспе-
римента сведена к хорошо изученной задаче слежения.
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Область применения предложенных в статье методов ограничена задачами
планирования экспериментов для уточнения характеристик автоматически
управляемых объектов, в частности аэродинамических характеристик авто-
матически управляемых летательных аппаратов. Следует ожидать, что эф-
фективность предложенных методов в таких задачах возрастает с ростом
неопределенности априорных оценок идентифицируемых характеристик и
ужесточением ограничений на допустимые возмущения вектора состояния
объекта в эксперименте.
Управление, синтезированное для активной параметрической идентифи-

кации в классе управлений с обратной связью, предлагается назвать тест-
управлением по аналогии с тест-сигналами, выбираемыми в классе программ-
ных управлений.
Результатами статистического моделирования, проведенного при пятиде-

сятипроцентной априорной неопределенности относительно истинных зна-
чений идентифицируемых параметров, подтверждено, что выбором тест-
управления погрешность идентификации может быть существенно уменьше-
на по сравнению с погрешностью идентификации на оптимальном программ-
ном тест-сигнале как в среднем, так и «по вероятности», — т.е. для большин-
ства априори возможных траекторий движения объекта.
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УПРАВЛЕНИЕ УГЛОВЫМ ДВИЖЕНИЕМ БОЛЬШОЙ
КОСМИЧЕСКОЙ КОНСТРУКЦИИ С УПРУГИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ1

Решается задача угловой ориентации и стабилизации космической кон-
струкции при ее сборке на орбите. Рассматривается вариант конструкции,
в состав которой входят упругие элементы, устанавливаемые в процессе
сборки. Упругие элементы конструкции не имеют датчиков для получе-
ния информации о параметрах их деформаций. Предлагаются алгоритмы
управления, обеспечивающие устойчивость углового движения конструк-
ции. Для получения необходимой информации используется нелинейный
расширенный фильтр Калмана. Разработан алгоритм совместного оце-
нивания координат углового движения рассматриваемой механической
системы и координат тонов упругих колебаний, а также алгоритм иден-
тификации их ненаблюдаемых параметров. Приведены результаты ма-
тематического моделирования варианта механической системы космиче-
ской конструкции, которые подтверждают работоспособность и эффек-
тивность разработанных алгоритмов оценки координат и параметров.

Ключевые слова: математическая модель, алгоритм управления, космиче-
ская конструкция, гироскопический привод, демпфирование колебаний,
оценивание координат.
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1. Введение

Современные космические аппараты (КА) представляют собой динамиче-
ские объекты управления, механические структуры которых содержат упру-
гие элементы. В [1] отмечается, что по мере увеличения размеров и услож-
нения механической структуры таких аппаратов растет влияние упругих
свойств конструкции на динамику режима ориентации. Кроме того, суще-
ствует тенденция к усложнению самой конструкции современных КА, напри-
мер использование протяженных упругих элементов. Возмущение в динами-
ку КА привносит и трансформация элементов изменяемость конструкции в

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (грант № 20-08-00073).
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процессе эксплуатации КА [2]. С развитием космических технологий появи-
лись крупногабаритные космические конструкции, получившие наименова-
ние «большие космические конструкции» (БКК), которые могут создаваться
в космосе различными способами. БКК — многомерная многочастотная ме-
ханическая система с изменяющимися параметрами [3, 4].Одними из первых
БКК рассматривались крупногабаритные зонтичные рефлекторы, создание
конструкций которых предполагалось с помощью сборки в космосе [5]. Раз-
витие космической робототехники позволяет решать задачи сборки БКК с
использованием различных роботизированных устройств [6]. В [7] отмеча-
ется, что развитие космической робототехники характеризуется наличием
двух тенденций. С одной стороны, предполагается совершенствование эле-
ментов перспективной космической инфраструктуры типа крупногабаритных
многомодульных КК, например орбитальных станций, у которых неотъемле-
мой составляющей являются средства робототехники. С другой стороны, все
больше обращается внимание на робототехническое сервисное обслуживание,
трактуемое в широком смысле и подразумевающее также роботизированные
монтажные операции применительно к весьма широкому классу объектов [8].
Из робототехнических средств предполагается активное использование кос-
мических манипуляционных роботов [9], в том числе свободно летающих ро-
ботов [10].
В настоящей работе рассматривается собираемая в космосе БКК зонтич-

ного типа, которая представляет собой динамический объект управления с
переменными параметрами, с большим и дискретно изменяющимся во вре-
мени числом степеней свободы. Как механическая система, такая БКК может
рассматриваться в виде последовательности формируемых в процессе сбор-
ки промежуточных механических структур. Конструкция содержит упругие
элементы, устанавливаемые в процессе сборки с помощью космического ма-
нипулятора или свободно летающего космического манипуляционного робота.
Рассматривается вариант БКК, у которой упругие элементы не имеют датчи-
ков информации о координатах и параметрах колебаний. Одними из основ-
ных задач управления БКК являются управление ориентацией и стабилиза-
ция осей корпуса конструкции. Решение этой задачи традиционно получается
на основе релейных или дискретных алгоритмов [11]. Разрывный характер
управляющих воздействий на корпус и ударные воздействия при установке
новых элементов конструкции являются причинами возникновения упругих
колебаний БКК. При управлении угловым движением БКК возникает про-
тиворечие между основной целью управления упругим динамическим объ-
ектом как жестким телом и необходимостью демпфирования возникающих
упругих колебаний. Отсутствие сил атмосферного сопротивления приводит
к накоплению энергии упругих колебаний в процессе управления «жестким»
движением БКК. Превышение критической амплитуды упругих колебаний и
близость их частот к частотам управления «жестким» движением приводят
к неустойчивости системы [12]. Отсутствие точного определения переменных
параметров математической модели (ММ) в наземных условиях приводит
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к необходимости решать задачу устойчивого и точного управления угловым
движением на всех этапах сборки БКК с использованием методов робастного
или адаптивного управления динамическими объектами [13].
В [14] предлагается алгоритм управления ориентацией БКК при наличии

низких частот упругих колебаний, существенно влияющих на качество пе-
реходных процессов вследствие близости собственных частот конструкции к
частоте управления ее «жестким» движением. В [15] решается задача обеспе-
чения робастной устойчивости упругих колебаний КА с нелинейной системой
управления ориентацией, использующей двигатели-маховики. Решение осно-
вано на целенаправленном изменении границ областей устойчивости в про-
странстве параметров объекта и регулятора с целью максимизации числа
робастно устойчивых упругих компонент конструкции КА. Следует отме-
тить, что алгоритмы, обеспечивающие робастное управление, эффективны
для окончательно собранной комической конструкции (КК). Предлагаемый
в [14, 15] подход ограничен необходимостью получения текущей информации
о состоянии системы и параметрах ее ММ. Алгоритмы адаптивного управле-
ния позволяют обеспечить устойчивость и гашение колебаний в достаточно
широком диапазоне значений собственных частот упругих колебаний БКК
при минимальном значении конструкционного демпфирования. В [16] были
определены три типа стратегии адаптивного управления КК на последова-
тельности этапов ее изменения при сборке в космосе. Первый тип: управ-
ление с использованием анализа и прогноза состояния упругих колебаний
БКК. Второй тип: управление с оценкой фазы доминирующей колебатель-
ной составляющей в спектре частот упругих колебаний в момент переклю-
чения управления. Третий тип: управление на основе нечеткой логики [17].
В [18] предлагается алгоритм адаптивного управления с эталонной моделью
угловым движением собираемой БКК. Его функционирование не зависит от
интенсивности и спектрального состава входных воздействий и не требует
оценивания упругих колебаний БКК. Однако алгоритм обеспечивает высо-
кую точность управления при больших энергетических затратах. В настоя-
щее время уделяется внимание реализации первого типа стратегии адаптив-
ного управления БКК, при котором используются методы идентификации и
оценивания состояния механической системы конструкции. В [11] предложе-
но активное демпфирование упругих колебаний конструкции Международ-
ной космической станции двигателями ориентации с использованием алгорит-
мов идентификации. Для получения необходимой информации для управле-
ния угловым движением космической конструкции с упругой механической
системой целесообразно использовать алгоритмы оценивания на основе тео-
рии фильтрации Калмана-Бьюси [19]. В [20] решена задача оценивания коор-
динат упругих колебаний КК с использованием нелинейного расширенного
фильтра Калмана. В настоящей работе (в развитие [20]) разработан алгоритм
совместного оценивания координат углового движения механической систе-
мы и неизмеряемых координат тонов упругих колебаний, а также алгоритм
идентификации их ненаблюдаемых параметров. Решается задача формиро-
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вания алгоритмов управления угловой стабилизацией КК на этапах сбор-
ки. Предполагается, что на каждом этапе сборки происходит подсоединение
элемента конструкции, вызывающее упругие колебания, которые необходимо
демпфировать в течение заданного промежутка времени с использованием
силовых гироскопических исполнительных органов системы угловой стаби-
лизации БКК.

2. Математическая модель углового движения БКК

Структуру механической системы БКК зонтичного типа будем рассмат-
ривать в виде совокупности твердых тел, одно из которых является несу-
щим. Остальные (носимые) тела являются строительными элементами, при-
соединяемыми в том или ином порядке к несущему телу при использовании
спиральной схемы сборки каркаса «зонтичного» типа. Такая механическая
система содержит нежесткие элементы и характеризуется дискретно изме-
няющимся числом степеней свободы [21]. В точках присоединения элементов
конструкции учитываются вращательная степень свободы в рассматривае-
мой плоскости движения и упругая связь, ограничивающая возможные сме-
щения элементов областью малых отклонений относительно состояния рав-
новесия [22]. При использовании в качестве исполнительного органа соби-
раемой БКК гироскопического силового привода, содержащего три одинако-
вых гиродина (ГД), установленных по схеме трехлучевой звезды, возникают
взаимосвязи каналов гиростабилизации, которые обусловлены инерционны-
ми и гироскопическими влияниями [23]. Упрощенная ММ пространственного
углового движения механической системы рассматриваемого типа БКК, по-
лученная из полной ММ, подробно представлена в [23]. Для решения задачи
аналитического синтеза структуры алгоритмов управления ГД модель дви-
жения БКК с гиросиловым приводом, пренебрегая перекрестными влияния-
ми движений ГД, можно упростить до трех однотипных каналов управления
и гиростабилизации БКК вида

Ixχ̈+

nx∑
i=1

Ĩi,xq̈i,x −Hβ̇ + aIβ β̈s + F (χ̇) =Mx,

ai,xχ̈+ q̈i,x + bi,xq̇i,x + ci,xqi,x = 0, i = 1, nx,

Iββ̈ + kdβ̇ +Hχ̇+ aIββ̈s =Mu(ux),

(1)

где χ = (ψ,ϕ, ϑ)T — вектор углов ориентации корпуса, β = (βψ , βϕ, βϑ)
T —

вектор углов прецессии рамок ГД, q = (qk)
T — составной вектор коорди-

нат, характеризующих упругие колебания элементов конструкции по каж-
дому из трех каналов углов ориентации так, что qk = (qi,k)

T, i = 1, nx,
где nx — число учитываемых в канале χk упругих координат, (k = 1, 3);
βs = [(βϕ + βϑ), (βψ + βϑ), (βϕ + βψ)]

T; a = cos(π/4 = 0,707 (для установки ГД
типа “звезда”), Iβ — моменты инерции рамок ГД; H = diag(h1, h2, h3) — диа-
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гональная матрица кинетических моментов ГД; kd — коэффициент демпфи-
рования по оси подвеса ГД; ai,x, bi,x, ci,x — параметры уравнений колебаний

упругих элементов; Ix = Īx +
nx∑
i=1

Ĩi,x, где Īx — диагональная матрица осевых

моментов инерции корпуса, Ĩi,x — матрица инерционного влияния i–го упру-
гого элемента на динамику конструкции; F (χ̇) — вектор нелинейных функ-
ций, содержащих произведения χiχj, i, j = 1, 3, i �= j; Mx — вектор возму-
щающих моментов внешних сил, действующих на корпус; Mu(ux) — вектор
управляющих моментов, прикладываемых относительно осей рамок ГД; ux —
вектор управляющих напряжений, компоненты которого подаются на входы
соответствующих моментных приводов ГД.
В режиме угловой ориентации и стабилизации БКК на этапе сборки зна-

чения скоростей χ̇k достаточно малые, что позволяет пренебречь в F (χ̇) про-
изведениями χiχj , i, j = 1, 3, i �= j. При аналитическом исследовании гироси-
лового управления с тремя одинаковыми ГД целесообразно пренебречь меж-
канальными перекрестными связями и считать в (1) aIββ̈s = 0 [22]. Тогда
система (1) имеет вид

Ixχ̈+

nx∑
i=1

Ĩi,xq̈i,x −Hβ̇ =Mx,

ai,xχ̈+ q̈i,x + bi,xq̇i,x + ci,xqi,x = 0, i = 1, nx,

Iββ̈ + kdβ̇ +Hχ̇+ aIββ̈s =Mu(ux).

(2)

ММ (2) является основой для декомпозиции ее на три подсистемы, которые
соответствуют изолированным каналам гиростабилизации [22].

3. Алгоритмы управления угловым движением БКК

Синтез алгоритмов управления динамическими объектами с ММ вида (1)
или (2) традиционно проводится последовательно двумя шагами [22]. На пер-
вом шаге определяются тип и параметры алгоритмов, формирующих величи-
ны компонент вектора ux(t), до начала сборки без учета упругих колебаний
(q = 0). Такие алгоритмы называются базовыми, при синтезе которых ММ
(2) преобразуется к виду

Ixχ̈−Hβ̇ =Mx,

Iββ̈ + kdβ̇ +Hχ̇+ aIββ̈s =Mu(ux).
(3)

На втором шаге синтеза для стабилизации и гашения упругих колебаний
предлагается дополнительно к базовому алгоритму сформировать алгоритм
управления, в котором используется информация об упругих колебаниях эле-
ментов и их параметрах.
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В качестве базовых алгоритмов управления гиродинами в режиме стаби-
лизации БКК на этапе сборки целесообразно применение ПД-алгоритмов в
каждом k-м канале в виде

ux,k(t) = p1,kχk(t) + p2,kχ̇k(t), k = 1, 3,

где p1,k, p2,k — коэффициенты, которые выбираются с учетом параметров
уравнений (3) и без учета упругости конструкции из условий обеспечения
устойчивости и требуемого качества управления.
Управляющие моменты, прикладываемые относительно осей прецессии

ГД, формируются в виде [22]

Mu,k(ux,k) = p0,k(p1,kχk(t) + p2,kχ̇k(t)), k = 1, 3,(4)

где коэффициенты p0,k определяются конкретными конструкционными ха-
рактеристиками корпуса и устанавливаются в зависимости от моментов инер-
ции Ix на этапе сборки. Следует отметить, что ММ (3) с алгоритмами (4)
описывают линейную динамическую систему с постоянными параметрами
на этапе сборки, для которой из анализа ее характеристических уравнений в
каждом k-м канале определяется условие устойчивости по вектору угловых
скоростей χ̇ в виде [22]

kd(hk + p0,kp2,k) > Iβp0,kp1,k, k = 1, 3.(5)

На основе тех же характеристических уравнений решается задача опре-
деления значений коэффициентов p1,k, p2,k алгоритмов (4), которые обеспе-
чивают требуемое время регулирования tr,k ≈ 3/η∗k, k = 1, 3 по координатам
вектора χ. Здесь η∗k — заданные значения степеней устойчивости характери-
стических уравнений [22].
Исследования динамики БКК зонтичного типа показали, что при увели-

чении числа упругих элементов в спектре частот появляются пониженные
частоты упругих колебаний. Следует отметить, что гиросиловая система с
базовым алгоритмом (4) обеспечивает необходимое демпфирование высоко-
частотных упругих колебаний. Однако при этом в указанной низкочастот-
ной области процессы демпфирования упругих колебаний средствами базо-
вого управления (4) при условии (5) оказываются излишне затянутыми [22].
Подобная динамика процессов ориентации и стабилизации углового положе-
ния БКК является неудовлетворительной. Кроме этого, увеличение времени
демпфирования упругих колебаний создает известные трудности при исполь-
зовании свободно летающего космического манипуляционного робота в про-
цессе сборки БКК [24]. Указанные недостатки требуют усложнения исходно-
го базового алгоритма управления (4). Возможный путь коррекции базового
алгоритма состоит в организации подсистемы дополнительной гиросиловой
стабилизации низкочастотных упругих колебаний БКК, использующей оцен-
ки q̂i,x,̂ q̇i,x соответствующих упругих координат. Дополнительная подсистема
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подключается после окончания маневра переориентации и установки элемен-
та конструкции на этапе сборки. Для ускорения гашения колебаний подси-
стема формирует на входах ГД дополнительные воздействия вида

Md,k(uq,k) =

nk∑
i=1

p̃1,k,iq̂k,i +

nk∑
i=1

p̃2,k,i ˆ̇qk,i, k = 1, 3,(6)

где q̂k, ˆ̇qk — векторы оценок упругих координат и их производных,
p̃1,k,i, p̃2,k,i — постоянные на этапе сборки коэффициенты.
При выборе значений коэффициентов в (6) необходимо учитывать значе-

ния оценок параметров в уравнениях упругих колебаний ММ (2). Оценки зна-
чений парциальных частот ωi,x =

√
ci,x из низкочастотного спектра упругих

колебаний позволяют выбрать коэффициенты p̃1,k,i, p̃2,k,i, которые обеспечи-
вают устойчивость и минимальное время гашения упругой компоненты [22].
При использования оценок χ̂, ˆ̇χ с учетом (6) управляющие моменты форми-
руются в виде

Mu,k(ux,k) = p0,k

[
p1,k

(
ˆ̄χk − I−1

x

nx∑
i=1

Ĩi,k q̂i,k

)
+(7)

+ p2,k

(
ˆ̄̇χk − I−1

x

nx∑
i=1

Ĩi,k ˆ̇qi,k

)]
, k = 1, 3.

Коэффициенты усиления в (7) при оценках q̂i,k, ˆ̇qi,k зависят от значе-
ний Ĩi,k, которые могут быть меньше значений Ix на порядок и более. Для
ускоренной активной компенсации влияния упругих колебаний на угловую
ориентацию БКК целесообразно в (7) ввести перенастраиваемые коэффици-
енты p̃1,k,i, p̃2,k,i. Тогда алгоритмы (7) принимают вид

(8) Mu,k(ux,k) = p0,k

[
p1,k

(
ˆ̄χk −

nx∑
i=1

p̃1,k,iq̂i,k

)
+

+ p2,k

(
ˆ̄̇χk −

nx∑
i=1

p̃2,k,i ˆ̇qi,k

)]
, k = 1, 3,

где p̃1,k,i � p1,kI
−1
x Ĩi, p̃2,k,i � p2,kI

−1
x Ĩi.

Если упругие элементы не имеют датчиков информации, то необходимо
решать задачу получения оценок q̂ и параметров упругих колебаний на каж-
дом этапе сборки БКК после его окончания. Для решения данной задачи
используется модифицированный вариант предложенного в [20] алгоритма
оценивания на основе фильтра Калмана.
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4. Синтез алгоритма совместного оценивания координат
упругих колебаний и их параметров

Синтез алгоритма совместного оценивания координат углового движения
и координат колебаний (тонов) упругих элементов конструкции проведем на
примере изолированного канала χ2 = ϕ, который получается из ММ (2) в
виде

Iϕϕ̈+

n∑
i=1

Ĩiq̈i − h2β̇ =Mϕ,

aiϕ̈+ q̈i + biq̇i + ciqi = 0, i = 1, nx,

Iββ̈ + kdβ̇ + h2ϕ̇ =Mu(uϕ),

(9)

где Mu(uϕ) = pϕuϕ, pϕ = (p1,ϕ, p2,ϕ) — вектор коэффициентов, uϕ = (ϕ, ϕ̇)T.
При синтезе алгоритма оценивания полагаем Mϕ = 0. Тогда система (9)

преобразуется к виду [20]:

¨̄ϕ− I−1
ϕ h2β̇ = 0,(

1− I−1
ϕ

n∑
i=1

aiĨi

)
q̈i +

⎛
⎝1− I−1

ϕ

n∑
i=1,j �=i

aj Ĩj

⎞
⎠ (biq̇i + ciqi) +

+ ai

n∑
i=1,j �=i

Ĩj(bj q̇j + cjqj) + aih2β̇ = 0,

Iββ̈ + kdβ̇ + h2

(
ϕ̇− I−1

φ

n∑
i=1

Ĩiq̇j

)
= pϕuϕ.

(10)

и угол ϕ определяется выражением

ϕ = ϕ̄− I−1
ϕ

n∑
i=1

Ĩiqi,(11)

где ϕ̄ — угол поворота корпуса, вызванный вращением БКК как жесткого
объекта.
Представление координаты ϕ в виде (11) позволяет применять алгорит-

мы фильтрации для совместного оценивания координат углового движения
рассматриваемой механической системы БКК с ГД, неизмеряемых коорди-
нат qi тонов упругих колебаний, а также идентификации параметров упру-
гих колебаний в реальном времени. Следует отметить, что в отличие от [20]
система (10) нелинейная, так как содержит неизвестные параметры. Для по-
лучения оценок используется нелинейный расширенный фильтр Калмана.
При синтезе алгоритма оценивания представим уравнения ММ (10) и (11) в
форме Коши

ẋ(t) = f(x(t)) + duϕ + Cw(t),(12)
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где x ∈ R5n+4 — вектор состояния, x = (ϕ̄,˙̄ϕ, β, β̇, qi, q̇i, ai, bi, ci)
T, i = 1, n,

b ∈ R5n+4 с ненулевым элементом d4 = 1, f(x) — нелинейная вектор-функ-
ция, определяемая из (10) и (11),

f1 = x2, f2 = I−1
ϕ h2x2n+4, f2i+1 = x2i+2, f2n+3 = x2n+4,

f2n+4 = I−1
β

[
d4uϕ − kdx2n+4 − h2

(
x2 − I−1

ϕ

n∑
i=1

Ĩix2i+2

)]
,

f2i+2 = (·)−1

⎡
⎣x2n+4+ih2x2n+4 − (·)j(x3n+4+ix2i+2 + x4n+4+ix2i+1)−

− x2n+4+i

n∑
j=1,j �=i

Ĩj(x3n+4+jx2j+2 + x4n+4+jx2j+1)

⎤
⎦ ,

где (·) = 1− I−1
ϕ

n∑
i=1

aiĨi, (·)j = 1− I−1
ϕ

n∑
j=1,j �=i

aj Ĩj , j = 1, n, j �= i,

f2n+4+i = f3n+4+i = f4n+4+i = 0; w ∈ R4n+2 — вектор шумов,
C = diag(C0 · · ·Ci · · · ) — блочно–диагональная матрица шумов объекта,

содержащая блоки C0 ∈ R4×2, Ci ∈ R5×4. Элементы матрицы C0 нулевые,
кроме c21 = c42 = 1, в матрицах Ci также нулевые элементы, кроме c21,i =
= c32,i = c43,i = c64,i = 1 .
Предполагается, что в (10) неизвестные параметры упругих колебаний

приняты постоянными на этапе сборки. При необходимости в вектор состоя-
ния χ можно включить любые параметры, что приводит к громоздкости ма-
тематических выражений.
Если на борту БКК измеряются только координаты ϕ и ϕ̇, то уравнение

измерений имеет вид

z(t) = Gx(t) + v(t),(13)

где вектор измерений z ∈ R2 имеет координаты z1 = x1 − I−1
ϕ

n∑
i=1

Ĩix4+i + v1,

z2 = x2 − I−1
ϕ

n∑
i=1

Ĩix4+n+i + v2; v — вектор шумов измерителей.

Структура матрицы измерений G ∈ R2×(5n+4) имеет вид [20]

G = [C1G2 · · ·Gi+2],

где C1, G2, Gi+2 — присоединенные матрицы, i = 1, n; G1 — квадратная еди-
ничная матрица, G2 — квадратная нулевая матрица; матрица Gi+2 ∈ R2×5

состоит из следующих ненулевых элементов: g11,i = g22,i = −I−1
ϕ Ĩϕ.

Предполагается, что начальные значения x(t0), w, v независимы между со-
бой, w и v — гауссовские белые шумы с нулевыми математическими ожида-
ниями и корреляционными функциями:

M〈w(t)wT(τ)〉 = Qw(t)δ(t− τ), M〈v(t)vT(τ)〉 = Qv(t)δ(t − τ).
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Здесь δ — дельта–функция Дирака, диагональные матрицы интенсивности
шумов Qw(t) и Qv(t) непрерывны и положительно определены для t � t0. То-
гда задача синтеза алгоритма оценивания координат x(t) по измерениям z(t)
сводится к частному случаю непрерывного нелинейного расширенного филь-
тра Калмана [20] с постоянными матрицами C и G:

˙̂x(t) = f(x̂) + du(t) + P (t)GTQ−1
v [z(t) −Gx̂(t)],

Ṗ (t) = D(x̂)P (t) + P (t)D−1(x̂)− P (t)GTQ−1
v GP (t) + CQw(t)C

T,
(14)

где x̂(t) — вектор оценок координат вектора x(t), P (t) — ковариационная
матрица, D(x̂) = ∂f(x̂)/∂x̂ — матрица Якоби.

5. Математическое моделирование

Исследование возможностей алгоритма управления (8) для активной ком-
пенсации упругих колебаний при угловой ориентации БКК по координа-
те ϕ проведено с помощью математического моделирования с использова-
нием в (8) оценок, получаемых на основе алгоритма (14). Предполагалось,
что количество тонов и величины их параметров известны и одинаковы как
в ММ (9), так и в алгоритме оценивания (14), кроме тех параметров, кото-
рые считаются в (14) неизвестными. Для сокращения времени моделирования
в (9) исследовались только два тона, т.е. n = 2, а для формирования момента
управления использовались оценки ˆ̄ϕ, ˆ̄̇ϕ и q̂i, ˆ̇qi БКК. В качестве неизвестных
были выбраны постоянные параметры c1 и c2, а их оценки ĉ1 и ĉ2 использо-
валась в (14).
Сигнал управления формируется на основе (8) в виде

uφ = p1 ˆ̄ϕ−
2∑
i=1

p̃1,iq̂1,i + p2
ˆ̄̇ϕ−

2∑
i=1

p̃2,i ˆ̇q2,i,(15)

где коэффициенты p̃1,i, p̃2,i имеют тот же порядок, что и p1 и p2 соответ-
ственно.
При моделировании динамики угловой ориентации с целью получения из-

мерений в качестве ММ использовался вариант системы (9) с алгоритмом (15)
в виде [20]

ẏ = Ay + d̄uϕ,(16)

где y ∈ R8 — вектор состояния, y = (ϕ̄,˙̄ϕ, β, β̇, q1, q2, q̇1, q̇2)
T, d̄ ∈ R8 — вектор

с одним ненулевым элементом d̄4 = 1.
На основе (16) формировался вектор измеряемых координат z = (ϕ∗, ϕ̇∗)T

с помощью выражения z = Ḡy + v, где матрица Ḡ ∈ R2×8 имеет ненуле-
вые элементы ḡ1,1 = ḡ2,2 = 1, ḡ1,5 = ḡ2,7 = −I−1

ϕ Ĩ1, ḡ2,6 = ḡ2,8 = −I−1
ϕ Ĩ2, v =

= (v1, v2)
T — вектор шумов измерений.
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В (14) использовалась ММ (12) с вектором x ∈ R10, в который включе-
ны идентифицируемые неизвестные параметры c1 и c2, x = (ϕ̄,˙̄ϕ, β, β̇, qi, q̇i,
c1, c2)

T, i = 1, 2, d ∈ R10 — вектор с одним ненулевым элементом d4 = 1.
C ∈ R10×6 — матрица шумов с ненулевыми элементами c2,1 = c4,2 = c6,3 =
= c8,4 = c9,5 = c10,6 = 1. Модель измерений для алгоритма (14) формируется
в виде ẑ = Gx̂, где матрица G ∈ R2×10 отличается от матрицы Ḡ наличием де-
вятого и десятого нулевых столбцов. Матрицы Qw ∈ R6×6 и Qv ∈ R2×2 в (14)
приняты постоянными.
Начальные значения при t0 = 0 координат и параметров, а также векто-

ров y, x̂ и элементов диагональной ковариационной матрицы P (0) приняты
следующими [20]:

y1(0) = 0,017; y2(0) = 0,016 c−1; y3(0) = 0,18 · 10−3;

y4(0) = 0,7 · 10−4 c−1; y5(0) = 0,017; y6(0) = 0,19 · 10−4 c−1;

y7(0) = 0,37 · 10−2; y8(0) = 0,13 · 10−4 c−1;

a1 = 1,2; a2 = 2,32; b1 = 0,24 c−1; b2 = 0,12 c−1;

c1 = (0,34)2 c−2; c2 = (0,47)2 c−2;

Iϕ = 69200 Нмc2; Ĩ1 = 1270 Нмc2; Ĩ2 = 2500 Нмc2;

Iβ = 1,1 Нмc2; kd = 2,5 Нмc; h = 240 Нмc;

p1,1 = 3,9 · 10−6; p2,2 = 3,8 · 10−6 c−2; p3,3 = 0,49 · 10−2;

p4,4 = 6,1 · 10−4 c−2; p5,5 = 4,7 · 10−4; p6,6 = 0,54 · 10−2 c−2;

p7,7 = 0,11 · 10−4; p8,8 = 0,11 · 10−6 c−2;

p9,9 = 1,1 · 10−3 c−4; p10,10 = 1,8 · 10−3 c−4.

Использовались начальные значения оценок:

x̂1(0) = ϕ∗, x̂2(0) = ϕ̇∗, x̂j(0) = 0 ∀j = 3, 8;

если учесть, что параметры c1 и c2 могут быть только положительными, то
x̂9(0) = 0,002 c−2; x̂10(0) = 0,005 c−2.
Для моделирования дискретных аналогов непрерывных белых шумов объ-

екта и измерителей принимались следующие среднеквадратические откло-
нения:

σw,1 = 1,5 · 10−5 c−2; σw,2 = 2 · 10−5 c−2; σw,3 = 2,2 · 10−6 c−2;

σw,4 = 1,8 · 10−6 c−2; σw,5 = 4,8 · 10−2 c−1; σw,6 = 3,6 · 10−2 c−1;

σv,1 = 2,6 · 10−4; σv,2 = 1,34 · 10−5 c−1.

Матрицы интенсивности белых шумов Qw и Qv приняты диагональными
вследствие отсутствия корреляции между шумами объекта и шумами в кана-
лах измерений. Элементы этих матриц вычисляются с помощью выражений

qw,kk = 2σ2w,kτ, k = 1, 6 и qw,jj = 2σ2v,jτ, j = 1, 2,

132



0,6

1,0

10�1

c�1

10�1
c�1a б

0,2

�0,2

�0,6

�1,0

0

1

�1

0

0 1 2 3 4 5 6

±2	1±2	1±2	1 ±2	2±2	2±2	2


�1
�1
�1 
�2
�2
�2

7 8 9 10
t, c

0 1 2 3 4
t, c

Рис. 1. Ошибки идентификации парциальных частот.

где τ — время корреляции, τ � Δt, Δt — шаг интегрирования. При этом
приняты следующие значения:

qw,11 = 2,3 · 10−12 c−3; qw,22 = 0,49 · 10−14 c−3; qw,33 = 4,8 · 10−14 c−3;

qw,44 = 3,2 · 10−14 c−3; qw,55 = 2,3 · 10−6 c−3; qw,66 = 1,3 · 10−6 c−3;

qv,11 = 4,7 · 10−12 c; qv,22 = 2,9 · 10−13 c−1.

При статистическом моделировании дискретизация уравнений (14) про-
водилась с использованием метода Рунге–Кутты четвертого порядка с Δt,
который выбирался в диапазоне от 0,002 до 0,005 с.
На рис. 1 представлены графики ошибок идентификации неизмеряемых

парциальных частот Δωi(t) =
√
ci −
√
ĉi(t), i = 1, 2 с удвоенными средне-

квадратическими отклонениями, рассчитанными как соответствующие диа-
гональные элементы матрицы P (t): σw,1 = p−4

9,9, σw,2 = p−4
10,10. Из результатов

статистического моделирования следует, что время сходимости оценок пара-
метров c1 до 2% от максимальной величины начального значения составляет
в среднем от 3 до 6 с. При этом время сходимости оценок координат ϕ̂ и ˙̂ϕ
до 2% от их максимальных величин составляет в среднем 20–25 с.
С целью проверки возможности применения алгоритма (15) для активной

компенсации влияния колебаний упругих частей БКК на его угловую дина-
мику проведено математическое моделирование в режиме угловой стабилиза-
ции. Результаты сравнительного моделирования углового движения БКК по
координате ϕ с алгоритмом управления (7) и алгоритмом (15) представлены
на рис. 2.
На рис. 2,а представлены графики реальных значений ϕ (11), получен-

ных при использовании алгоритма (7) с p̃1,i = 0,017, p̃2,i = 0,01, i = 1, 2, на
рис. 2,б — при использовании алгоритма (15), в котором p̃1,i = 3,6, p̃2,i = 2,3.
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Рис. 2. Процессы стабилизации угла поворота конструкции.

В первом случае затухание упругих колебаний до 2% от максимального зна-
чения начального значения амплитуды происходит за ∼ 6000 с, во втором
случае при активной компенсации влияния упругих колебаний — за ∼ 80 с.
При моделировании процесса стабилизации угла поворота до 150 с (см.

рис. 2,б ) ошибки идентификации парциальных частот колебались в диапа-
зоне от 0,7 до 1,6% от истинных значений параметров ωi.

6. Заключение

При управлении угловым движением собираемой на орбите БКК, содержа-
щей упругие элементы, возникает проблема демпфирования колебаний при
отсутствии информации о новых механических параметрах собираемой кон-
струкции и начальных характеристиках, возникающих на каждом этапе сбор-
ки новых упругих компонент. Это требует обеспечения не только своевре-
менной смены стратегии оценивания и соответственно управления при пе-
реходе конструкции из одного класса механических систем в другой, но и
применения принципов адаптивного управления на интервале развития кон-
струкции внутри каждого этапа сборки выше первого. При необходимости на
этапе сборки должна решаться задача оптимизации коэффициентов в алго-
ритме (8) при координатах тонов упругих колебаний с точки зрения быстро-
действия.
Синтезированный алгоритм совместного оценивания координат углового

движения БКК, тонов упругих колебаний конструкции и их параметров поз-
воляет только по показаниям измерителей углового движения БКК в отсут-
ствие какой-либо объективной информации об упругих колебаниях получать
с высокой точностью оценки их неизмеряемых координат и параметров в ре-
альном времени.
Следует отметить, что при построении расширенного фильтра Калмана

для оценки координат движения и их параметров такой сложной механиче-
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ской системы, как рассматриваемая в работе БКК зонтичного типа, требуется
использование полной ММ значительно более высокого порядка, в которой
учитывается взаимное влияние колебательных компонент. Такую задачу це-
лесообразно решать при разработке системы для конкретного варианта со-
бираемой конструкции с использованием соответствующего объема вычисли-
тельных средств. В данной работе рассматривается принципиальная возмож-
ность использования предлагаемого подхода для решения задачи оценивания
таких сложных динамических объектов.
Использование синтезированных алгоритмов (8) и (14) при сборке БКК

имеет ряд достоинств. Так, при установке первого упругого элемента раз-
мерность вектора состояния в алгоритме оценивания увеличивается на пять
неизмеряемых координат: две координаты тона упругих колебаний и три па-
раметра колебаний. Так как эти параметры длительное время остаются по-
стоянными, то после их идентификации они становятся известными и даль-
нейшая идентификация их нецелесообразна, тогда эти три параметра мож-
но исключить из вектора состояния. После установки следующего упругого
элемента указанное выше изменение размерности повторяется и вектор со-
стояния увеличивается на пять координат. После процедуры идентификации
следующих постоянных параметров вектор состояния также уменьшается на
следующие три координаты и т.д. Таким образом, вектор состояния после
идентификации параметров колебаний всех упругих элементов БКК увели-
чивается только на 2n координат, где n — количество установленных на БКК
упругих элементов.
Результаты статистического математического моделирования доказывают

возможность активной компенсации влияния колебаний упругих частей кон-
струкции БКК на динамику угловой ориентации и стабилизации самого БКК
с помощью управления вида (15). При моделировании алгоритма идентифи-
кации параметров a, b, c проверялись три варианта оценивания, в которых
выбирался один из трех параметров, а остальные два считались известными.
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АЛГОРИТМ ИМИТАЦИИ ОТЖИГА ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ СПИСОЧНЫХ
РАСПИСАНИЙ С ОГРАНИЧЕНИЕМ НА КОЛИЧЕСТВО

МЕЖПРОЦЕССОРНЫХ ПЕРЕДАЧ ДАННЫХ

Предложен алгоритм имитации отжига для построения многопроцес-
сорных списочных расписаний минимальной длительности с дополни-
тельным ограничением на количество передач между процессорами. Дан-
ное ограничение характерно для вычислительных систем с жесткими
ограничениями на ресурсы межпроцессорной сети передачи данных. В це-
лом задача минимизации длительности расписания возникает при разра-
ботке систем обработки данных в реальном масштабе времени, таких как
бортовые и телекоммуникационные системы. Также задача актуальна для
периферийных вычислений (edge computing). Экспериментальное иссле-
дование свойств алгоритма показало его высокую точность, стабильность
и масштабируемость.

Ключевые слова: комбинаторная оптимизация, списочные расписания,
алгоритм имитации отжига.

DOI: 10.31857/S0005231023080093, EDN: HDDNWC

1. Введение

Алгоритмы построения расписаний можно разделить на два больших
класса.
Класс 1. Алгоритмы начинают процесс построения расписания с пусто-

го расписания, не содержащего работ, а затем на каждом шаге добавляют
работы в расписание. К алгоритмам этого класса относятся жадные алгорит-
мы [1, 2], алгоритмы, сочетающие жадные стратегии, и ограниченный пере-
бор [3], алгоритмы, основанные на методе ветвей и границ [4, 5].
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Класс 2. Алгоритмы работают с полным расписанием (содержащим все ра-
боты). На каждом шаге такие алгоритмы изменяют расписание, пытаясь его
улучшить. К этому классу относятся алгоритмы имитации отжига [6, 7], гене-
тические и эволюционные алгоритмы [8–11], муравьиные алгоритмы [12–14],
алгоритмы случайного поиска [15].
Рассматриваемая в работе задача построения списочных расписаний от-

личается от классической [2, 16] наличием дополнительного ограничения на
корректность расписаний. Задается ограничение на максимально возможное
число передач данных между процессорами. Наличие дополнительного огра-
ничения может приводить к тому, что алгоритмы первого класса заходят в
тупик: есть еще не размещенные в расписание работы, при этом ни одна из
них не может быть размещена без нарушения дополнительного ограничения
на корректность расписания. Для алгоритмов второго класса дополнительное
ограничение может приводить к невозможности перехода между двумя кор-
ректными расписаниями при помощи переноса работ между процессорами
по одной: такой перенос может увеличить число межпроцессорных передач,
приводя к нарушению ограничения.
Ограничение на максимально возможное число передач данных между

процессорами позволяет только за счет планирования вычислений умень-
шить нагрузку на сеть обмена данными. При этом граф потока данных не
изменяется. Изменение графа потока данных означает разработку нового ал-
горитма решения прикладной задачи. Данная задача актуальна для систем с
жесткими ограничениями на доступные ресурсы, такие как вычислительная
мощность, объем оперативной памяти, пропускная способность сети. К та-
ким системам относятся, в частности, встроенные и бортовые управляющие
системы, системы цифровой обработки сигналов. Также задача актуальна
для периферийных вычислений (edge computing), для выполнения которых
нет возможности использовать высокопроизводительные вычислители.
В работе математически сформулирована постановка задачи построения

списочных расписаний с дополнительным ограничением на количество пере-
дач данных между процессорами, рассмотрены подходы к решению близких
задач, предложен алгоритм имитации отжига для этой задачи и приведе-
ны результаты экспериментального исследования точности и вычислитель-
ной сложности алгоритма.

2. Задача построения списочных расписаний
с дополнительным ограничением

Общая задача построения списочных расписаний заключается в распреде-
лении фиксированного множества работ на процессоры и задания порядка их
выполнения таким образом, чтобы оптимизировать желаемую меру эффек-
тивности расписания и выполнить заданные ограничения, которые обеспе-
чивают корректность полученного решения. Прежде чем конкретизировать
постановку задачи построения расписаний, определим модели исходных дан-
ных и самого расписания.
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Модель прикладной программы. При определении модели прикладной про-
граммы предполагается, что работы, подлежащие планированию, и паралле-
лизм, допускаемый при выполнении программы, заданы (выявлены) предва-
рительно. Модель программы задается графом потока данных. Это ориен-
тированный ациклический граф G с N вершинами и M ребрами. Каждой
вершине графа соответствует работа из набора работ P = {pi}Ni=1. Каждому
ребру графа соответствует однонаправленная передача данных между рабо-
тами. Директивные сроки для работ не определены.
Модель вычислительной системы. Вычислительная система HW пред-

ставляет собой S одинаковых по функциональным возможностям и произ-
водительности процессоров: SP = {spi}Si=1, каждый из которых может од-
новременно выполнять одну работу. Времена выполнения работ pj на лю-
бом из процессоров определяются вектором времен выполнения: C = {cj},
j = 1, . . . , N . Работы непрерываемы, каждая работа должна быть целиком
выполнена на одном процессоре.
Связь между процессорами spi и spj задается согласно матрице связно-

сти процессоров D = {dij}, i = 1, . . . , S, j = 1, . . . , S, причем dij = 0 при i = j.
Значение dij задает задержку на передачу данных от spi к spj, т.е. если рабо-
ты pk и pl находятся на процессорах spi и spj соответственно и в графе потока
данных присутствует ребро (pk, pl), то завершение pk и старт pl должны быть
разделены по времени не менее чем на dij .
Размеры данных и конфликты доступа к среде передачи данных не рас-

сматриваются. На процессоре возможно выполнение работы, даже если с это-
го процессора передаются и/или на этот процессор принимаются данные.
Модель расписания. Расписание HP выполнения прикладной программы

определено для заданного набора работ и набора процессоров, если заданы:
1) привязка работ к процессорам; 2) порядок выполнения работ на каждом
процессоре.
Будем рассматривать расписание в списочной форме. Списочная форма

расписания HP представляет собой ориентированный граф GHP , вершины
которого соответствуют работам. В состав GHP входят:
— для каждого процессора — простая цепь из привязанных к этому про-

цессору работ, задающая порядок выполнения работ на этом процессоре;
— для каждой межпроцессорной передачи данных — секущее ребро между

цепью процессора-отправителя и цепью процессора-получателя, соединяю-
щее две работы, участвующие в передаче данных.
Отметим, что в GHP отсутствуют ребра, соответствующие передачам дан-

ных между работами, выполняющимися на одном процессоре и не являющи-
мися соседними в цепи этого процессора.
Расписание HP корректно, если выполнены следующие ограничения.
1) Каждая работа назначена на процессор.
2) Любую работу обслуживает лишь один процессор, без прерывания.
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3) Процессор в каждый момент времени выполняет не более одной работы.
4) Частичный порядок, заданный графом потока данных G, сохранен в

HP : G ⊂ G∗
HP , где G

∗
HP – транзитивное замыкание отношения GHP .

5) Расписание HP должно быть беступиковым (необходимо для построе-
ния временной диаграммы расписания). Достаточным условием беступиково-
сти при неограниченном размере буферов обмена данными является отсут-
ствие контуров в графе GHP .
6) Ограничение на долю межпроцессорных передач данных: CR � CRU ;

CR =
Mp

M , где Mp – количество передач данных между работами, находящи-
мися на разных процессорах; CRU – исходно заданное число.
Ограничения 1–5 являются основными. Они обеспечивают корректность

расписания и однозначность построения временной диаграммы по списочной
форме расписания. Ограничение 6 является дополнительным. В дальнейшем
будем обозначать HP ∈HP ∗

1−5 илиHP ∈HP ∗
1−6, если расписаниеHP удовле-

творяет ограничениям 1–5 или 1–6 соответственно. Нижний индекс в HP ∗
1−5

и HP ∗
1−6 указывает ограничения, налагаемые на расписание.

Временная диаграмма выполнения программы. Временная диаграмма
определена для расписания и модели вычислительной системы, если каждая
работа назначена на процессор (из расписания), определены времена начала
и завершения каждой работы. Время начала работы определяется как мини-
мальное возможное с учетом передачи данных от работ-предшественников и
порядка выполнения работ на процессорах.
Задачу построения расписаний будем рассматривать в следующем вари-

анте постановки.
Дано: G – модель прикладной программы, HW – модель вычислительной

системы, CRU – ограничение на число межпроцессорных передач.
Требуется: построить расписание HP выполнения программы.
Минимизируемый критерий: длительность расписания, т.е. время завер-

шения последней работы в расписании. Времена старта и завершения работ
определяются по временной диаграмме расписания.
Ограничение корректности: HP ∈ HP ∗

1−6.

3. Алгоритмы решения близких задач

При выборе классов алгоритмов для решения поставленной задачи учиты-
вается масштабируемость алгоритмов, так как в настоящей работе графы по-
тока данных для оценки качества результатов алгоритма содержат несколько
тысяч (до 10 000) работ.
Рассматриваемая задача построения списочных расписаний представляет

собой один из вариантов задачи построения многопроцессорных расписаний
и является NP-трудной [17]. В связи с этим вряд ли возможно разработать
полиномиальный алгоритм, находящий точное решение поставленной зада-
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чи. Существующие решения, основанные на таких методах, как метод ветвей
и границ и динамическое программирование, имеют плохую масштабируе-
мость. Например, алгоритм на основе метода ветвей и границ, предложенный
в [18], был применен к наборам данных с числом процессоров до 16 и гра-
фами, содержащими до 100 вершин, и продемонстрировал экспоненциальный
рост времени работы.
Попытки применения методов целочисленного линейного программирова-

ния к задаче построения многопроцессорного расписания [19] привели к алго-
ритму, время выполнения которого на примере, содержащем 8 процессоров и
граф с 30 вершинами, составляло несколько часов. При увеличении размера
входных данных время выполнения существенно увеличивалось. В [20] ука-
зано, что такие алгоритмы могут быть использованы для входных данных,
содержащих до 50 вершин в графе потока данных.
Для задачи построения многопроцессорного расписания было предложено

множество жадных алгоритмов, многие из которых основаны на последова-
тельной схеме планирования [10, 21, 22]. В такой схеме работы линейно упо-
рядочиваются в соответствии с некоторым критерием, с учетом частичного
порядка, заданного графом потока данных. В полученном порядке работы
выбираются для назначения на процессоры. Алгоритм, сочетающий жадные
стратегии и ограниченный перебор, предложен в [3]. Качество работы жад-
ной стратегии сильно зависит от класса исходных данных. Однако жадные
алгоритмы можно использовать для генерации начального приближения для
алгоритмов, перечисленных ниже.
Для решения задачи построения многопроцессорного расписания также

предлагались генетические и эволюционные алгоритмы [23]. Основная про-
блема алгоритмов этого класса в их ограниченной масштабируемости. На-
пример, в [24] наиболее быстрый алгоритм обрабатывал задачу с 1000 работ
порядка 1,5 ч на процессоре с частотой 2 ГГц. Одна из причин такого большо-
го времени выполнения заключается в том, что генетические и эволюционные
алгоритмы работают с популяциями, содержащими десятки и даже сотни ре-
шений.
В отличие от генетических и эволюционных алгоритмов алгоритм имита-

ции отжига работает с единственным решением. В [6] предложен алгоритм
имитации отжига для задачи построения многопроцессорного списочного рас-
писания без задержек на передачу данных. Этот алгоритм хорошо масшта-
бируем и может быть адаптирован к рассматриваемой задаче посредством
учета времени передачи данных при вычислении длительности расписания.
Для решения рассматриваемой задачи в качестве основы был выбран именно
этот алгоритм.
Муравьиные алгоритмы также используются для построения многопро-

цессорных расписаний. В [25] эксперименты были ограничены наборами дан-
ных с 11 процессорами и 120 вершинами. Авторы работы [25] делают вывод:
чтобы гарантировать сходимость муравьиного алгоритма, необходимо точно
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настроить его многочисленные параметры, что серьезно усложняет примене-
ние его к задаче с разными размерами графов.
По результатам обзора не было найдено работ, в которых описаны алго-

ритмы, поддерживающие ограничение по числу межпроцессорных передач.
Поэтому выбранный алгоритм нуждается в доработке в части процедуры вы-
бора начального приближения и операций, применяемых к расписанию.

4. Алгоритм имитации отжига

Введем следующие обозначения и понятия:

— T =
T0

log(1 + (i+ 1))
– схема изменения температуры, где T0 – начальная

температура, i – номер текущей итерации (схема Больцмана);
— F (HP ) – функция оценки качества расписания HP ;
— HP best – лучшее найденное корректное расписание, причем HP best ∈

∈ HP ∗
1−6;

— критерий останова — выполнение заданного числа итераций без изме-
нения лучшего корректного решения.
Алгоритм имитации отжига построен по следующей схеме:
1) Инициализация. Задать начальное корректное расписание HP 0 ∈

∈ HP ∗
1−6 и считать его текущим: HP = HP 0. Вычислить длительность полу-

ченного расписания HP . Сохранить начальное расписание как лучшее най-
денное на данный момент: HP best = HP .
2) Применить операцию преобразования расписания к HP и получить но-

вое расписание HP ′. Вычислить длительность расписания HP ′. Если дли-
тельность расписания HP ′ является меньшей, чем у ранее сохраненного
HP best, и HP ′ ∈ HP ∗

1−6, то сохранить его как лучшее найденное: HP best =
= HP ′.
3) Найти изменение функции оценки качества расписания ΔF = F (HP ′)−

−F (HP ):
(i) Если ΔF � 0 (т.е. нашлось расписание лучшее, чем текущее), то новое

расписание становится текущим: HP = HP ′.
(ii) Если ΔF > 0, то с вероятностью e−

ΔF
T принять новое расписание в

качестве текущего.
4) Повторить заданное число раз шаги 2 и 3 без изменения текущей тем-

пературы.
5) Если критерий останова выполнен, то завершить работу алгоритма.
6) Изменить текущее значение температуры T в соответствии с выбранной

схемой и перейти к шагу 2.
Инициализация. Обычно начальное расписание строится с помощью раз-

личных жадных схем. Однако с их помощью тяжело построить расписание,
которое бы удовлетворяло ограничению на количество межпроцессорных пе-
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редач, поскольку после построения частичного расписания со сбалансиро-
ванным распределением работ по процессорам жадный алгоритм заходит в
тупик и не может добавить в расписание новые работы без нарушения этого
ограничения.
Поэтому первоначально был использован простой вариант построения на-

чального расписания, гарантирующий выполнение этого ограничения, — на-
значение всех работ на один процессор. Таким образом, CR = 0, так как меж-
процессорные передачи отсутствуют. Порядок работ на процессоре определя-
ется топологической сортировкой графа G. То есть между работами установ-
лен такой порядок, чтобы любое ребро графа G, соответствующее передаче
данных, вело от работы с меньшим номером к работе с большим номером.
Построенное этим способом начальное приближение по результатам экспери-
ментов не приводило к решению, близкому к оптимуму, при числе процессо-
ров S � 10. Вместо этого происходило сбалансированное распределение работ
на меньшее число процессоров, после чего алгоритм имитации отжига не мог
улучшить данное решение.
Для решения проблемы сбалансированного распределения работ по про-

цессорам при построении начального расписания было использовано про-
граммное средство METIS [26], включающее в себя реализацию алгоритма
разбиения графов на заданное число подграфов, минимизирующего число ре-
бер между полученными подграфами. Если подать на вход алгоритму граф
потока данных G, выбрать число разбиений, равное числу процессоров, и
сопоставить каждый полученный подграф процессору, то получится распре-
деление работ по процессорам с минимизацией числа межпроцессорных пе-
редач.
Различия в размерах (количестве вершин) подграфов управляются пара-

метром ufactor [27], ограничивающим отношение максимального размера под-
графа к его среднему размеру. Увеличивая этот параметр, всегда возможно
достичь необходимого отношения числа ребер между подграфами к общему
числу ребер, т.е. удовлетворить заданному ограничению на количество меж-
процессорных передач за счет меньшей сбалансированности распределения
работ по процессорам.
После построения начального распределения работ по процессорам при

помощи METIS порядок выполнения работ на процессорах определяется по
следующей схеме. Для каждой работы по алгоритму ALAP [28] определяется
наиболее позднее время ее завершения. Это время может быть вычислено,
поскольку для работ определено их распределение по процессорам, а значит,
известны и задержки на передачу данных между работами. Работы упоря-
дочиваются по возрастанию наиболее позднего времени завершения. В соот-
ветствии с полученным порядком происходит выбор работ для включения в
расписание. Если для очередной работы обнаружено, что она может быть по-
ставлена раньше какой-то из уже включенных в расписание работ на том же
процессоре без нарушения условий HP ∗

1−6, она будет помещена перед этой
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работой, в противном случае работа ставится в конец расписания на процес-
соре.
Операции преобразования расписания. Для представления расписания ис-

пользуется ярусная форма наибольшей высоты [6] с указанием привязки ра-
бот к процессорам. Эта форма в ходе выполнения алгоритма переводится во
временную диаграмму для расчета времени работы программы с заданным
расписанием (асимптотическая сложность перевода такого представления во
временную диаграмму — O(M)). Ярусная форма наибольшей высоты харак-
теризуется тем, что на каждом ярусе находится ровно одна работа и для лю-
бой работы pi все работы-предшественники расположены на более высоких
ярусах, чем pi.
Для изменения расписания использовалась функционально полная систе-

ма операций преобразования расписаний {O1, O2}, описанная в [29]. При
представлении расписания в ярусной форме максимальной высоты операции
выглядят следующим образом:
1) O1(pi, spm → spk) — операция изменения привязки работы. Переносит

работу pi с процессора spm на процессор spk на тот же ярус;
2) O2(pi, spm, c) — операция изменения порядка работ на процессоре. Пере-

мещает работу pi на ярус c, смещая остальные работы в сторону изначальной
позиции работы pi на процессоре.
Сложность операции O1 равна O(1), а операции O2 — O(N).
Функция оценки качества расписания. Состоит из двух слагаемых: первое

отвечает за длительность полученного расписания, второе — за превышение
ограничения CR:

F (HP ) = K
Time(HP )

N∑
1
Ci +N max

i,j=1...S
Dij

+ (1−K)CRabove,

где T ime(HP ) – длительность полученного расписания, CRabove = CR−CRU ,
если CR > CRU , иначе CRabove = 0.
Знаменатель дроби в первом слагаемом отвечает за нормировку длитель-

ности расписания. Это выражение является верхней оценкой длительности
расписания.
В [29] сформулирована и доказана следующая
Те ор ем а 1. Если HP 1 ∈ HP ∗

1−5 и HP 2 ∈ HP ∗
1−5 – произвольные кор-

ректные варианты расписания, то существует конечная цепочка операций
{Oi}Ki=1, Oi ∈ {O1, O2}, переводящая расписание HP 1 в HP 2, такая что все
K промежуточных расписаний являются корректными (HP t ∈ HP ∗

1−5) и
K � 4N , где N – количество работ.
Введенные выше операции изменения расписания могут преобразовывать

его так, что получившееся расписание уже не будет удовлетворять ограни-
чению на количество межпроцессорных передач (HP ∗

1−6). Возможность рас-
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сматривать расписания с невыполненным ограничением необходима, так как
в общем случае множество решений не является связным относительно опе-
раций, не нарушающих ограничение CR � CRU . Добавление штрафа за его
нарушение предотвращает слишком большое отклонение алгоритма от мно-
жества корректных решений. Из всего вышесказанного для данного алгорит-
ма справедливо следующее

Утв е ржд е ни е 1. Используемая в алгоритме система операций пре-
образования расписаний позволяет перейти от произвольного начального
приближения HP 1 ∈ HP ∗

1−6 к оптимальному расписанию HP 2 ∈ HP ∗
1−6 за

K � 4N шагов применения операций, причем для каждого из промежуточ-
ных расписаний HP t верно, что HP t ∈ HP ∗

1−5.

5. Экспериментальное исследование свойств алгоритма

Для исследования использовались различные наборы входных данных с
известным оптимумом, удовлетворяющие дополнительному ограничению с
CRU = 0,4. Число процессоров S варьировалось от 2 до 64; число работ N —
от 10 до 1000 с шагом 100 и от 1000 до 10 000 с шагом 1000; плотность графа,
выражающаяся в отношении числа ребер к числу вершин (M/N) в графе G,
для всех наборов входных данных примерно равнялась 5; времена выполне-
ния работ варьировались от 1 до 10; время передачи данных между процес-
сорами — от 1 до 3, в зависимости от пары процессоров. В качестве критерия
останова алгоритма было установлено 10 000 итераций без изменения лучшего
корректного решения. Наборы с отношением N/S < 10 не рассматривались.
Набор входных данных, для которого известен оптимум (т.е. длитель-

ность оптимального расписания), формируется по следующей схеме. Пред-
полагается, что каждый процессор непрерывно (без простоев) занят от мо-
мента 0 до заданного момента L, который и будет длительностью оптималь-
ного расписания. Для каждого процессора интервал его занятости [0;L] раз-
деляется на части случайной длительности, выбираемой между заданны-
ми минимальной и максимальной длительностью (в рассматриваемом слу-
чае между 1 и 10). Эти части являются работами, размещенными на дан-
ный процессор, и для каждой из них по построению определено время стар-
та. Затем случайным образом добавляются передачи данных между работа-
ми (т.е. пары <работа-отправитель, работа-получатель>) так, чтобы время
старта работы-получателя было не меньше, чем время завершения работы-
отправителя плюс длительность передачи данных между конкретной парой
процессоров; при добавлении передач данных контролируется выполнение
условия CR � CRU . Затем по расписанию восстанавливается граф потока
данных; для этого имеются все необходимые данные: длительность работ,
наличие и длительность передач данных между работами. Значение L выби-
рается так, чтобы с учетом минимальной и максимальной допустимой дли-
тельности работ было возможно деление совокупности интервалов занятости
всех процессоров на суммарное количество частей, равное требуемому коли-

146



64
1,25

1,20

1,15

1,10

1,05

1,00

Количество работ

К
о
л
и

ч
е
ст

в
о

 п
р

о
ц

е
сс

о
р

о
в

48

32

24

16

12

8

6

4

2

1
0

0

3
0

0

5
0

0

7
0

0

9
0

0

2
0

0

4
0

0

6
0

0

8
0

0

1
0

0
0

2
0

0
0

3
0

0
0

4
0

0
0

5
0

0
0

6
0

0
0

7
0

0
0

8
0

0
0

9
0

0
0

1
0

 0
0

0

Рис. 1. Тепловая карта отношения длительности полученного расписания
к длительности оптимального расписания.

честву работ. Передачи данных между работами добавляются до достижения
требуемой плотности графа потока данных.

Утв е ржд е ни е 2. Расписание, по которому согласно описанной схеме
«восстанавливается» граф потока данных, является оптимальным, пото-
му что оно не содержит простоев и для каждого процессора интервал за-
нятости один и тот же: [0;L].
Поскольку для каждого использованного в экспериментах набора вход-

ных данных известна длительность оптимального расписания, для оценки
качества алгоритма было выбрано отношение длительности полученного им
расписания к длительности оптимального расписания. Это отношение всегда
больше 1 и чем оно ниже, тем лучше результат работы алгоритма. На рис. 1
изображена тепловая карта, отображающая это отношение. По горизонталь-
ной оси располагается число работ, по вертикальной оси — число процессоров.
Отношение отображается градациями серого, соответствующая шкала изоб-
ражена справа от графика. Алгоритм запускался на каждом наборе входных
данных 5 раз. Результат усреднялся.
На рис. 2 показана та же информация в виде графиков. Каждой линии

соответствуют наборы входных данных для фиксированного числа процес-
соров. По горизонтальной оси указано число работ, по вертикальной оси —
отношение длительности полученного расписания к длительности оптималь-
ного расписания.
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Рис. 2. Графики отношения длительности полученного расписания к дли-
тельности оптимального расписания.
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Рис. 3. Тепловая карта среднеквадратического отклонения отношения дли-
тельности полученного расписания к длительности оптимального расписа-
ния.
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По результатам экспериментального исследования предлагаемого алгорит-
ма отношение длительности построенного расписания к оптимуму почти все-
гда меньше 1,1, однако на отдельных наборах данных превышает это зна-
чение. Такое высокое отношение наблюдается на наборах данных с низким
числом работ и высоким числом процессоров. Это можно объяснить тем,
что при такой конфигурации среднее число работ на процессоре невелико и
при переносе одиночной работы между процессорами длительность расписа-
ния сильно возрастает; вследствие этого измененное расписание с высокой
вероятностью не принимается, что приводит к малому количеству перено-
сов работ между процессорами, особенно при сниженной температуре. При
увеличении числа работ на наборах данных с большим числом процессоров
качество полученного решения улучшается.
Поскольку предлагаемый алгоритм является рандомизированным, необ-

ходимо исследовать его стабильность. На тепловой карте (рис. 3) показано
среднеквадратическое отклонение отношения длительности полученного рас-
писания к длительности оптимального расписания.
По тепловой карте на рис. 3 можно сделать вывод о высокой стабильности

алгоритма. Для большинства наборов входных данных среднеквадратическое
отклонение не поднимается выше 0,02. Более высокие (выше 0,03) значения
отклонения на большом числе процессоров и малом числе задач возникают
по тем же причинам, что и относительно невысокое качество решения в этой
же ситуации.
Эксперименты выполнялись на компьютере с процессором Intel Core i5-

8250U, 1,6 ГГц. Ни на одном наборе данных время выполнения алгоритма не
превышало 6 мин. Следует отметить, что алгоритм демонстрирует приемле-
мое время выполнения и высокую точность в том числе на наборах входных
данных, существенно превосходящих по масштабу те наборы, на которых про-
водилось исследование в статьях, рассмотренных в обзоре.

6. Заключение

Разработан алгоритм имитации отжига для построения многопроцессор-
ных списочных расписаний минимальной длительности с дополнительным
ограничением на количество передач между процессорами. Проблема выбора
начального распределения работ по процессорам, удовлетворяющего допол-
нительному ограничению и являющегося сбалансированным (что существен-
но для длительности расписания), решена с использованием алгоритма из
библиотеки METIS.
Проведенное экспериментальное исследование показало высокую точность

и стабильность разработанного алгоритма, в особенности на наборах данных
с достаточно большим (от 3000 до 10 000) количеством работ. Важным пре-
имуществом алгоритма по сравнению с алгоритмами, рассмотренными в об-
зоре, является его высокая масштабируемость.
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Разработанный алгоритм может применяться для построения расписаний
в многопроцессорных вычислительных системах с ограниченными ресурса-
ми межпроцессорной сети, например в бортовых и телекоммуникационных
системах.
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УПРАВЛЕНИЕ НАБОРАМИ ЗНАЧЕНИЙ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ
МЕТОДОМ МУРАВЬИНЫХ КОЛОНИЙ

Рассматриваются модификация и применение метода муравьиных ко-
лоний для задачи направленного перебора значений параметров системы
при выполнении расчетных многократных вычислений. Взаимодействие
с пользователем позволяет останавливать процесс полного перебора на-
боров значений параметров, а применение модификации метода мура-
вьиных колоний позволит рассмотреть рациональные наборы на ранних
итерациях. Если пользователь не завершает работу алгоритма, то пред-
ложенные модификации позволяют перебрать все решения методом му-
равьиных колоний. Для модификации метода муравьиных колоний пред-
ложены новая вероятностная формула и различные алгоритмы метода
муравьиных колоний, позволяющие для каждого агента находить новый
набор значений параметров. Оптимальным алгоритмом, по результатам
исследований, является применение повторного бесконечного цикличе-
ского поиска нового решения. Данная модификация позволяет рассмот-
реть все решения и при этом найти все оптимальные решения среди пер-
вых 5% рассмотренных решений.

Ключевые слова: метод муравьиных колоний, параметрический граф, из-
менение порядка следования, вычислительный кластер, оптимизация ги-
перпараметров.
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1. Введение

В настоящее время в связи с развитием вычислительных кластеров множе-
ство расчетных и оптимизационных задач переносится с человека-эксперта на
вычислительные машины. Для таких систем возникают задачи нахождения
рациональных значений параметров для решения расчетной задачи, назы-
ваемые оптимизацией гиперпараметров [1]. Среди алгоритмов оптимизации
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гиперпараметров выделяют Байесовский оптимизатор, позволяющий на ос-
нове гипотез и апостериорной информации находить закономерности влия-
ния значений отдельных параметров (и различных комбинаций) на критерии
эффективности [2]. Для многокритериальных и многоэкстремальных задач
часто необходимо рассмотрение всех наборов значений параметров, обычно
методом полного перебора. В работе рассматривается возможность примене-
ния метода муравьиных колоний для решения задачи направленного перебо-
ра наборов гиперпараметров перед отправкой на вычислительную систему. За
счет взаимодействия с пользователем возможна остановка работы метода до
рассмотрения всех наборов значений параметров при нахождении удовлетво-
ряющего пользователя набора. Направленный перебор методом муравьиных
колоний позволит рассмотреть рациональные наборы значений параметров
как можно раньше, но в случае неудовлетворенности пользователя результа-
тами перебрать все наборы значений.
Метод муравьиных колоний первоначально разрабатывался для реше-

ния задачи коммивояжера [3, 4]. Современные исследования позволяют при-
менять метод муравьиных колоний для поиска непрерывной оптимизации.
Поиск методами CACO (ContinuousAntColonyOptimization — непрерывная
оптимизация колонией муравьев) [5], ACOR (Ant Colony Optimization for
continuous domain) [6] и CIAC (ContinuousInteractingAntColony — непрерыв-
но взаимодействующая колония муравьев) [7, 8] не предполагает использо-
вания графа и активно исследовался, в том числе и российскими исследо-
вателями [9, 10]. Исследования описывают возможность применения метода
муравьиных колоний для решения задач на графах: задачи о назначении
с нечетким временем выполнения [11, 12], задачи нахождения оптимальных
маршрутов для группы коммивояжеров [13, 14], задачи поддержки процессов
поставок запасных частей [15]. В мировом сообществе активно исследуются
параметрические задачи, связанные с поиском оптимального набора парамет-
ров, классификации, выявления зависимостей и т.д. [16–19]. Для подобных
задач происходит создание специальной структуры графа. Представленные
методы и модификации метода муравьиных колоний предназначены для по-
иска приближенных, рациональных решений. Обычно все агенты (муравьи)
должны сойтись к одному решению. Поиск новых решений осуществляется
путем мультистарта [9].
Для направленного перебора значений параметров необходимо не сойтись

к одному решению (набору значений параметров), а последовательно рас-
сматривать новые решения до остановки работы метода пользователем или
рассмотрения всех возможных решений. В работе предложены модифика-
ции алгоритма для рассмотрения всех решений, а не сходимости к одному.
Предложенный подход позволяет решать задачи с векторным критерием оп-
тимальности и многомодальными целевыми функциями без повторного за-
пуска алгоритма. При этом сохраняется свойство алгоритмов оптимизации:
наискорейшее нахождение оптимальных решений.

154



2. Модели и методы

В основе метода муравьиных колоний лежит вероятностный поиск дуги в
графе в соответствии с формулой

Pij,k(t) =
ταij · μβij,t∑

z∈Ji,k

(
ταiz · μβiz,t

) .(1)

С помощью (1) определяется вероятность перехода агента из текущей верши-
ны i в вершины из множества Ji,k на итерации t. По результатам вычислений
определяется вероятность перехода в вершину j для k-го агента. В (1) учи-
тывается информация о длине дуги ταij (удаленность) и некотором весе μ

β
ij,t

(феромоне). Значение ταij является фиксированным и не зависит от номера
итерации t. Количество весов μβij,t изменяется между итерациями, обновляя
состояние графа, внешнюю среду для движения агентов.
Для определения значений параметров системы (решения) предлагается

представить наборы значений в виде параметрического графа. Каждое кон-
кретное значение одного параметра представляет вершину графа. Все зна-
чения одного параметра объединяются в слои. Из каждой вершины одного
слоя имеется дуга в каждую вершину следующего слоя. Слои вершин распо-
ложены в определенном порядке, что позволяет уменьшить количество дуг в
графе. Пример параметрического графа приведен на рис. 1. Подобные графы
встречались в [13, 15, 18–21].
Веса (феромон) в подобном графе заносятся не на дуги, а на вершины.

В результате дуги являются фиктивными, и подобный параметрический граф
может быть представлен в виде множества слоев (параметров) и множества
вершин (значений параметра) [22].
Для параметрического графа в вероятностной формуле (1) значение ταij

может быть задано только на основе априорной информации от эксперта, но
в общем виде данный параметр не может быть определен. При использова-
нии в вероятностной формуле одного сомножителя увеличивается стагнация

Начальная вершина

Слой 1. Параметр 1

Значение 1

Значение 2

Значение 3

Слой 2. Параметр 2

Значение 1

Значение 2

Слой 3. Параметр 3

Значение 1

Значение 2

Значение 3

Значение 4

Рис. 1. Схема структуры параметрического графа.
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процесса поиска решения. При этом алгоритм сходится к первому хорошему
решению и не продолжает поиск оптимального.
Для решения проблемы стагнации можно производить «сброс» парамет-

рического графа, перевод состояния вершин графа в начальное состояние или
модифицировать вероятностную формулу

Pij,k(t) =
k1 · μαnorm ij,t + k2 ·

(
1

kol(t)ij,t

)β
+ k3 ·

(
kol(t)ij,t
MaxKolj,t

)γ
∑

z∈Ji,k

(
k1 · μαnormiz,t + k2 ·

(
1

kol(t)iz,t

)β
+ k3 ·

(
kol(t)iz,t
MaxKolz,t

)γ) .(2)

Формула (2) представляет собой линейную свертку (а не мультипликатив-
ную, как в (1)) трех слагаемых и весовых коэффициентов. Первое слагаемое
μαnormij,t определяется количеством весов у i -й вершины j -го параметра (слоя
параметрического графа) на итерации t. Для применения данного параметра
во взвешенной сумме необходимо использовать нормализованное значение.
Второе слагаемое ( 1

kol(t)ij,t
)β определяется количеством посещений агентами

i -й вершины j -го параметра за время работы алгоритма. Данное слагаемое
увеличивает вероятность посетить вершину, которая редко присутствует в
решениях и позволяет избегать стагнации на ранних итерациях метода мура-
вьиных колоний. В третьем слагаемом (

kol(t)ij,t
MaxKolj,t

)γ учитывается максималь-
ное количество возможных посещений вершины — значения MaxKolj,t для
параметра j на итерации t. Так как в параметрическом графе на каждом
слое необходимо выбрать одну вершину (одно значение параметра), то мож-
но вычислить общее количество решений, наборов значений параметров. Об-
щее количество решений может быть вычислено как произведение количества
вершин в каждом слое. Максимальное количество решений, в которых может
содержаться конкретная вершина параметрического графа, вычисляется как
отношение общего количества решений и количества вершин в данном слое,
т.е. для каждой вершины слоя j значение MaxKolj,t будет одинаковым. Тре-
тье слагаемое на поздних итерациях позволяет увеличить вероятность выбора
вершины, для которой рассмотрено большинство вариантов решений. Если
для вершины рассмотрены все возможные решения, то из вероятностного по-
иска данную вершину можно исключить. Аддитивная свертка позволяет ком-
пенсировать значения слагаемых. Вершины с большим количеством весов и
частыми посещениями (часто рассматриваемые вершины) могут быть ком-
пенсированы вершинами с небольшим количеством посещений (редкие вер-
шины) или вершинами, для которых рассмотрены практически все решения.
Другой особенностью модификации алгоритма является необходимость

взаимодействия с внешней вычислительной системой. Для таких модифи-
каций необходимо хранить состояние системы, вычисленное для конкретного
решения. Если метод муравьиных колоний повторно находит решение, то дан-
ное решение повторно не отправляется на вычислитель, а значение целевой
функции берется из Хэш-таблицы [15, 21].
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Задание параметров метода
муравьиных колоний

StartACO(): для АСО

Конец

Все ли
итерации завершены?

StartACO():

Создание N агентов СreateAnt():

Пока все
агенты не определили

уникальный набор
параметров

Пока
не пройдены все

не нулевые агенты

Все слои
пройдены агентом?

while i<len(Array Node)

Выбрать вершину из соседнего слоя

Переход к следующему агенту

Испарение весов с
параметрического графа:
DecreasePar(Value: float):

Нормализация весов
в вершинах

параметрического графа

Переход на следующую
итерацию алгоритма

Добавляем значение суммы
в массив probability  

Если количество посещений
вершины меньше количества

возможных решений, то
увеличиваем сумму в

знаменателе на новые слагаемые
в соответствии с вероятностной

формулой sum = sum +
ProbabilityNode(FrrayNode[i)])

Для каждой вершины из 
пути агента увеличить:
1) Количетво весов на
величину весов у агента
2) Количество посещений
вершины на 1

Генерируем число и вычисляем
номер следующей вершины
while rnd>probability[i]/sum:

Вычисление хэш-функции
полученного набора значений

до PathStr(path: array of int)

Взять значение целевой функции
из Хэш-таблицы и определить

количество весов агента

Установить количество весов
для агента = 0

Выполнить повторный
циклический поиск

Выполнить поиск нового
решения путем обхода дерева

Установить количество весов 
агента из значений целевой

функции

Переход к следующему агенту

Занесение значения хэш-функции
в хэш-таблицу

addPath(path: array of int; OF: float)

Вычисление значений критериев
для определенного набора
параметров по рузельтатам

работы имитационной модели

Значение
Хэш-функции есть

в Хэш-таблице?

В зависимости от
выбранного алгоритма

Да Да

Нет
Нет

Нет

Нет

Да

Да

Да

Итератор
Ant.AntArr[NomAnt].way=next(wayPg)

Итератор
Ant.AntArr[NomAnt].way=next(wayPg)

НетНетНет

Рис. 2. Схема алгоритма модифицированного метода муравьиных колоний.
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Для рассматриваемого алгоритма важен поиск нового решения на каждой
итерации и поэтому, если решение уже имеется в Хэш-таблице, возможны
различные действия:
1. Используя значения целевой функции из Хэш-таблицы, занести веса,
как в оригинальном алгоритме.

2. Игнорировать агента. Агент не заносит веса на параметрический граф.
3. Повторный поиск нового, еще не рассмотренного на вычислителе, реше-
ния методом муравьиных колоний с ограничением на количество ите-
раций. Если за установленное количество итераций не найдено новое
решение, то агент игнорируется.

4. Повторный поиск нового, еще не рассмотренного на вычислителе, реше-
ния методом муравьиных колоний неограниченным количеством итера-
ций. Ограничение в пункте № 3 может решить проблему стагнации.

5. Повторный поиск нового решения другим алгоритмом. Рассматрива-
лась возможность обхода параметрического графа как дерева.

Схема алгоритма предлагаемой модификации метода муравьиных колоний
приведена на рис. 2.

3. Эксперимент

Задачами направленного перебора значений параметров являются:
— перебор всех, без исключения, наборов значений параметров;
— наискорейшее получение оптимального набора значений параметра.

Можно заметить, что обе задачи противоречат друг другу, так как среди
всех наборов значений параметров всегда будет наилучший. Но так как си-
стема взаимодействует с вычислителем и пользователем в режиме реального
времени, то имеется возможность остановки программы пользователем, ес-
ли найдено удовлетворяющее его решение. Также следует отметить возмож-
ность использования векторного критерия, переводящего задачу в область
поддержки принятия решений и многокритериальной оптимизации [20].
Эффективность модификаций метода муравьиных колоний определяется

двумя основными оценками:
— возможность алгоритма рассмотреть все решения. Определяется значе-

нием критерия: «оценка вероятности найти новое решение агентом». Данная
оценка вычисляется путем отношения количества найденных решений за вре-
мя работы алгоритма на общее количество рассмотренных решений;
— скорость нахождения оптимального решения. Определяется значением

критерия: «оценка математического ожидания номера итерации, на котором
данное решение было найдено».
Проведение экспериментов осуществлялось на программном обеспечении
ACO Cluster, написанном на языке Python. В качестве тестовых данных рас-
сматривалось большинство из бенчмарков, взятых из [22, 23], и тестовые гра-
фы большой размерности [21]. Структура графа большой размерности при-
ведена на рис. 3. Представленный граф большой размерности содержит бо-

158



Прибор 1

Размер
детали 1

Размер
детали 2

Размер
детали 3

Размер
детали 4 Размер детали 5

Прибор 2 Прибор 3 Прибор 4

11 16616161

2 7 2 7

3 8

4 9

5 10

6 0,01 0,30 10*10^4

15*10^4

20*10^4

30*10^4

35*10^4

25*10^4

40*10^4

45*10^4

50*10^4

60*10^4

55*10^4

0,35

0,40

0,45

0,50

0,05

0,10

0,20

0,25

0,15

7

8

9

10

5 10

4 9

3 8 13 18

14 19

15 20

2 7 12 17

3

4

5,24 5,30 15,3 16,3

15,5 16,5

15,7 16,7

15,9

16,1

16,9

5,31

5,32

5,33

5,34

5,25

5,26

5,27

5,28

5,29

5

1

2

3

4

5

2

3

4

5

1 1

2

3

Прибор 5 Нагрузка Нагрузка

Паретто

Свертка

Отсутствует

Давление

Сильное

Слабое

Рис. 3. Схема параметрического графа большой размерности.

лее 109 решений по 13 параметрам, заданных в дискретных и качественных
шкалах. При 25 агентах на одной итерации и 20 000 итерациях максимально
может быть рассмотрено только 0,05% решений от общего числа.
Для анализа работы алгоритма при поиске последних (еще не рассмот-

ренных) решений в результатах приведены исследования функции «Carrom
table function»:

f(x) = −
(
cos(x1) cos(x2)e

|100−(x21+x
2
2)

0,5|
)2

30
.(3)

Параметрический граф для функции (3) содержит два слоя, для парамет-
ров x1 и x2. В каждом слое параметрического графа имеется по 201 вер-
шине, определяющих конкретные значения параметра в диапазоне [−10, 10]
с точностью 0,1. Для рассмотрения всех решений 25 агентами необходимо
1936 итераций метода муравьиных колоний при условии, что каждый агент
найдет новое решение.

4. Результат

В работе проведено исследование следующих модификаций алгоритма му-
равьиных колоний:
— ACOCC (ACO Cluster Classic) — Классический метод муравьиных ко-

лоний. В (2) коэффициенты k2 и k3 равны 0. В данном случае формула
аддитивной свертки 2 становится мультипликативной сверткой формулы (1)
с параметром ταij = 1. Если найдено уже рассмотренное алгоритмом решение,
то значение целевой функции определяется из Хэш-таблицы.
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Таблица 1. Оценка математического ожидания времени (в сек.) поиска решения
одним агентом
Кол-во
итер.

ACOCC ACOCN ACOCNI ACOCCy3 ACOCCyI ACOCT

2500 1,404 · 10−4 1,547 · 10−4 1,562 · 10−4 1,627 · 10−4 1,619 · 10−4 1,887 · 10−4

5000 1,381 · 10−4 1,517 · 10−4 1,560 · 10−4 1,648 · 10−4 1,636 · 10−4 2,745 · 10−4

7500 1,388 · 10−4 1,505 · 10−4 1,567 · 10−4 1,665 · 10−4 1,647 · 10−4 4,158 · 10−4

10 000 1,391 · 10−4 1,501 · 10−4 1,578 · 10−4 1,690 · 10−4 1,654 · 10−4 5,645 · 10−4

12 500 1,370 · 10−4 1,547 · 10−4 1,562 · 10−4 1,706 · 10−4 1,657 · 10−4 6,980 · 10−4

15 000 1,364 · 10−4 1,526 · 10−4 1,569 · 10−4 1,700 · 10−4 1,650 · 10−4 8,593 · 10−4

17 500 1,328 · 10−4 1,472 · 10−4 1,585 · 10−4 1,695 · 10−4 1,655 · 10−4 9,776 · 10−4

20 000 1,325 · 10−4 1,469 · 10−4 1,582 · 10−4 1,741 · 10−4 1,688 · 10−4 10,549 · 10−4

Таблица 2. Оценка вероятности найти новое решение одним агентом на итерации
метода муравьиных колоний
Кол-во итер. ACOCC ACOCN ACOCNI ACOCCy3 ACOCCyI ACOCT

2500 0,248 0,618 0,966 1,000 1,000 1,000

5000 0,122 0,381 0,951 1,000 1,000 1,000

7500 0,082 0,282 0,942 1,000 1,000 1,000

10 000 0,063 0,223 0,935 1,000 1,000 1,000

12 500 0,049 0,184 0,929 1,000 1,000 1,000

15 000 0,041 0,158 0,925 1,000 1,000 1,000

17 500 0,035 0,136 0,921 1,000 1,000 1,000

20 000 0,030 0,125 0,918 1,000 1,000 1,000

— ACOCN (ACO Cluster New) — Аналогичный классическому методу му-
равьиных колоний, но в (2) коэффициенты k2 и k3 равны 1. Вероятность
перехода определяется аддитивной сверткой.
— ACOCNI (ACO Cluster New Ignor) — В (2) коэффициенты k2 и k3 равны

1. Если найдено решение, уже записанное в Хэш-таблицу, то данный агент
игнорируется, не заносит веса на вершины параметрического графа.
— ACOCCy3 (ACO Cluster Cycle3) — В (2) коэффициенты k2 и k3 рав-

ны 1. Если найдено решение, уже записанное в Хэш-таблицу, то производит-
ся повторный поиск решения методом муравьиных колоний. Поиск нового
решения производится циклически. Установлено ограничение на количество
итераций повторного поиска, равное 3. Если за установленное количество
итераций не найдено новое решение, то агент игнорируется.
— ACOCCyI (ACO Cluster Cycle Infinity) — В (2) коэффициенты k2 и k3

равны 1. Если найдено решение, уже записанное в Хэш-таблицу, то произво-
дится повторный поиск решения методом муравьиных колоний. Поиск нового
решения производится циклически без ограничения на количество итераций.
— ACOCT (ACO Cluster Tree) — В (2) коэффициенты k2 и k3 равны 1.

Если найдено решение, уже записанное в Хэш-таблицу, то производится по-
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Таблица 3. Оценка вероятности найти новое решение одним агентом на итерации
метода муравьиных колоний
Кол-во итер. ACOCC ACOCN ACOCNI ACOCCy3 ACOCCyI ACOCT

2500 0,03 0,31 0,21 0,27 0,24 0,13

5000 0,03 0,49 0,26 0,26 0,33 0,25
7500 0,03 0,50 0,35 0,30 0,32 0,24

10 000 0,02 0,60 0,22 0,32 0,31 0,33

12 500 0,03 0,78 0,32 0,37 0,42 0,27

15 000 0,02 0,71 0,31 0,44 0,37 0,31

17 500 0,03 0,74 0,28 0,39 0,44 0,26

20 000 0,03 0,72 0,41 0,46 0,43 0,39

Таблица 4. Оценка математического ожидания номера решения (в %), на котором
были найдены оптимальные значения параметров
Кол-во
итер.

ACOCC ACOCN ACOCNI ACOCCy3 ACOCCyI ACOCT

2500 0,801 ·10−6 2,956 ·10−6 3,404 ·10−6 2,970 ·10−6 3,299 ·10−6 2,863 ·10−6

5000 1,122 ·10−6 3,191 ·10−6 4,501 ·10−6 4,415 ·10−6 5,648 ·10−6 5,030 ·10−6

7500 1,014 ·10−6 3,378 ·10−6 5,701 ·10−6 6,137 ·10−6 5,830 ·10−6 6,838 ·10−6

10 000 1,142 ·10−6 3,667 ·10−6 5,693 ·10−6 5,337 ·10−6 5,910 ·10−6 7,704 ·10−6

12 500 0,829 ·10−6 3,770 ·10−6 6,779 ·10−6 6,320 ·10−6 8,108 ·10−6 5,269 ·10−6

15 000 0,740 ·10−6 3,741 ·10−6 8,240 ·10−6 10,174 ·10−6 8,794 ·10−6 7,834 ·10−6

17 500 1,393 ·10−6 3,845 ·10−6 8,175 ·10−6 9,221 ·10−6 11,678 ·10−6 15,820 ·10−6

20 000 1,119 ·10−6 3,936 ·10−6 9,864 ·10−6 11,344 ·10−6 10,513 ·10−6 23,592 ·10−6

вторный поиск нового решения другим алгоритмом. Рассматривается обход
параметрического графа как дерева.
Оценки результатов работы модификаций для параметрического графа

большой размерности приведены в табл. 1–4. При применении алгоритма
ACOCN количество решений, необходимых для поиска наилучшего набора
значения параметров, минимально, и слабо возрастает с увеличением ко-
личества итераций (3-й столбец табл. 4). Быстрее находит решение только
алгоритм ACOCC, но вероятность найти оптимальное решение алгоритмом
ACOCC менее 0,1 (2-й столбец табл. 3). Алгоритм ACOCC стагнирует на бли-
жайшем рациональном решении. Алгоритмы, использующие повторный по-
иск для нулевых агентов (ACOCCy3, ACOCCyI и ACOCT), для каждого аген-
та находят новое решение (столбцы 5–7 табл. 2). Для 25 агентов за 2 · 104 ите-
раций представленными алгоритмами будет рассмотрено 5 · 105 наборов зна-
чений параметров. Время, затраченное на поиск агентом решения, для боль-
шинства алгоритмов не зависит от количества итераций алгоритма (табл. 1).
В результате возможно прогнозировать необходимое количество итераций
для поиска всех решений. Исключением является алгоритм ACOCT, который
при увеличении количества итераций требует больше времени на поиск пути
одним агентом. По возрастанию времени поиска агентом решения можно про-
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Рис. 4. Зависимость эффективности работы алгоритма от количества итераций ме-
тода муравьиных колоний для параметрического графа «Carrom table function».

ранжировать алгоритмы ACOCC, ACOCN, ACOCNI, ACOCCy3 и ACOCCyI.
Время поиска агентом решения в алгоритмах ACOCCy3 и ACOCCyI близкое,
так как количество дополнительных итераций чаще всего меньше ограниче-
ния в 3 итерации.
Следует отметить, что циклический поиск фактически увеличивает коли-

чество итераций, так как работает по правилам метода муравьиных колоний.
Если среди десяти агентов на итерации один не нашел нового решения и ему
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Таблица 5. Оценка математического ожидания количества дополнительных
итераций модификации ACOCCyI
№ итер. 1900 1910 1920 1930 1940 1950
k2=0; k3=0; 8,379 8,712 9,582 10,487 23,004 25,153

k2=0; k3=0; ignor ; 8,399 9,028 9,880 10,719 19,658 18,996

k2=0; k3=1; 5,035 5,248 5,735 6,536 13,408 12,861

k2=0; k3=1; ignor ; 5,054 5,291 5,711 6,558 10,658 10,299

k2=1; k3=0; 7,049 7,780 8,990 11,493 44,962 42,247

k2=1; k3=0; ignor ; 7,113 7,744 8,698 10,263 13,658 13,533

k2=1; k3=1; 4,864 5,312 5,990 7,383 19,585 19,828

k2=1; k3=1; ignor ; 4,874 5,314 5,977 7,268 11,172 11,292

потребовалось десять дополнительных итераций, то фактически было вы-
полнено двадцать итераций. В отличие от двадцати итераций оригинального
алгоритма для данных итераций не происходит обновления весов на парамет-
рическом графе и возможен контроль необходимого количества итераций.
Так как модификации ACOCCy3 и ACOCCyI показали хорошую сходи-

мость к оптимальному решению и каждый агент в данном алгоритме на-
ходит новое решение (табл. 2), то исследуем возможность нахождения всех
решений в параметрическом графе. Для исследования воспользуемся гра-
фом малой размерности (40 401 решение) с целевой функцией (3) «Carrom
table function». Результаты применения модификации ACOCCyI приведены
на рис. 4. В отличие от ACOCCyI модификацией ACOCNI за 2000 итераций
рассмотрено только 35% решений. При исследовании модификации ACOCCyI
изменялись значения коэффициентов k2 и k3 в (2).
Длинные штрихпунктирные линии с точками на рис. 4 определяют мо-

дификацию, у которой k2 = 0 (при k3 = 0 — двойная точка, при k3 = 1 —
одна точка). При k2 = 0 оптимальное решение с вероятностью 1 определя-
ется только после 1000 итераций (более 60% рассмотренных решений). Бо-
лее эффективными являются модификации, в которых k2 = 1 (при k3 = 0 —
штриховая линия, при k3 = 1 — сплошная линия). При любом количестве
итераций оптимальное решение находится после рассмотрения от 0,009%
(40 401 · 0,009 = 363) решений до 0,012% (484 решений) — доверительный ин-
тервал с доверительной вероятностью 0,99 (нижний график рис. 4). Для на-
хождения 0,99% оптимального решения требуется в 2 раза меньше рассмот-
ренных решений, наборов значений параметров. Для модификации ACOCNI
(линия из точек) требуется аналогичное количество рассмотренных решений
для нахождения оптимального.
На верхнем графике рис. 4 отображено количество требуемых дополни-

тельных итераций на одного агента. В среднем агенту требуется менее 5 до-
полнительных итераций при рассмотрении большинства возможных реше-
ний. В результате устанавливать ограничение, как в модификации ACOCCy3,
неэффективно. Минимальное количество дополнительных итераций, необхо-
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Рис. 5. График функции и оценки номера решения для «Carrom table function».

димых для поиска нового, еще не рассмотренного, набора значений парамет-
ров, гарантирует минимальные задержки по времени работы алгоритма.
Неэффективное поведение модификации происходит на последних

36-ти итерациях, на которых необходимо найти последние 900 оставшихся
не рассмотренными решений (табл. 5). Четные строки таблицы с пометкой
ignor — это результаты работы модификации ACOCCyI с условием игнори-
рования вершин, для которых рассмотрены все решения. Модификация не
рассматривает вершины, у которых kol(t)ij,t = MaxKolj,t в вероятностной
формуле (2).
Результаты, представленные в табл. 5, доказывают эффективность при-

менения третьего слагаемого суммы в формуле (2). При k3 = 1 количество
необходимых дополнительных итераций существенно меньше, чем при k3 = 0.
Меньшее количество дополнительный итераций соответствует меньшему вре-
мени поиска оставшихся не рассмотренными наборов значений параметров.
Высокую эффективность показывает игнорирование вершин, для которых
рассмотрены все возможные решения (строки с надписью ignor).
Оба тестовых параметрических графа имеют несколько оптимальных

(равных по значению целевой функции) значений параметров. На рис. 5 при-
ведены график функции «Carrom table function» и график оценки номера
решения, на котором рассматривались конкретные значения параметров x1
и x2 при 3000 прогонах модификации ACOCCyI метода муравьиных коло-
ний. При множестве прогонов алгоритм находит все 4 оптимума на самых
ранних итерациях. График оценки номера итерации визуально повторяет
график функции, т.е. оптимальные и рациональные решения, предложенные
модификацией метода муравьиных колоний, статистически определяются на
начальных операциях.

5. Заключение

В работе рассматривалась задача направленного перебора наборов значе-
ний параметров. Для решения задачи используется параметрический граф, в
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котором набор параметров представлен в виде множества вершин, объединен-
ных в группы — слои. В данном графе отсутствуют дуги, и необходимо опре-
делиться с порядком следования слоев, что может приводить к расхождению
в эффективности предложенных модификаций. Но достоинством данного ви-
да параметрического графа является простота его создания для пользовате-
ля. Для метода муравьиных колоний рассматривалась задача перебора всех
значений параметров системы. Оптимизационные свойства метода позволят
рассмотреть оптимальный набор значений параметров как можно раньше.
Предложены модификации, позволяющие упростить и контролировать поиск
новых наборов значений параметров методом муравьиных колоний. Предпо-
лагается использование интерфейса для взаимодействия с пользователем с
целью обеспечения возможности остановки работы метода при нахождении
удовлетворяющего пользователя набора значений параметров системы. Если
такой набор не найден, то метод муравьиных колоний рассмотрит все ком-
бинации дискретных значений параметров. Данный подход также позволит
решать многоэкстремальные и многокритериальные задачи.
Рассмотренный метод муравьиных колоний является достаточно мощным

инструментом решения поставленной задачи, благодаря вероятностной фор-
муле выбора следующей вершины. Предложена простая модификация веро-
ятностной формулы, позволяющая существенно улучшить показатели эф-
фективности работы алгоритма. Данная модификация определяет вероят-
ность выбора следующей вершины как аддитивную свертку трех компонен-
тов: весов в вершине, количества посещений вершины агентами и количества
оставшихся решений, содержащих данную вершину.
В работе предложены модификации, позволяющие выбирать различные

алгоритмы поведения при получении агентом уже рассмотренного решения.
Проверка найденного решения осуществляется с помощью Хэш-таблицы. По-
вторный циклический поиск показал хорошую сходимость к оптимальному
решению и наилучшую работу при поиске последних наборов значений пара-
метров на различных параметрических графах. На графе большой размерно-
сти повторный циклический поиск показывает результаты хуже, чем работа
оригинального алгоритма с новой вероятностной формулой.
Рассмотрение всех возможных комбинаций значений параметров систе-

мы является специфической задачей, так как перебрать все варианты можно
полным перебором и в результате найти оптимальное решение. Большинство
алгоритмов перебора вариантов системы нацелены на поиск рационального
решения путем сходимости к нему, и “плохие” решения подобные алгоритмы
не рассматривают. Несмотря на вероятностную сходимость метода муравьи-
ных колоний к одному решению, в работе доказана возможность алгоритмом
рассмотреть все решения, даже все неоптимальные, при любом распределе-
нии вероятностной формулы. Для многомодальных функций можно отка-
заться от процедуры мультистарта, вносящей дополнительную стохастику в
работу алгоритма.
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К недостаткам метода муравьиных колоний относят наличие большого ко-
личества свободных параметров [9]. Параметры, относящиеся к “классическо-
му” методу муравьиных колоний (количество агентов на итерации, коэффи-
циент испарения весов и коэффициент добавления), подробно рассмотрены
в [21]. При исследовании асинхронного поведения метода муравьиных коло-
ний при взаимодействии с асинхронным вычислительным кластером пред-
полагается устанавливать количество агентов равным количеству потоков,
осуществляющих вычисления на кластере. Отсутствие сходимости алгорит-
ма к одному решению не требует установки граничных условий и параметров
мультистарта. Но наличие коэффициентов в новой вероятностной формуле
требует дополнительных исследований. Исследованы различные дискретные
значения весовых и степенных коэффициентов в формуле (2). Оптимальны-
ми являются значения, равные 1. При этом следует отметить, что ситуация,
когда весовые коэффициенты принимают вещественные значения и в сумме
дают 1, требует дальнейших исследований. Также дальнейших исследований
требует динамическое изменение значений коэффициентов, так как коэффи-
циент k1 эффективен на ранних итерациях для быстрого поиска оптимально-
го набора значений параметров, а коэффициент k3 — для поиска оставшихся
решений на последних итерациях.
Дальнейшее развитие предполагается в следующих направлениях.
1. Предложенный альтернативный алгоритм поиска нового решения путем
обхода дерева показал низкую эффективность и требует доработки.

2. Не рассматривалась ценность отдельных слоев-параметров параметри-
ческого графа. Данное исследование позволит выделить наиболее и наи-
менее значимые параметры технической системы.

3. Вероятностная формула выбора агентом следующей вершины является
очень мощным инструментом, и возможна ее модификация с учетом
ценности отдельных слоев.

4. Необходимо дальнейшее исследование структуры параметрического
графа, разделение слоя на подслои, перестановки слоев и способов фор-
мирования графа.

5. Применение предложенного метода для решения задач с векторным
критерием. Исследования модификаций для быстрого рассмотрения на
кластере всех решений из множества Парето.

6. При работе метода муравьиных колоний совместно с асинхронным
вычислителем. Предполагается получение значений целевой функции
асинхронно по отношению к работе метода муравьиных колоний. Для
такой модификации предлагается каждого агента просчитывать в сво-
ем потоке, и в результате рассмотреть асинхронную работу метода му-
равьиных колоний. Добавление и испарение весов с параметрического
графа может осуществляться в виде отдельных потоков.
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