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Рассматриваются три варианта функции статистической сложности,
которая используется в качестве критерия в задаче обнаружения полез-
ного сигнала в сигнально-шумовой смеси. Получены вероятностные рас-
пределения, максимизирующие рассматриваемые варианты статистиче-
ской сложности, и сделаны выводы об эффективности использования того
или иного варианта для задач обнаружения. На примере синтезирован-
ных сигналов продемонстрировано сравнение рассмотренных информаци-
онных характеристик и проиллюстрированы аналитические результаты.
Предложен способ выбора порога информационного критерия, превыше-
ние которого позволяет сделать вывод о появлении полезного сигнала
в сигнально-шумовой смеси. Выбор порога априорно зависит от макси-
мальных значений, полученных аналитически. В результате сложность
на основе полной вариации меры показала наилучшую способность обна-
ружения полезного сигнала.
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1. Введение

Понятие информационной энтропии было впервые введено в статье Клода
Шеннона [1] в 1948 г. Эта работа положила начало новой области науки, полу-
чившей название теории информации [2]. Развитие теории информации дало
возможность аналитического и практического исследования многих приклад-
ных областей науки и техники. Были введены в обиход и получили свою ин-
терпретацию такие термины, как энтропии Гиббса и фон Неймана, расстоя-
ние Кульбака–Лейблера, дивергенция Йенсена–Шеннона, информационные
дивергенции и некоторые другие, которые стали использоваться в качестве
критериев различных оптимизационных задач распознавания [3], классифи-
кации [4], фильтрации и отвечать за существо и качество принимаемых на
их основе решений.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 23-19-00134).
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К концу прошлого века различные информационные критерии, в основ-
ном информационной энтропии Шеннона [1], начали активно применяться
в задачах цифровой обработки сигналов, в частности в задаче обнаруже-
ния полезного сигнала в шумовой обстановке [5]. Появилось понятие спек-
тральной энтропии [6], связанной с Фурье-спектром рассматриваемого сиг-
нала, что оказалось особенно актуально в анализе акустических сигналов [7].
Кроме того, энтропийный подход успешно применяется в анализе времен-
ных рядов в медицинской сфере, например ЭКГ или ЭЭГ [8]. Позднее была
предложена функция статистической сложности как развитие понятия эн-
тропии [9–11]. Однако в статьях авторов не приводится аналитического ис-
следования свойств предложенной ими функции, что оказывается особенно
важным при решении задачи различения двух гипотез.

Нужно отметить, что существует несколько классических способов реше-
ния задачи обнаружения. Первый из них основан на решении задачи опти-
мальной фильтрации и требует знания свойств сигнала: периодичности, по-
лосы частот и др. [12]. Второй способ опирается на лемму Неймана–Пирсона,
решает задачу различения двух гипотез, определяет факт превышения опти-
мального порога при заданной вероятности ложной тревоги и требует оценки
статистических свойств выборочных распределений шума и смеси сигнала
и шума [13]. Третий способ эквивалентен решению задачи о разладке при
изменении неизвестных статистических характеристик распределений шума
и смеси сигнала и шума. Схожую постановку имеет задача поиска анома-
лий [14]. Все эти способы демонстрируют качественную и надежную работу
при превышении сигнала над шумом, но при малых отношениях сигнал/шум
или в тяжелой помеховой обстановке зачастую дают неправильный ответ.

Данная статья посвящена проблеме обнаружения полезного сигнала в
сигнально-шумовой смеси и сочетает в себе все три ранее перечисленных
способа решения задачи обнаружения. Предлагается использовать вариант
леммы Неймана–Пирсона для задачи различения двух гипотез [13], который
справедлив, в том числе когда вероятность ошибки различения близка к еди-
нице и зависит от полной вариации меры двух распределений нулевой и пер-
вой гипотез. На основании аналитического выражения функции этой ошибки
формализуется критерий задачи обнаружения сигнала как один из вариан-
тов статистической сложности [15], который учитывает детерминированную
природу сигнала, примешанного к шуму. Особенностью статистической слож-
ности является то, что она мультипликативна и состоит из двух множителей,
один из которых обращается в нуль на детерминированных синусоидальных
сигналах одной частоты, а в физике — на объектах заданной структуры,
например кристаллах [9], а другой обращается в нуль на равномерных функ-
циях распределений [10], соответствующих, например, белому шуму. Затем
введенный критерий сравнивается с уже известными двумя вариантами ста-
тистической сложности на основе квадрата евклидова расстояния и диверген-
ции Йенсена–Шеннона, устанавливаются их свойства и проводится оптимиза-
ция как функции многих переменных на множестве дискретных распределе-
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ний. В результате удается выделить семейства оптимальных распределений
и вычислить максимумы функций статистических сложностей.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 приведен литератур-
ный обзор и освещено актуальное состояние исследований по теме статьи.
Раздел 2 посвящен связи рассматриваемых в дальнейшем информационных
критериев с классическим критерием задачи обнаружения сигналов. В разде-
ле 3 исследуются свойства трех типов статистической сложности. В разделе 4
аналитические результаты предыдущего раздела подкрепляются численным
моделированием на синтезированных сигналах. Раздел 5 объединяет полу-
ченные в статье результаты и перечисляет планы на будущее.

2. Лемма Неймана–Пирсона и статистическая сложность

Задача обнаружения сигнала s(n) традиционно сводится к задаче разли-
чения двух гипотез

{
Γ0 : x(n) = w(n),

Γ1 : x(n) = s(n) + w(n), n = 1, . . . , N.

Гипотеза Γ0 связана с принятием решения о приеме только шума, а гипо-
теза Γ1 — о приеме смеси полезного сигнала и шума, где последовательности
{x(n)}, n = 1, . . . , N – временной ряд из принятых данных, {s(n)} – полез-
ный сигнал, {w(n)} – аддитивный случайный шум, N – длина временного
ряда данных.

Случайные величины временного ряда (x(1), . . . , x(n), . . . , x(N)) принима-
ют значения (x1, . . . , xn, . . . , xN ) ∈ R

N .
Для получения аналитического выражения для оценки вероятности ошиб-

ки различения гипотез можно применить одну из разновидностей леммы Ней-
мана–Пирсона [13, 16].

Лемма 1 [Неймана–Пирсона]. Пусть имеется произвольная, называе-
мая решающим правилом или тестом, измеримая функция многих пере-
менных (x1, . . . , xN ) ∈ R

N , такая что

d(x1, . . . , xN ) =

{
1, верна гипотеза Γ0,

0, верна гипотеза Γ1,

по которой находятся

α(d) = Вероятность (принять Γ0| верна Γ1),

β(d) = Вероятность (принять Γ1| верна Γ0).

Тогда решающее правило d∗ оптимально, если

α(d∗) + β(d∗) = inf
d
[α(d) + β(d)] = Er(N ; Γ0,Γ1) – функция ошибок,(1)

где инфинум берется по всевозможным тестам.
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Здесь α(·) – вероятность ложной тревоги, а β(·) – вероятность пропуска
полезного сигнала.

Для функции ошибок справедлива точная формула следующего вида:

Er(N ; Γ0,Γ1) = 1− 1

2
‖P (N)

0 − P
(N)
1 ‖ = 1− TV (P0, P1),(2)

где P
(N)
0 – многомерная функция распределения статистики наблюдений по

гипотезе Γ0, P
(N)
1 – многомерная функция распределения статистики на-

блюдений по гипотезе Γ1, а TV (P0, P1) – полная вариация меры со знаком,
‖Q‖ = 2 supA |Q(A)|. Таким образом, если множества-носители мер P0, P1 не
пересекаются, то возможно безошибочное различение гипотез. Если же меры
P

(N)
0 и P

(N)
1 близки, то ‖P (N)

0 − P
(N)
1 ‖ ≈ 0, и тогда Er(N ; Γ0,Γ1)≈ 1.

Для задачи обнаружения детерминированного полезного сигнала, напри-
мер при малом отношении сигнал/шум, интересен случай ‖P (N)

0 − P
(N)
1 ‖ =

= 2TV (P0, P1)≈ 0 и возможность разумной оценки этой величины. Поэто-
му когда вероятность суммарной ошибки различения двух гипотез близка
к единице, появляется возможность использовать аналитическое выражение
TV (P0, P1) для конструирования критерия в задаче обнаружения полезного
сигнала в смеси. Но сначала обратимся к уже известным критериям и уста-
новим их свойства.

Чаще всего для удобства математического исследования полезный сигнал
и шум моделируются случайными гауссовыми процессами с разными пара-
метрами, в этом случае задача нахождения момента появления сигнала s(n)
в принимаемой последовательности отсчетов называется задачей о разлад-
ке [13].

Здесь и далее рассматриваются дискретные распределения вероятностей
p = (p1, . . . , pi, . . . , pN ), которые по определению обладают следующими свой-
ствами:

∀ pi ∈ [0, 1],
N∑
i=1

pi = 1.(3)

Для формализации критериев, которые учитывают не только случайную
составляющую сигналов, но и детерминированную, введем понятия функ-
ции дисбаланса D и статистической сложности C распределения. Простей-
шим примером дисбаланса является евклидово расстояние в пространстве
дискретных вероятностных распределений [10].

Опр е д е л е н и е 1. Дисбаланс DSQ имеет смысл дисперсии распределения
относительно равномерного, а именно

DSQ(p) =
N∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

=
N∑
i=1

p2i −
1

N
.(4)
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Опр е д е л е н и е 2. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса по определению 1, равна

CSQ(p) = H(p) ·DSQ(p),(5)

где

H(p) =
1

logN

(
−

N∑
i

pi log pi

)
(6)

— нормированная энтропия Шеннона [1].

При вычислении суммы (6) принимается, что 0
log 0 = 0 по непрерывности,

и это предположение справедливо для всех последующих уравнений.
Из определения 1 следует, что дисбаланс вида (4) и сложность вида (5)

удобно применять при оценке и сравнении сигналов, имеющих спектральное
распределение, близкое к равномерному. В общем случае вместо равномер-
ного распределения qi = 1/N при i = 1, . . . , N в формулу (4) может входить
произвольное дискретное распределение.

Выше введена формула (4), предложенная в [10] для вычисления дисба-
ланса относительно равномерного распределения, однако в большинстве ра-
бот в качестве такой величины используется дивергенция JSD(p||q) Йенсена–
Шеннона [17], так что

Опр е д е л е н и е 3. Дисбаланс Йенсена–Шеннона равен

DJSD(p) = JSD(p||q),(7)

где q = (1/N, . . . , 1/N) – равномерное распределение.

Опр е д е л е н и е 4. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса согласно определению 3, выражается как

CJSD(p) = H(p) ·DJSD(p).(8)

Зам е ч а ни е 1. Выше отмечено, что
√
DSQ является евклидовой метри-

кой на пространстве дискретных распределений. В то же время
√

DJSD так-
же является метрикой и пропорционален метрике Фишера.

Поскольку в лемме 1 Неймана–Пирсона получено, что функция ошибок
различения двух гипотез зависит от полной вариации TV (p, q), то введем
еще одно понятие дисбаланса.

Опр е д е л е н и е 5. Дисбаланс по полной вариации меры равен

DTV (p) = TV 2(p, q),(9)

где q = (1/N, . . . , 1/N).

Опр е д е л е н и е 6. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса согласно определению 5, равна

CTV (p) = H(p) ·DTV (p).(10)
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Представленные выше функции информационных дивергенций, опреде-
ляющие разные варианты функции дисбаланса, могут быть объединены об-
щим понятием f-дивергенции [18]:

Df (p||q) =
∑

x∈RN

q(x)f

(
p(x)

q(x)

)
.(11)

Выбор функции f порождает целое семейство различных дивергенций:

• Дивергенция Кульбака–Лейблера DKL(p, q) получается из (11) выбором
f(x) = x log(x), x > 0.

• Дивергенция Йенсена–Шеннона получается из (11) выбором

f(x) = x log
2x

x+ 1
+ log

2

x+ 1
, x > 0.(12)

• Полная вариация получается при f(x) = 1
2 |1− x|:

TV (p, q) =
1

2

∑
x∈RN

|p(x)− q(x)|;(13)

TV также является метрикой на пространстве распределений вероятно-
стей. Полная вариация связана с дивергенцией Йенсена–Шеннона сле-
дующим соотношением:

JSD(p||q) � TV (p, q).(14)

Из соотношения (14) следует, что дивергенция Йенсена–Шеннона оцени-
вается сверху полной вариацией.

Далее исследуем возможность применения каждого варианта статистиче-
ской сложности как критерия для индикации появления сигнала, но сначала
установим их свойства.

3. Оптимизация статистической сложности

3.1. Оптимизация CSQ

Поставим задачу максимизации функции статистической сложности на
множестве дискретных распределений p = (p1, . . . , pN )

CSQ(p) =
1

logN

(
−

N∑
i=1

pi log pi

)
·
(

N∑
i=1

(
pi − 1

N

)2
)

−→ max
p

(15)

при условии нормировки

N∑
i=1

pi = 1.(16)
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Для формулировки леммы о максимальном значении статистической
сложности понадобится вспомогательный результат.

Лемма 2. Пусть 0<x� y� z� 1, тогда f(x, y, z) = xyy−xzxx−zyzz−y �
� 1, причем равенство возможно только при либо x = y, либо y = z.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем новую функцию g(x, y, z) = ln f(x, y, z),

g(x, y, z) = y lnx− x ln y + x ln z − z lnx+ z ln y − y ln z.

Тогда требуется доказать, что g(x, y, z) � 0 при 0 < x � y � z � 1.
По теореме Куна–Таккера решение задачи условной оптимизации функ-

ции трех переменных либо находится во внутренней точке ограничения, ли-
бо на его границе. Необходимые условия безусловного экстремума функции
g(x, y, z) принимают вид

∂g

∂x
= ln z − ln y +

y − z

x
= 0,

∂g

∂y
= lnx− ln z +

z − x

y
= 0,

∂g

∂z
= ln y − lnx+

x− y

z
= 0.

(17)

Сложим все уравнения последней системы и в результате получим уравнение

y − z

x
+

z − x

y
+

x− y

z
= 0,

которое можно переписать в виде

(y − z)(x− y)(z − x)

xyz
= 0.

Это означает, что при выполнении одного из равенств либо x = y, либо y = z
функция g(x, y, z), возможно, имеет минимум. Пусть x = y, тогда третье урав-
нение из (17) выполняется тождественно, а первое и второе уравнения иден-
тичны и могут быть записаны в виде

ln η = η − 1, η =
z

y
.

Последнее уравнение имеет только один корень η = 1, т.е. y = z.
Вычислим вторые производные и запишем матрицу Гессе:

G(x, y, z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z − y

x2
1

x
− 1

y

1

z
− 1

x

1

x
− 1

y

x− z

y2
1

y
− 1

z

1

z
− 1

x

1

y
− 1

z

y − x

z2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.(18)
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Миноры матрицы Гессе равны

M1(x, y, z) =
z − y

x2
,

M2(x, y, z) = −(x− y)2 + (z − x)2 + (y − z)2

2x2y2
,

M3(x, y, z) = 0.

(19)

Матрица Гессе не является знакоопределенной, более того, ее детерминант
равен нулю. Поэтому рассмотрим малую окрестность экстремальной точки.

В малой окрестности x = y = z при условии, что δx � δy � δz, вариация δg
функции g(x, y, z) записывается в виде

δg = (x+ δy) ln(x+ δx)− (x+ δx) ln(x+ δy) + (x+ δx) ln(x+ δz) −
− (x+ δz) ln(x+ δx) + (x+ δz) ln(x+ δy)− (x+ δy) ln(x+ δz) =

= (δz − δx)(δy − δx)(δz − δy) + o(((δx)2 + (δy)2 + (δz)2)3/2) � 0,

где ненулевыми оказываются члены при кубах вариаций независимых пере-
менных, а сама вариация функции g(x, y, z) в силу условий леммы оказыва-
ется положительной. В случае, когда, например, δy = δx, имеем g(x, y, z) ≡ 0,
а f(x, y, z)≡ 1. Поэтому экстремум функции является ее нестрогим миниму-
мом. �

Лемма 3. Максимум статистической сложности (15) достигается на
распределении вида

{
pi =

1− pmax

N − 1
, i = 1, N \ k,

pk = pmax,
(20)

где pmax = const, т.е. при появлении отдельной дискреты в произвольном
разряде k над равномерным распределением.

Дока з а т е л ь с т в о. Без потери общности положим k = N . Из уравне-
ния (16) выразим одну переменную pN из набора pi через все остальные:

pN = 1−
N−1∑
i=1

pi.(21)

Перепишем уравнение (15) в виде

CSQ = − 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(

N−1∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

+

(
pN − 1

N

)2
)
.

(22)
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Необходимым условием экстремума функции во внутренней точке области
(симплекса 3) является равенство нулю всех частных производных по pi:

∂CSQ

∂pi
= 0, i = 1, . . . , N − 1.(23)

Подстановка функции (22) в (23) дает (с учетом того, что ∂pN
∂pi

= −1):

∂CSQ

∂pi
= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·

(
N−1∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

+

(
pN − 1

N

)2
)

−

− 2

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
· (pi − pN ) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(24)

В более удобном виде уравнения имеют вид

∂CSQ

∂pi
=

1

logN
(− log pi + log pN ) ·D + 2H · (pi − pN ) = 0,

i = 1, . . . , N − 1.

(25)

Запишем разность любых двух уравнений из системы выше для индексов i
и j:

∂CSQ

∂pi
− ∂CSQ

∂pj
=

1

logN
(− log pi + log pj) ·D + 2H · (pi − pj) = 0.(26)

Учитывая, что величины D и H положительны, из уравнений (25) и (26)
можно составить следующие равенства при условии, что рассматриваемые
вероятности pj, j = 1, . . . , N − 1 не равны pN :

log pi − log pj
log pN − log pj

− pi − pj
pN − pj

= 0,(27)

(pN − pj) log pi + (pi − pN ) log pj + (pj − pi) log pN = 0,(28)

p
pN−pj
i · ppi−pN

j · ppj−pi
N = 1.(29)

Применяя лемму 2, делаем вывод, что последнее уравнение может быть
выполнено при равенстве pi = pj .

Таким образом, получено, что каждая из вероятностей pi может прини-
мать одно из двух различных значений, которые задают распределение вида

⎧
⎨
⎩

pi =
1− pmax

K
, ∀ i = 1, . . . ,K,

pi = pN =
pmax

N −K
, ∀ i = K + 1, . . . , N.

(30)

129



0,18

СSQ(�, pmax)

pmax

0,16

0,14

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 0,8 0,6 0,4
�

0,2
00

Рис. 1. Поверхности уровня статистической сложности CSQ(ω, pmax).

Теперь нужно показать, что максимуму сложности соответствуют значения
K = 1 и K = N − 1. Для этого вычислим значение дисбаланса (4) на распре-
делении (30), которое обозначим через D(K)(ω, pmax):

D(K)(ω, pmax) =
1

N

(pmax + ω − 1)2

ω(1− ω)
, ω =

K

N
.(31)

В свою очередь, энтропия равна

H(K)(ω, pmax) = 1− 1

logN

(
(1− pmax) log

1− pmax

ω
+ pmax log

pmax

1− ω

)
.(32)

Максимум CSQ(ω, pmax) при N � 100 был исследован численно, и он до-
стигался при K = 1. Из выражения для D(K)(ω, pmax) (31) видно, что при
N � 101 и при изменении сK = 1 на K = 2 или cK = N − 1 на K = N − 2 его
значение меняется почти в два раза, в то время как энтропия (32) меняется
незначительно. Таким образом, распределение вероятностей (30), доставляю-
щее функции сложности экстремальное значение при K = 1 или K = N − 1,
имеет вид (20). �

Для наглядности на рис. 1 показан график CSQ = CSQ(ω, pmax) при
N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).

Сл ед с т в и е 1. Подставим значения pi и pN = pmax из (20) в (22) и рас-
смотрим сложность CSQ как функцию от pmax. При достаточно больших
значениях N она примет вид

CSQ ≈ (1− pmax) · p2max.
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Рис. 2. Поверхности уровня статистической сложности CSQ(x, y) для
p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Откуда следует, что эта функция принимает максимальное значение
C∗
SQ ≈ 4/27 при pmax = 2/3.

Сл ед с т в и е 2. Минимальное значение CSQ = 0 достигается на равно-
мерном распределении p = (1/N, . . . , 1/N).

Действие леммы 3 для случая, когда дискретное распределение p =
= {p1, p2, p3} состоит только из трех отсчетов, продемонстрировано на рис. 2.
Сложность зависит от двух переменных, поскольку одна из вероятностей мо-
жет быть выражена через другие. Здесь CSQ имеет три одинаковых ярко вы-
раженных максимума и три одинаковых локальных минимума, относящихся
к ситуациям p1 = p2, p2 = p3, p1 = p3 при выполнении необходимых условий
экстремума, а также глобальный минимум при p1 = p2 = p3.

В табл. 1 показано изменение оптимальных параметров CSQ(w, pmax) при
росте N .

Таблица 1. Оптимальные параметры CSQ(ω, pmax) при различных значениях N

N CSQ(ω
∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1932 0,8315 0,6666 1

256 0,1994 0,7044 0,9960 1

512 0,1942 0,7008 0,9980 1

1024 0,1898 0,6979 0,9990 1

2048 0,1861 0,6955 0,9995 1
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Рис. 3. Кривые, соответствующие необходимым условиям экстремума CSQ

для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Необходимые условия экстремума CSQ для дискретного распределения
p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y} выписываются согласно (25) следующим
образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(− log x+log(1−x−y))

((
x− 1

3

)2

+

(
y− 1

3

)2

+

(
1−x−y− 1

3

)2
)
−

− 2(x log x+ y log y + (1− x− y) log(1− x− y)) (−1 + y)) = 0,

(− log y+log(1−x−y))

((
x− 1

3

)2

+

(
y− 1

3

)2

+

(
1−x−y− 1

3

)2
)
−

− 2(x log x+ y log y + (1− x− y) log(1− x− y)) (−1 + x) = 0.

(33)

Неявные уравнения системы (33) описывают кривые, представленные на
рис. 3.

Черная и зеленые кривые отвечают первому и второму неявным уравнени-
ям системы (33) соответственно. На рис. 3 отмечены семь точек экстремума,
для которых подсчитано значение статистической сложности. Все получен-
ные данные приведены в табл. 2.

Таблица 2. Экстремальные точки статистической сложности при N = 3

p 1 2 3 4 5 6 7
p1 0,08425 0,006 0,08425 0,497 0,8315 0,497 0, (3)

p2 0,08425 0,497 0,8315 0,497 0,08425 0,006 0, (3)

p3 0,8315 0,497 0,08425 0,006 0,08425 0,497 0, (3)

CSQ 0,1932 0,1062 0,1932 0,1062 0,1932 0,1062 0
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Рис. 4. Статистическая сложность CSQ для p = {p1 = x, p2 = x, p3 = 1− 2x}.

Первая, третья и пятая точки максимума соответствуют одному и тому
же значению максимума функции. Вторая, четвертая и шестая точки мини-
мума соответствуют одному и тому же значению минимума функции. Стоит
отметить, что экстремальные точки отвечают случаю K = N − 1 = 2 за ис-
ключением глобального минимума, где все вероятности равны между собой, и
тем самым описывают три локальных минимума, один глобальный минимум
и три равных между собой максимума статистической сложности на рис. 2.
Отдельно можно построить статистическую сложность в случае p = {p1 = x,
p2 = x, p3 = 1− 2x}.

На рис. 4 отмечены точки экстремума в соответствии с табл. 2, которые
охватывают все случаи p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

3.2. Оптимизация CJSD

Применим аналогичный подход к статистической сложности, использую-
щей дивергенцию Йенсена–Шеннона в качестве дисбаланса. Сложность в
этом случае выражается как

CJSD(p) = H(p) · JSD(p||q), qj = 1/N, j = 1, . . . , N.(34)

Раскрыв JSD(p||q), получаем

CJSD(p) = H(p) ·
(
H(m)− 1

2
(H(p) +H(q))

)
· logN, m =

p+ q

2
.(35)

Лемму, подобную лемме 3, доказать не удается, однако можно выписать
необходимые условия экстремума для статистической сложности вида (35).
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Следуя той же логике, что и в лемме 3, перепишем последнее уравнение в
переменных pi и pN :

CJSD(p) = −
(

N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(
H(m)− 1

2

(
− 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
+ 1

))
,

(36)

где

H(m) = − 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi +
1
N

2
log

pi +
1
N

2
+

pN + 1
N

2
log

pN + 1
N

2

)
.(37)

Тогда с учетом (21)

∂H(m)

∂pi
= − 1

logN

(
1

2
log

pi +
1
N

2
− 1

2
log

pN + 1
N

2

)
, i = 1, . . . , N − 1.(38)

Объединяя все частные производные, получаем необходимые условия экстре-
мума в виде

∂CJSD(p)

∂pi
=

H(p)

2
·
(
−
(
log

pi+
1
N

2
− log

pN + 1
N

2

)
+(log pi− log pN )

)
−

− (log pi − log pN ) · JSD(p||q) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(39)

После упрощения остаются уравнения

H(p) ·
(
log

pi +
1
N

2
− log

pN + 1
N

2

)
+

+(log pi − log pN ) · (2JSD(p||q) −H(p)) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(40)

Тогда разность уравнений (40) для индексов i, j будет иметь вид

(log pi − log pj) · (2JSD(p||q)−H(p))+

+H(p) ·
(
log

pi +
1
N

2
− log

pj +
1
N

2

)
= 0.

(41)

Зам е ч а ни е 2. Из вида системы уравнений (41) следует, что система вы-
полняется, если pi = pj, что является одним из необходимых условии экстре-
мума функции (35). Вследствие нелинейности системы, состоящей из урав-
нений (41), у нее могут быть и другие корни.
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Рис. 5. Поверхности уровня статистической сложности CJSD

для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Для иллюстрации этого факта на рис. 5 приведен график поверхности
уровня статистической сложности вида (35), когда дискретное распределение
p = {p1, p2, p3} состоит только из трех отсчетов.

На рис. 5 видно, что в точках, удовлетворяющих p1 = p2, p2 = p3 и p2 = p3,
при выполнении необходимых условий экстремума находятся седловые точки
поверхности.

Ранее было установлено, что распределение (30) доставляет экстре-
мум CSQ при K = N − 1. Далее будет показано, что оно же доставляет экс-
тремум сложности, основанной на полной вариации меры TV (p, q). Поэтому
предлагается найти максимум CJSD на этом распределении и провести срав-
нение полученных оптимальных параметров распределения при фиксирован-
ных N . Выпишем сложность в явном виде и получим

C
(K)
JSD = H(K) ·

(
H(K)(m)− 1

2
(H(K) + 1)

)
· logN,(42)

где H(K) соответствует (32), а H(K)(m) дается следующей формулой:

H(K)(m) = 1− 1

logN

(
(1− pmax + ω)

2
log

(1− pmax + ω)

2ω
+

+
(1 + pmax − ω)

2
log

(1 + pmax − ω)

2− 2ω

)
.

(43)
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Рис. 6. Поверхности уровня статистической сложности CJSD(ω, pmax).

В табл. 3 показано изменение оптимальных параметров CJSD при росте N .
Для наглядности на рис. 6 показан график CJSD = CJSD(ω,pmax) при

N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).
Результаты, приведенные в табл. 3, демонстрируют, что для выбранного

класса распределений (30) оптимальным является набор из N дискрет, где
K равны между собой, а остальные нулевые. Стоит обратить внимание, что
на полученном распределении CJSD не равна нулю, в том числе благодаря
слагаемому H(K)(m), которое отвечает уже “сдвинутому” распределению, со-

стоящему из K элементов, равных
1
K
+ 1

N
2 , и N −K отсчетов по 1

2N каждый.

Таблица 3. Оптимальные параметры CJSD(ω, pmax)
при различных значениях N

N CJSD(ω∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1266 1 0,4083 1 или 2

256 0,4482 1 0,8703 33

512 0,4790 1 0,8897 56

1024 0,5065 1 0,9051 97

2048 0,5312 1 0,9171 170

3.3. Оптимизация CTV

Приступим к анализу статистической сложности на основе полной вариа-
ции

CTV (p) = − 1

4 logN

(
N∑
i=1

pi log pi

)
·
(

N∑
i=1

∣∣∣∣pi −
1

N

∣∣∣∣
)2

.(44)
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Предл ожени е 1. Согласно выражению для функции ошибок (2) из
леммы 1 Неймана–Пирсона и определению (44) в качестве критерия пред-
лагается использовать CTV для решения задачи различения двух гипотез и
индикации появления детерминированной составляющей полезного сигнала
в шуме.

Справедлива следующая лемма.
Лемма 4. Максимум статистической сложности (44) достигается на

семействе распределений (30).

Дока з а т е л ь с т в о. С учетом симметричности функции (44) и симплек-
са (3) без ограничения общности найдется целое K ∈{1, . . . , N − 1}, при
котором максимум в данной лемме достигается на части симплекса (3),
определяемой ограничениями pi � 1/N для i = 1, . . . ,K и pi � 1/N для
i = K + 1, . . . , N . Перепишем уравнение (44) в виде

CTV = − 1

4 logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(

K∑
i=1

(
−pi +

1

N

)
+

N∑
i=K+1

(
pi − 1

N

))2

.

(45)

Тогда для i = 1, . . . ,K необходимые условия экстремума принимают вид

∂CTV

∂pi
= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·DTV − 2H(p)

√
DTV = 0,

i = 1, . . . ,K,

(46)

а для i = K + 1, . . . , N справедливо

∂CTV

∂pi
= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·DTV = 0, i = K + 1, . . . , N.(47)

Составим разность двух уравнений из (46) для индексов i и j. Откуда следует,
что если DTV �= 0, то pi = pj при i = 1, . . . ,K. В то время как из (47) следует,
что pi = pN при i = K + 1, . . . , N . Снова получили, что семейство распреде-
лений (30) доставляет максимум функции сложности, теперь уже CTV . �

Далее требуется определить оптимальные значения K и pmax. Для этого
вычислим значение дисбаланса D

(K)
TV на распределении (30):

D
(K)
TV = (pmax + ω − 1)2, ω =

K

N
.(48)

В свою очередь, энтропия равна

H(K) = 1− 1

logN

(
(1− pmax) log

1− pmax

ω
+ pmax log

pmax

1− ω

)
.(49)
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Рис. 7. Поверхности уровня статистической сложности CTV (ω, pmax).

Для наглядности на рис. 7 представлен график CTV = CTV (ω, pmax) при
N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).

Составим необходимые условия (46) и (47) экстремума статистической
сложности CTV , выписанной через переменные pmax, ω.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fN
1 (pmax, ω):=2(pmax+ω−1)

((
1− (1−pmax) log

1−pmax
ω

+pmax log pmax
1−ω

logN

)
−

−(pmax + ω − 1)

2 logN

(
log

pmax

1− ω
− log

1− pmax

ω

))
= 0,

fN
2 (pmax, ω):=2(pmax+ω−1)

((
1− (1−pmax) log

1−pmax
ω

+pmax log pmax
1−ω

logN

)
−

−(pmax + ω − 1)

2 logN

(
pmax

1− ω
− 1− pmax

ω

))
= 0.

(50)

Пересечения кривых, соответствующих неявным уравнениям (50), отвечают
точкам экстремума CTV . Составим разность двух необходимых условий экс-
тремума

fN
3 (pmax, ω):=fN

1 (pmax, ω)− fN
2 (pmax, ω) =

=
(pmax+ω−1)2

logN

(
− log

pmax

1−ω
+log

1−pmax

ω
+

pmax

1−ω
− 1−pmax

ω

)
= 0.

(51)
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Рис. 8. Кривые необходимых условий экстремума CTV для N = 3 и N = 128.
Уравнения fN

1 (pmax, ω) и fN
2 (pmax, ω) имеют общее решение (pmax+ω− 1 = 0)

(оранжевая кривая).

Построим неявные кривые уравнений fN
1 (pmax, ω), fN

2 (pmax, ω), fN
3 (pmax, ω)

для некоторых значений N . Для удобства индекс N у fN
3 (pmax, ω) может быть

опущен, так как неявная кривая уравнения (51) не зависит от N .
Согласно рис. 8 статистическая сложность имеет, помимо точек минимума

(pmax + ω − 1 = 0), где CTV = 0, еще и две точки максимума для каждого зна-
чения N : (p∗max, ω

∗) и (1− p∗max, 1− ω∗), которые лежат на кривой f3(pmax, ω).
В табл. 4 приведены оптимальные значения параметров формул (48)

и (49), доставляющие максимум статистической сложности CTV .

Таблица 4. Оптимальные параметры CTV (ω, pmax)
при различных значениях N

N CTV (ω
∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1289 0,8241 0,6751 1 или 2

256 0,4789 0,9976 0,8752 32

512 0,5120 0,9991 0,8901 56

1024 0,5410 0,9997 0,9022 100

2048 0,5667 0,9999 0,9122 180
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Рис. 9. Поверхности уровня статистической сложности CTV (x, y)
для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Дополнительно случай N = 3 показан на рис. 9, где приведен график по-
верхности уровня CTV , когда дискретное распределение p = {p1, p2, p3} состо-
ит из трех отсчетов.

4. Моделирование и сравнение статистических сложностей

Проведем анализ оптимальных параметров, доставляющих максимум раз-
личным типам статистической сложности, и сравним значения в табл. 1, 3
и 4. Основной интерес представляют максимальные значения сложностей
и оптимальные значения K. Максимальные значения CTV (ω

∗, p∗max)∈ [0, 1],
CJSD(ω

∗, p∗max)∈ [0, 1] близки друг другу и растут с увеличением N . Опти-
мальные значения K для этих двух видов сложностей также близки.

Для демонстрации аналитических результатов, полученных в предыдущих
разделах, показано применение трех вариантов статистической сложности в
задаче индикации полезного сигнала в шумовой смеси для синтезированных
сигналов. Применен алгоритм из [15], основанный на вычислении дискретных
распределений p по спектральному представлению временных рядов.

Синтезированный сигнал длительностью 10 секунд представляет собой
сумму конечного числа косинусоидальных колебаний в смеси с белым шумом:

x(t) = I(t)
K∑
i=1

Ai cos(2πfit+Δφi) + w(t), t ∈ [0, 10],(52)
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где Ai, fi, Δφi – амплитуды, частоты и случайные фазы гармонических ко-
лебаний соответственно, w(t) – белый шум, а I(t) – индикаторная функция
наличия полезного сигнала в сигнально-шумовой смеси.

I(t) выбрана таким образом, что гармонические сигналы присутствуют в
середине итоговой последовательности x(t).

I(t) =

⎧
⎨
⎩

0, t ∈ [0, 3),
1, t ∈ [3, 7],
0, t ∈ (7, 10].

(53)

Работа алгоритма осуществляется следующим образом:
1. Синтезированный с частотой дискретизации fs сигнал делится на ко-

роткие окна, содержащие по N = 2048 отсчетов.
2. Далее вычисляется спектр для каждого окна с использованием алго-

ритма БПФ.
3. На основе спектра путем его нормирования вычисляются дискретные

плотности pi, i = 1, . . . , N .
4. Для полученного набора pi вычисляются информационные характери-

стики CSQ(p), CJSD(p), CTV (p).
5. Полученная последовательность значений информационных характери-

стик выводится вместе с сигналом по временной оси.
Стоит отметить, что параметры fs и N подобраны так, чтобы исключить

эффект растекания спектра, т.е. получить в спектре четкие дискреты, со-
ответствующие K гармоническим функциям из формулы (52). Отношения
амплитуд сигнала и дисперсии шума выбрано близким к единице.

Порог γ для решающего правила предлагается выбрать как 25% от мак-
симального значения критерия для выбранного N из табл. 1, 3, 4:

γCQ = 0,25 · 0,1861 = 0,0465;

γJSD = 0,25 · 0,5312 = 0,1328;

γTV = 0,25 · 0,5667 = 0,1417.

(54)

Удобство выбора такого порога заключается в том, что он не зависит от
конкретной реализации шума и основан на аналитически полученных макси-
мальных значениях функций статистической сложности.

На всех графиках синим цветом обозначена амплитуда исходного сигнала,
а красным — статистическая сложность, которая рассчитана по алгоритму,
описанному выше. Горизонтальная ось отвечает за время в секундах, а вер-
тикальные — за величину амплитуды сигнала (слева) и критерия (справа).
Черной пунктирной линией очерчено значение выбранного порога γ.

В первом эксперименте количество синусоидальных сигналов и соответ-
ственно дискрет в спектре равно K = 3 при N = 2048. На рис. 10 показаны
зависимости статистических сложностей от времени для синтезированного
сигнала.
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Рис. 10. Три дискреты, K = 3.

Как видно, значения CSQ и CTV превышают выбранный порог на интер-
вале присутствия сигнала, что позволяет с уверенностью сделать вывод о его
появлении. Что касается CJSD, то априорный выбор порога оказался неуда-
чен в силу того, что истинное значение ее максимума неизвестно, как пока-
зано в подразделе 3.2. Если изменить значение порога в большую сторону на
20%, то детектирование на основе CJSD будет таким же успешным, как и на
основе CTV .

Во втором эксперименте количество дискрет в спектре K = 30. В этом
случае CSQ перестает показывать удовлетворительный результат в смысле
превышения выбранного порога, поскольку функция CSQ сильно деградирует
с ростом K, однако все еще позволяет провести индикацию, как видно на
рис. 11. Функция сложности CTV все еще уверенно превышают порог, как и
в первом эксперименте, а CJSD превышает порог на всем сигнале, как и в
первом эксперименте.
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Рис. 11. Тридцать дискрет, K = 30.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что CTV наиболее удобна в
практическом смысле, поскольку хорошо работает на сигналах с большим
количеством дискрет в спектре и позволяет принимать решение о появлении
полезного сигнала, основываясь на довольно простом правиле, связанном с
выбором порога исходя из теоретически максимального значения для стати-
стической сложности.

5. Заключение

В работе дано теоретическое обоснование использования статистической
сложности в качестве критерия для решения задачи различения двух гипо-
тез в условиях, когда вероятность ошибки их различения близка к едини-
це. Рассмотрены три варианта вычисления статистической сложности для
разных функций дисбаланса. Введены новые понятия дисбаланса и стати-
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стической сложности на основе полной вариации меры двух распределений.
Проведено сравнение информационных критериев и найден класс дискрет-
ных распределений, на которых достигается максимум различных типов ста-
тистической сложности. Найдены значения максимумов при фиксированных
значениях количества отсчетов распределения. Показано, что статистическая
сложность CTV на основе полной вариации непосредственно связана с зада-
чей различения двух гипотез, а статистическая сложность CJSD на основе
энтропии Йенсена–Шеннона дает близкую оценку CTV на выборочных рас-
пределениях. В свою очередь CSQ наиболее перспективна для обнаружения
отдельной дискреты над равномерным распределением. Предложен способ
выбора порога для решающего правила обнаружения полезного сигнала, учи-
тывающий максимальные полученные значения критериев, и показана ре-
зультативность такого подхода на синтезированных сигналах.

Будущая работа будет посвящена исследованию информационных крите-
риев на основе двух- и многомерных распределений, а также рассмотрению
типовых акустических сигналов с реалистичным фоновым шумом.
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