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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЛИНЕЙНОЙ
СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
С ВХОДЯЩИМ MAP-ПОТОКОМ СОБЫТИЙ

Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с вхо-
дящим MAP-потоком запросов (MAP-поток — Markovian Arrival Process)
с двумя состояниями. Выводятся явные выражения для стационарного
распределения вероятностей состояний и явные выражения для числовых
характеристик системы: вероятности простоя обслуживающего прибора,
математического ожидания числа запросов в системе, математического
ожидания длины очереди. Численные результаты представлены в таб-
лицах и в построенных на их основе графических зависимостях указан-
ных характеристик, показанных на рисунках. Изучается рекуррентный
MAP-поток с двумя состояниями как частный случай коррелированного
MAP-потока запросов.

Ключевые слова: MAP-поток запросов, однолинейная система массового
обслуживания (СМО), стационарное распределение вероятностей состоя-
ний системы, числовые характеристики.
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1. Введение

Математические модели систем и сетей массового обслуживания (СМО,
СеМО) достаточно адекватно описывают поведение реальных физических,
технических, экономических и других объектов и систем и в связи с этим
получили широкое распространение в научной среде. Одними из основных
элементов СМО и СеМО являются случайные входящие потоки запросов.
Практически на протяжении всего прошлого века исследования в области
СМО и СеМО основывались на предположении о некоррелированном харак-
тере входящих потоков запросов, т.е. в качестве последних рассматривались
простейшие потоки (стационарные пуассоновские потоки запросов). Однако
начиная с конца 20-го века модель стационарного пуассоновского потока в
связи с интенсивным развитием телекоммуникационных сетей и систем, бес-
проводных и мобильных сетей связи перестала быть адекватной реальным
информационным потокам запросов в таких системах и сетях.
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Быстрая смена цифровых технологий обеспечила проникновение цифро-
вых сетей во все сферы человеческой деятельности. Все это было бы невоз-
можным без использования и развития методов и алгоритмов математиче-
ского моделирования сетевых технологий. Начиная с конца 20-го века в со-
временной теории очередей начались интенсивные исследования нового на-
правления — системы массового обслуживания с коррелированными потока-
ми (системы с дважды стохастическими потоками). Стимулом к появлению
дважды стохастических потоков событий — новой математической модели,
наиболее адекватно учитывающей коррелированный характер реальных ин-
формационных потоков — послужили практические потребности исследова-
ний современных телекоммуникационных сетей, в которых разнородные ин-
формационные потоки являются существенно нестационарными и коррели-
рованными.

Дважды стохастические потоки характеризуются двумя стохастиками: за-
просы в потоке наступают в случайные моменты времени (первая стохасти-
ка), интенсивность (сопровождающий процесс) потока является случайным
процессом (вторая стохастика). Дважды стохастические потоки делятся на
два типа: первый тип — потоки, сопровождающий процесс (интенсивность)
которых есть непрерывный случайных процесс [1, 2]; второй тип — потоки,
сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть кусочно-постоянный
случайный процесс с конечным (произвольным) числом состояний. Впервые
результаты исследований потоков второго типа были опубликованы практи-
чески одновременно в 1979 г. в работах [3–5]. В [3, 4] указанные потоки по-
лучили название MC (Markov Chain)-потоки, в [5] — MVP (Markov Versatile
Processes)-потоки. В [6, 7] описанные выше потоки названы MAP (Markovian
Arrival Process)-потоками. Основным свойством введенных потоков является
их коррелированность. Подчеркнем, что MAP (MC)-потоки являются наибо-
лее подходящей математической моделью коррелированных потоков запросов
в реальных телекоммуникационных системах и сетях [8].

В монографии [8], в своем роде единственной в мировой литературе, приве-
дено систематизированное изложение СМО и СеМО с коррелированными по-
токами. В [8] подчеркивается, что аналитическое исследование СМО и СеМО
с коррелированными потоками — достаточно затруднительный процесс, тем
более нахождение характеристик СМО и СеМО в явном виде представляет
собой сложную задачу, порой неразрешимую.

В настоящей статье проводится аналитическое исследование однолинейной
СМО с ожиданием, входящим классическим MAP-потоком запросов с двумя
состояниями [6, 7] и экспоненциальным обслуживанием.

Для стационарного режима функционирования СМО выводятся явные
аналитические формулы для вероятности простоя обслуживающего прибо-
ра, средней длины очереди и среднего числа запросов в системе.

Отметим, что исследования, связанные с анализом СМО и СеМО с вхо-
дящими MAP-потоками запросов, проводятся с 90-х гг. прошлого века до на-

4



стоящего времени. В частности, авторами настоящей статьи решены задачи
по оценке состояний и параметров MAP-потока запросов в условиях его пол-
ной наблюдаемости, а также в условиях его неполной наблюдаемости (при
наличии мертвого времени). По этому поводу здесь приводятся некоторые
ссылки на публикации авторов [9–14].

Кроме того, отличие рассматриваемой системы от систем, функционирую-
щих в синхронной случайной среде, состоит в том, что в синхронной сре-
де рассматриваются синхронные потоки, у которых состояние управляюще-
го процесса (сопровождающего процесса) изменяется в случайные моменты
времени, являющиеся моментами наступления событий. Таким образом, син-
хронная случайная среда всегда предполагает отличную от нуля вероятность
смены состояний управляющего процесса в момент наступления событий син-
хронного потока, в противоположность MAP-потоку: вероятность появления
события потока в момент изменения состояния управляющего процесса мо-
жет равняться нулю (если вероятность всегда равна единице, то имеет место
синхронный поток). Таким образом, рассматриваемая в настоящей статье ма-
тематическая модель случайной среды представляет собой обобщение мате-
матической модели синхронной случайной среды, в чем и состоит новизна
проведенного исследования.

Эволюцию от простейшего потока к современным математическим моде-
лям информационных потоков в телекоммуникационных системах и сетях —
к моделям коррелированных потоков, в частности к MAP-потоку — можно
проследить в упомянутой монографии [8], где, кроме того, приводится об-
ширная библиография по исследуемой области моделей СМО и СеМО. Из
последних работ по данной тематике отметим статью [15]. Подчеркнем, что
общим для работ, в которых исследуются СМО и СеМО с входящим MAP-по-
током запросов, является проводимый в них численный анализ систем и се-
тей обслуживания. В настоящей статье продолжаются исследования, начатые
в [16].

2. Математическая модель системы. Постановка задачи

Изучается однолинейная СМО с ожиданием. На вход обслуживающего
прибора поступает MAP-поток событий (запросов, сообщений и т.д.), сопро-
вождающий процесс λ(t) которого есть кусочно-постоянный случайный про-
цесс с двумя состояниями — S1 и S2. Будем говорить, что если λ(t) = λi, то
имеет место i-е состояние (Si) процесса λ(t) (потока), i = 1, 2, λ1 > λ2 > 0.
Длительность пребывания процесса λ(t) в состоянии Si есть случайная ве-
личина с экспоненциальной функцией распределения Fi(t) = 1− exp{−λit},
t � 0, i = 1, 2.

В момент окончания i-го состояния потока (процесса λ(t)) возможны сле-
дующие мгновенные изменения состояния системы: 1) наступает событие по-
тока, и процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj ; совместная
вероятность описанной ситуации есть P1(λj |λi), i, j = 1, 2; 2) не наступает
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событие потока, и процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj;
совместная вероятность этой ситуации есть P0(λj |λi), i, j = 1, 2; i �= j. При
этом P0(λj |λi) + P1(λj|λi) + P1(λi|λi) = 1, i, j = 1, 2, i �= j. Здесь первично на-
ступление события в состоянии Si, а затем переход из состояния потока Si
в состояние Sj с вероятностью P1(λj |λi), либо первично ненаступление собы-
тия в состоянии Si, а затем переход из состояния потока Si в состояние Sj
с вероятностью P0(λj |λi).

Рассматривается стационарный режим функционирования СМО. В сде-
ланных предпосылках λ(t) — сопровождающий стационарный кусочно-по-
стоянный транзитивный марковский процесс с двумя состояниями S1 и S2.
Если процесс λ(t) находится в состоянии Si, то длительность обслуживания
сообщения на обслуживающем приборе распределена по экспоненциальному
закону F (i)(τ) = 1− exp{−μiτ}, τ � 0, с интенсивностью μi (μi > 0), i = 1, 2.

Зам е ч а ни е 1. Сопровождающий случайный процесс λ(t) для MAP-по-
тока не совпадает с интенсивностью потока, так как в состоянии S1 значение
интенсивности потока есть λ1[1− P0(λ2|λ1)], в состоянии S2 соответственно
λ2[1− P0(λ1|λ2)]. Тогда средняя интенсивность MAP-потока равна [17]

λ = λ1[1− P0(λ2|λ1)]π1 + λ2[1− P0(λ1|λ2)]π2,

π1 =
λ2[1− P1(λ2|λ2)]

λ1[1− P1(λ1|λ1)] + λ2[1− P1(λ2|λ2)] ,

π2 =
λ1[1− P1(λ1|λ1)]

λ1[1− P1(λ1|λ1)] + λ2[1− P1(λ2|λ2)] ,

(1)

где π1, π2 — априорные вероятности состояний S1, S2 процесса λ(t) (потока)
в стационарном режиме.

Пусть: τk = tk+1 − tk, k = 1, 2, . . . , — значение длительности k-го интерва-
ла между моментами наступления запросов потока tk и tk+1 (τk � 0). Так
как рассматривается стационарный режим, то плотность вероятности значе-
ний длительности k-го интервала равна p(τk) = p(τ), τ � 0, для любого k � 1.
Тогда момент времени tk без потери общности полагается равным нулю, т.е.
момент наступления запроса есть τ = 0. В [11] получено явное выражение
для плотности вероятности p(τ):

p(τ) = γz1e
−z1τ + (1− γ)z2e

−z2τ , τ � 0,

γ = {z2 − λ1π1(0)[1 − P0(λ2|λ1)]− λ2π2(0)[1 − P0(λ1|λ2)]} (z2 − z1)
−1,

z1,2 =
[
(λ1 + λ2)∓

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)

]
/2,(2)

π1(0) =
P1(λ1|λ2) + P1(λ1|λ1)P0(λ1|λ2)

P1(λ1|λ2) + P1(λ2|λ1) + P1(λ1|λ1)P0(λ1|λ2) + P1(λ2|λ2)P0(λ2|λ1) ,

π2(0) = 1− π1(0).
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В (2) πi(0) — стационарная вероятность того, что процесс λ(τ) в мо-
мент времени τ = 0 (в момент наступления запроса MAP-потока) находит-
ся в состоянии Si, i = 1, 2; z1, z2 — корни характеристического уравнения
z2 − (λ1 + λ2)z + λ1λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] = 0, при этом из (2) следует,
что 0 < z1 < z2, γ — величина, зависящая от параметров потока.

Рассмотрим два смежных интервала (tk, tk+1), (tk+1, tk+2), значения дли-
тельностей которых есть τk = tk+1 − tk, τk+1 = tk+2 − tk+1 соответственно; их
местоположение на временной оси в силу стационарности потока произволь-
но. Тогда, полагая k = 1, будем рассматривать два интервала (t1, t2), (t2, t3) со
значениями длительностей τ1 = t2 − t1, τ2 = t3 − t2; τ1 � 0, τ2 � 0. При этом
τ1 = 0 соответствует моменту t1 наступления запроса потока; τ2 = 0 соответ-
ствует моменту t2 наступления следующего запроса потока. Совместная плот-
ность вероятности при этом есть [11, 13]

p(τ1, τ2) = p(τ1)p(τ2) + γ(1− γ)×

×P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)
1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1) ×

× (
z1e

−z1τ1 − z2e
−z2τ1) (z1e−z1τ2 − z2e

−z2τ2) , τ1 � 0, τ2 � 0,

(3)

где z1, z2, p(τk) определены в (2) для τ = τk, k = 1, 2.
Из (3) следует, что в общем случае MAP-поток является коррелирован-

ным потоком; только в частных случаях он переходит в рекуррентный либо
вырождается в простейший.

Частный случай 1: P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1) = 0 — рекур-
рентный MAP-поток запросов с двумя состояниями. При этом p(τ) выража-
ется формулой (2), где γ = [z2 − λ1P1(λ1|λ1)− λ2P1(λ2|λ2)](z2 − z1)

−1.
Из (3) получаем p(τ1, τ2) = p(τ1)p(τ2). Так как моменты наступления за-

просов в потоке t1, . . . , tk порождают вложенную цепь Маркова {λ(tk)}, то
можно показать, что для произвольного k, k � 2, p(τ1, . . . , τk) = p(τ1) . . . p(τk).

Произведение γ(1− γ) из (3) представимо в виде

γ(1− γ) =
z1z2

(z2 − z1)2
{λ1[1− P0(λ2|λ1)]− λ2[1− P0(λ1|λ2)]} ×

× {π1(0)λ1[1− P1(λ1|λ1)]− π2(0)λ2[1− P1(λ2|λ2)]} ×(4)

× {λ1λ2[1− P0(λ2|λ1)][1− P1(λ2|λ2)] + λ1λ2[1− P0(λ1|λ2)][1− P1(λ1|λ1)]}−1.

Из (4) вытекают частные случаи 2 и 3.
Частный случай 2: λ1[1− P0(λ2|λ1)]− λ2[1− P0(λ1|λ2)] = 0 — простейший

поток с параметром z1. Из (2) находим z1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], γ = 1; p(τ) =
= z1e

−z1τ , τ � 0.
Частный случай 3: π1(0)λ1[1− P1(λ1|λ1)]− π2(0)λ2[1− P1(λ2|λ2)] = 0 —

простейший поток с параметром z1. Из (2) находим z1 = λ2[P1(λ2|λ1)+
+P1(λ2|λ2)P0(λ2|λ1)], γ = 1; p(τ) = z1e

−z1τ , τ � 0.
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Рис. 1. Стохастический граф переходов процесса λ(t) из состояния в состояние.

Задача анализа изучаемой СМО заключается в нахождении явного ана-
литического вида числовых характеристик системы: а) вероятности простоя
обслуживающего прибора, б) среднего числа запросов в очереди, в) среднего
числа запросов в системе.

Пусть i(t) число запросов в очереди в произвольный момент времени t
(i(t) = 0, 1, . . .). Так как входящий MAP-поток является коррелированным, то
случайный процесс i(t) не является марковским. Для того чтобы построить
марковский процесс, необходимо учесть состояние входящего MAP-потока.
Последнее обеспечивается введением дополнительной переменной j(t) — со-
стояния входящего MAP-потока (состояния сопровождающего процесса λ(t)
в произвольный момент времени t), j(t) = 1, 2. Если j(t) = 1, то λ(t) = λ1;
если j(t) = 2, то λ(t) = λ2, что обеспечивает марковость двумерного процес-
са (i(t), j(t)).

Зам е ч а ни е 2. В силу того, что интенсивность обслуживания обслужи-
вающим прибором в состоянии Sj есть μj (μj > 0), j = 1, 2, то компонента j(t)
двумерного марковского процесса (i(t), j(t)) должна быть наблюдаемой так
же, как наблюдаема компонента i(t). Тогда сопровождающий процесс λ(t),
который в общем случае является ненаблюдаемым, нужно рассматривать в
виде наблюдаемого процесса, управляющего сменой состояний MAP-потока
запросов.

Обозначим состояние системы (в силу того, что рассматривается стацио-
нарный режим ее функционирования) как (i, j), i = 0, 1, . . . , j = 1, 2. Здесь
возможны еще два состояния (−1, 1) и (−1, 2), при которых запросы в систе-
ме отсутствуют (длина очереди равна нулю и обслуживающий прибор про-
стаивает).

Сделанные выше предпосылки дают возможность представления матема-
тической модели изучаемой СМО в виде связного стохастического графа [18],
представленного на рис. 1. Здесь вершинам графа соответствуют состояния
СМО; каждой дуге графа поставлены в соответствие инфинитезимальные
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характеристики (интенсивности переходов из состояния в состояние), при-
чем петли в каждом состоянии опущены; каждая вершина графа (каждое
состояние) достижима и возвратна.

3. Вывод числовых характеристик системы

Обозначим через P (i, 1), P (i, 2) стационарные (финальные) вероятности
состояний системы (i = −1, 0, . . .). Для сечений стохастического графа Gi1 =
= {(i − 1, 1; i, 1), (i, 1; i − 1, 1), (i, 1; i + 1, 1), (i + 1, 1; i, 1), (i, 1; i, 2), (i, 2; i, 1),
(i − 1, 2; i, 1), (i, 1; i + 1, 2)}, Gi2 = {(i − 1, 2; i, 2), (i, 2; i − 1, 2), (i, 2; i + 1, 2),
(i+ 1, 2; i, 2), (i, 2; i, 1), (i, 1; i, 2), (i − 1, 1; i, 2), (i, 2; i + 1, 1)}, i = 0, 1, . . . , спра-
ведлива бесконечная система разностных уравнений с постоянными коэффи-
циентами:

μ1P (i+ 1, 1) − (λ1 + μ1)P (i, 1) + λ1P1(λ1|λ1)P (i− 1, 1) +

+ λ2P0(λ1|λ2)P (i, 2) + λ2P1(λ1|λ2)P (i − 1, 2) = 0,

μ2P (i+ 1, 2) − (λ2 + μ2)P (i, 2) + λ2P1(λ2|λ2)P (i− 1, 2) +

+ λ1P0(λ2|λ1)P (i, 1) + λ1P1(λ2|λ1)P (i− 1, 1) = 0, i = 0, 1, . . . .

(5)

Решение системы (5) ищется в виде P (i, 1) = ξi, P (i, 2) = Cξi (i = 0, 1, . . .).
При этом характеристическое уравнение для (5) выпишется в виде

(ξ − 1)
{
μ1μ2ξ

3 − [λ1μ2 + μ1(λ2 + μ2)]ξ
2 +

+ [λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)]ξ −
− λ1λ2[P (λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)]

}
= 0.

(6)

Рассмотрим условия существования стационарного режима функци-
онирования СМО (условия существования вероятностей P (i, 1), P (i, 2),
i = −1, 0, . . .). Математическое ожидание случайной величины τ — длитель-
ности интервала между соседними событиями в MAP-потоке запросов —
определится в виде

E(τ ) =

∞∫

0

τp(τ)dτ,(7)

где плотность p(τ) задана в (2). Подставляя ее в (7), находим E(τ ) = [γz2 +
+(1− γ)z1]/z1z2. Тогда среднее число запросов во входящем коррелирован-
ном MAP-потоке в единицу времени запишется в виде λ = 1/E(τ ) = λ1[1−
−P0(λ2|λ1)]π1 + λ2[1− P0(λ1|λ2)]π2, что совпадает с (1). С другой стороны,
математическое ожидание числа обслуженных в единицу времени запросов
есть μ = μ1π1 + μ2π2.
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Рассмотрим ситуацию, когда λ = μ, или (μ1 − λ1[1− P0(λ2|λ1)])π1 +
+(μ2 − λ2[1− P0(λ1|λ2)])π2 = 0. Из последнего соотношения следует, что
равенство нулю возможно только в случае, когда μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)],
μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)]. Подставляя эти выражения для μ1 и μ2 в (6), нахо-
дим характеристическое уравнение для рассматриваемой ситуации:

λ1λ2(ξ − 1)2
{
[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]ξ2 −

− [2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]ξ +

+ [P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)]
}
= 0.

(8)

Так как характеристическое уравнение (8) имеет кратные корни, то общее
решение системы (5), в которой μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)],
выразится в виде

P (i, 1) = D1ξ
i
1 +D2iξ

i
2 +D3ξ

i
3 +D4ξ

i
4,

P (i, 2) = B1D1ξ
i
1 +B2D2iξ

i
2 +B3D3ξ

i
3 +B4D4ξ

i
4, i = 0, 1, . . . .

(9)

В (9) Ps(i, 1) = Dsξ
i
s; Ps(i, 2) = BsDsξ

i
s — частные решения системы (5);

Bs, Ds — константы, определяемые из граничных условий, s = 1, 4, ξ1 =
= ξ2 = 1,

ξ3,4 =

{
[2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]∓

∓
(
[2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]2 − 4[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]b

) 1
2

}
×

×
{
2[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]

}−1
,

b = P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1).

(10)

Здесь возможны три случая: b > 0, b < 0, b = 0.
Рассмотрим случай b > 0. Тогда из (10) следует 0 < ξ3 < 1 < ξ4. Посколь-

ку P (i, 1), P (i, 2) — вероятности, то для них должно выполняться условие
нормировки

∞∑
i=−1

P (i, 1) +
∞∑

i=−1

P (i, 2) = 1.

Необходимым условием выполнения последнего равенства является выпол-
нение предельных соотношений: limP (i, 1) = 0, limP (i, 2) = 0 при i→ ∞.

В противном случае ряды
∞∑

i=−1
P (i, 1),

∞∑
i=−1

P (i, 2) будут расходящимися.

С учетом сказанного общее решение (9), в котором D1 = D2 = D4 = 0, при-
нимает вид

P (i, 1) = D3ξ
i
3, P (i, 2) = B3D3ξ

i
3, i = 0, 1, . . . .(11)
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Найдем константу B3. Подставим (11) в первое уравнение системы (5), в
котором μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)]. После достаточно тру-
доемких преобразований находим B3 < 0. Тогда из (11) следует, что D3 < 0.
Неравенство D3 < 0 приводит к противоречию: P (i, 1) < 0, i � 0; P (i, 2) > 0,
i � 0. Если положить D3 = 0, то P (i, 1) = P (i, 2) = 0, i � 0, т.е. противоречие
устраняется. Отсюда следует, что при λ = μ финальное распределение P (i, 1),
P (i, 2), i � 0, не существует и тем более не существует при λ > μ.

Изучим ситуацию λ < μ. С учетом (6) общее решение системы (5) прини-
мает вид

P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2 +A3ξ

i
3 +A4ξ

i
4,

P (i, 2) = C1A1ξ
i
1 + C2A2ξ

i
2 + C3A3ξ

i
3 + C4A4ξ

i
4, i = 0, 1, . . . ,

(12)

где Ps(i, 1) = Asξ
i
s; Ps(i, 2) = CsAsξ

i
s — частные решения системы (5); Cs, As —

константы, находящиеся из граничных условий, s = 1, 4; ξ4 = 1; ξ1, ξ2, ξ3 —
корни кубического уравнения из (6), являющиеся вещественными и положи-
тельными: 0 < ξ1 < ξ2 < 1 < ξ3. При этом необходимо выполнение предель-
ных соотношений limP (i, 1) = limP (i, 2) = 0 при i→ ∞. Откуда следует, что
A3 = A4 = 0. Тогда общее решение (12) выразится в виде

P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2,

P (i, 2) = C1A1ξ
i
1 + C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . .

(13)

Подставив частное решение Ps(i, 1) = Asξ
i
s, Ps(i, 2) = CsAsξ

i
s, i = 0, 1, . . . ,

в первое уравнение системы (5) сначала для s = 1, затем для s = 2, получаем
константу Cs в виде

Cs = −μ1ξ
2
s − (λ1 + μ1)ξs + λ1P1(λ1|λ1)
λ2[P0(λ1|λ2)ξs + P1(λ1|λ2)] , s = 1, 2.(14)

Для нахождения величин Ai, i = 1, 2, и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2)
привлекаются граничные уравнения и условие нормировки. Сечения стоха-
стического графа

G−1,1 = {(−1, 1; 0, 1), (0, 1;−1, 1), (−1, 1; 0, 2), (−1, 1;−1, 2), (−1, 2;−1, 1)},
G−1,2 = {(−1, 2; 0, 2), (0, 2;−1, 2), (−1, 2; 0, 1), (−1, 2;−1, 1), (−1, 1;−1, 2)},
G = {(i, 1; i + 1, 2), (i, 1; i, 2), (i, 2; i + 1, 1), (i, 2; i, 1), i = −1, 0, 1, . . .}

соответственно определяют граничные уравнения:

μ1P (0, 1) − λ1P (−1, 1) + λ2P0(λ1|λ2)P (−1, 2) = 0,

μ2P (0, 2) − λ2P (−1, 2) + λ1P0(λ2|λ1)P (−1, 1) = 0,

λ1[1− P1(λ1|λ1)]
∞∑

i=−1

P (i, 1) − λ2[1− P1(λ2|λ2)]
∞∑

i=−1

P (i, 2) = 0.

(15)
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Присоединяя к (15) условие нормировки

P (−1, 1) + P (−1, 2) +
∞∑
i=0

[P (i, 1) + P (i, 2)] = 1,

с учетом (13) получаем систему уравнений для нахождения неизвестных Ai,
i = 1, 2, P (−1, 1), P (−1, 2). Решая (15), находим

P (−1, 1) = a11A1 + a12A2, P (−1, 2) = a21A1 + a22A2,(16)

A1 =

= (1− ξ1) π1[C2 + a22(1− ξ2)]− π2[1 + a12(1− ξ2)]

[1+a11(1− ξ1)][C2+a22(1− ξ2)]− [1+a12(1− ξ2)][C1+a21(1− ξ1)] ,

A2 =

=−(1− ξ2) π1[C1 + a21(1− ξ1)]− π2[1 + a11(1− ξ1)]

[1+a11(1− ξ1)][C2+a22(1− ξ2)]− [1+a12(1− ξ2)][C1+a21(1− ξ1)] ,

a11 =
μ1 + μ2P0(λ1|λ2)C1

λ1[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] , a12 =
μ1 + μ2P0(λ1|λ2)C2

λ1[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] ,

a21 =
μ2C1 + μ1P0(λ2|λ1)

λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] , a22 =
μ2C2 + μ1P0(λ2|λ1)

λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] .

Величины C1, C2 определены в (14); вероятности π1, π2 — в (1); ξ1, ξ2 — корни
кубического уравнения в (6) (0 < ξ1 < ξ2 < 1).

Формулы (13), (16) позволяют найти явные выражения для числовых ха-
рактеристик системы: P (−1) — вероятность простоя обслуживающего при-
бора; E(I) — средняя длина очереди; E(I + 1) — среднее число запросов в
системе, где I – случайная величина длины очереди в СМО.

P (−1) = (a11 + a21)A1 + (a12 + a22)A2,

E(I) = A1(1 + C1)
ξ1

(1− ξ1)2
+A2(1 + C2)

ξ2
(1 − ξ2)2

,

E(I + 1) =
A1(1 + C1)

(1− ξ1)2
+
A2(1 + C2)

(1− ξ2)2
,

(17)

где C1, C2 определены в (14); A1, A2, a11, a21, a12, a22 — в (16); ξ1, ξ2 — корни
кубического уравнения в (6) (0 < ξ1 < ξ2 < 1).

Приведенные здесь и ниже исходные данные для расчета числовых харак-
теристик (17) выбраны таким образом, чтобы показать, насколько поведение
последних соответствует физическим представлениям о процессе обслужива-
ния в изучаемой СМО.
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Таблица 1. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,780 0,718 0,680 0,651 0,627 0,616

1/6 0,787 0,728 0,693 0,667 0,645 0,636

1/8 0,790 0,734 0,700 0,675 0,654 0,645

1/10 0,792 0,737 0,704 0,679 0,659 0,651

1/12 0,794 0,739 0,706 0,682 0,663 0,655

1/13 0,794 0,739 0,707 0,684 0,664 0,656

Таблица 2. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,052 0,097 0,145 0,196 0,249 0,276

1/6 0,047 0,085 0,125 0,167 0,209 0,231

1/8 0,045 0,080 0,116 0,153 0,191 0,210

1/10 0,043 0,076 0,110 0,145 0,180 0,198

1/12 0,042 0,074 0,106 0,140 0,173 0,190

1/13 0,042 0,073 0,105 0,138 0,171 0,187

Таблица 3. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,272 0,379 0,465 0,545 0,622 0,659

1/6 0,260 0,357 0,432 0,500 0,564 0,595

1/8 0,254 0,346 0,416 0,478 0,537 0,565

1/10 0,251 0,340 0,406 0,466 0,521 0,547

1/12 0,249 0,335 0,400 0,457 0,510 0,536

1/13 0,248 0,334 0,398 0,454 0,506 0,531

В табл. 1–3 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I + 1)
от параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2; P1(λ1|λ1) = P1(λ2|λ1) = P0(λ2|λ1) = P1(λ2|λ2) = 1

3

для b > 0 и P1(λ1|λ2) = 1
4 (P0(λ1|λ2) = 5

12); P1(λ1|λ2) = 1
6 (P0(λ1|λ2) = 1

2);
P1(λ1|λ2) = 1

8 (P0(λ1|λ2) = 13
24 ); P1(λ1|λ2) = 1

10 (P0(λ1|λ2) = 17
30 ); P1(λ1|λ2) = 1

12

(P0(λ1|λ2) = 7
12); P1(λ1|λ2) = 1

13 (P0(λ1|λ2) = 23
39 ), вычисленные по форму-

лам (17).
Поведение отмеченных числовых характеристик (17) в зависимости от па-

раметра λ1 при b > 0 соответствует физическим представлениям о процессе
обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с входящим коррелирован-
ным MAP-потоком запросов.
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Рис. 2. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b > 0.
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Рис. 3. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b > 0.
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Рис. 4. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b > 0.

На рис. 2–4 приведены графики числовых характеристик (17), построен-
ные для численных значений табл. 1–3 соответственно.

Рассмотрим случай b < 0. В первую очередь изучим вопрос о существова-
нии стационарного режима, т.е. ситуацию, когда λ = μ. Тогда из (10) следует,
что ξ3 < 0, ξ4 > 1 и, аналогично случаю b > 0, общее решение системы выпи-
шется в виде (11). Так как ξ3 < 0, то этот факт влечет за собой отрицатель-
ность вероятности P (i, 1) для i = 1, 3, . . . , что противоречит ее определению;
чтобы снять это противоречие, нужно положить D3 = 0: P (i, 1) = P (i, 2) = 0,
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Таблица 4. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,796 0,729 0,687 0,654 0,627 0,615
1/6 0,815 0,748 0,705 0,672 0,645 0,633

1/8 0,824 0,757 0,714 0,681 0,654 0,642

1/10 0,830 0,762 0,719 0,686 0,659 0,647

1/12 0,833 0,765 0,722 0,690 0,662 0,650

1/13 0,834 0,767 0,724 0,691 0,664 0,652

Таблица 5. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,044 0,091 0,143 0,200 0,260 0,291

1/6 0,035 0,077 0,124 0,177 0,232 0,261

1/8 0,031 0,071 0,116 0,166 0,220 0,248

1/10 0,029 0,067 0,112 0,161 0,213 0,241

1/12 0,027 0,065 0,109 0,157 0,209 0,236

1/13 0,027 0,064 0,108 0,156 0,207 0,234

Таблица 6. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,249 0,362 0,457 0,546 0,633 0,675

1/6 0,219 0,329 0,419 0,504 0,587 0,528

1/8 0,206 0,314 0,402 0,485 0,566 0,606

1/10 0,199 0,305 0,392 0,474 0,554 0,594

1/12 0,194 0,300 0,386 0,467 0,547 0,586

1/13 0,193 0,298 0,384 0,465 0,544 0,583

i � 0. Последнее означает, что для случая b < 0 финальное распределение
P (i, 1), P (i, 2), i � 0, не существует при λ = μ и тем более не существует при
λ > μ.

Изучим ситуацию λ < μ. С учетом (6) общее решение системы (5) выра-
зится в виде (12). Для рассматриваемого случая b < 0 имеет место ξ4 = 1;
ξ1, ξ2, ξ3 — корни кубического уравнения из (6), являющиеся вещественны-
ми: ξ1 < 0, 0 < ξ2 < 1 < ξ3. Отсюда следует, что константы A1, A3, A4 в (12)
полагаются равными нулю, при этом общее решение (12) выпишется в виде

P (i, 1) = A2ξ
i
2, P (i, 2) = C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . .(18)
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Рис. 5. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b < 0.
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Рис. 6. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b < 0.

P1(�2 | �2) = 1/4 P1(�2 | �2) = 1/6 P1(�2 | �2) = 1/8

P1(�2 | �2) = 1/10 P1(�2 | �2) = 1/13
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Рис. 7. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b < 0.

В (18) константа C2 определена формулой (14) для s = 2. Для определе-
ния константы A2 и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2) нужно привлечь урав-
нения (15) и условие нормировки. Откуда находим

P (−1, 1) = a12A2; P (−1, 2) = a22A2;

A2 =
1− ξ2

1 + C2 + (a12 + a22)(1− ξ2)
,

(19)

C2 определена в (14) для s = 2; a12, a22 определены в (16); ξ2 — корень куби-
ческого уравнения в (6) (0 < ξ2 < 1).
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Формулы (18), (19) позволяют определить характеристики системы:

P (−1) = (a12 + a22)A2;

E(I) = A2ξ2
1 + C2

(1− ξ2)2
, E(I + 1) =

(1 + C2)A2

(1− ξ2)2
,

(20)

где C2 определена в (14) для s = 2; a12, a22 — в (16); A2 — в (19); ξ2 — корень
кубического уравнения в (6) (0 < ξ2 < 1).

В табл. 4–6 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I + 1)
от параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2; P1(λ1|λ1) = P1(λ2|λ1) = P0(λ2|λ1) = P1(λ1|λ2) = 1

3

для b < 0 и P1(λ2|λ2) = 1
4 (P0(λ1|λ2) = 5

12); P1(λ2|λ2) = 1
6 (P0(λ1|λ2) = 1

2);
P1(λ2|λ2) = 1

8 (P0(λ1|λ2) = 13
24 ); P1(λ2|λ2) = 1

10 (P0(λ1|λ2) = 17
30 ); P1(λ2|λ2) = 1

12

(P0(λ1|λ2) = 7
12); P1(λ2|λ2) = 1

13 (P0(λ1|λ2) = 23
39 ), вычисленные по форму-

лам (20).
На рис. 5–7 приведены графики числовых характеристик (20), построен-

ные для численных значений табл. 4–6 соответственно.
Поведение отмеченных числовых характеристик (20), как и в случае b > 0,

в зависимости от параметра λ1 при b < 0 соответствует физическим представ-
лениям о процессе обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с входя-
щим коррелированным MAP-потоком запросов.

4. Частный случай. Рекуррентный MAP-поток запросов

Для изучаемого частного случая имеем b = 0, что влечет за собой, как
следует из (3), рекуррентность MAP-потока запросов. Сначала рассмот-
рим условия существования стационарных вероятностей P (i, 1), P (i, 2), i � 0.
По-прежнему рассмотрим ситуацию, когда λ = μ. Тогда характеристическое
уравнение (8) примет вид

λ1λ2(ξ − 1)2ξ
{
[1− P0(λ2|λ1)][1 − P0(λ1|λ2)]ξ −

− [2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]
}
= 0,

(21)

при этом общее решение системы (5) выпишется в виде (9). Корни характе-
ристического уравнения (21) есть

ξ1 = ξ2 = 1, ξ3 = 0, ξ4 =
1

1− P0(λ1|λ2) +
1

1− P0(λ2|λ1) > 1.(22)

С учетом (22) в общем решении (9) нужно положить D1 = D2 = D4 = 0 и то-
гда получаем P (i, 1) = P (i, 2) = 0, i � 0. Последнее означает, что для случая
b = 0 и при λ = μ финальное распределение P (i, 1), P (i, 2), i � 0, не суще-
ствует и тем более не существует при λ > μ.
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Таблица 7. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,831 0,781 0,750 0,726 0,707 0,698

1/6 0,888 0,854 0,833 0,818 0,805 0,799

1/8 0,916 0,891 0,875 0,863 0,854 0,850

1/10 0,933 0,913 0,900 0,891 0,883 0,880

1/12 0,944 0,927 0,917 0,909 0,902 0,900

1/13 0,949 0,933 0,923 0,916 0,910 0,907

Таблица 8. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,030 0,056 0,083 0,111 0,139 0,152

1/6 0,013 0,023 0,033 0,043 0,053 0,058

1/8 0,007 0,012 0,018 0,023 0,028 0,030

1/10 0,004 0,008 0,011 0,014 0,017 0,019

1/12 0,003 0,005 0,008 0,010 0,0129 0,013

1/13 0,002 0,005 0,006 0,008 0,010 0,011

Таблица 9. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,199 0,275 0,333 0,385 0,432 0,454

1/6 0,124 0,169 0,200 0,226 0,248 0,259

1/8 0,091 0,122 0,143 0,160 0,174 0,181

1/10 0,071 0,095 0,111 0,124 0,134 0,139

1/12 0,059 0,078 0,091 0,101 0,109 0,113

1/13 0,054 0,072 0,083 0,092 0,100 0,103

Изучим ситуацию λ < μ. Характеристическое уравнение (6) для случая
b = 0 выпишется в виде

ξ(ξ − 1)
{
μ1μ2ξ

2 − [λ1μ2 + μ1(λ2 + μ2)]ξ +(23)

+ [λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)]
}
= 0.

Корни характеристического уравнения (23) есть ξ3 = 0, ξ4 = 1,

ξ1,2 =

{
(λ1μ2 + λ2μ1 + μ1μ2)∓

[
(λ1μ2 + λ2μ1 + μ1μ2)

2 −

− 4μ1μ2(λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)−

− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1))
] 1

2

}
/2μ1μ2,

(24)
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Рис. 8. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b = 0.
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Рис. 9. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b = 0.
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Рис. 10. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b = 0.

0 < ξ1 < 1 < ξ2. С учетом (23) и (24) общее решение (12) системы (5) примет
вид

P (i, 1) = A1ξ
i
1, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1, i = 0, 1, . . . .(25)

В (25) константа C1 определена в (14) для s = 1. Для определения констан-
ты A1 и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2) воспользуемся уравнениями (15) и
условием нормировки. Тогда находим

P (−1, 1) = a11A1; P (−1, 2) = a21A1;

A1 =
1− ξ1

1 + C1 + (a11 + a21)(1− ξ1)
,

(26)

C1 определена в (14) для s = 1; a21, a11 определены в (16); ξ1 — в (24).
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Формулы (25), (26) позволяют найти характеристики системы:

P (−1) = (a21 + a11)A1;

E(I) = A1ξ1
1 + C1

(1− ξ1)2
, E(I + 1) =

(1 + C1)A1

(1− ξ1)2
,

(27)

где C1 определена в (14) для s = 1; a21, a11 определены в (16); A1 — в (26);
ξ1 — в (24).

В табл. 7–9 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I+1) от
параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2 для b = 0 и (P1(λi|λi) = P1(λj |λi) = 1

4 ; P0(λ1|λ2) =
= P0 (λ2 |λ1) = 1

2); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1
6 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 2

3);
(P1(λi|λi) = P1(λj |λi) = 1

8 ; P0(λ1|λ2) = P0(λ2|λ1) = 3
4); (P1(λi|λi) = P1(λj |λi) =

= 1
10 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 4

5); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1
12 ; P0 (λ1 |λ2) =

= P0(λ2|λ1) = 5
6 ); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1

13 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 11
13);

i, j = 1, 2, i �= j, вычисленные по формулам (27).
Поведение отмеченных числовых характеристик, как и в случаях b > 0,

b < 0, в зависимости от параметра λ1 при b = 0 соответствует физическим
представлениям о процессе обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с
входящим рекуррентным MAP-потоком запросов.

На рис. 8–10 приведены графики числовых характеристик (27), построен-
ные для численных значений табл. 7–9 соответственно.

5. Заключение

Поставленные во втором разделе статьи задачи анализа однолинейной
СМО с входящим коррелированным MAP-потоком запросов с двумя состоя-
ниями решены в полном объeме.

Подытожим полученные результаты и приведем итоговые формулы.
Случай b > 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в

виде P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1 + C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . , где кон-

станты Cs, s = 1, 2, определены формулой (14); ξ1, ξ2 (0 < ξ1 < ξ2 < 1) — кор-
ни кубического уравнения (6); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константы
A1, A2 определены формулами (16); числовые характеристики P (−1), E(I),
E(I + 1) — формулами (17).

Случай b < 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в
виде P (i, 1) = A2ξ

i
2, P (i, 2) = C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . , где константа C2 определе-

на формулой (14) для s = 2; ξ2 (0 < ξ2 < 1) — корень кубического уравне-
ния (6); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константа A2 определены формула-
ми (19); числовые характеристики P (−1), E(I), E(I + 1) — формулами (20).

Случай b = 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в
виде P (i, 1) = A1ξ

i
1, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1, i = 0, 1, . . . , где константа C1 определе-

на формулой (14) для s = 1; ξ1 (0 < ξ1 < 1) — корень (24) характеристическо-
го уравнения (23); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константа A1 определены
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формулами (26); числовые характеристики P (−1), E(I), E(I + 1) — форму-
лами (27).

При выводе формул (17), (20), (27) привлечeны метод введения допол-
нительной переменной и метод диаграмм интенсивностей переходов (метод
сечений стохастического графа) [8]. Случай b = 0 приводит к вырождению
входящего коррелированного MAP-потока запросов в рекуррентный.

Аналитические формулы (17), (20), (27) позволяют без привлечения чис-
ленных методов находить значения числовых характеристик при заданных
параметрах MAP-потока запросов. Приведенные в статье графические зави-
симости числовых характеристик соответствуют физическим представлени-
ям о процессе обслуживания в изучаемой СМО.
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1. Введение

Нечеткое моделирование активно используется при решении различных
прикладных задач, когда исходные данные неполные или слабо формализо-
ванные [1–3]. Отметим, в частности, недавние работы по развитию нечеткого
подхода в теории управления [4, 5].

С другой стороны, при исследовании динамических процессов в условии
ограниченной исходной информации один из возможных подходов заключа-
ется в трактовке их параметров как реализации некоторых случайных про-
цессов [6].

В данной работе сочетаются эти подходы, точнее исследуются непрерыв-
ные случайные процессы с нечеткими состояниями. А именно, время счи-
тается непрерывным и множество возможных нечетких состояний считает-
ся несчетным (непрерывным). При этом сечение непрерывного нечеткого
случайного процесса в любой момент времени представляет собой нечетко
случайную величину. В данном исследовании используются известные ре-
зультаты по теории нечетко случайных величин [7–9], а также дифферен-
цируемости и интегрируемости нечеткозначных функций ( [10, 11] и [12, 13]
соответственно).
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Установленные в данной статье свойства являются модификациями из-
вестных [6, гл. 1] результатов о математических ожиданиях и корреляцион-
ных функциях стандартных непрерывных случайных процессов. Ранее они,
по-видимому, не отмечались. Подчеркнем, что в данном случае важную роль
играют нечеткие ожидания (неслучайные нечеткозначные функции времени),
отражающие тренды нечетко случайных процессов.

В качестве приложения рассмотрена задача о преобразовании нечетко слу-
чайного сигнала линейной динамической системой, описываемой линейным
дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. В ней по
характеристикам входного сигнала (нечеткому ожиданию и корреляционной
функции) определяются аналогичные характеристики выходного сигнала.
Эти результаты являются развитием известных для вещественных стацио-
нарных случайных процессов (см., например, [6, гл. 7].

Отметим отличие излагаемых здесь подхода и результатов от работ, по-
священных случайным процессам с дискретными нечеткими состояниями и
непрерывным временем (см., например, [14, 15]), где обсуждаются свойства
вероятностей дискретных нечетких состояний в зависимости от времени.

Ниже под нечетким числом z̃, заданным на универсальном простран-
стве R вещественных чисел, будем понимать совокупность упорядоченных
пар (x, μz̃(x)), где функция принадлежности μz̃ : R→ [0, 1] определяет сте-
пень принадлежности ∀x ∈ R множеству z̃ [1, гл. 5].

Будем использовать интервальное представление нечетких чисел. А имен-
но, каждому нечеткому числу поставим в соответствие совокупность его α-ин-
тервалов.

Как известно, множество α-уровня нечеткого числа z̃ с функцией принад-
лежности μz̃(x) определяется соотношением

Zα = {x |μz̃(x) � α} (α ∈ (0, 1]), Z0 = cl{x |μz̃(x) > 0},

где cl — обозначает замыкание множества.
Будем считать, что все α-уровни нечеткого числа — замкнутые и огра-

ниченные интервалы вещественной оси. Обозначим левую границу интерва-
ла вещественной оси. Обозначим левую границу интервала Zα через z−(α),
а правую через z+(α). Таким образом, Zα = [z−(α), z+(α)]. Иногда z−(α)
и z+(α) называют соответственно левым и правым α-индексами (индекса-
ми) нечеткого числа. Ниже предполагается, что они измеримы и ограничены
на [0, 1]. Совокупность таких нечетких чисел будем обозначать через J .

Под суммой нечетких чисел понимается нечеткое число, индексы которого
являются суммами соответствующих индексов слагаемых. Умножение нечет-
кого числа на положительное число означает умножение индексов на это
число. Умножение на отрицательное вещественное число означает умноже-
ние индексов на это число и перемену их местами. Равенство нечетких чисел
понимается как равенство всех соответствующих α-индексов (при ∀α ∈ [0, 1]).
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Множество J можно метризовать различными способами. В частности,
для нечетких чисел z̃1, z̃2 ∈ J определяют метрику следующим равенством
(см., например, [16])

(1) d(z̃1, z̃2) =

⎛
⎝

1∫

0

(
(z−1 (α)− z−2 (α))

2 + (z+1 (α) − z+2 (α))
2
)
dα

⎞
⎠

1/2

,

где z−i (α) и z+i (α) являются соответственно левым и правым индексами z̃i
(i = 1, 2).

2. Нечеткое ожидание, ожидание и ковариация нечетко случайных величин

Пусть (Ω,Σ, P ) — вероятностное пространство, где Ω — множество эле-
ментарных событий, Σ — σ-алгебра, состоящая из подмножеств множества Ω,
P — вероятностная мера.

Рассмотрим отображение X̃ : Ω → J . Его интервалы α-уровня Xα(ω) при
фиксированном ω ∈ Ω определяются формулами

Xα(ω) =
{
r∈R : μ

˜X(ω)(r)�α
}

α∈ (0, 1], X0(ω) = cl
{
r∈R : μ

˜X(ω)(r)> 0
}
,

где μ
˜X(ω)

(r) — функция принадлежности нечеткого числа X̃(ω). Интер-
вал Xα(ω) представим в виде Xα(ω) = [X−(ω,α),X+(ω,α)]. Его границы
X−(ω,α), X+(ω,α) называют соответственно левым и правым индексами
отображения X̃ .

Отображение X̃ : Ω → J называют нечетко случайной величиной, кратко
Н.С.В. (см., например, [7, 8]), если вещественнозначные функции X±(ω,α)
измеримы для всех α ∈ [0, 1]. В этом случае при любом α ∈ [0, 1] индексы
являются вещественными случайными величинами.

В дальнейшем будем рассматривать класс X− нечетко случайных величин,
для которых индексы X−(ω,α) и X+(ω,α) являются квадратично суммируе-
мыми на Ω× [0, 1] функциями.

Отметим, что Н.С.В. можно трактовать как случайный элемент в метри-
ческом пространстве J с метрикой (1).

Для Н.С.В. X̃(ω) положим

(2) x−(α) =
∫

Ω

X−(ω,α)dP, x+(α) =

∫

Ω

X+(ω,α)dP.

Нечеткое число с α-индексами, определяемыми в (2), называют (см., на-
пример, [9]) нечетким ожиданием Н.С.В. X̃ . Будем обозначать его как M(X̃),
а его индексы — [M(X̃)]±α .
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На множестве X− нечетко случайных величин рассмотрим метрику, зада-
ваемую для Н.С.В. X̃1, X̃2 равенством

(3)

ρ(X̃1, X̃2) =

=

⎛
⎝

1∫

0

∫

Ω

(
(X−

1 (ω,α)−X−
2 (ω,α))2 + (X+

1 (ω,α)−X+
2 (ω,α))2

)
dPdα

⎞
⎠

1/2

.

Определенное в (2) нечеткое ожидание обладает свойствами, аналогичны-
ми свойствам математических ожиданий вещественных случайных величин.
А именно, имеет место

Утв е ржд е ни е 1 (см., например, [17, 18]). Нечеткое ожидание, опреде-
ляемое посредством (2), обладает следующими свойствами:

1. Если X̃(ω) = X̃ при почти всех ω ∈ Ω, то M(X̃) = X̃ (идемпотент-
ность).

2. Нечеткое ожидание M : X− → J аддитивно, т.е. M(X̃1 + X̃2) =

=M(X̃1) +M(X̃2) (∀ X̃1, X̃2 ∈ X−).
3. Нечеткое ожидание M : X− → J однородно, т.е. M(CX̃) = CM(X̃)

(∀ X̃ ∈ X−, ∀C ∈ R).
4. Нечеткое ожидание M : X− → J непрерывно как отображение из X с

метрикой (3) в J с метрикой (1).
5. Справедливо следующее экстремальное свойство нечеткого ожидания

M(X̃) для заданной Н.С.В. X̃ ∈ X−:

ρ2(X̃,M(X̃)) =

=

1∫

0

∫

Ω

((
X−(ω,α) − [M(X̃)]−α

)2
+
(
X+(ω,α) − [M(X̃)]+α

)2)
dPdα �

�
1∫

0

∫

Ω

(
(X−(ω,α) − V −

α )2 + (X+(ω,α) − V +
α )2

)
dPdα = ρ2(X̃, Ṽ ) (∀ Ṽ ∈ J),

где X±(ω,α) и V ±
α — индексы Н.С.В. X̃(ω) и нечеткого числа Ṽ соответ-

ственно.

Рассмотрим вопрос о дефазификации нечеткого ожидания.
Как известно, среднее нечеткого числа z̃ при интервальном подходе опре-

деляется равенством [19]

(4) zср =
1

2

1∫

0

(z−(α) + z+(α))dα,

где z±(α) — индексы нечеткого числа z̃.
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В связи с (4) ожидание m(X̃) Н.С.В. X̃ ∈ X− определяют как усредняющий
функционал посредством формулы

(5) m(X̃) =
1

2

1∫

0

(
[M(X̃)]−(α) + [M(X̃)]+(α)

)
dα,

где M±(α) — индексы нечеткого ожидания M(X̃), задаваемые в (2). По су-
ществу, это один из способов дефазификации нечеткого ожидания.

Из определения (5) и утверждения 1 вытекает

Утв е ржд е ни е 2 (см., например, [17, 18]). Ожидание Н.С.В. (5) облада-
ет следующими свойствами:

1. Если X̃(ω) = X̃ при почти всех ω ∈ Ω, то m(X̃) = Xср (идемпотент-
ность).

2. Ожидание m : X− → R аддитивно, т.е. m(X̃1 + X̃2) = m(X̃1) +m(X̃2)

(∀ X̃1, X̃2 ∈ X− ).
3. Ожидание m : X− → R однородно, т.е. m(CX̃) = Cm(X̃) (∀ X̃ ∈X−, ∀C ∈

∈ R).
4. Ожидание m : X → R непрерывно.
5. Справедливо следующее экстремальное свойство ожидания m(X̃) для

X̃ ∈X−:

ρ
(
X̃,m(X̃)

)
� ρ(X̃, a) (∀ a ∈ R),

где для вещественного числа a полагаем a−α = a+α = a.

Для Н.С.В. X̃ и Ỹ ковариацию определяют формулой [20]

(6) cov(X̃, Ỹ ) =
1

2

1∫

0

(
cov(X−

α , Y
−
α ) + cov(X+

α , Y
+
α )
)
dα,

а дисперсию D(X̃) = cov(X̃, X̃). В (6) ковариации вещественных случайных
величин X±

α и Y ±
α определены стандартной [21, гл. I] формулой

cov(X±
α , Y

±
α ) = E(X±

α −E(X±
α ))(Y

±
α − E(Y ±

α )).

Здесь и ниже символ E обозначает математическое ожидание скалярной
случайной величины, т.е. для случайной величины ξ(ω) полагаем Eξ =
=
∫
Ω ξ(ω) dP .
Имеет место

Утв е ржд е ни е 3 [20]. Справедливы следующие свойства ковариации (6)
Н.С.В.:

1. Симметричность: cov(X̃, Ỹ ) = cov(Ỹ , X̃), ∀ X̃, Ỹ ∈ X−.
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2. Аддитивность: cov(X̃ + Ỹ , Z̃) = cov(X̃, Ỹ ) + cov(Ỹ , Z̃), ∀ X̃, Ỹ , Z̃ ∈ X−.
3. Положительная однородность: cov(C1X̃, C2Ỹ ) = C1C2cov(X̃, Ỹ ),

∀ X̃, Ỹ ∈X−, ∀C1, C2 ∈ R : C1C2 > 0.
4. D(CX̃) = C2D(X̃), ∀ X̃ ∈X−, ∀C ∈ R.
5. D(X̃ + Ỹ ) = D(X̃) +D(Ỹ ) + 2cov(X̃, Ỹ ), ∀ X̃, Ỹ ∈X−.

3. Непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями

Пусть [t0, T ] расширенный отрезок числовой оси. Ниже, как и в разделе 2,
(Ω,Σ, P ) — вероятностное пространство, X− — совокупность Н.С.В. с квадра-
тично суммируемыми на Ω× [0, 1] индексами.

Непрерывным случайным процессом с нечеткими состояниями или
нечетко случайным процессом (Н.С.П.) будем называть отображение
X̃ : [t0, T ] → X−, т.е. функцию X̃(ω, t), значениями которой при ∀ t ∈ [t0, T ] яв-
ляются Н.С.В. Обозначим α-индексы Н.С.П.X̃(ω, t) через X±

α (ω, t).
Далее будем рассматривать Н.С.П., для которых функции X±

α (ω, t) квад-
ратично суммируемы по совокупности переменных на Ω× [0, 1] × [t0, T ].

Определим нечеткое ожидание M(X̃(ω, t)) Н.С.П. X̃(ω, t) при каждом
t ∈ [t0, T ] как нечеткое ожидание, соответствующей Н.С.В., т.е. нечеткознач-

ную функцию, имеющую индексы
[
M(X̃(ω, t))

]±
α
=
∫
ΩX

±
α (ω, t) dP .

Из определения нечеткого ожидания Н.С.П. и свойств нечетких ожиданий
Н.С.В. вытекает:

Утв е ржд е ни е 4. Справедливы следующие свойства:
1. Нечеткое ожидание от неслучайной нечеткозначной функции z̃ :

[t0, T ] → J равно самой этой функции M(z̃(t)) = z̃(t).
2. Неслучайную скалярную функцию ϕ : [t0, T ] → R можно выносить за

знак нечеткого ожидания

M(ϕ(t)X̃(t)) = ϕ(t)M(X̃(t)),

где X̃(t) — нечетко-случайный процесс.
3. Нечеткое ожидание суммы двух Н.С.П. равно сумме нечетких ожи-

даний слагаемых

M(X̃(t) + Ỹ (t)) =M(X̃(t)) +M(Ỹ (t)).

4. Справедливо следующее экстремальное свойство нечеткого ожидания
M(X̃(t)) для Н.С.П. X̃(t):

T∫

t0

ρ2
(
X̃(t),M(X̃(t))

)
dt �

T∫

t0

ρ2
(
X̃(t), Ṽ (t)

)
dt.
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Здесь Ṽ : [t0, T ] → J — произвольная неслучайная нечеткозначная функция с
квадратично суммируемыми на [t0, T ] индексами, а метрика ρ задана в (3).

В соответствии с (5) определим ожидание Н.С.П. X̃(t) формулой

m(X̃(t)) =
1

2

1∫

0

(
[M(X̃(t))]−α + [M(X̃(t))]+α

)
dα.

Заметим, что для m(X̃(t)) при ∀ t ∈ [t0, T ] справедливо утверждение 2.
В данной работе используется понятие дифференцируемости скалярного

случайного процесса в среднем квадратичном [21, гл. II]. А именно, скаляр-
ный случайный процесс ξ(t), t ∈ R называют дифференцируемым в среднем
квадратичном в точке t, если существует случайная величина ξ′(t), такая что
математическое ожидание

E

∣∣∣∣
ξ(t+ h)− ξ(t)

h
− ξ′(t)

∣∣∣∣
2

→ 0 при h→ 0.

Ниже будем еще использовать понятие производной от нечеткозначных
функций (см., например, [10, 11]).

Н.С.П. X̃(ω, t) с α-интервалами [X−
α (ω, t),X

+
α (ω, t)] назовем дифференци-

руемым в точке t (по Сеиккала), если его α-индексы дифференцируемы по t
как скалярные случайные процессы в среднем квадратичном, а ∂

∂tX
−
α (ω, t) и

∂
∂tX

+
α (ω, t) являются соответственно нижним и верхним α-индексами неко-

торой Н.С.В., называемой производной (сравни с [11] для нечеткозначной
функции). В этом случае производную по t Н.С.П. X̃(t) будем обозначать
X̃ ′(t) = ∂

∂tX̃(ω, t).

Те ор ем а 1. Пусть Н.С.П. X̃(t) дифференцируем при t ∈ (t0, T ) и для
∀α ∈ [0, 1] найдутся суммируемые на Ω функции ϕ±

α (ω) такие, что∣∣ ∂
∂tX

±
α (ω, t)

∣∣ � ϕ±
α (ω) (∀ t ∈ (t0, T ), ω ∈ Ω). Тогда нечеткое ожидание про-

изводной Н.С.П. равно производной от нечеткого ожидания:

(7) MX̃ ′(t) =
(
MX̃(t)

)′
.

Действительно, по определению производной и нечеткого ожидания мо-

жем записать
[
M(X̃ ′(t))

]±
α
=
∫
Ω

∂

∂t
X±
α (ω, t) dP (∀α ∈ [0, 1]).

В условиях теоремы 1 согласно теореме о дифференцировании по пара-
метру под знаком интеграла Лебега можно вынести производную в правой
части последнего равенства за знак интеграла. Тогда, используя интерваль-
ный признак равенства нечетких чисел, получим (7).

Ниже будем использовать понятие интеграла от нечеткозначной функции
(см., например, [12, 13]).
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Интегралом по промежутку [t0, T ] от Н.С.П. X̃(ω, t) назовем Н.С.В.
Ỹ (ω) =

∫ T
t0
X̃(ω, t) dt с α-индексами

Y ±
α (ω) =

T∫

t0

X±
α (ω, t) dt,

гдеX±
α (t) — соответствующие α-индексы Н.С.П. X̃(t), а интегралы от случай-

ных процессов X±
α (t) понимаются в среднем квадратичном [21, гл. II]. Если

такой интеграл существует, то Н.С.П. назовем интегрируемым на [t0, T ].

Те ор ем а 2. Пусть X̃(ω, t) — интегрируемый на [t0, T ] Н.С.П. Тогда

(8) M

⎛
⎝

T∫

t0

X̃(ω, t) dt

⎞
⎠ =

T∫

t0

M
(
X̃(ω, t)

)
dt.

Действительно, по определению нечеткого ожидания левая часть (8) имеет

α-индексы

[
M

(
T∫
t0

X̃(ω, t) dt

)]±

α

=
∫
Ω

[
T∫
t0

X̃(ω, t) dt

]±

α

dP =
∫
Ω

(
T∫
t0

X̃±
α (ω, t)dt

)
dP .

Поскольку случайные величины X±
α (ω, t) квадратично суммируемы на

Ω× [t0, T ], то в последнем выражении можно поменять порядок интегриро-
вания на основании теоремы Фубини. Тогда

⎡
⎣M

⎛
⎝

T∫

t0

X̃(ω, t) dt

⎞
⎠
⎤
⎦
±

α

=

T∫

t0

⎛
⎝
∫

Ω

X±
α (ω, t) dP

⎞
⎠ dt =

=

T∫

t0

[
M(X̃(ω, t))

]±
α
dt =

⎡
⎣

T∫

t0

M
(
X̃(ω, t)

)
dt

⎤
⎦
±

α

.

Здесь используется определение нечеткого ожидания. Тогда формула (8) сле-
дует из равенства соответствующих индексов при ∀ [0, 1].

Прим ер 1. Пусть случайные числовые процессы ξi(ω, t) (i = 1, 2, 3;
ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ]) квадратично суммируемы на Ω× [t0, T ] и таковы, что
ξ1(ω, t) < ξ2(ω, t) < ξ3(ω, t) при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ].

Рассмотрим Н.С.П. X̃(t), для которого при каждом ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] нечет-
кое число X̃(ω, t) имеет треугольный вид (ξ1(ω, t), ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)). То есть
функция принадлежности X̃(ω, t) при любом ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] описывается
формулой

μω,t(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− ξ1(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ1(ω, t)
, если x ∈ [ξ1(ω, t), ξ2(ω, t)];

x− ξ3(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ3(ω, t)
, если x ∈ [ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)];

0 в противном случае.
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В этом случае

X−
α (ω, t) = (1− α)ξ1(ω, t) + αξ2(ω, t), X+

α (ω, t) = (1− α)ξ3(ω, t) + αξ2(ω, t).

Тогда нечеткое ожидание M(X̃(t)) определяется формулами для α-индек-
сов

[M(X̃)]−α (t) = (1− α)

∫

Ω

ξ1(ω, t) dP + α

∫

Ω

ξ2(ω, t) dP =

= (1− α)Eξ1(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1])

и

[M(X̃)]+α (t) = (1− α)

∫

Ω

ξ3(ω, t) dP + α

∫

Ω

ξ2(ω, t) dP =

= (1− α)Eξ3(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1]),

где E обозначает математическое ожидание вещественной случайной вели-
чины.

Прим ер 2. В условиях примера 1 дополнительно предположим, что слу-
чайные процессы ξi(ω, t) при i = 1, 2, 3 дифференцируемы по t в среднем квад-
ратическом, причем для производных выполнено соотношение ∂

∂tξ1(ω, t) �
� ∂

∂t
ξ2(ω, t) � ∂

∂tξ3(ω, t) при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ]. Тогда производная X̃ ′(t)

Н.С.П. X̃(t) имеет треугольный вид
(
∂

∂t
ξ1(ω, t),

∂

∂t
ξ2(ω, t),

∂

∂t
ξ3(ω, t)

)
.

В частности, пусть заданы случайные величины ξ1(ω) < ξ2(ω) < ξ3(ω).
Рассмотрим треугольный нечеткий процесс (etξ1(ω), etξ2(ω), etξ3(ω)). Его про-
изводная существует и совпадает с исходным Н.С.П.

Прим ер 3. Пусть в условиях примера 1 случайные процессы ξi(ω, t) до-
полнительно интегрируемы по t на промежутке [t0, T ]. Тогда Н.С.П.

∫ T
t0
X̃(t)dt

имеет треугольный вид
(
∂

∂t
ξ1(ω, t)dt,

∂

∂t
ξ2(ω, t)dt,

∂

∂t
ξ3(ω, t)dt

)
.

Ниже рассмотрим понятие ковариационной функции Н.С.П. и ее свойства.
Ковариационной функцией Н.С.П. X̃(t) назовем величину

(9) K
˜X
(t, s) = cov(X̃(t), X̃(s)) =

1

2

1∫

0

(
KX−

α
(t, s) +KX+

α
(t, s)

)
dα.

ЗдесьKX−
α
(t, s) иKX+

α
(t, s)— ковариационные функции случайных процессов

X−
α (ω, t) и X+

α (ω, t) соответственно, равные

(10) KX±
α
(t, s) = E

[
(X±

α (ω, t)−EX±
α (ω, t))(X

±
α (ω, s)− EX±

α (ω, s))
]
.
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Дисперсия Н.С.П. X̃(t) определяется равенством D
˜X(t) = K

˜X(t, t).
Отметим, что (9) является модификацией на нечеткий случай стандарт-

ного определения ковариационной функции скалярных случайных процессов
(см., например, [21, гл. II]).

Согласно (9), (10) и свойствам ковариации Н.С.В. (утверждение 3) имеет
место

Утв е ржд е ни е 5. Ковариационная функция Н.С.П. обладает следую-
щими свойствами:

1. Симметричность. Для непрерывного Н.С.П. X̃(t) при ∀ t1, t2 ∈ [t0, T ]
имеет место равенство

2. K
˜X(t1, t2) = K

˜X(t2, t1).

3. Если X̃(t) — непрерывный Н.С.П. и ϕ(t) — неслучайная числовая функ-
ция, то для Н.С.П. Ỹ (t) = ϕ(t)X̃(t) ковариационная функция K

˜Y
(t1, t2) име-

ет вид K
˜Y
(t1, t2) = ϕ(t1)ϕ(t2)K ˜X

(t1, t2).

4. Если Ỹ (t) = X̃(t) + ϕ(t), то K
˜Y
(t1, t2) = K

˜X
(t1, t2).

5. Справедливо соотношение |K
˜X(t1, t2)| �

√
D

˜X(t1)D ˜X(t2).

Взаимосвязь между корреляционными функциями дифференцируемого
Н.С.П. и его производной характеризует

Те ор ем а 3. Пусть определены и непрерывны по совокупности перемен-

ных t, s, α вторые производные
∂2K

X−
α
(t,s)

∂t∂s и
∂2K

X+
α
(t,s)

∂t∂s ковариационных функ-
ций (10) для Н.С.П. X̃(t). Тогда ковариационная функция K ′

˜X
(t, s) производ-

ной X̃ ′(t) Н.С.П. X̃(t) задается формулой

(11) K ′
˜X
(t, s) =

∂2K
˜X
(t, s)

∂t∂s
.

Дока з а т е л ь с т в о. По определению (9)

K
˜X′(t, s) =

1

2

1∫

0

(
K

( ˜X−
α )′(t, s) +K

( ˜X+
α )′(t, s)

)
dα.

При этом по известному свойству (скалярных) случайных процессов

K
( ˜X−

α )′(t, s) =
∂2KX−

α
(t, s)

∂t∂s
, K

( ˜X+
α )′(t, s) =

∂2KX+
α
(t, s)

∂t∂s
.

Тогда K
˜X′(t, s) =

1

2

∫ 1
0

∂2

∂t∂s

(
KX−

α
(t, s) +KX+

α
(t, s)

)
dα. Вынося здесь вто-

рую смешанную производную за знак интеграла, получим формулу (11).
Отметим, что законность последней операции обеспечивается непрерыв-

ностью
∂2KX−

α
(t, s)

∂t∂s
и
∂2KX+

α
(t, s)

∂t∂s
по совокупности переменных t, s, α.
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Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом Ỹ (t) =
t∫
t0

X̃(ω, s) ds

от Н.С.П. X̃(t). Имеет место

Те ор ем а 4. Пусть ковариационные функции KX±
α
(t, s) от α-индексов

X±
α (t) Н.С.П. X̃(t) суммируемы по совокупности переменных t, s, α. Тогда

ковариационная функция интеграла Ỹ (t) равна

(12) K
˜Y (t, s) =

t∫

t0

s∫

t0

K
˜X(τ1, τ2) dτ1dτ2.

Дока з а т е л ь с т в о. По определению (9) K
˜Y (t, s) =

1

2

∫ 1
0

(
KY −

α
(t, s)+

+KY +
α
(t, s)

)
dα. При этом на основании определения нечеткого интеграла

Y ±
α (t) =

∫ t
t0
X±
α (τ) dτ . Тогда в силу известного свойства интеграла от скаляр-

ного случайного процесса получим

KY −
α
(t, s) =

t∫

t0

s∫

t0

KX−
α
(τ1, τ2) dτ1dτ2, KY +

α
(t, s) =

t∫

t0

s∫

t0

KX+
α
(τ1, τ2) dτ1dτ2.

Следовательно, K
˜Y (t, s) =

1

2

∫ 1
0

(∫ t
t0

∫ s
t0
(KX−

α
(τ1, τ2) +KX+

α
(τ1, τ2)

)
dτ1dτ2) dα.

Меняя в правой части порядок интегрирования на основании теоремы Фуби-
ни и используя (9), установим (12).

Отметим, что законность последней операции обеспечивается суммируе-
мостью KX−

α
(τ1, τ2) и KX+

α
(τ1, τ2) по совокупности переменных τ1, τ2, α.

4. Задача о преобразовании нечетко-случайного сигнала
линейной динамической системой

Рассмотрим ситуацию, когда на вход некоторого устройства A (см. рис. 1)
поступает непрерывный случайный сигнал y(t), а на выходе наблюдается
непрерывный случайный сигнал z(t).

Устройство A называют линейной динамической системой, если связь меж-
ду входным и выходным сигналами описывается дифференциальным урав-
нением n-го порядка с постоянными коэффициентами.

В литературе рассматривается задача (см., например, [6, гл. 7]) об установ-
лении взаимосвязей между числовыми характеристиками (математическими
ожиданиями и соответственно ковариационными функциями) входного и вы-
ходного случайных сигналов. Эта задача в предположении стационарности
рассматриваемых случайных сигналов решается с использованием частотной
характеристики системы, прямого и обратного преобразования Фурье, теоре-
мы Винера–Хинчина. При этом случайный процесс называют стационарным
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y(t) z(t)
A

Рис. 1.

y(t) z(t)

R

C

Рис. 2.

(в широком смысле), если его математическое ожидание не зависит от вре-
мени, а ковариационная функция зависит лишь от разности аргументов.

Рассмотрим аналогичную задачу, когда входной и выходной сигналы яв-
ляются непрерывными случайными сигналами с нечеткими состояниями (ко-
ротко нечетко случайными сигналами, или Н.С.С.). При этом не предполага-
ется стационарности в каком-либо смысле. В отличие от известных методик,
ниже используется метод функции Грина. Проведем рассмотрение на приме-
рах, которые показывают суть предлагаемого подхода.

Прим ер 4. Рассмотрим интегрирующую RC-цепочку (рис. 2), описывае-
мую дифференциальным уравнением

z′(t) + βz(t) = βy(t), β =
1

RC
> 0,

где R — сопротивление, а C — емкость.

Пусть на вход поступает непрерывный Н.С.С. Ỹ (t). Определим связь меж-
ду нечеткими ожиданиями (а также ожиданиями) выходного и входного сиг-
налов данной системы. По условию выходной Н.С.С. X̃(t) удовлетворяет
нечеткому случайному дифференциальному уравнению

(13) X̃ ′(t) + βX̃(t) = βỸ (t).

Отметим, что нечеткие дифференциальные уравнения рассмотрены, на-
пример, в [22–24].

Возьмем нечеткое ожидание от обеих частей равенства (13). С учетом
свойства аддитивности и однородности ожидания Н.С.П. (утверждение 4),
а также теоремы 1 получим

(MX̃)′(t) + βMX̃(t) = βMỸ (t).

Согласно определению равенства нечетких чисел и операций между ними,
а также определению производной для α-индексов и в силу положительности
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β > 0 это уравнение эквивалентно совокупности соотношений для индексов

(14)
∂

∂t
(MX̃)±α (t) + β(MX̃)±α (t) = β(MỸ )±α (t) (∀α ∈ [0, 1]).

Предположим дополнительно, что функции (MỸ )±α (t) ограничены по t на
всей числовой оси. Тогда ограниченное на всей оси решение уравнения (14),
на основании [25, гл. II], существует, единственно, асимптотически устойчиво
по Ляпунову и имеет вид

(MX̃)±α (t) = β

∞∫

−∞
G1(t− s)(MỸ )±α (s) ds =

= β

t∫

−∞
e−β(t−s)(MỸ )±α (s) ds (∀α ∈ [0, 1]).

(15)

Здесь G1 =

{
e−βt при t > 0;
0 при t < 0

— функция Грина задачи об ограниченных ре-

шениях (скалярного) уравнения (14).
Формула (15) характеризует связь между нечеткими ожиданиями входно-

го и выходного Н.С.С. системы, описываемой уравнением (13).
С учетом (15), (5) устанавливается формула, связывающая ожидания

входного и выходного Н.С.С. рассматриваемой системы (13)

m
(
X̃(t)

)
= β

t∫

−∞
e−β(t−s)m

(
Ỹ (s)

)
ds.

Заметим, что согласно определению равенства нечетких чисел, а также по
определению производной Н.С.П. из (13) для α-индексов X̃(t) следует

(16) (X±
α )

′(t) + βX±
α (t) = βY ±

α (t) (∀α ∈ [0, 1]).

Рассматривая (16) как уравнение в гильбертовом пространстве H случай-
ных величин с конечным вторым моментом. Предположим дополнительно,
что функции Y ±

α (t) ограничены по t в пространстве H на всей числовой оси.
Тогда, согласно [25, гл. II], получим, что ограниченное на всей числовой оси
решение уравнения (16) существует, единственно, асимптотически устойчиво
по Ляпунову и задается формулой

(17) X±
α (t) = β

t∫

−∞
e−β(t−s)Y ±

α (s)ds (∀α ∈ [0, 1]).

Отметим, что в формуле (17) слева выражения X±
α (t) определяют α-индек-

сы нечеткого числа X̃(t). В частности, выражение X+
α (t) монотонно невозрас-

тающее, а выражение X−
α (t) монотонно неубывающее по α, поскольку таковы

α-индексы Y +
α (s) и Y −

α (s) [1, гл. 5] и в силу свойства монотонности интеграла.
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Вычислим ковариационную функцию выходного ограниченного на всей
оси Н.С.П. X̃ системы, описываемой уравнением (13). Согласно (10), (17)
ковариационная функция KX±

α
(t, s) имеет вид

KX±
α
(t, s) = β2E

⎡
⎣
⎛
⎝

t∫

−∞
e−β(t−τ1)Y ±

α (ω, τ1) dτ1−E
t∫

−∞
e−β(t−τ1)Y ±

α (ω, τ1) dτ1

⎞
⎠×

×
⎛
⎝

s∫

−∞
e−β(s−τ2)Y ±

α (ω, τ2) dτ2 − E

s∫

−∞
e−β(s−τ2)Y ±

α (ω, τ2) dτ2

⎞
⎠
⎤
⎦ .

Меняя местами операции математического ожидания E и интегрирования
во внутренних скобках, получим

KX±
α
(t, s) = β2E

⎡
⎣
⎛
⎝

t∫

−∞
e−β(t−τ1)

(
Y ±
α (ω, τ1)− E(Y ±

α (ω, τ1))
)
dτ1

⎞
⎠×

×
⎛
⎝

s∫

−∞
e−β(s−τ2)

(
Y ±
α (ω, τ2)− E(Y ±

α (ω, τ2))
)
dτ2

⎞
⎠
⎤
⎦ =

= β2
t∫

−∞

s∫

−∞
e−β(t−τ1)e−β(s−τ2)KY ±

α
(τ1, τ2) dτ1dτ2.

(18)

В силу (18) и (9) ковариационные функции выходного и входного Н.С.С.
системы, определяемой (13), связаны соотношением

K
˜X
(t,s) =

β2

2

t∫

−∞

s∫

−∞
e−β(t−τ1)e−β(s−τ2)

1∫

0

(
KY −

α
(τ1, τ2)+KY +

α
(τ1, τ2)

)
dαdτ1dτ2 =

= β2
t∫

−∞

s∫

−∞
e−β(t−τ1)e−β(s−τ2)K

˜Y
(τ1, τ2)dτ1dτ2.

Отметим, что сходимость рассматриваемых несобственных интегралов и
законность приведенных рассуждений обеспечиваются экспоненциальными
оценками соответствующих подынтегральных выражений.

Прим ер 5. На вход линейной динамической системы, описываемой диф-
ференциальным уравнением

(19) z′′(t) + a1z
′(t) + a2z(t) = y(t),

поступает Н.С.С. Ỹ (t). Укажем характеристики выходного Н.С.С. X̃(t).
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Согласно (19) имеем нечеткое дифференциальное уравнение

(20) X̃ ′′(t) + a1X̃
′(t) + a2X̃(t) = Ỹ (t).

Аналогично примеру 4 ожидание выходного сигнала M(X̃)(t) удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению

(MX̃)′′(t) + a1(MX̃)′(t) + a2M(X̃)(t) =M(Ỹ )(t).

Будем считать коэффициенты a1, a2 > 0. Тогда для α-индексов ожидания
получим

(21)
[
(MX̃)±α

]′′
(t)+a1

[
(MX̃)±α

]′
(t)+a2(MX̃)±α (t) =M(Ỹ )±α (t) (∀α∈ [0, 1]).

Пусть функции (MỸ )±α (t) ограничены по t на всей числовой оси. Предпо-
ложим дополнительно, что корни характеристического уравнения λ2 + a1λ+
+ a2 = 0, соответствующего (19), вещественные и отрицательные λ1 < λ2 < 0.
Тогда ограниченное на всей числовой оси решение уравнения (21) существует,
единственно, асимптотически устойчиво по Ляпунову и имеет вид

(22) (MX̃)±α (t) =
t∫

−∞
G2(t− s)(MỸ )±α (s) ds (∀α ∈ [0, 1]).

Здесь G2 — функция Грина задачи об ограниченных решениях скалярного
уравнения (19) (см., например, [26, гл. 2, § 8]). В сделанных предположениях
она имеет вид

G2(t) =

{
(eλ2t − eλ1t)(λ2 − λ1)

−1 при t > 0;
0 при t < 0.

Формула (22) характеризует связь нечетких ожиданий входного и выход-
ного Н.С.С. системы, описываемых уравнением (20).

В предположении ограниченности на всей числовой оси в пространстве H
α-индексов Y ±

α (t), аналогично рассуждениям примера 4 устанавливается сле-
дующая формула:

K
˜X
(t, s) =

1

2

t∫

−∞

s∫

−∞
G2(t− τ1)G2(s− τ2)×

×
1∫

0

(
K

˜Y −
α
(τ1, τ2) +K

˜Y +
α
(τ1, τ2)

)
dαdτ1dτ2 =

=

t∫

−∞

s∫

−∞
G2(t− τ1)G2(s− τ2)K˜Y

(τ1, τ2) dτ1dτ2.

(23)
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Формула (23) характеризует связь корреляционных функций входного и
выходного Н.С.С. системы, описываемых уравнением (20).

Заметим, что в условиях примеров 4, 5 выходные процессы асимптотиче-
ски устойчивы по Ляпунову в том смысле, что их α-индексы асимптотически
устойчивы по Ляпунову (см., например, [25, гл. II]). Только такие процессы
физически реализуемы. В литературе рассматриваются и другие подходы к
устойчивости решений нечетких дифференциальных уравнений (см., напри-
мер, [3, гл. 8]).

5. Заключение

Отправным пунктом данного исследования является статья [20], в которой
обсуждаются ковариации Н.С.В. Благодаря ей, появилось понятие ковариа-
ционной функции Н.С.П., изученное в настоящей статье.

Свойства нечетких ожиданий Н.С.П. (утверждение 4) и ковариационных
функций (утверждение 5) естественным образом вытекают из соответствую-
щих свойств нечетких ожиданий и ковариаций для нечетко-случайных вели-
чин (утверждения 1–3).

Существенное содержание и научную новизну данной работы составляют
теоремы 1–4, связанные с характеристиками дифференцируемых и интегри-
руемых Н.С.П. При их доказательстве существенно использовались опреде-
ления и свойства дифференцируемости и интегрируемости нечеткозначных
функций. Теоремы 1–4 являются развитием известных (см., например, [6])
утверждений для стандартных непрерывных случайных процессов. Отметим
еще экстремальное свойство нечетких ожиданий Н.С.П. (утверждение 4), ко-
торое автору представляется новым.

Примеры 1–3 носят иллюстративный характер. Примеры 4–5 показывают
возможность применения развитой теории к прикладным задачам, в частно-
сти к задаче преобразования Н.С.С. линейной динамической системой. Ре-
зультаты раздела 4 допускают развитие на случай периодических и почти
периодических Н.С.С., в том числе для задачи о спектральных разложениях
Н.С.С.
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Статья посвящена применению метода гарантирующего оценивания к
задаче калибровки блока гироскопов. Построены математические модели,
описывающие кинематику блока гироскопов на калибровочном стенде,
исследованы границы их применимости и возникающие погрешности. Для
проблем гарантирующего оценивания разработана методика численного
решения, основанная на сведении к задачам l1-аппроксимации.

Ключевые слова: гарантирующий подход к оцениванию, выпуклая опти-
мизация, блок гироскопов, калибровка, Python.
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1. Введение

В данной работе предложена методика калибровки блока датчиков угло-
вой скорости (ДУС), гироскопов, основанная на методе гарантирующего оце-
нивания [1–5]. Цель калибровки состоит в оценке параметрических погрешно-
стей (сдвигов нулей, масштабных коэффициентов и углов перекоса) в блоке,
состоящем из трех датчиков угловой скорости. Для определения этих па-
раметров производится серия измерений на стенде, позволяющем с высокой
точностью управлять скоростью вращения и ориентацией блока. При калиб-
ровке решается задача выбора режимов вращения и обработки полученных
сигналов.

Во многих традиционных методах калибровки используются динамиче-
ские модели оценивания неизвестных параметров по измерениям датчиков
инерциальной навигационной системы (ИНС) — ньютонометров (акселеро-
метров) и гироскопов [6–8]. Тем не менее, как указано в [9], определение по-
грешностей ДУС без привлечения информации от ньютонометров в ряде слу-
чаев является более предпочтительной. Такая ситуация возникает, во-первых,
когда точность ньютонометров не позволяет использовать их сигналы при
стендовых испытаниях и, во-вторых, при калибровке лазерных гироскопов на
виброподвесах. Основным инструментом решения проблем оценивания слу-
жат фильтр Калмана или метод наименьших квадратов [10]. В силу наличия
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большого количества неизвестных параметров в задаче калибровки (погреш-
ности датчиков, погрешности стенда), нелинейно влияющих на результаты
измерений, существенны два вопроса: как построить математическую модель
стендовых испытаний, учитывающую все эти факторы, и как минимизиро-
вать влияние погрешностей на результат оценки. Вариант ответа на эти во-
просы представлен в данной статье, которая является продолжением иссле-
дования по применению гарантирующего подхода в инерциальной навигации,
описанного, например, в [11], где рассматривается калибровка блока ньюто-
нометров. Однако в отличие от указанной статьи здесь этот метод применя-
ется к другому классу систем, характеризующемуся большим количеством
неизвестных параметров и нелинейными эффектами, что требует построения
других моделей и приводит к иным, структурно более сложным проблемам
оценивания.

Метод гарантирующего оценивания дает возможность решить проблемы
оценивания неизвестных параметров при “наихудших” реализациях ошибок
измерений, максимально снижающих точность оценки. При этом вместо ве-
роятностных гипотез используются характерные максимальные значения по-
грешностей стенда. Получаемое данным методом решение задает направле-
ния вращения блока гироскопов на стенде, т.е. явным образом описывают
оптимальные режимы калибровки.

Структура статьи следующая. В первом разделе строится математическая
модель стендовых испытаний блока гироскопов, осуществляется переход от
основных кинематических уравнений к нескольким вариантам линейной мо-
дели, возникающим в результате осреднения сигналов, исследуются границы
применимости линейных моделей. Во втором и третьем разделах формули-
руются проблемы гарантирующего оценивания и соответствующие им вспо-
могательные вариационнные задачи l1-аппроксимации, которые могут быть
решены численно. Четвертый раздел посвящен определению оптимальных
планов эксперимента, применению алгоритмов оценивания в модельных за-
дачах и анализу точности полученных решений.

2. Математическая модель

2.1. Основные предположения и соотношения
кинематики блока гироскопов

Рассмотрим математическую модель, описывающую основные кинемати-
ческие соотношения блока гироскопов на стенде при калибровке [12]. Пусть
эксперимент проводится в точке M , жестко связанной с Землей и находящей-
ся на ее поверхности. Введем следующие обозначения:
Mz =Mz1z2z3 — приборная система координат, жестко связанная с бло-

ком гироскопов;
Mx =Mx1x2x3 — система координат, жестко связанная с неподвижным

относительно Земли основанием стенда;
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D(t)— ортогональная матрица ориентацииMz относительноMx. По опре-
делению матрицы ориентации для любого вектора l его координаты в систе-
мах отсчета Mz,Mx связаны соотношением lz = D(t) lx, а строки матрицы
ориентации состоят из координат базисных векторов Mz в системе Mx;

Ω(t) — вектор угловой скорости вращения блока гироскопов относительно
стенда;
ω(t) — вектор абсолютной угловой скорости вращения блока гироскопов;
ux — координаты угловой скорости вращения Земли в системе Mx, u —

абсолютная величина угловой скорости вращения Земли.
В проекциях на Mx абсолютная угловая скорость блока гироскопов опи-

сывается соотношением

ωx(t) = Ωx(t) + ux.

В проекциях на оси трехгранника Mz данное равенство примет вид

ωz(t) = D(t) (Ωx(t) + ux).(1)

В начальный момент времени матрица ориентации D известна с некоторой
точностью, эту оценку D(0) обозначим как Dinit:

D(0) = Dinit(I3 + β̂), β = (β1, β2, β3)
T, β̂ =

⎛
⎝

0 β3 −β2
−β3 0 β1
β2 −β1 0

⎞
⎠ ,

|βi| � βmax, i = 1, 2, 3.

(2)

Погрешности начальной выставки блока гироскопов — углы малого поворота
βi — неизвестны, но ограничены по величине значением βmax. Обозначение In
здесь и далее используется для единичной матрицы размерности n× n, а сим-
вол β̂ обозначает кососимметрическую матрицу, построенную по вектору β
согласно вышеуказанному правилу.

Для блока гироскопов выходными сигналами (измерениями) являются по-
казания каждого из ДУС — компоненты вектора ωz(t). Введем следующую
модель измерений:

ζ(t) = ωz(t) + Γωz(t) + ν0 + δν(t).(3)

Здесь ζ(t) ∈ R3 — значения измерений, Γ ∈ R3×3 — неизвестная матрица, опи-
сывающая ошибки масштабных коэффициентов датчиков и ошибки в знании
ориентации осей чувствительности, ν0 ∈ R3 — неизвестные смещения нулей
в показаниях датчиков, δν(t) ∈ R3 — непараметрические флуктурирующие
ошибки измерения. Матрицу Γ без ограничения общности будем считать сим-
метричной [5].

Задача калибровки состоит в определении значений Γ, ν0 по совокупности
доступных измерений ζ(t). При этом на стенде можно управлять угловой

43



скоростью вращения Ωx(t), и именно формирование оптимальной стратегии
движения блока на стенде является одной из целей математической задачи
калибровки. Представим угловую скорость Ωx(t) в виде

Ωx(t) = s′(t)w,

где s′(t)∈R— величина угловой скорости вращения, w∈R3 — единичный век-
тор направления угловой скорости вращения Mz в проекциях на Mx. Далее
будем рассматривать частный случай движения блока гироскопов на стенде,
состоящий из нескольких однотипных экспериментов. В рамках каждого из
них блок вращается вокруг фиксированной оси с задаваемой угловой скоро-
стью, затем блок переводится в новое положение, задается новое направле-
ние его вращения и эксперимент повторяется. Направление оси вращения и
величина угловой скорости известны с некоторыми погрешностями, т.е. счи-
таются известными функция s(t) � 0 и вектор y (‖y‖2 = 1), которые связаны
с истинными значениями следующими выражениями:

s′(t) = s(t) + ε(t), w = (I3 + α̂)y, Ωx(t) = (s(t) + ε(t))(I3 + α̂)y.(4)

Углы малого поворота α∈R3 и соответствующая им кососимметрическая
матрица α̂ определяют неизвестные погрешности в задании вектора враще-
ния блока гироскопов, а скалярная функция ε(t) — погрешность в задании
величины угловой скорости. Как и в случае с углами β, известными являются
максимальные допустимые значения для α : |αi| � αmax, i = 1, 2, 3.

На каждом этапе испытаний погрешности α, β неизменны, но для разных
экспериментов они разные, поскольку предполагается, что задание программ-
ной, целевой, угловой скорости и ориентации блока происходит при каждом
эксперименте независимо. Таким образом формируется несколько серий из-
мерений ζ(t), соответствующих разным режимам вращения и разным реали-
зациям погрешностей.

2.2. Линеаризация уравнений и осреднение сигнала

Подставив (1), (4) в (3), получим выражение для измерений

ζ(t) = (I3 + Γ)D(t)
(
s′(t)w + ux

)
+ ν0 + δν(t).(5)

Помимо сигнала ζ(t), от времени зависят две составляющие угловой скоро-
сти, D(t)ux и s′(t)D(t)w, и неопределенные погрешности δν(t), ε(t). В этом
разделе рассматривается математическая модель, соответствующая режиму
вращения блока гироскопов с постоянной по направлению угловой скоростью
в течение периода времени длительностью T . Процедура калибровки будет
состоять из последовательности таких режимов вращения вокруг различных
направлений.
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Далее построим “осредненный” по времени аналог уравнения измерений,
для чего необходимо учесть эффект осреднения при вращении Mz относи-
тельно Mx. Под осреднением понимается процедура расчета средних ариф-
метических значений от серии измерений на длительном интервале време-
ни T (несколько десятков минут), в течение которого система делает не один
полный оборот.

Воспользуемся тем фактом, что D(t) — матрица перехода от Mx к Mz,
а Mz жестко связана с блоком гироскопов, вращающимся относительно Mx
с угловой скоростью Ωx. Переход от Mx кMz можно представить состоящим
из трех этапов.

1. Переход от Mx к Mxfix — неподвижному относительно основания стен-
да трехграннику, орт efix3 которого по направлению совпадает с w. Соответ-
ствующую матрицу перехода обозначим как Dfix = (dfix1; dfix2; dfix3), ее третья
строка равна dfix3 = wT, а первая и вторая ортогональны ей и между собой
и могут быть выбраны любым подходящим образом.

2. Вращение относительно оси Mxfix3 =Mzcir3 со скоростью s′(t), перево-
дящее Mxfix в трехгранник Mzcir, жестко связанный с блоком гироскопов.
Зависящий от времени угол вращения в плоскости Mxfix1xfix2 обозначим че-
рез ψ(t). В силу принятых обозначений имеем dψ(t)

dt = s′(t), а матрица пере-
хода от Mxfix к Mz принимает вид

Dcir(t) =

⎛
⎜⎝

cosψ(t) − sinψ(t) 0

sinψ(t) cosψ(t) 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ .

3. Переход от Mzcir к Mz, задающийся не известной точно постоянной
ортогональной матрицей, которую для дальнейших выкладок удобно пред-
ставить в виде D′ = (d′1, d′2, d′3).

Таким образом, матрицу D(t) можно представить в виде произведения
фиксированных и зависящих от времени матриц перехода

D(t) = D′Dcir(t)Dfix.

Получим выражение для s′(t)D(t)w, воспользовавшись тем, что по определе-
нию первые две строки матрицы Dfix ортогональны w:

s′(t)D(t)w = s′(t)D′Dcir(t)Dfixw =

= s′(t)D′

⎛
⎜⎝

cosψ(t) − sinψ(t) 0

sinψ(t) cosψ(t) 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎠ = s′(t)d′3.

(6)

По определению матрицы перехода D′ столбец d′3 состоит из проекций
ортов приборного трехгранника на ось Mzcir3. Так как направление Mzcir3
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не меняется во времени и вращение происходит вокруг этой оси, то проек-
ции ортов приборного трехгранника на данное направление также остаются
постоянными. Поэтому d′3 можно определить на основании априорной инфор-
мации (2):

d′3 = D(t)w = D(0)w = Dinit(I3 + β̂)w,(7)

т.е. при вращении вокруг фиксированной оси направление вектора D(t)Ωx(t)
остается постоянным и в результате его осреднения получаем вектор
s′Dinit(I3 + β̂)w, где s′ — среднее значение s′(t).

В силу рассматриваемого режима движения результат осреднения векто-
ра D(t)ux будет иметь специальную структуру, описанную в лемме 1.

Лемма 1. Пусть величина угловой скорости вращающейся системы ко-
ординат описывается функцией s′(t) = s+ ε(t), “программная” угловая ско-
рость вращения s постоянна и s > εmax, а вращение происходит вокруг фик-
сированного направления w. Тогда при осреднении сигнала во времени проек-
ции вектора вращения Земли на оси Mz описываются равенством

ūz = Dinit(I3 + β̂)wwTux + u⊥.

При этом неизвестный вектор u⊥ ортогонален вектору Dinit(I3 + β̂)w и по
модулю его компоненты оцениваются сверху как

|u⊥i | � u

(
4

T (s− εmax)
+ C

εmax

s

)
def
= umax,

где C — ограниченная величина, зависящая от начального и конечного зна-
чений угла поворота на стенде.

Получим явный вид уравнения измерений, перейдя к осредненным вели-
чинам в уравнении (5) и используя выражения (4), (7), а также результаты
леммы 1:

ζ̃ = (I3 + Γ)

(
s′Dinit(I3 + β̂)w +Dinit(I3 + β̂) wwTux + u⊥

)
+ ν0 + δν̃ =

= (I3 + Γ)Dinit(I3 + β̂)

(
(s+ ε)(I3 + α̂)y + (I3 + α̂)yyT(I3 + α̂)Tux

)
+

+ (I3 + Γ)u⊥ + ν0 + δν̃.

(8)

Здесь ε — результат осреднения шума ε(t) — и погрешность δν̃, являю-
щуюся результатом осреднения во времени шума δν(t), будем считать огра-
ниченными по абсолютной величине

|ε| � εmax, |δν̃j | � νmax, j = 1, 2, 3,

где константа νmax считается известной, характеризует априорное знание о
величине погрешности гироскопа.
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Таблица 1. Порядки величин для параметров модели
Величина Порядок величины
α, αmax 1’ ≈2,9 · 10−4

β, βmax 5’ ≈1,5 · 10−3

ε(t) 5 · 10−6 1/с
ε, εmax 1 · 10−8 1/с
s 17,5 1/с
T 600–1200 с
Γii 5 · 10−3 (5 · 10−5)

Γij , i �= j 5 · 10−3 (5 · 10−5)
ν0 2,4 · 10−7 1/с (5 · 10−8 1/с)
νmax 1,2 · 10−8 1/с
u 7,292115 ·10−5 1/с

В зависимости от масштабов переменных α, β, Γ, ε, ν можно по-разному
упрощать модель измерений, пренебрегая теми или иными группами слагае-
мых. В табл. 1, см. ниже, зафиксируем характерные масштабы параметров
модели, соответствующие типовым точностям стендов и гироскопов, а также
требования к точности оценки параметров Γ, ν0 (указаны в скобках).

Важно заметить, что в рассматриваемом случае величины νmax, εmax зна-
чительно меньше, чем характерные амплитуды δν(t), ε(t), что соответствует
случаю, когда исходный сигнал был осреднен. Предлагаемый в статье подход
не является применимым исключительно при вышеуказанных масштабах пе-
ременных, и в зависимости от реальной задачи могут быть применены иные
способы упрощения исходной модели измерений.

При выбранных значениях в выражении для измерений слагаемые делят-
ся на несколько групп: не являющиеся малыми, такие, например, как sy, ζ̃;
линейно зависящие от малых параметров α, β, ε, u; пренебрежимо малые,
второго и третьего порядка малости, гарантированно не превосходящие νmax;
нелинейные слагаемые, которыми нельзя пренебречь в силу того, что они
зависят от sΓDinitα̂, sΓDinitβ̂, sDinitα̂β̂, Γu

⊥, u⊥ и могут превышать νmax.
После исключения малых слагаемых уравнение (8) примет вид

ζ̃ = Dinit

(
s(I3 + α̂+ β̂)y + sβ̂α̂y + εy + (I3 + α̂+ β̂)yyTux − yyTα̂ux

)
+

+ u⊥ + Γu⊥ + ΓDinit(sy + yyTux) + ΓDinits(α̂+ β̂)y + ν0 + δν̃.

Для того, чтобы слагаемыми syTβ̂α̂y, ΓDinits(α̂+ β̂)y также можно было пре-
небречь, достаточно, чтобы они по величине были сопоставимы с неустрани-
мой помехой δν̃, т.е. ‖syTβ̂α̂y‖∞ � νmax, ‖ΓDinits(α̂+ β̂)y‖∞ � νmax. Посколь-
ку масштаб компонент матрицы Γ известен (см. табл. 1), |Γij | � Γmax, введем
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дополнительное ограничение на величину угловой скорости s:

s � νmax

2max{αmaxβmax,Γmax(αmax + βmax)}
def
= smax.(9)

Иными словами, вращение блока гироскопов на стенде с меньшей угловой
скоростью позволяет снизить влияние погрешностей α, β на результат оцени-
вания.

Если вращение будет слишком медленным, то может оказаться, что ошиб-
ка осреднения — слагаемое Γu⊥ — превосходит требуемую точность оценки,
откуда получаем второе ограничение на параметр s: ‖Γu⊥‖∞ � νmax, или с
учетом априорного знания масштабов компонент матрицы Γmax и леммы 1

‖Γu⊥‖∞ � 3Γmax u

(
4

(s− εmax)T
+ C

εmax

s

)
� νmax.

В силу того, что слагаемое Γmax C uεmax/s мало по сравнению с νmax, огра-
ничение на s принимает вид

3Γmax u
4

(s− εmax)T
� νmax, или s � 12Γmaxu

νmaxT
+ εmax

def
= smin.(10)

Скомпенсировать влияние u⊥ также можно, радикально увеличив T , однако,
как будет показано далее, это достигается иным способом — при помощи
скаляризации.

Помимо вращения со скоростью sy возможен еще один режим стендовых
испытаний, при котором блок ДУС неподвижен относительно основания стен-
да и гироскопы измеряют угловую скорость вращения Земли. Как нетрудно
проверить, выражение для измерений в этом случае может быть получено
из (5) подстановкой s′ = 0, s = 0, ε(t) = 0, D(t) = Dinit(I3 + β̂) и переходом к
осредненным сигналам ζ̃:

ζ̃ = (I3 + Γ)Dinit(I3 + β̂)ux + ν0 + δν̃ =

= Dinit ux + ΓDinitux +Dinitβ̂ ux + ν0 + δν̃

с точностью до слагаемых второго порядка малости.

Подводя итог данного раздела, сформулируем модель осредненного сиг-
нала гироскопов с учетом введенных выше ограничений (9), (10).

ζ̃ = Dinit

(
s(I3 + α̂+ β̂)y + εy + (I3 + α̂+ β̂)yyTux − yyTα̂ux

)
+

+ ΓDinit(sy + yyTux) + u⊥ + ν0 + δν̃, s ∈ {0} ∪ [smin, smax].
(11)

2.3. Модели измерений и скаляризация

В уравнении (11) входной информацией являются слагаемые ζ̃ , Dinit(sy+
+ yyTux), а “полезным сигналом” — слагаемые ΓDinit(sy + yyTux) + ν0. По-
грешности измерений состоят из вектора δν̃, возникающего при осреднении
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флуктуационного шума δν̃(t), и неизвестных систематических погрешностей,
обусловленных неточностью стенда и меняющихся при каждом новом стен-
довом испытании. После переноса известных слагаемых в левую часть урав-
нения (11) получим следующую линейную модель измерений:

z(s, y) = ΓDinit(sy + yyTux) + ν0 + r + δν ′,(12)

в которой сами “измерения” z = z(s, y) и их погрешности r = r(s, y, α, β, ε), δν ′

определены следующим образом:

z = ζ̃ −Dinit(sy + yyTux),

r = Dinit

(
s(α̂+ β̂)y + εy + (α̂+ β̂)yyTux − yyTα̂ux

)
,

(13)

δν ′ = δν̃ + u⊥, |δν ′j | � νmax + umax
def
= ν ′max, j = 1, 2, 3.(14)

Для определенности назовем эту модель трехмерной (поскольку z(s, y) ∈ R3)
или моделью-1.

В модели (12)–(14) составляющая δν̃ вследствие осреднения не име-
ет внятного спектра и поэтому исчерпывающе описывается неравенством
|δν̃j | � νmax. Составляющая u⊥ не является столь же произвольной (см. лем-
му 1). Поэтому принятое в (14) ограничение |δν ′j | � ν ′max является загрублен-
ным.

Воспользуемся методом скаляризации [11], который состоит в том, что ис-
ходные трехмерные уравнения измерений скалярно домножаются на извест-
ный вектор, в данном случае — на ỹ = Dinity. После такого шага все слагаемые
в r, представляющие собой произведение кососимметричной матрицы на век-
тор y, сокращаются. Скалярное произведение yTDT

initu
⊥ также приближенно

можно считать равным нулю в силу леммы 1:

0 = wT(I3 − β̂)DT
initu

⊥ = yT(I3 − α̂)(I3 − β̂)DT
initu

⊥ ≈ yTDT
initu

⊥(15)

— с точностью до малых слагаемых, имеющих порядок (αmax + βmax)u×
×
(

4
T (s−εmax)

+ C εmax
s

)
. Данная точность приближения является достаточной,

поскольку

(αmax + βmax)u

(
4

T (s− εmax)
+ C

εmax

s

)
� νmax

при рассматриваемых масштабах параметров αmax, βmax, s, T, εmax.
Следовательно, появляется возможность перейти к одномерной (скаляр-

ной) модели измерений с меньшими по масштабу погрешностями:

zscal = zscal(s, y) = ỹTΓDinit(sy + yyTux) + ỹTν0 + rscal + ỹTδν̃,(16)

где

zscal = ỹTζ̃ − s− yTux, rscal = ε− yTα̂ux.(17)
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Назовем эту модель измерений скалярной или моделью-2. В ней учтена спе-
цифика слагаемого, содержащего величину u⊥, почти исчезающего при ска-
ляризации (см. (15)). Поэтому модель для помехи измерений zscal в этом слу-
чае более адекватна, чем для трехмерной модели-1, этим и объясняется ее
лучшая точность.

3. Формулировки задач гарантирующего оценивания

В соответствии с изложенными в [5, 11] идеями сформулируем задачу оцен-
ки неизвестных матрицы Γ и вектора ν0 в виде проблемы гарантирующего
оценивания. Вектор неизвестных оцениваемых параметров в задаче состоит
из компонент погрешностей Γ, ν0:

γ = (Γ11,Γ21,Γ31,Γ12,Γ22,Γ32, ,Γ13,Γ23,Γ33)
T, q = (γT, ν01, ν02, ν03)

T ∈ R12.

Необходимо оценить скалярную величину aTq, где вектор a∈R12 задан.
К примеру, при оценивании компоненты Γ11 имеем a = (1, 0, . . . , 0)T и т.д.

Оценка ищется в виде линейного функционала от измерений

l(Φ) =

∫

(y,s)∈S

ΦT
0 (y, s)z(y, s)dyds +

K∑
k=1

ΦT (k)z(y(k), s(k)),

где интеграл берется по множеству

S = {y ∈ R3 : ‖y‖2 = 1} × {{0} ∪ [smin, smax]
}

(далее для краткости множество, по которому берется интеграл, не будет ука-
зываться), Φ0(·) : S → R3, Φ(k) ∈ R3, а набор значений {y(k), s(k)}Kk=1 задает
совокупность изолированных положений и величин вектора угловой скорости
вращения в рамках эксперимента. Каждому элементу (y, s) соответствуют из-
мерения z(y, s), полученные в результате обработки сигналов гироскопов при
вращении с соответствующей угловой скоростью, а структура измерений мо-
жет задаваться моделями-1,-2, описанными в предыдущем разделе. Сначала
сформулируем задачу гарантирующего оценивания для трехмерной модели-1,
а затем по аналогии — задачу для скалярной модели.

С помощью формального обозначения, использующего дельта-функцию
Дирака, l(Φ) можно записать в более компактном виде:

l(Φ) =

∫

y,s

ΦT(y, s)z(y, s)dyds,

Φ(y, s) = Φ0(y, s) +
K∑
k=1

ΦT (k) δ(y − y(k), s − s(k)).

Обозначим множество всех функций Φ(·) вышеуказанного вида через F .
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Будем рассматривать проблему гарантирующего оценивания скалярного
параметра aTq, которая состоит в определении оценивателя Φ, доставляюще-
го минимум гарантированной ошибке оценки [11]

I(Φ) → inf
Φ∈F

,(18)

где функционал I(Φ) представляет собой точную верхняя грань ошибки
|l(Φ)− aTq| :

I(Φ) = sup
(q,α,β,ε,δν′)∈B′

|l(Φ)− aTq|.(19)

Точная верхняя грань ищется среди множества B′ — множества всех допу-
стимых значений неизвестных параметров (q, α, β, ε, δν̃):

q ∈R12, |αj |�αmax, |βj |� βmax, |δν ′j |� ν ′max, j = 1, 2, 3, |ε|� εmax.(20)

Решение проблемы (18)–(20) позволит определить оптимальный план про-
ведения эксперимента. На практике возникают задачи оценки каждой ком-
поненты вектора q, для этих целей необходимо решить 12 задач вида (20), в
каждой из которых от нуля отлична только одна компонента a.

Для задачи гарантирующего оценивания может быть сформулирована эк-
вивалентная проблема l1-аппроксимации, которая, в свою очередь, может
быть численно решена.

Утв е ржд е ни е 1. Функция Φ(y, s)∈F является решением проблемы
гарантирующего оценивания (18)–(20) для модели-1 (12)–(13) тогда и толь-
ко тогда, когда она является решением оптимизационной задачи

∫ (
ν ′
max‖Φ‖1 + αmax‖CαΦ‖1 + βmax‖CβΦ‖1+(21)

+ εmax

∣∣yTDT
initΦ

∣∣ )dyds→ inf
Φ∈F

при ограничениях
⎛
⎜⎝

∫
v(y, s)⊗ Φ dyds∫

Φ dyds

⎞
⎟⎠ = a,(22)

где введены следующие обозначения:

v =Dinit(sy + yyTux),

Cα =
(
sŷ + yTuxŷ − ûxyy

T
)
DT

init,

Cβ =
(
sŷ + yTuxŷ

)
DT

init.

(23)
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Здесь символ ⊗ соответствует произведению Кронекера, вектор v и матрицы
Cα, Cβ являются функциями s, y. Доказательство утверждения 1 приведено
в Приложении.

Похожим образом получим формулировки проблем гарантирующего оце-
нивания для модели-2, определив одномерный оцениватель χ:

χ(y, s) = χ0(y, s) +
K∑
k=1

χ(k) δ(y − y(k), s − s(k)),

при помощи которого оценка неизвестного скалярного параметра aTq ищется
в виде

l(χ) =

∫

y,s

χ(y, s)zscal(y, s)dyds.

Обозначим множество всех функций χ(y, s) описанной выше структуры
как X .

Утв е ржд е ни е 2. Функция χ(y, s)∈X является решением проблемы га-
рантирующего оценивания (18)–(20) для скалярной модели-2 (16)–(17) тогда
и только тогда, когда она является решением оптимизационной задачи

∫
(νmax‖Dinity‖1 + αmax‖ûxy‖1 + εmax) |χ(y, s)| dyds → inf

χ∈X
(24)

при ограничениях
∫
χ(y, s)

(
v(y, s) ⊗Dinity

Dinity

)
dyds = a.(25)

Доказательство утверждения 2 аналогично доказательству утверждения 1.

4. Дискретные оптимизационные задачи

В вариационной задаче l1-аппроксимации (21)–(22) в качестве искомой пе-
ременной выступает вектор-функция Φ(y, s), аргумент которой принимает
континуальное множество значений, что затрудняет поиск численного реше-
ния. Для схожих проблем гарантирующего оценивания доказано, что опти-
мальный оцениватель Φ отличен от нуля на конечном множестве точек [5, 11].
В данной работе не будем получать аналитическое решение, вместо этого
рассмотрим дискретный аналог вышеуказанных проблем и будем решать их
численно. Пусть функция Φ(y, s) отлична от нуля в конечном наборе то-
чек {(y(k), s(k)}Kk=1, соответствующих различным значениям вектора угловой
скорости блока на стенде, и принимает в них значения Φ(k). Это дискретное
множество положений может быть задано с помощью введения сферических
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координат для определения вектора y и выбора “сетки значений” для широты
и долготы с заданным шагом.

В результате перехода в (21)–(22) от интегралов к конечным суммам по-
лучим следующую оптимизационную задачу:

(26)
K∑
k=1

(
ν ′max‖Φ(k)‖1 + αmax‖Cα(k)Φ(k)‖1 + βmax‖Cβ(k)Φ(k)‖1 +

+ εmax|yT(k)DT
initΦ(k)|

)
→ inf

Φ(1),...,Φ(K)

при ограничениях
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

K∑
k=1

v(k) ⊗Φ(k)

K∑
k=1

Φ(k)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

= a,(27)

где векторы v(k) и матрицы Cα(k), Cβ(k) зависят от известных аргументов
y(k), s(k):

v(k) = Dinit(s(k)y(k) + y(k)yT(k)ux),

Cα(k) =
(
s(k)ŷ(k) + yT(k)uxŷ(k)− ûxy(k)y

T(k)
)
DT

init,

Cβ(k) =
(
s(k)ŷ(k) + yT(k)uxŷ(k)

)
DT

init.

Важно подчеркнуть, что в данной задаче “дискретная сетка” значений
{(y(k), s(k)}Kk=1 считается априори заданной и определению подлежат толь-
ко значения Φ(k). Домножив функционал (26) на константу ν ′−1

max и введя
обозначения

αmax

ν ′
max

Cα(k)Φ(k) = xα(k),

βmax

ν ′
max

Cβ(k)Φ(k) = xβ(k),

εmax

ν ′
max

yT(k)DT
initΦ(k) = xε(k),

x =
(
ΦT(1), . . . ,ΦT(K), xTα (1), . . . , x

T
α(K), xTβ (1), . . . , x

T
β (K),

xε(1), . . . , xε(K)
)T ∈ R10K ,

(28)

запишем задачу (26)–(27) в сокращенной форме, соответствующей классиче-
ской проблеме l1-аппроксимации

‖x‖1 → inf
x∈R10K

(29)

при линейных ограничениях Aeqx = aeq.
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Матрица и вектор из уравнения ограничений могут быть представлены в
блочном виде:

Aeq =

⎛
⎜⎜⎝
Aα I3K 03K×3K 0K×K
Aβ 03K×3K I3K 0K×K
Aε 0K×3K 0K×3K IK
AΦ 012×3K 012×3K 012×K

⎞
⎟⎟⎠ ∈ R(7K+12)×10K ,

aeq =

(
07K×1

a

)
∈ R7K+12,

где в силу введенных обозначений (27), (28)

Aα =
αmax

νmax

⎛
⎜⎜⎜⎝

Cα(1) 03×3 . . . 03×3

03×3 Cα(2) . . . 03×3

. . . . . .
. . . . . .

03×3 . . . 03×3 Cα(K)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Aβ =
βmax

νmax

⎛
⎜⎜⎜⎝

Cβ(1) 03×3 . . . 03×3

03×3 Cβ(2) . . . 03×3

. . . . . .
. . . . . .

03×3 . . . 03×3 Cβ(K)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Aε =
εmax

νmax

⎛
⎜⎜⎜⎝

yT(1)DT
init 01×3 . . . 01×3

01×3 yT(2)DT
init . . . 01×3

. . . . . .
. . . . . .

01×3 . . . 01×3 yT(K)DT
init

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

AΦ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

v1(1) v1(2)I3 . . . v1(K)I3

v2(1)I3 v2(2)I3 . . . v2(K)I3

v3(1)I3 v3(2)I3 . . . v3(K)I3

I3 I3 . . . I3

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Аналогичным образом может быть сформулирован дискретный аналог
скаляризованной модели (24)–(25), в котором ищется минимум суммы моду-
лей компонент неизвестного вектора при линейных ограничениях-равенствах:

K∑
k=1

(νmax‖Dinity(k)‖1 + αmax‖ûxy(k)‖1 + εmax) |χ(k)| → inf
χ(1),...,χ(K)

(30)

при ограничениях

K∑
k=1

χ(k)

(
v(k)⊗Dinity(k)

Dinity(k)

)
= a.(31)
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В матричном виде эта задача записывается следующим образом:

‖xχ‖1 → inf
xχ∈RK

(32)

при ограничениях Aχxχ = a.

Здесь введены обозначения

xχk = ρkχ(k), ρk = νmax‖Dinity(k)‖1 +αmax‖ûxy(k)‖1 + εmax, k = 1, . . . ,K;

Aχ=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ρ−1
1 v1(1)Dinity(1) ρ−1

2 v1(2)Dinity(2) . . . ρ
−1
K v1(K)Dinity(K)

ρ−1
1 v2(1)Dinity(1) ρ−1

2 v2(2)Dinity(2) . . . ρ
−1
K v2(K)Dinity(K)

ρ−1
1 v3(1)Dinity(1) ρ−1

2 v3(2)Dinity(2) . . . ρ
−1
K , v3(K)Dinity(K)

ρ−1
1 Dinity(1) ρ−1

2 Dinity(2) . . . ρ−1
K Dinity(K)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
∈R12×K .

Выпуклые оптимизационные задачи вышеуказанного вида могут быть ре-
шены при помощи различных численных методов, таких как метод внутрен-
ней точки [13], ADMM [14], метод вариационно-взвешенных квадратических
приближений [5]. В отличие от задачи для трехмерной модели (29) пробле-
мы (32) характеризуются меньшей размерностью неизвестного вектора и мат-
риц ограничений (в 7–10 раз меньше переменных и ограничений), что делает
их более подходящими для решения в случае больших K.

Таким образом, решение проблем l1-аппроксимации (29), или (32) позво-
ляет найти оптимальные значения оценивателей Φ(k), χ(k), которым соот-
ветствуют целевые значения угловой скорости s(k)y(k) вращения блока ги-
роскопов на стенде. Как правило, ненулевым значениям Φ(k) или χ(k) со-
ответствует небольшое количество положений угловой скорости вращения
(что является распространенным свойством решений гарантирующего оцени-
вания, см. обоснование, например, в книге [5]), обозначим это подмножество
индексов через K, K ⊂ {1, . . . ,K}.

Алгоритм гарантирующего оценивания для погрешностей блока ДУС
представляет собой серию шагов, на каждом из которых для каждого k∈K:

1) производится вращение блока гироскопов с угловой скоростью s(k)y(k)
и формируется массив показаний гироскопов ζ(t) ∈ R3;

2) проводится осреднение сигнала ζ(t) на отрезке времени T , в тече-
ние которого происходило вращение с фиксированной скоростью: ζ̃ =

=
(∑T

t=0 ζ(t)
)
/(T + 1);

3) в соответствии с (13)–(17) формируются измерения для линейных мо-
делей оценивания z(y(k), s(k)), zscal(y(k), s(k)).

После чего строится оценка неизвестного параметра aTq в виде

∑
k∈K

ΦT(k)z(y(k), s(k)) либо
∑
k∈K

χ(k)zscal(y(k), s(k)).
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5. Численные примеры

Рассмотрим несколько численных примеров, иллюстрирующих примене-
ние предложенных методов гарантирующего оценивания. Практическая реа-
лизация алгоритма состоит из нескольких этапов: решения проблем гаранти-
рующего оценивания; моделирования сигнала — измерений ζ(t), при задан-
ных “истинных” значениях погрешностей и неизвестных параметров Γ, ν0;
и построения оценок Γ, ν0, которые затем сравниваются c “истинными” зна-
чениями. Соответствующие программы реализованы на языке Python, а для
решения проблем l1-аппроксимации (29), (32) используются готовые проце-
дуры из пакета cvxpy1.

Характерные значения погрешностей и параметров модели выбирались
согласно табл. 1. Границы допустимых значений величины угловой скорости
определены формулами (9), (10): smin = 1,25 ◦/c, smax = 3,28 ◦/c. В модель-
ном примере будем считать, что модуль угловой скорости принимает зна-
чение s = 0 (отсутствие вращения) и два значения из отрезка [smin; smax]:
s1 = 1,5 ◦/c и s2 = 2 ◦/c, векторы y(k) расположены на единичной сфере рав-
номерно, а также Dinit = I3. Опишем полученные решения для каждой из
групп неизвестных параметров Γ, ν0.

Для полной и скаляризованной моделей оптимальные оцениватели для
диагональных компонент Γii имеют вид

Φii(y, s) =χ0eiδ(y − ei, s− s2)− χ0eiδ(y + ei, s− s2),

χii(y, s) =χ0δ(y − ei, s− s2) + χ0δ(y + ei, s− s2),

где ei — единичный вектор с i-й компонентой, равной 1, χ0 — некая величина,
численно определяемая в решении оптимизацинной задачи.

Иными словами, чтобы оценить, к примеру, компоненту Γ11 — масштабный
коэффициент ошибки первого гироскопа — необходимо провести две серии из-
мерений, вращая блок вдоль оси чувствительности этого гироскопа с макси-
мальной угловой скоростью s = s2 сначала в одну сторону (y(1) = (1, 0, 0)T),
затем в другую (y(2) = (−1, 0, 0)T).

Для внедиагональных элементов Γ12 = Γ21 оптимальные оцениватели опи-
сываются формулами:

Φ12(y, s) =

⎛
⎝

Φ1

Φ1

0

⎞
⎠ δ(y − e(π/4), s − s2) +

⎛
⎝

Φ2

−Φ1

0

⎞
⎠ δ(y − e(3π/4), s − s2) +

+

⎛
⎝

−Φ2

−Φ2

0

⎞
⎠ δ(y − e(5π/4), s − s2) +

⎛
⎝

−Φ1

Φ2

0

⎞
⎠ δ(y − e(7π/4), s − s2),

χ12(y, s) =χ0δ(y − e(π/4), s − s2) + χ0δ(y − e(3π/4), s − s2) +

+χ0δ(y − e(5π/4), s − s2) + χ0δ(y − e(7π/4), s − s2),

1 Пакет численного решения задач выпуклой оптимизации
https : //web.stanford.edu/ boyd/papers/pdf/cvxpyrewriting.pdf
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Таблица 2. Гарантированные ошибки оценки
Модель Переменная

Γii Γij , i �= j ν0i
Порядок величин [0,7; 1,3] · 10−3 [4; 6] · 10−3 [2; 3] · 10−7

Требуемая точность 5 · 10−5 5 · 10−5 5 · 10−8

Модель-1 2,01 · 10−4 5,67 · 10−4 7,01 · 10−6

Модель-2 2,23 · 10−6 3,45 · 10−6 5,16 · 10−8

где e(θ) = (cos θ, sin θ, 0)T — единичные векторы, соответствующие повороту
на угол θ в плоскости e1e2, Φ1,Φ2 — величины, численно определяемые в ре-
шении оптимизацинной задачи, а χ0 — то же значение, что и в решении для
оценки диагональных элементов. Аналогично, с точностью до перестановки
индексов в соответствующих векторах, определяются оцениватели для ком-
понент Γ13 = Γ31 и Γ23 = Γ32. Таким образом, оптимальный эксперимент для
оценки углов перекоса между осями чувствительности гироскопов состоит
в проведении четырех серий измерений, при каждой из которых вращение
происходит вдоль биссектрисы угла между координатными осями с макси-
мальной по величине допустимой угловой скоростью.

Оптимальные оцениватели для сдвигов нулей ν0i имеют следующую струк-
туру:

Φνi(y, s) = φ1eiδ(y − ei, s− s2) + φ2eiδ(y + ei, s− s2) +

+ φ3eiδ(y − ei, s− s1) + φ4eiδ(y + ei, s− s1),

χνi(y, s) = χ1δ(y − ei, s − s2)− χ2δ(y + ei, s− s2) + χ3δ(y − ei, s− s1)−
− χ4δ(y + ei, s− s1),

где значения φi > 0, χi > 0 численно определяются при решении задачи и
близки к величине 1/4.

Как видим, полученные при помощи гарантирующего оценивания направ-
ления вращений и весовые коэффициенты имеют простую геометрическую
структуру: оптимальные режимы движения предполагают вращение с мак-
симальной допустимой угловой скоростью, по направлению совпадающей
(с точностью до погрешности начальной выставки) либо с осями чувствитель-
ности гироскопов, либо с биссектрисами углов между этими осями. Похожий
результат был получен при применении метода гарантирующего оценивания
в задаче калибровки блока акселерометров [11]. Однако в отличие от указан-
ной задачи в данном случае математическая модель измерений существенно
сложнее, зависит от большего количества параметров, поэтому аналитиче-
ски обосновать оптимальную структуру оценивателя сложно и для поиска
решений применяются численные методы.

Основной характеристикой качества получаемых решений является гаран-
тированная ошибка оценки, не зависящая от конкретных реализаций погреш-
ностей и измерений. В табл. 2 приведены соответствующие оптимальным оце-
нивателям гарантированные ошибки оценки для компонент Γ, ν0.

57



Таблица 3. Средние погрешности оценки

Модель Переменная

Γii Γij , i �= j ν0i

Порядок величин [0,7; 1,3] · 10−3 [4; 6] · 10−3 [2; 3] · 10−7

Модель-1 1,25 · 10−6 (0,13%) 1,33 · 10−6 (0,02%) 4,88 · 10−8 (22%)

Модель-2 1,20 · 10−6 (0,13%) 1,24 · 10−6 (0,03%) 2,89 · 10−8 (14%)

При заданных в табл. 1 параметрах моделей требуемая точность гаранти-
рующего оценивания достигается для всех компонент матрицы Γ при исполь-
зовании модели-2, применение модели-1 может приводить к ошибкам порядка
10% от величины оцениваемого параметра, а для компонент ν0i необходимая
точность достигается при использовании модели-2.

Приведем результаты оценки компонент Γ, ν0, полученные в рамках серии
численных экспериментов согласно изложенной выше процедуре при кон-
кретных реализациях систематических погрешностей и шумов в измерени-
ях. “Истинные” значения этих параметров и погрешностей α, β, ε(t), δν(t)
генерировались с помощью датчика случайных чисел. Для каждого па-
раметра Γij , ν0i процедура моделирования и оценки повторялась 20 раз,
что позволило оценить типичные отклонения оценки от точного значения.
В табл. 3 представим средние абсолютные (|Γ0

ij − Γij|) и относительные
(|Γ0

ij − Γij |/|Γij | — указаны в скобках) отклонения оценок, полученных при
помощи моделей-1 и -2 от истинных значений. В отличие от гарантирован-
ных ошибок эти отклонения не задают верхнюю границу ошибки, но зато
характеризуют в совокупности и точность моделей, и точность решения за-
дач оценивания. Это важно, потому что входная информация ζ(t) строится
при помощи нелинейной модели исходного сигнала (3), а оптимальное реше-
ние ищется путем применения метода гарантирующего оценивания к лине-
аризованным моделям 1–2. Тем самым данный эксперимент позволяет оха-
рактеризовать влияние на результат оценивания как погрешностей и шумов
в измерениях, так и погрешностей, возникших при переходе к более простым
линейным моделям.

Серия численных примеров показывает, что формируемые на основа-
нии измерительной информации согласно предложенному алгоритму оценки
неизвестных параметров оказываются близки к их “истинным” значениям и
отклонения лежат в пределах гарантированных ошибок оценки.

Для иллюстрации того, как точность решения зависит от выбора угловой
скорости вращения s2, рассмотрим эксперимент, при котором для одних и тех
же заранее выбранных значений Γ, νo ищется оценка неизвестных парамет-
ров при помощи трех вышеописанных моделей при шестнадцати различных
значениях s2. Относительная точность получаемых оценок показана на гра-
фиках ниже: на рис. 1 показаны ошибки определения Γ11 (для Γ12 результаты
похожие), а на рис. 2 — ошибки определения ν01.
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График показывает, что критическое падение точности наблюдается при
минимальных значениях угловой скорости вращения — меньше порога smin,
полученного в разделе 2.2. При оценке матрицы Γ используемые подходы ока-
зываются нечувствительны к увеличению скорости вращений s2. Однако при
оценивании ν0 точность ухудшается при росте s2, особенно при превышении
порога s2 > smax = 3,28 ◦/c = 0,057 1/c.
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6. Заключение

В статье разработан подход к калибровке блока гироскопов, сочетающий в
себе три основные идеи: вывод линейных моделей измерения для осредненных
сигналов, применение метода скаляризации, использование гарантирующего
подхода оценивания. Проблемы гарантирующего оценивания сведены к дис-
кретным задачам l1-аппроксимации, которые решаются с помощью числен-
ных алгоритмов. Важным преимуществом предложенной методики является
возможность получить оптимальный план эксперимента как результат реше-
ния задачи оценивания. Применение гарантирующего оценивания приводит к
решениям простой структуры: из большого множества допустимых направле-
ний и величин угловой скорости вращения оптимальным является сочетание
двух-четырех режимов вращения. Представленная в статье методика и соот-
ветствующие программные реализации с минимальными изменениями могут
быть распространены на более сложные системы, к примеру предполагающие
ограниченное количество направлений вращения, учет влияния зависящих от
температуры погрешностей датчиков.

Предложенный подход или его модификации могут найти свое примене-
ние не только в инерциальной навигации, но и в иных прикладных задачах,
требующих определения оптимального набора измерений для оценки неиз-
вестных параметров либо формирования плана эксперимента из множества
допустимых сценариев.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1.
Так как на исследуемом отрезке времени T вращение происходит вокруг

фиксированного направления, можно считать, что при осреднении матрица
вращения Dcir декомпозируется:

D̄cir = D̄cir1 + D̄cir2, D̄cir1 =

⎛
⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞
⎠ , D̄cir2 =

⎛
⎝
c1 −c2 0
c2 c1 0
0 0 0

⎞
⎠ ,(Π.1)

где ci — результат осреднения во времени функций sinψ(t), cosψ(t).

С учетом формул (6), (7), (Π.1) вектор uz при осреднении представляет-
ся в виде двух слагаемых, одно из которых пропорционально w, а второе
ортогонально D(0)w:

ūz = D̄ux = D′D̄cir1Dfixux +D′D̄cir2Dfixux =

= D′

⎛
⎝

01×3

01×3

wT

⎞
⎠ux + u⊥ = d′3w

Tux + u⊥ = Dinit(I3 + β̂)wwTux + u⊥,
(Π.2)

где введено обозначение u⊥ = D′D̄cir2Dfixux.
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Тот факт, что u⊥ ортогонален направлению D(0)w=Dinit(I3+ β̂)w, можно
установить, воспользовавшись формулами (2), (6): D(0)w = D′Dcir(0)Dfixw =
= D′ (0, 0, 1)T, и в явном виде вычислив скалярное произведение:

wTD(0)Tu⊥ = (0, 0, 1)D′TD′

⎛
⎝
c1 −c2 0
c2 c1 0
0 0 0

⎞
⎠Dfixux =

= (0, 0, 1)T

⎛
⎝
c1 −c2 0
c2 c1 0
0 0 0

⎞
⎠Dfixux = 0.

На примере компоненты c1 поясним идею, как можно оценить сверху ве-
личину, получающуюся при осреднении функции cosψ(t). Рассмотрим непре-
рывный случай осреднения

c1 =
1

T

T∫

0

cosψ(t)dt.

Динамика угла ψ описывается дифференциальным уравнением и ограниче-
ниями на функции в правой его части:

dψ(t)

dt
= s+ ε(t), ψ(0) = ψ0, |ε(t)| � εmax, s+ ε(t) > 0.

Произведем замену переменных t = t(ψ), ε(ψ) = ε(t(ψ)), |ε(ψ)| � εmax в инте-
грале:

T∫

0

cosψ(t)dt =

ψ(T )∫

ψ0

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ.

Данный интеграл можно представить в виде суммы интегралов на отрезках
знакопостоянства (полупериодах) функции cosψ и двух интегралов, соответ-
ствующих отрезкам времени в начале и в конце отрезка [ψ0, ψ(T )]. Например,
при ψ0 < π/2 этот отрезок представляется в следующем виде:

[ψ0, ψ(T )] = [ψ0, π/2] ∪ [π/2, 3π/2] ∪ [3π/2, 5π/2] ∪ . . . ∪ [π/2 + 2πncir, ψ(T )],

где ncir — количество полных оборотов системы вокруг оси вращения, а длина
последнего отрезка не превосходит π, т.е. π/2+2πncir � ψ(T ) � 3π/2+2πncir.

Подынтегральная функция на каждом из таких отрезков имеет постоян-
ный знак, а максимальное значение подынтегрального выражения, и, следо-
вательно, интеграла, достигается при ε(ψ) = −sign(cosψ) εmax:

∫
cosψ

s+ ε(ψ)
dψ �

∫
cosψ

min|ε|�εmax
(s+ ε)

dψ =

∫
cosψ

s− sign(cosψ) εmax
dψ,
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что дает возможность оценить каждый интеграл сверху и снизу:
∣∣∣∣∣∣∣

π/2∫

ψ0

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

∣∣∣∣∣∣∣
� 2

s− εmax
,

∣∣∣∣∣∣∣

ψ(T )∫

π/2+2πncir

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

∣∣∣∣∣∣∣
� 2

s− εmax
,

−2

s− εmax
�

3π/2∫

π/2

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ � −2

s+ εmax
,

2

s+ εmax
�

5π/2∫

3π/2

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ � 2

s− εmax
.

Следовательно, абсолютное значение интеграла на всем отрезке осредне-
ния оценивается сверху:

∣∣∣∣∣∣∣

ψ(T )∫

ψ0

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

∣∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣∣

π/2∫

ψ0

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

ψ(T )∫

π/2+2πncir

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣

ncir∑
j=1

⎛
⎜⎝

3π/2∫

π/2

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ +

5π/2∫

3π/2

cosψ

s+ ε(ψ)
dψ

⎞
⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣
�

� 4

s− εmax
+

∣∣∣∣∣∣
ncir∑
j=1

−2

s+ εmax
+

2

s− εmax

∣∣∣∣∣∣
� 4

s− εmax
+

ncir 4εmax

(s+ εmax)(s − εmax)
.

Угловая скорость вращения и количество полных оборотов системы связа-
ны равенством sT = 2π ncir +Δψ для некоторого Δψ � 2π, что дает оценку
величины c1 сверху:

|c1| =
∣∣∣∣∣∣
1

T

T∫

0

cosψ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
� 4

T (s− εmax)
+

ncir 4εmax

T (s2 − ε2max)
=

=
4

T (s− εmax)
+

(sT −Δψ) 4εmax

2π sT s(1− ε2max/s
2)

=

=
4

T (s− εmax)
+

2 (1 −Δψ/(sT ))

π (1− ε2max/s
2)

εmax

s
.

Таким образом, получим

|c1| � 4

T (s− εmax)
+ C

εmax

s
,
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где параметр C = 2
π (1−ε2max/s

2) является оценкой сверху для дроби
2(1−Δψ/(sT ))
π (1−ε2max/s

2)
.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Преобразуем подынтегральное
выражение функционала в проблеме (18), подставив в него формулы (12),(13)
и введя обозначение v = v(s, y) = Dinit(sy + yyTux):

ΦTz = ΦT
(
ΓDinit(sy + yyTux) + ν0 + r + δν ′

)
= ΦTΓv +ΦTν0 +ΦTδν ′ +

+ΦTDinit

(
−s(ŷα+ ŷβ) + εy + yTux(α̂+ β̂)y + yyTûxα

)
= (v ⊗ Φ)Tγ +

+ΦTν0 +ΦTδν ′ +ΦTDinit

(−s(ŷα+ ŷβ) + εy − yTux(ŷα+ ŷβ) + yyTûxα
)
.

Отсюда получим:

ΦTz = (v ⊗ Φ)Tγ +ΦTν0 +ΦTδν ′ + εΦTDinity +

+ΦTDinit

(−sŷ − yTuxŷ + yyTûx
)
α+ΦTDinit

(−sŷ − yTuxŷ
)
β.

(Π.3)

Здесь воспользовались следующими свойствами матричных операций:

ΦTΓv = (ΦT ⊗ vT)γ = (v ⊗ Φ)Tγ, α̂y = −ŷα,

а также возможностью переноса скалярного произведения yTux в другую
часть соответствующей группы множителей: α̂yyTux = −yTux ŷα.

Определим матрицы C ′
α, C

′
β :

C ′
α = Dinit

(−sŷ − yTuxŷ − yTuxŷ
)
,

C ′
β = Dinit

(−sŷ − yTuxŷ
)
,

тогда правая часть (Π.3) представляется в виде функции, линейно зависящей
от переменных q, α, β, ε, δν̃ :

ΦT(y, s)z(y, s) =

= (v ⊗ Φ)Tγ +ΦTν0 +ΦTδν ′ +ΦTC ′
αα+ΦTC ′

ββ + εΦTDinity.
(Π.4)

Подставим формулу (Π.4) в функционал исходной проблемы (19):

I(Φ) = sup
(q,α,β,ε,δν′)∈B′

|l(Φ)− aTq| =

= sup
(q,α,β,ε,δν′)∈B′

∣∣∣∣∣
∫ (

(v ⊗ Φ)Tγ +ΦTν0 +ΦTδν ′ +ΦTC ′
αα+

+ΦTC ′
ββ + εΦTDinity

)
dyds− aTq

∣∣∣∣∣.
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Так как q = col(γ, ν0), то функция l(Φ)−aTq линейно зависит от q, причем
множитель при q равен

⎛
⎜⎝

∫
v ⊗ Φ dyds∫
Φ dyds

⎞
⎟⎠− a.

Поэтому если не выполнено условие (22), то имеем supq∈R12 |l(Φ)− aTq| =
= +∞ при фиксированном Φ и произвольных допустимых α, β, ε, δν ′. Следо-
вательно,

sup
(q,α,β,ε,δν′)∈B′

|l(Φ)− aTq| =

= sup
(q,α,β,ε,δν′)∈B′

∣∣∣∣
∫ (

ΦTδν̃ +ΦTC ′
αα+ΦTC ′

ββ + εΦTDinity
)
dyds

∣∣∣∣ ,

т.е. необходимо найти максимум модуля линейной функции, каждое слагае-
мое которой зависит только от одной переменной, отсутствующей в прочих
слагаемых, поэтому максимум можно искать независимо по каждой из пере-
менных. При фиксированном Φ этот максимум ищется в явном виде:

sup
α: |αi|�αmax

∫
ΦTC ′

ααdyds = sup
α: |αi|�αmax

∫ (
3∑
i=1

(C ′T
α Φ)iαi

)
dyds =

=

3∑
i=1

sup
αi: |αi|�αmax

∫
(C ′T

α Φ)iαidyds =

=

∫ (
3∑
i=1

αmax sign((C ′T
α Φ)i) (C

′T
α Φ)i

)
dyds =

∫
‖CαΦ‖1 dyds.

Аналогичная цепочка выкладок справедлива и для остальных слагаемых в
функционале (18). Таким образом, явное вычисление точной верхней грани
исходного функционала приводит к оптимизационной задаче (21)–(22).
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Применительно к локационным и навигационным задачам для однопо-
зиционного пассивного наблюдателя развит беспеленговый метод иден-
тификации параметров полиномиальной модели движения объекта с уче-
том эволюции невязки между периодическим излученным и принятым
квазипериодическим сигналом. Рассматривается прохождение сигнала в
произвольной физической среде, при этом не требуются знание периода
излученного сигнала и традиционное оценивание текущей частоты До-
плера, вызывающей невязку. Метод основан на подсчете числа периодов
принимаемого сигнала в заданном интервале наблюдения. Рассмотрены
вопросы, связанные с анализом возникающей невязки, наблюдаемостью
метода и его точностными характеристиками. Даны полезные практиче-
ские рекомендации и иллюстративный пример.

Ключевые слова: излучающая цель, периодический сигнал, квазиперио-
дический сигнал, однопозиционный пассивный наблюдатель, беспеленго-
вый метод, временная невязка, периодо-временной метод, полиномиаль-
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корреляционная матрица ошибок оценивания, адаптация.
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1. Введение

Методы пассивной локации и навигации излучающей цели на базе одно-
позиционного пассивного наблюдателя широко отражены в известной лите-
ратуре (см., например, [1–20]). Среди них весьма популярны доплеровско-
временные беспеленговые методы, оперирующие с периодическими сигнала-
ми и ориентированные на возможность измерения непрерывного смещения
доплеровской частоты принимаемого сигнала в точке наблюдения, обуслов-
ленного движением цели (для задач локации) или движением наблюдате-
ля (для задач навигации); в [6] на стр. 169–173 дан исчерпывающий список
литературы по данному вопросу, доступной в открытой печати. При этом
измерения могут осуществляться на любой характерной частоте из спектра
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излучаемого периодического сигнала (например, на центральной) либо моду-
лирующей функции, а также путем сопоставления моментов прихода фрон-
тов последовательных импульсов с учетом известного периода. Указанные
методы основаны на идее «синтеза базы», что приводит в конечном итоге
к формированию нескольких точек наблюдения на траектории движения и
возможности использования известных методов многопозиционной локации
и навигации (например, триангуляционного, разностно-дальномерного, три-
латерационного и их комбинаций [21, 22]). При этом, как правило, рассмат-
риваются такие траектории, которые на участке наблюдения либо извест-
ны (например, орбитальные с известными параметрами движения), либо с
достаточной для практики точностью аппроксимируются моделью прямоли-
нейного равномерного движения (как с известными, так и неизвестными па-
раметрами движения). При этом принципиальным моментом является учет
априорной информации о величине скорости цели или наблюдателя, что для
практики зачастую является неприемлемым.

В [20] развивается периодо-временной метод (ПВМ), который снимает
ограничение, связанное с получением априорной информации о величине
скорости, а также рассматривается вопрос параметрической идентификации
применительно к модели криволинейного движения, учитывающего возмож-
ный маневр цели или наблюдателя. При этом не требуется предварительная
текущая оценка доплеровской частоты, что эквивалентно нахождению произ-
водной от временной невязки между периодами излучаемого (периодическо-
го) и принимаемого (квазипериодического) сигналов. Однако результаты, по-
лученные в [20], распространяются лишь на радиосигналы (распространяю-
щиеся в виде электромагнитной волны со скоростью света) с известным пе-
риодом, а также не исследована зависимость возникающей временной невяз-
ки от параметров движения цели. Настоящая статья является дальнейшим
развитием известного ПВМ в части устранения указанных недостатков при-
менительно к сигналам, распространяющимся в произвольных физических
средах. Не снижая общности рассуждений, а также с целью компактного опи-
сания предлагаемого метода ограничимся решением задачи пассивной лока-
ции излучающей цели (ИЦ) на базе стационарного однопозиционного пассив-
ного наблюдателя (СОПН). Применение полученных результатов к решению
задачи навигации не вызовет принципиальных затруднений.

2. Постановка задачи

Пусть движущаяся ИЦ формирует в текущем времени t периодический
сигнал S0(t) (период сигнала TS = const может быть неизвестным), распро-
страняющийся в заданной физической среде в виде волны со скоростью vS
(речь может идти о различных волнах, например электромагнитных или аку-
стических). В точке наблюдения, связанной с СОПН, на интервале наблюде-
ния [0, T ] принимается квазидетерминированный сигнал S(t) с переменным
периодом.
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Согласно ПВМ отрезок наблюдения представляется в виде

[0, T ] =

N⋃
n=1

[tn−1, tn] , tn > tn−1, t0 = 0, tN ≤ T,(2.1)

где t0 = 0 — фиксированный момент времени, соответствующий началу при-
нимаемого сигнала (например, поступлению первого импульса), tn — фикси-
рованный момент времени поступленияMn =

∑n
p=1ΔMp периодов принимае-

мого квазипериодического сигнала (ΔMp – количество периодов, подсчиты-
ваемых на отрезке [tp−1, tp]), при этом в момент времени tn числоMn периодов
целиком укладывается в отрезок [0, tn].

Теоретические и практические вопросы, связанные с подсчетом указанных
периодов, решаются с использованием электронных цифровых частотомеров
и подробно изложены в известной технической литературе (см., например,
[23, стр. 148–161]).

В точке наблюдения (где расположен СОПН) с учетом движения ИЦ сиг-
нал становится квазипериодическим, поскольку возникает временная невяз-
ка δ(t) между периодами излученного и принятого сигналов

δ(t) = v−1
S ΔR(t) = v−1

S [R(t)−R0] , t ∈ [0, T ] ,(2.2)

где R(t) — текущая дальность до ИЦ, R0 = R(0) — начальная дальность.
В прямоугольной декартовой системе координат XY Z (в центре которой

находится СОПН) движение ИЦ описывается полиномиальной моделью (для
упрощения выкладок и наглядности метода вместо обобщенного конечного
полинома с произвольными базисными функциями ограничимся степенным
полиномом второй степени с начальным условием r0 = r (0), ‖r0‖ = R0)

r(t) = r0 + v0t+ 2−1a0t
2, t ∈ [0, T ] ,(2.3)

где r(t) = r = [x, y, z]T — вектор положения (‖r(t)‖ = R(t)),
v0 = [vx0, vy0, vz0]

T — вектор начальной скорости (v0 = ‖v0‖ — величина
скорости),

a0 = [ax0, ay0, az0]
T — вектор ускорения (a0 = ‖a0‖ — величина ускоре-

ния), при этом векторы r0, v0 и a0 априорно неизвестны.
Если в качестве измеряемого параметра принять величину tn, то можно

воспользоваться следующим векторным уравнением наблюдения:

h = t+ ξ = t̄+ δ+ ξ,(2.4)

где

h =
[
hn, n = 1, N

]T
, t =

[
tn, n = 1, N

]T
, t̄ =

[
t̄n, n = 1, N

]T
,

δ =
[
δn, n = 1, N

]T
, ξ =

[
ξn, n = 1, N

]T
, hn = h(tn), ξn = ξ (tn) .

В (2.4) под ξ =
[
ξn, n = 1, N

]T понимается гауссовская погрешность из-
мерений с нулевым математическим ожиданием и корреляционной матри-
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цейKξ, а измеряемый параметр tn связан с числом подсчитываемых периодов
соотношением

tn =MnTS + δn = t̄n + δn = t̄n + v−1
S [Rn −R0] ,(2.5)

где δn = δ(tn) — неизвестная временная невязка, t̄n =MnTS , Rn = R (tn),
t0 = 0.

Формулу (2.5) можно прокомментировать так (см., например, [6, стр. 154]):
за время t̄n =MnTS дальность между ИЦ и СОПН изменится на величину
ΔRn = Rn −R0, что соответствует временной невязке δn = v−1

S ΔRn между
периодами излученного и принятого сигналов. Если бы цель была стацио-
нарной или двигалась по окружности (в центре которой находится СОПН),
то приращение дальности отсутствовало бы и δn = 0 для всех n. Именно про-
хождение волной дополнительного участка пути длиной ΔRn со скоростью
vS является причиной возникновения невязки δn.

Напомним, что при известном периоде TS в качестве измеряемого парамет-
ра можно было принять величину δn = tn −MnTS (именно так формирова-
лось уравнение наблюдения в [6, 20]), при неизвестном периоде TS доступны
для измерения только величины tn и Mn.

Если расстояние между ИЦ и СОПН уменьшается, то δn < 0, в против-
ном случае δn > 0. Появление временной невязки δn = δ(tn) обусловлено эф-
фектом сжатия или растяжения исходного периодического сигнала в точке
наблюдения за счет движения ИЦ.

Требуется с учетом (2.1)–(2.5) разработать метод параметрической иден-
тификации ИЦ с криволинейным (полиномиальным) движением на базе
периодо-временного СОПН, не требующий знания периода TS излучаемого
сигнала и вычисления текущей частоты Доплера. Метод должен включать в
себя решение следующих вопросов:

— получение зависимостей, позволяющих оценить характер эволюции пе-
риода принимаемого сигнала (обусловленную движением ИЦ), что является
принципиальным для данного метода;

— формирование алгоритма идентификации наклонной дальности и ряда
характерных параметров движения ИЦ на точных данных (принимая ξn = 0,
n = 1, N );

— определение условий корректного применения метода на точных данных
(т.е. определение условий наблюдаемости метода);

— учет случайных погрешностей измерений;
— решение задачи идентификации на избыточных данных (h) с учетом

шумов измерений (задача сглаживания на основе метода наименьших квад-
ратов (МНК)) и получение соотношения для расчета корреляционной матри-
цы ошибок идентификации;

— проведение вычислительного эксперимента с целью демонстрации воз-
можностей метода.
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3. Исследование эволюции периода сигнала

Набег δ(t) описывается выражением (для случая прямолинейного равно-
мерного движения)

δ(t) = v−1
S

{[
R2

0 + 2tR0v0 cos γ0 + t2v20
]1/2 −R0

}
, t ≥ 0, δ (0) = 0,(3.1)

где γ0 — угол между векторами r0 и v0.
При 0 < γ0 ≤ π/2 функция δ(t) является неотрицательной, гладкой и стро-

го выпуклой, δ(1)(t) = dδ(t)/dt = 0 в точке t = 0. При π/2 < γ0 < π функ-
ция δ(t) является гладкой и строго выпуклой, имеет два корня (t = 0 и
t = −2R0 cos γ0/v0), в точке t = −R0 cos γ0/v0 достигает минимального значе-
ния (v−1

S R0 (sin γ0 − 1)). При γ0 = 0 имеем δ(t) = (v0/vS) t, т.е. набег является
линейной неотрицательной функцией, не зависящей от R0. При γ0 = π имеем
δ(t) = − (v0/vS) t для 0 ≤ t ≤ R0/v0, т.е. δ(t) является линейной функцией и
достигает своего минимума (−R0/vS) в точке t = R0/v0. Поскольку при γ0 = 0
и γ0 = π набег δ(t) не зависит от R0, то для этих некорректных случаев, свя-
занных с движением ИЦ вдоль линии визирования, определение дальности с
учетом эволюции периода сигнала в точке наблюдения невозможно.

Для более детального исследования δ(t) найдем несколько первых произ-
водных по времени (в точке t = 0):

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

δ
(1)
0 = v−1

S vR,

δ
(2)
0 = (vSR0)

−1 v2τ ,

δ
(3)
0 = −3

(
vSR

2
0

)−1
v2τvR,

(3.2)

где vR = R0 cos γ0 и vτ = v0 sin γ0 — соответственно величины радиальной и
тангенциальной скорости.

В итоге можно воспользоваться разложением на основе ряда Тейлора

δ(t) = v−1
S t

(
vR +

v2τt

2R0
− v2τvRt

2

2R2
0

+ . . .

)
=

= v−1
S t

[
vR +

v2τt

2R0

(
1− vRt

R0

)
+ . . .

]
,

(3.3)

из которого следует, что спектральный состав функции δ(t) существенно за-
висит от условий наблюдения, и во многих практически важных случаях не
удается пренебречь производными второго и более высоких порядков, осо-
бенно для больших интервалов наблюдения и малых дальностей.

Формулы (3.1)–(3.3) весьма полезны при обосновании возможности прак-
тической реализации развиваемого ПВМ в каждом конкретном случае с уче-
том принятых исходных данных.
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4. Построение алгоритма параметрической идентификации
на точных данных

С учетом (2.3) можно воспользоваться следующей зависимостью

R2(t)−R2
0 = 2t 〈r0,v0〉+ t2

(
v20 + 〈r0,a0〉

)
+ t3 〈v0,a0〉+ 4−1t4a20,(4.1)

где 〈·, ·〉 — символ скалярного произведения двух векторов, ‖·‖ — символ
нормы вектора.

Формула (4.1) представляет собой первое базовое соотношение развивае-
мого ПВМ.

Второе базовое соотношение следует непосредственно из формулы (2.2):

R2(t)−R2
0 = 2vSR0δ(t) + v2Sδ

2(t).(4.2)

Приравнивая выражения (4.1) и (4.2), после несложных преобразований
получаем уравнение

−2vSδ(t)χ1 + 2tχ2 + t2χ3 + t3χ4 + 4−1t4χ5 = v2Sδ
2(t),(4.3)

где
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

χ1 = R0,

χ2 = 〈r0,v0〉 ,
χ3 =

(
v20 + 〈r0,a0〉

)
,

χ4 = 〈v0,a0〉 ,
χ5 = a20

(4.4)

— неизвестные коэффициенты, имеющие понятный физический смысл и под-
лежащие идентификации.

Поскольку величины δn неизвестны, то с учетом (2.5) для дискретного вре-
мени запишем уравнение относительно неизвестных величин TS и χi, i = 1, 5:

−2vS (tn −MnTS) χ1 + 2tnχ2 + t2nχ3 + t3nχ4 + 4−1t4nχ5 =

= v2S [(tn −MnTS)]
2 .

(4.5)

После несложных, но громоздких преобразований формулу (4.5) можно
представить в виде нового уравнения (относительно коэффициентов Ai)

6∑
i=1

BinAi = Dn,(4.6)
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где
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A1 = (vSχ1 − χ2)v
−2
S T−1

S , A2 = −χ1v
−1
S ,

A3 =
(
v2S − χ3

) (
2v2STS

)−1
, A4 = 2−1TS ,

A5 = −χ4
(
2TSv

2
S

)−1
, A6 = χ5

(
8TSv

2
S

)−1
,

B1n = tn, B2n =Mn, B3n = t2n,

B4n =M2
n, B5n = t3n, B6n = t4n,

Dn =Mntn.

(4.7)

Соотношения (4.6) и (4.7) являются основой для идентификации пара-
метров криволинейного движения ИЦ при неизвестном периоде излучаемого
сигнала. В (4.6) неизвестными являются коэффициенты Ai, i = 1, 6, кото-
рые однозначно связаны с искомыми параметрами движения ИЦ и перио-
дом излучаемого сигнала. Если уравнение (4.6) записать для всех n = 1, N ,
где N ≥ 6, то получим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
(с прямоугольной матрицей B)

BA = D,(4.8)

где B =
[
Bin, n = 1, N, i = 1, 6

]
, A =

[
ai, i = 1, 6

]T, D =
[
Dn, n = 1, N

]T
.

Данная СЛАУ позволяет решать задачу оценивания указанных коэффи-
циентов и параметров, а также периода сигнала при избыточных измерениях.
При N > 6 речь идет о задаче сглаживания на основе МНК с использованием
ортогонально-сингулярного разложения [24].

Рассмотрим частный случай, когда ИЦ движется прямолинейно и равно-
мерно, а период сигнала неизвестен. Теперь вместо (4.3) имеем уравнение

−2vSδ(t)χ1 + 2tχ2 + t2χ3 = v2Sδ
2(t),(4.9)

где
⎧
⎪⎨
⎪⎩

χ1 = R0,

χ2 = 〈r0,v0〉 ,
χ3 = v20 .

(4.10)

При этом вместо (4.6) в этом случае имеем

tnA1 +MnA2 + t2nA3 +M2
nA4 =Mntn.(4.11)

Если предположить, что период сигнала известен, т.е. известны величи-
ны δn, то с учетом (4.9) для нахождения параметров прямолинейного равно-
мерного движения ИЦ достаточно решить СЛАУ (относительно χi, i = 1, 3)

−2vSδnχ1 + 2tnχ2 + t2χ3 = v2Sδ
2
n, n = 1, N.(4.12)
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При этом находим дальность R0, величину скорости v0 = ‖v0‖ и угол γ0 меж-
ду векторами r0 и v0 с учетом очевидных соотношений:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

R0 = χ1,

v0 =
√
χ3,

γ0 = arccos
[
χ2 (R0v0)

−1
]
.

(4.13)

В случае прямолинейного равноускоренного движения ИЦ (когда векторы
v0 и a0 являются коллинеарными) необходимо решить СЛАУ (относитель-
но χi, i = 1, 5)

−2vSδnχ1 + 2tnχ2 + t2nχ3 + t3nχ4 + 4−1t4nχ5 = v2Sδ
2
n.(4.14)

Теперь имеем:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

χ1 = R0,

χ2 = R0v0 cos γ0,

χ3 =
(
v20 +R0a0 cos γ0

)
,

χ4 = v0a0,

χ5 = a20.

(4.15)

По найденным значениям χ1, . . . ,χ5 вычисляем следующие параметры
движения ИЦ:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

R0 = χ1,

a0 =
√
χ5,

v0 = χ4a
−1
0 ,

γ0 = arccos
[
χ2 (R0v0)

−1
]
.

(4.16)

Выражения (4.1)–(4.16) составляют математическую основу развиваемого
ПВМ.

В следующем разделе проанализируем условия наблюдаемости развивае-
мого метода, т.е. выявим ситуации, при которых он становится некорректным
с вычислительной точки зрения.

5. Анализ наблюдаемости метода

Развиваемый ПВМ можно реализовать на любом наборе узлов из мно-
жества {t1, . . . , tN}, что позволяет не только уменьшить объем вычислений,
но и в ряде случаев повысить надежность формируемых оценок (особенно
при отсутствии достоверной априорной информации о весовых коэффициен-
тах, необходимых для реализации МНК). Для этого введем векторы времен-
ных узлов t[l] =

[
t[l]p, p = 1, P[l]

]T, где l = 1, L, t[l]p ∈ {t1, . . . , tN}, t[l]p+1 > t[l]p.
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Здесь L — число наборов, P[l] — количество узлов в l-м наборе, t[l]p – узел с
номером [l] p (это натуральное число, принадлежащее множеству {1, . . . , N}).
На основе (4.12) сформируем следующую СЛАУ:

C[l]χ[l] = Y[l],(5.1)

где Y[l] =
[
δ2[l]p, p = 1, P[l]

]T
, χ[l] =

[
χi[l], i = 1, 5

]T , а матрица C[l] (разме-

ром P[l] × 5) образована строками v−2
S

(
−2vSδ[l]p, 2t[l]p, t

2
[l]p, t

3
[l]p, 4

−1t4[l]p

)
, p =

= 1, P[l].
Введение t[l] позволяет с учетом геометрии наблюдения, характеристик

ИЦ и СОПН находить такие наборы узлов, на которых вопрос идентифика-
ции решается наиболее качественно (это относится к известной задаче пла-
нирования эксперимента [25]).

Не снижая общности рассуждений, ограничимся плоским случаем (при-
нимая z = 0) и сигналом с известным периодом, а также зададимся P[l] = 5,
что соответствует квадратной матрице C[l]. Очевидно, что для корректного
применения развиваемого метода, связанного с решением СЛАУ (5.1), необхо-
димо и достаточно выполнение условия detC[l] �= 0, что приводит к искомому
результату χ[l] = C−1

[l] Y[l]. Для выявления случаев, при которых это условие
нарушается, запишем столбцы матрицы C[l] в виде векторов:

C[l]1 =
[−2vSδ[l]p, p = 1, 5

]T
, C[l]2 =

[
2t[l]p, p = 1, 5

]T
,

C[l]3 =
[
t2[l]p, p = 1, 5

]T
, C[l]4 =

[
t3[l]p, p = 1, 5

]T
, C[l]5 =

[
4−1t4[l]p, p = 1, 5

]T
.

Несложно заметить, что столбцы C[l]2, C[l]3 и C[l]4 линейно независимы, сле-
довательно, для проверки условия detC[l] �= 0 достаточно показать, что стол-
бец C[l]1 не может быть представлен в виде линейной комбинации этих столб-
цов.

Так как R[l]p =
[
x2[l]p + y2[l]p

]−2 (
где R[l]p = R

(
t[l]p

)
, x2[l]p =

(
x0 + vx0t[l]p+

+2−1ax0t
2
[l]p

)2
и y2[l]p =

(
y0 + vy 0t[l]p + 2−1ay0t

2
[l]p

)2)
, то нарушение усло-

вия detC[l] �= 0 эквивалентно тому, что векторы μ[l] =
[
x2[l]p, p = 1, 5

]T
и

η[l] =
[
y2[l]p, p = 1, 5

]T
не связаны условием коллинеарности: μ[l] = kη[l], где

k — коэффициент пропорциональности. В противном случае имеем

R[l]p =
[
x2[l]p + y2[l]p

]−2
=
[
k2y2[l]p + y2[l]p

]−2
= q

∣∣y[l]p
∣∣ ,(5.2)

−2vSδ[l]p = −2
[
R[l]p −R0

]
= −2

[
q
∣∣y[l]p

∣∣−R0

]
,(5.3)

где q =
(
k2 + 1

)−2.
Из (5.2) и (5.3) следует, что координаты вектора C[l]1 можно представить

линейной комбинацией из координат векторов C[l]2, C[l]3 и C[l]4. Физический
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смысл условия μ[l] = kη[l] (условие вычислительной некорректности метода)
состоит в том, что ИЦ движется прямолинейно вдоль линии визирования
СОПН.

Таким образом, для корректности метода необходимо исключить случаи,
когда ИЦ движется вдоль указанной линии или в ее окрестности. Это накла-
дывает определенные ограничения на условия наблюдения ИЦ, что необхо-
димо предусмотреть на практике.

Если ограничиться моделью прямолинейного равномерного движения и
сигналом с известным периодом

(
в этом случае в (5.1) надо положить p = 1, 3

и t[l] =
[
t[l]1, t[l]2, t[l]3

]T), то решение СЛАУ (5.1) при корректном применении
метода позволяет определить искомые параметры движения ИЦ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

R0[l] = 2−1vS

(
δ2[l]1Δ

t
[l]23 − δ2[l]2Δ

t
[l]13 + δ2[l]3Δ

t
[l]12

−δ[l]1Δ
t
[l]23 + δ[l]2Δ

t
[l]13 − δ[l]3Δ

t
[l]12

)
,

〈r0,v0〉[l] = 2−1v2S

(
t2[l]1Δ

δ
[l]23 − t2[l]2Δ

δ
[l]13 + t2[l]3Δ

δ
[l]12

−δ[l]1Δ
t
[l]23 + δ[l]2Δ

t
[l]13 − δ[l]3Δ

t
[l]12

)
,

v0[l] =

[
t[l]3Δ

δ
[l]12 − t[l]2Δ

δ
[l]13 + t[l]1Δ

δ
[l]23

δ[l]1Δ
t
[l]23 − δ[l]2Δ

t
[l]13 + δ[l]3Δ

t
[l]12

]1/2
,

γ0[l] = arccos

[〈r0,v0〉[l]
R0[l]v0[l]

]
,

(5.4)

где Δt
[l]12 = t[l]1t[l]2

(
t[l]1 − t[l]2

)
, Δδ

[l]12 = δ[l]1δ[l]2
(
δ[l]1 − δ[l]2

)
и, если не учиты-

вать ошибки измерений и вычислений, R0[l] =R0, v0[l] = v0, 〈r0,v0〉[l] = 〈r0,v0〉,
γ0[l] = γ0.

Следовательно, появляется возможность определения параметров движе-
ния R0, v0 и γ0

(
где R0 = χ1, v0 =

√
χ3, γ0 = arccos

[
χ2 (R0v0)

−1
])

, не прибе-
гая к численному решению СЛАУ, что является несомненным достоинством
развиваемого ПВМ.

6. Учет случайных погрешностей измерений

Полагая период сигнала известным, для оценки влияния случайных по-
грешностей измерений ξ на точностные характеристики метода восполь-
зуемся традиционной процедурой расчета элементов корреляционной мат-
рицы Kχ[l] ошибок оценивания координат вектора χ в линейном при-
ближении [26]. Для этого с учетом СЛАУ (5.1) (полагая для простоты
матрицу C[l] квадратной размером 5× 5) воспользуемся представлением
χ[l] = C−1

[l] Y[l] =
[
χk
(
δ[l]

)
, k = 1, 5

]T (где δ[l] =
[
δ[l]p, p = 1, 5

]T) и частными
производными следующего вида: ∂χk[l]

(
δ[l]

)
/∂δ[l]p. Корреляционная матри-
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ца находится по правилу

Kχ[l] = Fχ[l]KξF
T
χ[l],(6.1)

где Fχ[l] =
[
∂χk[l]

(
δ[l]

)
/∂δ[l]p, k = 1, 5, p = 1, 5

]
.

Выражение (6.1) позволяет априорно на математических ожиданиях изме-
ряемых параметров оценить потенциальные возможности развиваемого ПВМ
и выработать практические рекомендации для его наилучшего использования
при конкретных условиях наблюдения ИЦ, а также обоснованно подходить
к выбору основных параметров метода (длины интервала наблюдения (T ),
количества узлов (N) и временных наборов (t[l]) ). Так, номер l∗ ∈ {1, . . . , L}
оптимального набора δ[l∗], обеспечивающего минимизацию ошибки оценива-
ния, находится по следующему адаптивному правилу:

l∗ = argmin
l

∥∥Kχ[l]

∥∥ ,(6.2)

где
∥∥Kχ[l]

∥∥ — любая из норм матрицы Kχ[l], применяемая в задачах оценива-
ния.

При практической реализации развиваемого ПВМ следует учитывать тот
фактор, что при больших значениях vS (например, когда vS = c, где c —
скорость света) решение квадратной СЛАУ (4.8) при наличии случайных по-
грешностей измерений может приводить к некорректным результатам. Пояс-
ним этот факт для случая N = 6 на примере вычисления скорости v0. По-
скольку v0 = c

√
1− 2TSA3, то ошибка Δ3 = Â3 −A3 (где Â3 – вычисленное

значение коэффициента A3 путем решения СЛАУ (4.8) с учетом ошибок из-
мерений) приводит к следующей оценке скорости: v̂0 =

√
v20 + 2c2TSΔ3. Тo

есть корректная оценка скорости возможна лишь при выполнении условия
Δ3 > −v20

(
2c2TS

)−1, что накладывает очень жесткое ограничение на величи-
ну погрешности Δ3. Данный эффект относится также ко всем коэффициен-
там СЛАУ (4.8), кроме A2 иA4.

Для преодоления указанной некорректности (при больших скоростях vS)
рекомендуется двухэтапный подход к идентификации. На первом этапе ре-
шается СЛАУ (4.8), из которой потребуются лишь оценка Â4 для A4. Это
позволяет сформировать искомую оценку T̂S = 2Â4 для периода TS, а на ее
основе и оценки для невязок δ̂n = tn −MnT̂S . Все оценки параметров движе-
ния ИЦ находятся на базе СЛАУ (5.1), в которую вместо δn подставляется
величина δ̂n.

7. Учет избыточных измерений

Теперь рассмотрим случай избыточных измерений, когда матрица C[l]

и вектор Y[l] в (5.1) имеют произвольное число строк P[l] ≤ N , которое,
как правило, значительно превышает количество оцениваемых параметров.
Для упрощения расчетов будем рассматривать в СЛАУ (5.1) составляющую
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Y[l] =
[
v2Sδ

2
[l]p, p = 1, P[l]

]T
в качестве вектора вторичных измеряемых пара-

метров, а первичные измерения h[l]1, . . . , h[l]P[l]
полагаем некоррелированны-

ми. С учетом этого по аналогии с (5.1) корреляционную матрицу ошибок
измерений координат вектора Y[l] можно представить так

KY[l] = Fδ[l]KξF
T
δ[l].(7.1)

В предположении, что матрица Kξ является диагональной, имеем
KY [l] = diag

[
4δ2[l]1, 4δ

2
[l]2, . . . , 4δ

2
[l]P[l]

]
. При условии достаточно малых ошибок

измерений для построения сглаженной оценки χ∗
[l] вектора χ можно восполь-

зоваться методом наименьших квадратов [25]

χ∗
[l] =

(
CT

[l]K
−1
Y [l]C[l]

)−1
CT

[l]K
−1
Y[l]hY[l],(7.2)

где hY[l] =
[
hY[l]p, p = 1, P[l]

]T — вектор вторичных измерений.
Корреляционную матрицу ошибок оценивания находим так:

Kχ∗
[l]
=
(
CT

[l]K
−1
Y[l]C[l]

)−1
.(7.3)

Для выбора оптимального набора с номером l∗ ∈ {1, . . . , L} применяем
адаптивный алгоритм типа (6.2).

Следует отметить, что подход (7.1)–(7.3) не является строго оптимальным,
поскольку элементы матрицы C[l] зависят от результатов наблюдений. Но
при определенных ограничениях на погрешности измерений он дает вполне
приемлемый результат.

Для более точного сглаживания можно использовать известные процеду-
ры нелинейного оптимального оценивания, которые приводят на практике к
трудоемким рекуррентным вычислительным алгоритмам, предполагающим
задание достаточно качественного начального условия.

Другой наиболее простой и достаточно надежный способ построения сгла-
женной оценки χ∗

[l] состоит в предварительном сглаживании первичных изме-
рений h[l]1, . . . , h[l]P[l]

соответствующим полиномом δ∗[l](t) и применении полу-
ченных результатов к решению СЛАУ (5.1). Кроме того, можно найти сгла-
женную оценку дальности для любого t ∈ [0, T ], а именно,

R[l](t) = R∗
0[l] + cδ∗[l](t).(7.4)

Здесь в качестве оптимального принимаем набор с номером l = l∗ ∈
∈ {1, . . . , L}.

8. Некоторые обобщения и практические рекомендации

Выше рассматривался случай оценивания начальной дальности R0 = R (0)
для момента времени t = 0. Однако если ряд Тейлора, используемый для
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описания криволинейного движения ИЦ, записать относительно не началь-
ного, а любого произвольного t = t∗ ∈ [0, T ], то по аналогии с вышеизложен-
ным можно решить задачу идентификации именно для момента времени t∗,
в частности найти дальность R∗ = R (t∗).

Развитый метод несложно реализовать в виде следующих алгоритмов: по
выборке нарастающего объема, на «скользящей сетке» или в виде филь-
тра [25]. При этом движение ИЦ на интервале наблюдения можно рассматри-
вать как кусочно-полиномиальное (в [20] оно рассматривалось как кусочно-
линейное).

При практической реализации метода возникают вопросы (например, вы-
бор степени полинома, описывающего движение ИЦ или количества подсчи-
тываемых импульсов), связанные с организацией измерительного экспери-
мента. В [25] даются практические рекомендации для решения этих вопросов
в полном объеме. Очевидно, что развиваемый метод наиболее эффективен в
случае, когда речь идет о больших пройденных расстояниях (т.е. «синтези-
руется база» достаточного размера), а это задает определенные ограничения
на тип ИЦ (в частности на его скорость, на возможности маневра и т.д.), на
адекватность используемого полинома на заданном интервале наблюдения
и на технические характеристики СОПН.

Для случаев, связанных с движением ИЦ по линии визирования, можно
предложить гибридный вариант использования развитого и известного энер-
гетического метода [27]. Доказано, что данный метод, оперирующий с отно-
сительным уровнем принимаемого сигнала, реализует при движении ИЦ по
линии визирования свои потенциальные возможности. В некотором смысле
развитый и энергетический методы «ортогональны» друг другу в плане точ-
ности. Следовательно, комбинируя эти методы, можно выровнять рабочую
зону гибридного метода и достичь приемлемых точностных характеристик
для различных условий наблюдения ИЦ.

Для более эффективного применения энергетического метода следует ис-
пользовать процедуры кластеризации и мажоритарной обработки для редук-
ции и отсева ненадежных измерений.

9. Иллюстративный пример

Предположим, что ИЦ осуществляет плоскостное движение: x(t) = x0 +
+ vx0t, y(t) = y0 + vy0t, где x0 = y0 = 11 · 103, vx0 = −5 · 102, vy0 = 6 · 102,
γ0 = 85. Здесь и далее время и погрешности измерений временных интер-
валов задаются в секундах (с), координаты и дальность — в метрах (м), ско-
рость — в м/с, ускорение — в м/с2, частота — в герцах (Гц), угол — в градусах,
относительная погрешность — в процентах.

ИЦ формирует импульсный радиосигнал

S0(t) =

K∑
k=1

rect
[
(t− kTS) τ

−1
]
cos (2πf0t),
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Относительная погрешность оценивания дальности.

где TS = 10−2, τ = 10−5, f0 = 1010. Параметры работы СОПН: T = 18,
vS = c = 3 · 108, L = 1 (т.е. использован один единственный набор узлов),
P[1] = 4 (размер набора), ΔMp = ΔM = 10, Kξ = diag

[
σ 2, . . . ,σ 2

]
, при этом

погрешности измерений временного положения фронтов импульсов полага-
лись некоррелированными и задавались по нормальному закону распределе-
ния с нулевым математическим ожиданием и значением среднеквадратиче-
ского отклонения σ = 10−9.

Реализация метода осуществлялась в два этапа с применением датчи-
ка случайных чисел и усреднением по тысяче экспериментов. На первом
этапе решалась СЛАУ (4.8) с квадратной матрицей B размером 4× 4 (по-
лагалось A5 = A6 = 0, так как рассматривается ИЦ с нулевым ускорени-
ем), при этом для расчета элементов матрицы B и столбца D исполь-
зован вектор t[1] = t̄[1] + δ[1] =

[
t[1]p, p = 1, 4

]T с номерами узлов: [1]1 = 12,

[1]2 = 65, [1]3 = 118, [1]4 = 171, t̄[1] =
[
t̄[1]p, p = 1, 4

]T
=
[
[1]p · 10−1, p = 1, 4

]T.
Из всех четырех оценок неизвестных коэффициентов выбирается только
оценка периода сигнала T̂S[1] = 9,999999731646 · 10−3 (получена на основе
набора t[1] = t̄[1] + δ[1]), которой соответствует относительная погрешность
δTS[1] = 2,683540941544882 · 10−6.

На втором этапе с учетом δ̂[1]p = t[1]p −M[1]pT̂S[1] = t[1]p − [1] pΔMT̂S[1] ре-
шалась СЛАУ (5.1) с квадратной матрицей C[l] (размером 3× 3), при этом
χ4 = χ5 = 0 и использовался набор t̄[1] =

[
t̄[1]p, p = 1, 3

]T
= [1,1; 9,1; 17,1]T.

Сама матрица образована строками c−2
(
−2cδ̂[1]p, 2t[1]p, t

2
[1]p

)
, p = 1, 3. В ито-

ге истинной дальности R0 = 1,555634918 · 104 соответствуют оценка R̂0[1] =
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= 1,559672203 · 104 и погрешность ΔR0[1] = 0,259526489, истинной скорос-
ти v0 = 7,810249675 · 102 — оценка v0[1] = 7,821417156 · 102 и погрешность
Δv0[1] = 0,142984942, истинному углу γ0 = 84,805571092 — оценка γ0[1] =
= 84,761511501 и погрешность Δγ0[1] = 0,051953650.

На рисунке представлен график зависимости относительной погрешности
оценивания дальности, полученный с учетом (7.4).

Для более эффективного использования разработанного в статье метода
вопрос выбора величины интервала наблюдения и узлов временной сетки,
а также их согласования с динамикой движения ИЦ и величиной погрешно-
стей измерений следует решать в оптимизационной постановке. При решении
СЛАУ следует привлекать известные методы регуляризации. Результаты чис-
ленного эксперимента показывают, что чем больше расстояние между узлами
используемой временной сетки, тем меньшее влияние оказывают случайные
погрешности измерений на результирующую точность оценивания. Это рас-
стояние должно быть согласовано с динамикой ИЦ, а именно: чем меньше
скорость движения ИЦ, тем больше должны быть шаг этой сетки и длитель-
ность интервала наблюдения.

10. Заключение

Разработанный ПВМ позволяет идентифицировать модель криволиней-
ного полиномиального движения ИЦ по результатам регистрации времен-
ной невязки между периодами излученного сигнала и этими же периодами,
подсчитанными в точке наблюдения. Метод не требует знания периода сиг-
нала и предварительной оценки текущей частоты Доплера, а также знания
каких-либо априорных данных о параметрах принятой модели движения ИЦ.
Исследованы наблюдаемость и основные ограничения метода, условия его
наиболее эффективного применения. Получены аналитические соотношения,
позволяющие оценить эволюцию временной невязки с учетом характеристик
ИЦ и СОПН, а также точностные характеристики метода для различных
условий наблюдения.

Метод можно реализовать в различных вариантах: по фиксированной вы-
борке измерений, по выборке измерений нарастающего объема, в виде алго-
ритма динамической фильтрации (линейной, квазилинейной или нелинейной)
и др.

Метод может быть реализован как самостоятельно, так и в составе гибрид-
ного метода, объединяющего другие известные подходы пассивной однопози-
ционной и многопозиционной локации и навигации ИЦ. Поскольку разви-
тый метод позволяет определять дальность, то он может быть использован в
дальномерно-дальномерных системах многопозиционной локации при реше-
нии известной задачи трилатерации [21, 22].

При наличии в периодо-временных измерениях не только флуктуацион-
ных погрешностей, но и сингулярных ошибок целесообразно первоначально
подвергнуть эти измерения процедуре обобщенного инвариантно-несмещен-
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ного оценивания [28], обеспечивающей компенсацию этих ошибок, достиже-
ние эффекта сглаживания и оптимальное оценивание различных числовых
характеристик (линейных функционалов, например производных, интегра-
лов, спектральных коэффициентов и т.д.), полезных не только для повыше-
ния вычислительной устойчивости метода, но и оценки его эффективности.
Для решения СЛАУ с использованием процедуры регуляризации можно при-
менять известный подход [29].
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МАШИННОЕ ОБУЧЕНИЕ ДЛЯ ДИАГНОСТИКИ ЗАБОЛЕВАНИЙ
ПО ПОЛНОМУ ПРОФИЛЮ ЭКСПРЕССИИ ГЕНОВ

Рассматривается использование машинного обучения для диагностики
заболеваний, основанной на анализе полного профиля экспрессии генов,
что отличает данную работу от других подходов, где необходимо про-
ведение предварительного этапа, на котором производится поиск огра-
ниченного числа релевантных генов (десятки и сотни генов). Проведены
эксперименты с полными профилями генетической экспрессии (20 531 ге-
нов), полученными в результате обработки транскриптомов 801 пациента
с известными онкологическими диагнозами (онкология легких, почек, мо-
лочной железы, простаты и толстой кишки). Использование индекстрона
(индексной системы мгновенного обучения) по новому назначению, т.е.
для обработки полных профилей экспрессии, обеспечило точность диаг-
ностирования, которая на 99,75 процентов совпала с результатами гисто-
логической верификации.
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образы, профили экспрессии генов, диагностика заболеваний.
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1. Введение

Общим знаменателем существующих подходов к диагностике онкологиче-
ских заболеваний по профилям экспрессии генов, см., например, методологи-
ческие и обзорные работы [1–6], является использование ограниченного набо-
ра генов. При таком подходе также необходимо проводить предварительный
анализ и выделение отдельных генов или комбинаций генов, экспрессионная
активность которых наиболее характерна в случае тех или иных заболеваний.
При этом достигнутая точность диагностики не превышает 95%, на наборах,
включающих до 90 генов [4], что связано, по-видимому, с ограниченным чис-
лом используемых генов. Так, в [5] это число снижается даже до 10 генов.
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Таким образом, работа с данными проходит в два этапа. Например, в [6] на
первом этапе используется анализ принципиальных компонент, в результа-
те которого отбираются 103 гена. Окончательная диагностика производится
на втором этапе, когда в результате использования байесовской нейронной
сети была обеспечена точность в 93,66%, глубокая нейронная сеть обеспе-
чила 93,41%, а логистическая регрессия — 92,82%. При этом возможно ис-
пользование третьего этапа, когда отбрасываются сомнительные результаты,
определяемые порогом принятия решения, что позволяет почти полностью
исключить ошибки диагностирования [6] ценой того, что часть случаев не
диагностируется, что считается более приемлемым, чем ошибочный диагноз.

В настоящей работе рассматривается использование машинного обучения
для диагностики заболеваний, основанной на анализе полного профиля экс-
прессии генов, т.е. активности всех 20 531 известных генов, что упрощает
работу, так как при этом отпадает необходимость предварительного отбора
релевантных генов. В статье рассматриваются подробности работы этой ис-
пользованной системы машинного обучения.

В биологии уровень экспрессии оценивает транскрипционную активность
гена как количество произведенной им матричной РНК (мРНК). Получение
профиля экспрессии генов — это малоинвазивная или полностью не инва-
зивная процедура, как, например, взятие образца слюны, чем определяется
комфортность такой процедуры для пациента. При этом качество диагно-
стирования зависит от полноты профиля, т.е. от количества рассмотренных
генов. Однако использование полных профилей экспрессии генов — это, ско-
рее, будущее медицинской диагностики, так как в настоящее время дешевое
оборудование для массового применения с целью получения таких профилей
отсутствует. В настоящее время профили могут быть найдены, в частности,
с помощью следующих технологий [7]:

— ПЦР-тесты;
— ДНК-микрочипы (microarrays);
— секвенированиe.
Если речь идет об анализе уровня экспрессии относительно небольшого

количества генов, может использоваться доступный и сравнительно недоро-
гой метод количественной ПЦР в реальном времени (qPCR). Вторая тех-
нология — ДНК-микрочипы, дает более качественную оценку экспрессии
генов. Однако когда речь идет о экспрессионном профиле всех генов, то
на сегодняшний день для этого необходимо использование секвенирования.
Одной из наиболее востребованных платформ для высокопроизводитель-
ного секвенирования является оборудование компании Illumina [8]. Систе-
ма HiSeq 2500 применяет технологию нового поколения SBS, которая под-
держивает массово-параллельное секвенирование, используя метод флуорес-
центно-меченных нуклеотидов, который позволяет прочтение отдельных ос-
нований по мере их включения в растущие нити ДНК. На рис. 1 представлен
вид оборудования, использующего этот метод.

84



Рис. 1. Система HiSeq 2500.

Illumina HiSeq выполняет две функции, такие как чтение генома и опре-
деление уровня экспрессии. Последнее находится путем прочтения не ДНК,
а мРНК-кода. При этом по количеству копий мРНК судят об уровне экспрес-
сии. C учетом того, что стоимость РНК-секвенирования падает, в перспективе
возможно создание более простого и дешевого оборудования для установки
в таких широко распространенных лабораториях, как INVITRO. При мас-
совой доступности такого оборудования речь могла бы идти о перспектив-
ной диагностике, поскольку использование полного профиля экспрессии ав-
томатически учитывает все возможные активные комбинации генов, которые
трудно предугадать и которые влияют на возникновение различных заболе-
ваний. Кроме того, профили экспрессии генов служат важным материалом
не только при диагностике, но и в разнообразных научных и клинических
исследованиях.

Вторая составляющая рассматриваемой методологии — это машинное обу-
чение, позволяющее автоматически, без анализа генетических комбинаций,
обучаться на полных биологических профилях с целью их последующей клас-
сификации и диагностирования. Традиционно для машинного обучения ис-
пользуются искусственные нейронные сети [9], являющиеся популярным ме-
тодом, применяемым для решения множества различных задач предсказания
и распознавания образов. Однако обучение таких сетей занимает много вре-
мени, требуя больших вычислительных ресурсов, что связано с необходимо-
стью вычисления огромного количества коэффициентов для адаптации мно-
гослойной сетевой архитектуры к конкретной задаче. Тем не менее обучение
можно намного ускорить и сделать чуть ли не мгновенным, если воспользо-
ваться системой индексации образов [10, 11], напоминающей поисковики типа
Google [12], где инкрементное обучение сводится к индексированию новых до-
кументов. В 1998 г. был введен термин индекстрон [13] — термин, который
используется только как название устройства индексации образов, но не как
название метода индексации образов. Отличие индекстрона от поисковиков
состоит в том, что вместо инвертирования текстовых документов инвертиру-
ются числовые данные. Специфика инвертирования числовых образов рас-
смотрена в разделе 3.

Обратим внимание, что подход, использованный в [10], имеет общие мо-
менты с предложенным позднее методом TF-IDF [14], разработанным для по-
иска документов путем вычисления обратных частот слов документов. Метод
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TF-IDF используется в поисковых системах, где вычисляются частоты имен
документов в полностью инвертированных файлах. Вместе с тем текстовые
поисковые системы не будут работать с числовыми данными, поскольку до-
кументная частота слова может измениться в зависимости от имеющегося в
данный момент набора документов, но и само ключевое слово может полно-
стью исчезнуть даже из-за небольшого шума.

Отметим, что индексный подход к решению задач распознавания образов
практически не используется в системах машинного обучения, где большин-
ство методов используют итеративное обучение, градиентный спуск и значи-
тельное количество адаптивных коэффициентов, что, собственно, и приводит
к медленному обучению. В то же время мозг человека может запомнить но-
вые зрительные образы с одного взгляда. В настоящей статье для обеспече-
ния практически моментального обучения при работе с большими объемами
данных используется не метод итеративного обучения, а метод индексации
числовых данных. Предыдущие работы по индексации не текстовых, а число-
вых данных можно найти в [15], где такие быстрые методы использованы для
распознавания изображений в кинофильмах. Но в [15] распознавание зашум-
ленных числовых образов, представляющих изображения, сводится к конвер-
тации числовых образов в текстовую форму с дальнейшим использованием
уже стандартных методов для поиска текстовой информации. Подход, ис-
пользованный в данной статье, заключается в применении метода индексного
распознавания [10, 11], который делает возможным индексирование зашум-
ленных числовых образов без их промежуточного преобразования в тексто-
вую форму. Отметим также, что целью данной статьи является не разработка
нового метода машинного обучения, а использование индексного метода рас-
познавания по новому назначению, а именно для практически мгновенного
обучения при работе с большими базами биологических данных.

2. Исходные данные

В эксперименте для сравнения эффективности обучения и классифика-
ции данных нейронной сетью и индекстроном был использован набор данных
Gene expression cancer RNA-Seq [16]. Этот набор данных содержит 801 строч-
ку, каждая из которых содержит 20 531 число с плавающей точкой (см.
табл. 1). Каждое число с координатами профиль/ген — это уровень активно-
сти соответствующего гена, измеряемой в условных единицах от 0 (нулевая

Таблица 1. Активность генов пациентов

Профиль Ген 0 Ген 1 Ген 2 . . . Ген 20 529 Ген 20 530 Класс
(диагноз)

0 0,0 2,017 3,266 . . . 5,287 0,0 3
1 0,0 0,592 1,588 . . . 2,094 0,0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
800 0,0 2,325 3,806 . . . 4,551 0,08 5
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активность или отсутствие гена) до максимальной активности 15. При этом
числа каждой n-й строчки представляют уровни активности соответствую-
щих генов n-го пациента. Диагнозы всех пациентов в наборе данных [15] из-
вестны и были определены другими клиническими методами. В эксперименте
использовали 401 нечетную строку для обучения, в процессе которого системе
сообщался диагноз, связанный с соответствующей строчкой. В процессе те-
стирования использовались 400 четных строк, которые классифицировались
путем их отнесения к одному из пяти классов, а найденный класс сопостав-
лялся с известным диагнозом соответствующего пациента.

3. Формальная постановка задачи распознавания и метод ее решения

В настоящей статье индексный метод распознавания, предложенный и рас-
смотренный в [10] и усовершенствованный в [11] и в других работах, исполь-
зуется по новому назначению, а именно для диагностирования заболеваний
путем классификации профилей экспрессии генов. Ниже рассмотрены осо-
бенности применения этого метода в данной задаче. Пусть все переменные
являются целыми числами и пусть даны N образов, где каждый образ пред-
ставлен K-мерным вектором признаков

(1) xn = (xn,1, . . . , xn,k, . . . , xn,K), n = 1, . . . , N.

Здесь расстояние Чебышева между любыми двумя образами xp и xq

(p, q � N) больше некоторого заданного числа R , т.е., |xp − xq| > R, а пере-
менная xn,k (0 � xn,k < X) является значением k-го признака вектора, пред-
ставляющего n-й образ. Неравенство |xp − xq| > R означает, что для векто-
ров xp, xq существует хотя бы одно измерение k, такое что |xp,k − xq,k| > R.
В этом случае каждый n-й вектор представляет n-й класс, к которому отно-
сятся все векторы x, такие что |x− xn| � R. Величина R определяет размер
класса и называется радиусом обобщения.

Задача классификации. Для заданного вектора x = (x1, . . . , xk) найти
класс n, такой что |x− xn| � R. Если такой класс не существует, то список (1)
дополняется новым вектором xN+1 = x, а число классов увеличивается на 1.

Эту задачу, очевидно, можно решать путем сравнения заданного вектора x
с векторами, представляющими классы, т.е. путем полного перебора классов.
Однако решение задачи классификации с помощью метода обратных образов
позволяет значительно ускорить поиск, особенно при большом числе классов.

Рассмотрим решение задачи классификации с помощью обратных образов.
При этом методе неизвестный образ x относится к классу m такому, что

m : HR(m|x) = N
max
n=1

HR(n|x).

Здесь HR(m|x) — это гистограмма имен классов, содержащихся в обрат-
ных образах признаков вектора x. Таким образом, HR(m|x) — это условная
гистограмма классов, поскольку она зависит от вектора x.
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Рис. 2. Обратные образы показаны как K групп колонок.

Заметим, что если радиус обобщения R равен 0, то число классов бу-
дет равно числу N векторов списка (1). Если число реально существующих
внешне заданных классов меньше N , то используется табличная функция
class(n), n = 1, . . . , N , устанавливающая соответствие между классами спис-
ка (1) и внешними классами, которые при обучении с учителем всегда извест-
ны. Обратные образы признаков определяются в [10, 11] как некоторые мно-
жества имен классов. Такие множества индексируются с помощью двухмер-
ных индексов. Каждый двухмерный индекс определяется парой чисел (x, k),
где x — значение признака и k — номер измерения. Множество имен {n}
классов в левой части равенства (2) является обратным образом признака x
из измерения k.

(2) {n}x,k = {n : xn,k = x}, k = 1, . . . ,K, x = 0, 1, . . . ,X − 1.

Понятие обратных образов проиллюстрировано графически с помощью
рис. 2, где они представлены колонками точек, высоты которых равны мощ-
ностям соответствующих обратных образов. Как отмечено выше, элементы
колонок — это имена классов. Поскольку обратные множества имеют двух-
мерные индексы, то все колонки разбиты на K групп, где каждая груп-
па k может содержать максимум X колонок, а каждая колонка — максимум
N классов. Здесь X — это диапазон значений признаков. Для решения зада-
чи классификации с помощью обратных образов остается найти гистограмму
классов HR(n|x). Пусть входной образ представлен вектором x = (x1, . . . , xk).
Тогда гистограмма классов, содержащихся в обратных образах, может быть
найдена с помощью следующего алгоритма:

(3) ∀n ∈ {n}x(k)+r,k, HR(n|x) = HR(n|x) + 1.

Здесь r = −R, . . . ,−1, 0, 1, . . . , R, k = 1, . . . ,K , x(k + r), k = xk+r,k. Таким
образом, представленный выше критерий классификации — это гистограм-
ма классов, положение максимума которой требуется найти. Для понимания
алгоритма необходимо использование понятия “обратные образы”. Оно опре-
деляется выражением (2), снабженным необходимыми комментариями. Об-
ратные образы, содержащие множества классов образов, служат входной ин-
формацией цикла (3). Этот цикл гистограммирует классы, выдавая на выходе
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Таблица 2. Нормализованные данные

Профиль Ген 0 Ген 1 Ген 2 . . . Ген 20 529 Ген 20 530 Класс
(диагноз)

0 0 82 137 . . . 112 0 3
1 0 24 66 . . . 36 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
800 0 95 160 . . . 95 0 5

искомую гистограмму, положение максимума которой соответствует искомо-
му классу. В терминах программирования — это цикл по макроколонкам r,
измерениям k и классам n, находящимся в обратных образах.

При обучении индекстрона если максимум гистограммы при входе x мень-
ше выбранного некоторого порога, то число классов увеличивается на едини-
цу, N = N + 1, и это новое число записывается в соответствующие обратные
образы

{n}x(k),k = {n}x(k),k
⋃
N, k = 1, . . . ,K.

Начальным условием всегда служит значение N = 0. Однако гистограмма
классов (3) не вычисляется, если в процессе обучения использовано нулевое
значение радиуса обобщения R = 0. В то же время при каждой итерации
число классов увеличивается на единицу. Графическая иллюстрация данного
алгоритма приведена в [17].

При распознавании если максимум гистограммы при входе x меньше неко-
торого порога, то входной образ остается нераспознанным.

Заметим, что максимум гистограммы равен размерности K образа x.
Можно показать, что это следует из следующих свойств обратных образов:
колонки каждой группы

• содержат строго N разных имен классов:
X−1∑
x=0

|{n}x,k| = N ,

• не пересекаются: {n}x,k ∩ {n}y,k = ∅.
При обучении и распознавании образа значение его признаков xk, k =

= 1, . . . ,K, используется в качестве адреса колонки, расположенной в k-м из-
мерении. При этом реальные значения x признаков приводятся к целочис-
ленному диапазону [0–255]:

x = 255(x − xmin)/(xmax − xmin).

Опыт показывает, что такая дискретизация непрерывных значений, как
правило, не снижает точности классификации. В табл. 2 приведен пример
нормализации данных табл. 1.

Таким образом, признаки каждого поступившего K-мерного образа выде-
ляют K колонок — по одной колонке в каждой группе. Проблема состоит в
том, что, как правило, для числовых признаков пересечение колонок оказыва-
ется пустым, так как погрешности измерения и деформации образа искажают
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адреса колонок. Поэтому вводятся макроколонки, т.е. наряду с колонкой с ад-
ресом x рассматриваются соседние колонки с адресами x ∈ [−R,R]. Возмож-
ность использования макроколонок вытекает из приведенных выше свойств
обратных образов. Как уже отмечено выше, пересечения колонок находятся
путем вычисления гистограммы, определяющей частоты появления классов.
При этом входной образ относится к классу, встречающемуся наиболее часто.

4. Программно-аппаратная реализация индекстрона

Распараллеленная версия алгоритма была написана на языке Python и
запущена на видеокарте Nvidia GeForce GTX 1660 Super. Эта видеокарта
имеет 44 мультипроцессора и 1408 ядер, что позволило распараллелить один
процесс на 1408 параллельных подпроцессов. При этом обучение в рассмат-
риваемой задаче может быть распараллелено на 20 531 процессов по числу
всех генов профиля, а максимально возможное распараллеливание — это
20 531 ∗ (2R + 1) процессов, так как для каждого гена возможно параллельно
проверить все значения в пределах радиуса обобщения.

Распараллеливание было произведено с помощью модуля cuda, входящего
в библиотеку numba. Для обработки потоков (threads) мультипроцессорами
видеокарты потоки были разделены на блоки по формуле:

blocks_per_grid =

= (number_of_iterations|+(threads_per_block − 1 ))//threads_per_block ,

где number_of_iterations — это количество параллельных итераций.
Перед выполнением программы массивы исходных данных были скопирова-
ны из оперативной памяти в память видеокарты с помощью функции cuda.
to_device(), и по завершении выполнения программы результаты выполне-
ния были скопированы обратно в оперативную память с помощью функции
device_array.copy_to_host().

Для распараллеливания функций записи и чтения использовался деко-
ратор. Внутри распараллеливаемых функций вызывалась функция, возвра-
щающая индекс потока, на котором должна осуществляться соответствую-
щая параллельная итерация.

5. Результаты

Точность и количество операций при обучении индекстрона и нейронных
сетей в задаче диагностики заболеваний по данным, полученным от 801 па-
циента, представлены в табл. 3.

Таблица 3. Сравнительные результаты
Нейронная сеть Индекстрон

Точность (%) 99,5 99,75

Количество операций 46 млрд операций
сложения/умножения

8 млн операций записи
в память
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Время обучения индекстрона на одноядерном ноутбуке, 1,6 Ггц, состави-
ло 0,43 сек. Время обучения четырехслойной нейронной сети на аналогичной
аппаратуре увеличивается в соответствии с ростом количества операций в
46 ∗ 109/8 ∗ 106 = 5750 раз. Заметим, что архитектура индекстрона идеаль-
но подходит для распараллеливания, что позволило достичь практически
мгновенного обучения за 75 миллисекунд в рассматриваемой задаче. Радиусы
обобщения R в режимах обучения и распознавания составляют соответствен-
но 0 и 84, т.е. 33% от диапазона (0–255) изменения признака.

6. Заключение

1. Простота алгоритма индекстрона, в результате которой обучение каждо-
му образу требует только записи в память K целых чисел, а классификация
образа имеет порядок сложности O(hK) операций чтения и суммирования,
позволяет создавать большие базы экспрессии генов для диагностирования
самых разнообразных заболеваний (h — это средняя высота колонок, где h =
= N/X).

2. При широкой доступности оборудования для нахождения профилей ген-
ной экспрессии становится возможным создание поисковой диагностической
системы типа Google для массового пользования, в которой запросы имеют
не текстовую, а численную форму.

3. Проведенные эксперименты подтверждают наличие такой возможности,
поскольку быстрое обучение при пополнении базы новыми данными даже на
программном уровне занимает всего 0,43/800 = 0,00054 сек, а точность ди-
агностирования пяти типов онкологических заболеваний составила 99,75%.
Однако диагностика многих других заболеваний потребует создания боль-
шого числа различных баз данных.
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МЕТОД АВТОМАТИЧЕСКОГО ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ
БЕСПИЛОТНЫХ АППАРАТОВ НА ОСНОВЕ РАСПОЗНАВАНИЯ
СИГНАЛЬНЫХ РАДИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ МАРКЕРОВ

ПОДВОДНЫХ ЦЕЛЕЙ

Описывается метод автоматического распознавания целевых точек тра-
екторий беспилотных аппаратов, перемещающихся под водой, таких как
автономные подводные аппараты и летающие подводные аппараты са-
молетоподобных конструкций. В качестве терминальной точки управле-
ния рассматривается координата центра объекта, обладающего свойства-
ми радиальной симметрии. Предложен метод построения многомасштаб-
ной весовой модели изображения на основе разработанного преобразо-
вания быстрой радиальной симметрии и метода Хафа, что обеспечивает
устойчивость к шумам и высокую скорость вычисления координат ис-
комой точки. Для случая, когда объект интереса задан контуром опре-
деленного цвета, предложена модель на основе хроматической и весовой
составляющих. В качестве примера детектирования приведен алгоритм
обнаружения базовой подводной станции со световыми маркерами в виде
сигнального люминесцирующего кольца.

Ключевые слова: автоматические транспортные системы, беспилотный
подводный аппарат, беспилотный летательный подводный аппарат, ком-
пьютерное зрение, обработка изображений, обнаружение объектов на
изображениях, метод Хафа, быстрое преобразование радиальной сим-
метрии, весовая модель изображения, многомасштабная весовая модель
изображения.
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1. Введение

При построении систем автоматического управления беспилотными аппа-
ратами необходимым условием является задание конечного положения аппа-
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рата в пространстве. В большинстве работ по автоматическому управлению
беспилотными аппаратами конечное положение задается самим исследовате-
лем в виде набора конкретных координат [1, 2]. Однако в реальных условиях
возникают задачи, когда аппарат должен самостоятельно обнаруживать объ-
ект интереса, положение которого будет задавать конечное положение аппа-
рата при управлении. Транспортерные системы, где аппарат самостоятельно
определяет конечную точку своего движения и рассчитывает траекторию пе-
ремещения к ней, принято называть интеллектуальными транспортными си-
стемами [3]. Метод определения терминальной точки, как и способ построе-
ния оптимальной траектории, при этом не обязательно должен включать в
себя элементы искусственного интеллекта (ИИ), такие как модели машинно-
го обучения, нейронные сети и т.п. Однако на практике в случае, если метод
расчета не предполагает использования ИИ, систему чаще определяют как
«автоматическую» или «автоматизированную».

Наиболее распространенными беспилотными аппаратами в настоящее вре-
мя являются беспилотные летательные аппараты (БПЛА) [4]. Основным спо-
собом позиционирования для БПЛА являются спутниковые системы GPS и
ГЛОНАСС [5, 6]. Для беспилотных аппаратов, передвигающихся под водой,
так называемых автономных необитаемых подводных аппаратов (АНПА) [7],
позиционирование в большинстве случаев осуществляется при помощи уль-
тразвуковых сигналов [8]. Основным недостатком такого подхода является
обязательное наличие специальной навигационной аппаратуры на борту ап-
парата, а также необходимость ответного сигнала от целевой точки пози-
ционирования, что делает аппарат уязвимым для внешнего обнаружения.

Системы позиционирования на основе компьютерного зрения лишены ука-
занных недостатков. Они способны обеспечивать высокую точность распо-
знавания и при этом не выдают своего присутствия внешними сигналами.
Кроме того, для таких современных беспилотных систем, как беспилотные
летательные подводные аппараты (БПЛПА) [9], визуальное позиционирова-
ние при подводном задании цели является единственно возможным. БПЛПА
способны преодолевать расстояния сначала по воздуху, а затем погружаться
в воду и выполнять маневры под водой. Из-за особенностей распространения
и рассеивания сигналов на стыке двух сред воздух-вода позиционирование
при помощи ультразвуковых сигналов является труднореализуемым.

Для БПЛА, как и для беспилотных наземных транспортных средств, за-
дача обнаружения объектов на основе компьютерного зрения хорошо изуче-
на [10–12]. Известны работы по визуальному позиционированию точки по-
садки БПЛА [13], определения положения летательного аппарата на основе
предварительно сделанных спутниковых снимков местности и нейросетевых
распознавателей [14] и др. Общим недостатком предлагаемых подходов яв-
ляется необходимость дополнительной информации для позиционирования,
а также высокие требования к вычислительной мощности оборудования на
борту БПЛА.
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Рис. 1. Конструкция ныряющего самолета со складным крылом
(источник— см. [16]).

Рис. 2. Механика перемещения кайры в воздухе и под водой, примененная
для имитации динамики БПЛПА (источник— см. [18]).

Для беспилотных аппаратов, передвигающихся под водой, алгоритмы ком-
пьютерного зрения должны удовлетворять дополнительным требованиям из-
за особенностей распространения света в воде и дополнительных помех из-за
замутненности естественных водоемов [15]. В случае БПЛПА большое значе-
ние также приобретают скорость работы алгоритма из-за относительно вы-
соких скоростей перемещения аппарата и необходимое для детектирования
объекта количество вычислений, так как летающие подводные аппараты не
способны нести на себе вычислители большой мощности и их энергопотреб-
ление высоко относительно АНПА. Поэтому задача разработки алгоритма
визуального позиционирования для цели, заданной под водой, с минималь-
ными энерго- и вычислительными затратами особенно актуальна именно для
гибридных БПЛПА.

Случай, когда конечное целевое положение аппарата находится под водой,
более характерен для летательных подводных аппаратов типа «ныряющий
самолет» [16], чем, например, для плавающих квадрокоптеров [17]. Самоле-
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Transition

Рис. 3. Конфигурация оперения БПЛА в различных средах (источник— см. [19]).
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Рис. 4. Силы, влияющие на самолетоподобный БПЛПА при нырянии
(источник— см. [19]).

топодобные конструкции в основном приспособлены только к прямому пере-
ходу «воздух-вода» и испытывают значительные трудности либо вообще не
способны осуществлять обратный переход «вода-воздух». В частности, в [16]
предложена конструкция ныряющего самолета с отклоняющимися на 65 гра-
дусов при нырянии крыльями (см. рис. 1).

Конструкция включает в себя крыло изменяемой стреловидности и двига-
тель на сжатом углекислом газе. В [18] предложена конструкция ныряющего
БПЛПА, имитирующего полет и ныряние кайры (рис. 2).

В [19] описана система автоматического управления ныряющего самолета
со складывающимся оперением (рис. 3).
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Рис. 5. Пример стыковки автономного необитаемого подводного аппарата
с док-станцией (источник— см. [20]).

В [19] строится управление для достижения аппаратом конечной точки
под водой (рис. 4).

Критерием оптимальности управления выбрана точность достижения за-
данной позиции (xtarget, ytarget) в конечный момент времени tf .

J =

√
(xh(tf )− xtarget)

2 − (yh(tf )− ytarget)
2.(1)

Управляющими параметрами выступают начальный угол тангажа θ0 и на-
чальная скорость вдоль оси OX vx0 , расчет траектории производится без воз-
можности маневрирования. В качестве целевых координат (xtarget, ytarget) ав-
торы определяют конкретную точку под водой. Однако в случае адаптивного
управления указанные координаты аппарат может вычислять самостоятель-
но в автоматическом режиме на основе машинного зрения. Таким образом,
возникает задача распознавания координат некоего целевого объекта под во-
дой, математический центр тяжести которого будет являться целевой точкой
управления (xtarget, ytarget). Данная задача является одним из возможных
характерных примеров задачи распознавания в целях решения задачи опти-
мального управления.

Для подводных беспилотных аппаратов задание объектов интереса под
водой является единственно возможным. Таким объектом интереса, в част-
ности, может быть специальная стыковочная док-станция [20], используемая
для подзарядки батареи АНПА или/и передачи данных (см. рис. 5).

Особенности позиционирования АНПА и БПЛПА в данном случае будут
одни и те же, так как в обоих случаях цель является подводной. То обстоя-
тельство, что цель находится именно под водой, является важным для разра-
ботки метода детектирования целевого объекта, так как замутненность воды,
наличие взвеси, искажений изображения вследствие преломления света на-
кладывают на метод детектирования жесткие требования по устойчивости
к внешним шумам. Оптические методы позиционирования для подводных
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целей описаны, например, в [21, 22]. При этом могут использоваться как од-
на [23], так и две [24] камеры. Основным ограничением предлагаемых ме-
тодов является их высокое потребление вычислительных и энергетических
ресурсов, так как практически все они предназначены для АНПА. Это дела-
ет предложенные методы слабоприменимыми для БПЛПА. Так, в [20] в ка-
честве математической модели распознавания используется сверточная ней-
ронная сеть CNN. Эффективность подобных сетей высока, если они специ-
альным образом обучаются для довольно узкого заданного класса объектов.
Например, показано, что CNN способны распознавать рукописный текст с
точностью до 99% [25] Однако при распознавании произвольных реальных
объектов их точность падает до 70% и ниже. Кроме того, CNN требуют мощ-
ных вычислительных устройств для обучения, которое может продолжаться
от нескольких часов до нескольких суток [26]. Современные модификации
могут давать либо более высокую точность, либо более высокую скорость, но
пока не способны совмещать в себе оба этих качества. Так, в [27] описаны так
называемые двухпроходные алгоритмы типа FASTER RCNN, достигающие
точности 73,2% (датасет VOC071). Время обучения сети не описано, однако
сеть обладает относительно невысокой скоростью распознавания в 17 изобра-
жений в секунду. Однопроходные сети типа YOLO достигают скорости рас-
познавания в 155 изображений в секунду, однако их точность при этом всего
лишь 52,7% на том же датасете VOC07.

Таким образом, задача разработки алгоритма обнаружения объектов под
водой с минимальными вычислительными и временными затратами является
актуальной, особенно для БПЛПА.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу распознавания подводного объекта в автоматическом
режиме с борта беспилотного аппарата на примере обнаружения базовой док-
станции со световыми маркерами в виде сигнального люминесцирующего
кольца. Центр кольца задает целевую точку траектории оптимального управ-
ления без маневрирования (xtarget, ytarget) по примеру задачи (1). В общем
случае задача может решаться одновременно для нескольких возможных це-
лей Ntarget.

Дано:
а) цветное изображение I = (Iij)Nx×Ny в цветовой модели RGB;
б) множество радиусов окружностей N, которые требуется найти;
в) множество допустимых цветов C, в оттенках которого могут окраши-

ваться искомые окружности;
г) допустимое рассогласование между положениями центров окружно-

стей Δ.

1 VOC07— набор данных свободного доступа, содержащий классифицированные изоб-
ражения (Visual Object Classes-VOC) для 20 классов, редакция 2007 г.
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Найти:
д) множество центров окружностей с их радиусами, определяющих тер-

минальную точку оптимального управления Ã =
{(
xktarget, y

k
target

)
, rk

}
, k =

= 1, Ntarget.
Задачей настоящего исследования является разработка вычислительного

алгоритма, принимающего на вход позиции а)– г) и генерирующего на выхо-
де позицию д). Дополнительным требованием к алгоритму является устой-
чивость к внешним шумам, а также минимизация вычислительных затрат и
времени вычислений.

В случае, когда реальный размер окружности (например, стыковочного
кольца) известен, в качестве искомых радиусов изображения следует выбрать
ряд уменьшающихся значений от реального до минимально возможного ра-
диуса. Впоследствии по найденному значению радиуса на изображении будет
возможно определить расстояние до объекта с применением дополнительных
измерительных приборов.

Метод должен обеспечивать распознавание при слабых деформациях
окружности в эллипс с соотношением малой и большой полуоси не менее 0,95,
что соответствует смещению прямой проекции обзора не более чем на 20◦ [28].

3. Метод решения задачи распознавания
цветных объектов круглой формы

Важной задачей, решаемой средствами компьютерного зрения, является
обработка изображений с борта беспилотного аппарата с целью обнаруже-
ния и локализации заданных объектов — световых маркеров. Данные объек-
ты характеризуются формой и цветом. Поэтому для их обнаружения и рас-
познавания применяются методы анализа цветовых признаков и признаков
формы.

Популярные в последнее время алгоритмы на основе глубоких нейрон-
ных сетей для данной постановки задачи будут являться избыточными, так
как распознаванию подлежит простая геометрическая фигура, а не сложный
многоцветный объект. Кроме того, актуальными проблемами при использо-
вании нейронных сетей остаются сложность в обобщении и длительность эта-
па обучения. Поэтому классические методы, в которых производится анализ
изображения, остаются актуальными.

Многие применяющиеся на практике подходы к анализу формы объектов
на изображениях базируются на методах анализа контуров [29]. Световые
маркеры для стыковки подводных аппаратов являются цветными объекта-
ми, обладающими радиально-симметричной формой. Для их обнаружения и
локализации можно применить методы, базирующиеся на анализе свойств
радиальной симметрии. В основу предложенного метода легли совместное
использование известного метода Хафа [30] и преобразование быстрой ради-
альной симметрии с использованием построения пирамиды Гаусса.
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3.1. Преобразование быстрой радиальной симметрии

В данной работе предлагается эффективный подход к решению рассмат-
риваемой задачи, основанный на применении быстрого преобразования ради-
альной симметрии FRST (Fast Radial Symmetry Transform). Преобразование
FRST позволяет построить весовую модель изображения, с помощью анализа
которой можно эффективно локализовать центр радиально-симметричного
объекта [31, 32].

Для получения весовой модели изображения необходимо выполнить сле-
дующие шаги:

1) преобразовать изображение в полутоновый вид;
2) вычислить градиенты функции яркости на изображении;
3) вычислить значения элементов матриц весов;
4) нормировать значения элементов матриц весов;
5) вычислить значения элементов матриц обобщенных весов;
6) выполнить низкочастотную фильтрацию матриц обобщенных весов;
7) вычислить значения элементов матрицы усредненных весов.

На первом шаге осуществляется преобразование изображения в полуто-
новый вид, в котором каждому пикселю сопоставляется значение яркости.
В простейшем случае преобразование заключается в вычислении средних
значений интенсивностей красной, зеленой и синей цветовых составляющих.
Таким образом, в результате выполнения первого шага изображение пред-
ставляется в виде функции яркости, аргументами которой являются значе-
ния координат пикселей.

На втором шаге выполняется вычисление градиентов функции яркости на
изображении с помощью следующих операторов:

gx(p) := Î(i+ 1, j) − Î(i, j);(2)

gy(p) := Î(i, j + 1)− Î(i, j);(3)

|g(p)| =
√
g2x(p) + g2y(p),(4)

где g(p) = (gx(p), gy(p))— градиент в пикселе p с координатами (i, j); gx(p),
gy(p)— составляющие градиента для горизонтального и вертикального на-
правлений в пикселе p соответственно; Î(i, j), Î(i + 1, j), Î(i, j + 1)— зна-
чения яркости в пикселях полутонового изображения с координатами (i, j),
(i+1, j) и (i, j+1) соответственно. В выражениях (2)–(4) знаком := обозначен
оператор присваивания, который будет использоваться и в дальнейшем.

На третьем шаге вычисляются значения элементов матриц весов. Для это-
го применяется следующая процедура:

1) определяется множество целочисленных значений N, где N—множе-
ство радиусов объектов, которые требуется найти;
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2) для каждого значения n из множества N формируются начальные зна-
чения элементов двух матриц весов:

Mn(p) := 0;(5)
On(p) := 0,(6)

где p — вектор координат (i, j).
3) для всех элементов матриц весов, определяемых значениями n из мно-

жества N, применяются следующие операторы:

p+ := p+

⌈
gx(p)

|g(p)| n
⌉
;(7)

p− := p−
⌈
gx(p)

|g(p)| n
⌉
;(8)

Mn (p+) := Mn (p+) + |g(p)|;(9)

Mn (p−) := Mn (p−)− |g(p)|;(10)

On (p+) := On (p+) + 1;(11)

On (p−) := On (p−)− 11,(12)

где �·� — оператор округления вещественного числа до ближайшего не мень-
шего целого значения.

На четвертом шаге элементы матриц весов нормируются:

Mn(p) :=
|Mn(p)|

max
q

{|Mn(q)}| ;(13)

On(p) :=
|On(p)|

max
q

{|On(q)}| .(14)

На пятом шаге вычисляются значения элементов матриц обобщенных ве-
сов:

Fn(p) := (On(p))αMn(p),(15)

где α — параметр радиальной жесткости.
На шестом шаге выполняется низкочастотная фильтрация матриц обоб-

щенных весов. При этом, как правило, используется гауссов фильтр нижних
частот. Фильтрация выражается с помощью оператора свертки

Sn := Fn ∗Gn,(16)

где Gn — матрица коэффициентов гауссова фильтра нижних частот, опреде-
ленная для значения n из множества N.
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На последнем, седьмом, шаге вычисляются значения элементов матрицы
усредненных весов:

S(p) :=
1

|N|
∑
n∈N

Sn(p).(17)

Полученная в результате преобразования FRST матрица усредненных ве-
сов представляет собой весовую модель изображения, анализ которой позво-
ляет определить параметры формы объектов, например координаты центра
и радиус объектов круглой формы.

3.2. Весовая модель изображения

При построении весовой модели изображения с использованием быстрого
преобразования радиальной симметрии необходимо выполнить относительно
большое количество вычислений, которое определяется мощностью множе-
ства целочисленных значений N. Элементы указанного множества приме-
няются для анализа существенных изменений яркости на соответствующих
расстояниях от текущего пикселя, т.е. имеют смысл радиусов для радиально-
симметричных объектов с центрами в пикселях изображения.

Объекты на изображениях реального мира имеют многомасштабную при-
роду, поскольку обладают различными размерами. Для рассматриваемой за-
дачи это означает использование множества N с большим количеством эле-
ментов, которые определяются диапазоном изменения радиусов объектов ин-
тереса. Поэтому целесообразно проводить анализ исходного изображения,
представленного в многомасштабном виде. Такой многомасштабный анализ
позволяет сократить количество вычислений и повысить точность обнаруже-
ния объектов на изображении.

Для построения многомасштабной весовой модели изображения необходи-
мо выполнить следующие шаги:

1) преобразовать изображение в полутоновый вид;
2) построить пирамиду Гаусса;
3) вычислить значения элементов матриц усредненных весов для всех

уровней пирамиды Гаусса;
4) привести матрицы усредненных весов к размерам исходного изображе-

ния;
5) вычислить значения элементов интегральной матрицы усредненных ве-

сов.
На первом шаге осуществляется преобразование изображения в полутоно-

вый вид, в котором каждому пикселю сопоставляется значение яркости.
На втором шаге строится пирамида Гаусса [33]. Она представляет собой

множество изображений P =
{
Pl

∣∣ l = 0, L− 1
}
, где L — число уровней в пи-

рамиде. В качестве нулевого уровня пирамиды P0 рассматривается исход-
ное изображение в полутоновом виде Î. Остальные уровни пирамиды форми-
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руются следующим образом:

Pl := G ∗ (2 ↓ [Pl−1]) ,(18)

где G — матрица коэффициентов гауссова фильтра нижних частот; 2 ↓ [·] —
оператор понижения дискретизации изображения, например, посредством
удаления каждого второго пикселя в строке и столбце. Элемент пирамиды
Гаусса уровня l будет иметь размеры в четыре раза меньше по сравнению с
размерами элемента уровня l − 1.

На третьем шаге с помощью операторов (5)–(17) формируются весовые
модели изображений всех уровней пирамиды Гаусса, т.е. строится множество
матриц усредненных весов

{
S(0), S(1), . . . , S(L−1)

}
.

На четвертом шаге множество
{
S(0), S(1), . . . , S(L−1)

}
преобразуется в

множество
{
R(0), R(1), . . . , R(L−1)

}
, каждый элемент которого R(l) представ-

ляет собой результат приведения матрицы S(l) к размерам исходного изобра-
жения, т.е. к размерам S(0). Указанное преобразование выполняется следую-
щим образом:

R(l) := G ∗
(
2 ↑

[
S(l)

])
,(19)

где G — матрица коэффициентов гауссова фильтра нижних частот; 2 ↑ [·] —
оператор повышения дискретизации изображения (матрица S(l) рассматри-
вается как изображение, с каждым пикселем которого ассоциируется весовое
значение), например, посредством дублирования каждого пикселя в строке и
столбце.

На последнем, пятом, шаге осуществляется сложение полученных матриц
R(0), R(1), R(L−1) для построения интегральной матрицы усредненных весов:

S(p) :=
1

L

L−1∑
l=0

R(l)(p),(20)

где p — пиксель исходного изображения, соответствующий координатам эле-
ментов матриц весов.

В результате выполнения рассмотренных шагов формируется многомас-
штабная весовая модель, анализ которой позволяет определить параметры
формы объектов на изображении. Следует отметить, что применение дан-
ной модели позволяет повысить точность работы и снизить вычислительную
сложность за счет меньшей площади изображения на верхнем уровне пира-
миды.

3.3. Хроматическая модель изображения

При анализе изображений световых маркеров с беспилотного подводно-
го аппарата целесообразно использовать модель, содержащую две состав-
ляющие — хроматическую и весовую. Первая позволяет учесть цветовые ха-
рактеристики объектов интереса, а вторая — геометрические особенности их
формы.
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Тогда модель изображения может быть представлена в виде 〈C, S〉, где
C — хроматическая составляющая, а S — весовая составляющая. Весовая со-
ставляющая модели формируется посредством процедур, описанных в преды-
дущих разделах. Хроматическая составляющая формируется в результате
цветового преобразования и цветовой сегментации.

Для описания хроматической составляющей модели были исследованы
преимущества и недостатки нескольких цветовых пространств: RGB, Lab
и HSV. Данные пространства сравнивались с точки зрения способов опи-
сания для выделения областей изображения, цвет которых лежит в некото-
ром диапазоне [34]. В результате было отмечено, что основным фактором,
ограничивающим и усложняющим применение цветовой модели RGB для
проведения цветовой сегментации, является единое описание как освещен-
ности, так и цветовой составляющей объекта, что затрудняет четкое задание
диапазонов искомых цветов [35]. Неоспоримым преимуществом цветовой мо-
дели L*a*b* является отдельный канал L*, отвечающий за освещенность, и
плоскостей (a*, b*), отвечающих за цветность. Однако в этой модели диа-
пазоны цветов (хроматические характеристики) описываются в виде геомет-
рической фигуры на плоскости, возможно, имеющей сложное строение. Дан-
ный факт усложняет построение модели распределения цвета для проведения
сегментации [36]. Цветовая модель HSV в отличие от L*a*b* позволяет зада-
вать диапазон искомых цветов путем указания интервала значений канала H
(в большинстве случае достаточно указать пороговое значение насыщенно-
сти, задаваемой в канале S, выше значения, которого чистота цвета стано-
вится приемлемой), что значительно упрощает реализацию метода [37].

Таким образом, в качестве цветового пространства для анализа цветных
изображений было выбрано цветовое пространство (модель) HSV. Данная
модель базируется на особенностях восприятия информации зрительной си-
стемой человека и представляется как совокупность цветовых каналов H,
S и V , которые определяют тон, насыщенность и значение (яркость) цвета
соответственно.

Хроматическая составляющая C модели изображения представляется сле-
дующим образом:

{
(h(p), s(p), v(p)), ∃ k, l, m : h(p) ∈ Hk ∧ s(p) ∈ Sl ∧ v(p) ∈ Vm;

(0, 0, 0), ∀ k, l, m : h(p) /∈ Hk ∨ s(p) /∈ Sl ∨ v(p) /∈ Vm,
(21)

где p — пиксель исходного изображения; Hk, Sl, Vm — k-й, l-й и m-й ин-
тервалы каналов H, S и V соответственно из множества интервалов цвета
заданных объектов.

3.4. Алгоритм обнаружения объектов круглой формы
на изображениях световых маркеров

В общем виде процедура обнаружения объектов круглой формы заданного
цвета заключается в следующем:
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1) преобразовать исходное изображение из цветовой модели RGB в цвето-
вую модель HSV;

2) построить хроматическую составляющую модели изображения;
3) преобразовать исходное изображение в полутоновый вид с учетом хро-

матической составляющей;
4) найти окружности методом Хафа на изображении по хроматической

составляющей;
5) построить весовую составляющую модели изображения (весовое изоб-

ражение);
6) выполнить пороговую обработку весового изображения;
7) найти на весовом изображении контуры;
8) вычислить центры масс для каждого контура;
9) найти окружности на изображении по весовой составляющей;
10) удалить ложно найденные на полутоновом изображении методом Хафа

окружности, центры которых не совпадают с допустимой погрешностью с
каким-либо центром масс контуров на весовом изображении;

11) сформировать множество координат целевых точек управления с ука-
занием радиусов Ã =

{(
xktarget, y

k
target

)
, rk

}
.

4. Вычислительные эксперименты

Представленный алгоритм был опробован на задаче распознавания круго-
вых светящихся маркеров док-станции подводного базирования под разными
углами в условиях замутненной воды. Для вычислительных экспериментов
использованы изображения док-станции, полученные в ходе экспериментов
Liu S., Ozay M., Okatani T., опубликованных в [20]. Примеры изображений
стыковочного блока док-станции в виде подсвеченных кругов, которые рас-
познавались в результате экспериментов, представляет рис. 6.

Изображения получены монокулярной цветной камерой NanoSeaCam раз-
решением 620 ТВЛ (0, 8 Мпикс) с углами обзора 59◦×44◦×72◦ (вверх-вниз-в
сторону).

4.1. Критерий оценки точности алгоритма

Оценка эффективности разработанного алгоритма проводилась на основе
так называемой пиксельно-ориентированной методики, описанной в [38].

Это статистическая мера оценки, основанная на подсчете неправильно
классифицированных пикселей. Для ее проведения требуется вычислить ве-
роятности того, что случайно выбранный пиксель на отсегментированном с
помощью алгоритма изображении принадлежит либо искомому объекту, ли-
бо, соответственно, фону.

В отличие от таких общепринятых метрик, как Accuracy, Precision или
Recall с последующим ROC-анализом, пиксельно-ориентированная метрика
оценивает не точность классификации объекта (объект обнаружен или не об-
наружен), а качество обнаружения. Оценка качества обнаружения включает
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Рис. 6. Варианты изображений окружностей — стыковочного люминесцирующего
кольца подводной док-станции: а) одиночный объект в центральной части изображе-
ния, площадь объекта интереса относительно изображения более 5%; б) одиночный
объект, смещенный относительно центра изображения, площадь объекта интереса
относительно изображения более 5%; в) одиночный объект, смещенный относитель-
но центра изображения, площадь объекта интереса относительно изображения ме-
нее 5%; г) несколько объектов интереса на одном изображении. (источник: датасет
в свбодном доступе http://vision.is.tohoku.ac.jp/liushuang/a-vision-based-underwater-
docking-system/dataset).

как оценку точности локализации объекта (определение координат центра),
так и точности определения его геометрических характеристик, т.е. радиуса.
Поэтому для поставленной задачи пиксельно-ориентированная оценка явля-
ется предпочтительной [39].

Согласно выбранному методу вероятность ошибки сегментации всего изоб-
ражения определяется следующим образом:

perr = p(b|o)p(o) + p(o|b)p(b).(22)

Здесь p(o) — априорная вероятность того, что случайным образом выбранный
пиксель исходного изображения принадлежит объекту (отношение площади
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Таблица 1. Исходные данные и предварительные результаты экспериментов по
распознаванию тестовых изображений

№
эк
сп
ер
им
ен
та Априорные данные Данные, полученные после

применения алгоритма

p(o) p(b)

Относительная
площадь
объекта на
изображении,

%

Оценка
относительной
площади
объекта

Процент
ошибочных

распознаваний
алгоритма по
критерию
p(b|o)

Процент
ошибочных

распознаваний
алгоритма по
критерию
p(o|b)

1 0,01 0,99 1% � 5% 1 1

2 0,01 0,99 1% � 5% 1 5

3 0,01 0,99 1% � 5% 1 10

4 0,01 0,99 1% � 5% 1 25

5 0,05 0,95 5% � 5% 1 1

6 0,05 0,95 5% � 5% 1 5

7 0,05 0,95 5% � 5% 1 10

8 0,05 0,95 5% � 5% 1 25

9 0,1 0,9 10% > 5% 1 1

10 0,1 0,9 10% > 5% 1 5

11 0,1 0,9 10% > 5% 1 10

12 0,1 0,9 10% > 5% 1 25

13 0,25 0,75 25% > 5% 1 1

14 0,25 0,75 25% > 5% 1 5

15 0,25 0,75 25% > 5% 1 10

16 0,25 0,75 25% > 5% 1 25

17 0,5 0,5 50% > 5% 1 1

18 0,5 0,5 50% > 5% 1 5

19 0,5 0,5 50% > 5% 1 10

20 0,5 0,5 50% > 5% 1 25

объекта к площади всего изображения), p(b) — априорная вероятность то-
го, что случайным образом выбранный пиксель исходного изображения при-
надлежит фону (отношение площади фона к площади всего изображения),
p(o|b) — вероятность того, что пиксель, принадлежащий фону, при сегмента-
ции ошибочно отнесен к объекту (отношение части площади фона, ошибочно
отнесенной алгоритмом к объекту, ко всей площади фона). В теории стати-
стических гипотез такая ошибка называется ошибкой первого рода, p(b|o) —
вероятность того, что пиксель, принадлежащий объекту, будет ошибочно от-
несен к фону (отношение части площади объекта, ошибочно отнесенной ал-
горитмом к фону, к площади объекта) — ошибка второго рода.

Таким образом, p(o|b) и p(b|o) являются совокупными ошибками сегмен-
тации.
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Рис. 7. Вероятность ошибки алгоритма, рассчитанной по способу (22) в зависимости
от априорной вероятности p(o) и апостериорной вероятности p(b|o).
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Рис. 8. Вероятность ошибки алгоритма, рассчитанной по способу (23) в зависимости
от априорной вероятности p(o) и апостериорной вероятности p(b|o).

Площадь в данном случае понимается как количество пикселей заданной
области.

Для случаев, когда искомые объекты малы по размерам относительно все-
го изображения (занимают менее 5% площади изображения), т.е.

#(o)�#(D),

где #(o) — мощность множества пикселей, принадлежащих искомому объ-
екту, а #(D) — мощность множества пикселей всего изображения, вместо
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Рис. 9. Сравнительная эффективность способов оценки точности алгоритма.
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Рис. 10. Разница в точности способа (22) относительно способа (23).

формулы (22) целесообразно применять оценку (23):

perr :=
#(os)−#(o)

#(D)
,(23)

где os — множество найденных объектов в результате сегментации.
Для определения оптимального способа расчета точности алгоритма бы-

ло проведено 20 независимых экспериментов по распознаванию кругов на
изображениях. Среди них на 8 изображениях объект интереса занимал 5 и
менее процентов площади, а на 12 изображениях — более 5%. После обработ-
ки изображений разработанным алгоритмом были получены апостериорные
значения ошибок распознавания p(o|b) и p(b|o). Априорные и апостериорные
данные экспериментов представлены в табл. 1.

Затем на основе полученных данных вычислялась точность согласно спо-
собам (22) и (23). Результаты представлены на рис. 7–10.
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Рис. 11. Влияние параметров алгоритма на точность обнаружения окружностей:
a) параметра радиальной жесткости; б) стандартного отклонения.

Результаты показывают, что для объектов с площадью до 5% от пло-
щади всего изображения включительно оценки корректности, рассчитанные
по обоим способам при зафиксированном уровне ошибки 2-го рода на вели-
чине 0,01, в целом имеют небольшие различия. Однако если искомый объект
занимает площадь более 5% от площади всего изображения, целесообраз-
но применять оценку по формуле (22). Таким образом, способ (22) является
предпочтительным.

Для всех дальнейших исследований точность вычислялась согласно (22).

4.2. Влияние параметров преобразования радиальной симметрии

Исследована зависимость точности обнаружения окружностей от парамет-
ра радиальной жесткости α. Было сгенерировано и исследовано 100 изобра-
жений окружностей с радиусами от 1 до 100 пикселей на исходном изоб-
ражении 2400 × 8400 пикселей. Были проведены эксперименты с изменени-
ем параметра жесткости от α = −3 до α = +7. Результаты представлены на
рис. 11,а. Видно, что при увеличении параметра радиальной жесткости α до
значения +2 точность обнаружения достигает 75% (0,75). При дальнейшем
увеличении α точность 95% достигается при значении +4 и далее асимп-
тотически стремится к 100%. На рис. 11,б показано влияние стандартного
отклонения на точность обнаружения окружностей при значении парамет-
ра радиальной жесткости α, равном 2. Видно незначительное влияние этого
параметра на результат при данных условиях.

4.3. Влияние шумов на точность распознавания

Замутненность воды, наличие в ней мелких органических и неорганиче-
ских включений, искажения, вызванные преломлением света между водой и
объективом камеры, с математической точки зрения описываются как адди-
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Рис. 12. Влияние импульсного шума на точность распознавания окружностей раз-
личного радиуса: а) для всех окружностей; б) для окружностей с радиусом более
10 пикселей.

тивные шумы. В частности, наличие мелкой твердой взвеси в воде модели-
руется как импульсный шум типа «соль» и «перец». Эффекты искажения и
замутненности моделировались как гауссовы шумы и как шумы типа «размы-
тие» с применением масок. Влияние на распознавание каждого типа шумов
рассмотрено ниже.

4.3.1. Влияние импульсного шума

Для определения влияния импульсного шума на работу алгоритма было
исследовано 84 изображений окружностей с радиусами от 1 до 84 пикселей.
Исходное изображение было зашумлено помехами с интенсивностью 25 и 10%
площади изображения. Результаты работы алгоритма приведены на рис. 12.

Видно, что импульсный шум значительное влияние оказывает на объекты
малых размеров, на результат распознавания более крупных объектов его
влияние менее значимо.

4.3.2. Влияние шума Гаусса

Для исследования влияния гауссового шума на результат работы алгорит-
ма исходное изображение было зашумлено с помощью заполнения пикселей
изображения нормально распределенными случайными числами с матема-
тическим ожиданием μ = 0 и стандартным отклонением σ = 5. Затем изоб-
ражение было подвергнуто обработке детектором радиальной симметрии с
параметром радиальной жесткости α, равным 2. Результаты представлены
на рис. 13.

Гауссов шум оказывает значительное влияние на объекты малых размеров,
для крупных объектов влияние такого рода шума несущественно.
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Рис. 13. Влияние гауссового шума на точность распознавания окружностей различ-
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Рис. 14. Влияние размытия изображения масками на точность распознавания кру-
гов: а) сравнительная точность для различных масок размытия; б) относительное
среднее увеличение погрешности распознавания для различных масок по сравнению
с неискаженным изображением.

4.3.3. Влияние шума типа «размытие»

Для исследования влияния шума типа «размытие» исходное изображе-
ние было подвергнуто размытию масками размерности 3× 3, 5× 5 и 7× 7.
Результаты изменения точности распознавания окружностей представляет
рис. 14.
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Рис. 15. Пример обнаружения светового маркера: а) исходное изображение маркиро-
ванного кольца док-станции под углом; б) распознанная окружность с рассчитанным
центром.

Размытие практически не влияет на результат обнаружения объектов, по-
теря точности составляет не более 0,09%.

Интересным фактом является повышение точности распознавания при на-
личии шума типа «размытие» по сравнению с незашумленным изображением
в нескольких экспериментах. Это связано с проблемой ложного обнаружения,
когда алгоритм ошибочно относит к найденным окружностям заданного ра-
диуса также близко расположенные окружности других, близких по значе-
нию, радиусов. При наложении шума типа «размытие» вероятность такого
ложноположительного обнаружения в некоторых случаях уменьшается.

Полученные результаты исследования влияния шумов различного типа на
точность распознавания радиальных изображений показывают, что допол-
нительно применять алгоритмы повышения резкости не требуется, так как
разработанный метод является достаточно устойчивым к шумам в рамках
решаемой задачи.

4.4. Детектирование изображения

Изображение светового стыковочного кольца в замутненной воде относит-
ся к изображениям с высокой степенью искажения размытием, в меньшей сте-
пени — гауссовым и импульсным шумами. Таким образом, для объектов с ра-
диусом более 10 пикселей (крупные объекты) разработанный алгоритм обес-
печивает высокую устойчивость ко всем видам шумов, а по основному иска-
жающему критерию — размытию — обеспечивает устойчивость для распозна-
вания подводного стыковочного люминесцирующего кольца всех размеров.

Пример изображения светового маркера в замутненной воде под углом к
камере 16◦ с распознанным центром для стыковки представлен на рис. 15.
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В ходе численных экспериментов были распознаны как сами окружно-
сти, так и найдены их центры, координаты которых потенциально могут слу-
жить координатами конечного оптимального положения беспилотного аппа-
рата при автоматическом управлении. Для изображения, представленного на
рис. 15, в частности, имеем: параметры исходного изображения:

а) цветное изображение размерностью 448× 448 пикселей в формате jpeg;
б) количество искомых окружностей — 1, искомый радиус — 85 пикселей;
в) множество допустимых цветов — оттенки желтого;
г) допустимое рассогласование между положениями центров окружно-

стей — 5 пикселей;

найдена окружность с центром в точке:
• xtarget = 282;
• ytarget = 298.

4.5. Сравнение эффективности алгоритмов

В данном разделе проведено сравнение точности и быстродействия разра-
ботанного алгоритма с алгоритмами Хафа и быстрой радиальной симметрии,
используемыми в отдельности. Такие методы, как, например, нейросетевое
распознавание, требуют дополнительных вычислительных затрат и затрат
памяти вычислительного устройства на этапе обучения. В первую очередь это
связано с требованием наличия релевантного набора данных для обучения,
включающих все возможные сочетания входных параметров для получения
адекватной модели. Данное обстоятельство делает применение подобных ал-
горитмов машинного обучения малопригодными для низкопроизводительных
вычислительных устройств, установленных на борт БПЛПА или подобных
беспилотных аппаратов.

4.5.1. Сравнение точности обнаружения радиальных объектов

Для иллюстрации эффективности метода обнаружения радиальных объ-
ектов на изображениях на основе предложенного алгоритма были проведены
вычислительные эксперименты для двух типов изображений окружностей —
с равномерным и случайным изменением радиусов.

В табл. 2 и 3 приведены результаты сравнения точности алгоритмов при
варьировании минимального расстояния между центрами окружностей.
Изображение считается правильно распознанным, если величина отклонения
найденных центров от реальных не превосходит 15 пикселей.

Результаты сравнения показывают, что точность разработанного алгорит-
ма в среднем на 35% выше точности классических методов, используемых в
отдельности.
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Таблица 2. Сравнение точности распознавания для радиальных объектов с
равномерным увеличением радиусов

Минимальное расстояние
между центрами окружн.,

пикс.

Реальное кол-во
окружностей
на изображении

Найдено
по методу Хафа

Найдено
по разработанному

алгоритму
5 7 21 8

10 7 7 7

15 7 7 7

20 7 7 7

25 7 7 7

30 7 7 7

35 7 7 7

40 6 7 6

45 7 8 8

50 6 6 6

Таблица 3. Сравнение точности распознавания для радиальных объектов
со случайным изменением радиусов

Минимальное расстояние
между центрами окружн.,

пикс.

Реальное кол-во
окружностей
на изображении

Найдено
по методу Хафа

Найдено
по разработанному

алгоритму
5 8 152 12

10 8 53 8

15 8 30 8

20 8 22 8

25 8 14 8

30 8 10 8

35 8 10 8

40 8 10 8

45 8 8 8

50 8 6 8

4.5.2. Сравнение скорости обнаружения радиальных объектов

Для относительного сравнения скорости разработанного алгоритма был
использован компьютер со следующими характеристиками:

• процессор: Intel Core i5-3230M 2.60 GHz;
• ОЗУ: 8 Гб;
• операционная система: Windows 10, разрядность 64.

Эксперименты проводились для трех тестовых наборов изображений:
2 полных датасета «LISA Traffic Light Dataset» и «Bosch Small Traffic Lights
Dataset» набора датасетов открытого типа Kaggle, а также 200 выборочных
изображений из различных датасетов набора Kaggle, релевантных проводи-
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Таблица 4. Характеристики датасетов изображений для экспериментов
по сравнению скорости алгоритмов

Имя датасета Краткое описание
LISA Traffic Light Dataset 100 изображений из набора размером

1280×960 в формате JPG
Bosch Small Traffic Lights Dataset 200 изображений из набора различных разме-

ров в формате PNG
Выборочный набор из Kaggle 200 изображений из набора различных разме-

ров в формате PNG

Таблица 5. Сравнение скорости распознавания радиальных объектов различных
диапазонов окружностей

Диапазон
окружностей для
распознавания

Время работы
алгоритма FRST,

мсек

Время работы
разработанного
алгоритма, мсек

Выигрыш
разработанного
алгоритма по
скорости, раз

1–10 89 988 50 569 1,8

1–20 171 902 79 753 2,1

1–30 253 435 111 020 2,3

1–50 465 673 128 970 3,6

мому исследованию. Описание тестового набора изображений из этих баз
приведено в табл. 4.

Были проведены вычислительные эксперименты по распознаванию
окружностей в четырех диапазонах: от 1 до 10 пикселей, от 1 до 20 пикселей,
от 1 до 30 пикселей и от 1 до 50 пикселей. В табл. 5 приведены результаты
оценки быстродействия предложенного алгоритма многомасштабной модели
изображения окружностей по сравнению с базовым методом на основе пре-
образования радиальной симметрии FRST.

Очевидно, что с ростом диапазона искомых окружностей возрастает пре-
имущество в скорости работы предлагаемого метода по сравнению с базовым.

Необходимо заметить, что использованный для проведения эксперимен-
тов компьютер обладал избыточной мощностью для практической реализа-
ции предложенного алгоритма и был использован исключительно для целей
сравнения авторского алгоритма с классическим. В реальных условиях ал-
горитму достаточно мощности бортовых вычислителей БПЛПА за счет про-
стоты реализуемых вычислений.

5. Заключение

Предложенный подход может быть использован для детектирования и ло-
кализации объектов заданных формы и цвета на изображениях световых
маркеров для обнаружения объекта интереса беспилотного подводного ли-
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бо летательного подводного аппарата. Описанный метод прост в реализации,
устойчив к воздействию помех и может быть дополнен различными опера-
циями обработки изображений на всех этапах для повышения эффективности
работы, что важно для обнаружения объекта в водной среде с пониженной
видимостью.

Кроме того, следует отметить, что процедура формирования многомас-
штабной весовой модели изображения обладает свойствами естественного па-
раллелизма. Это определяет возможность повышения скорости обработки за
счет использования аппаратно-программных средств высокопроизводитель-
ных параллельных вычислений, что важно для эффективного управления
беспилотным аппаратом в реальном времени и уменьшения его энергопотреб-
ления.

Ограничением применимости алгоритма в условиях замутненности воды
является размер детектируемого радиального объекта. В частности, объекты
радиусом менее 10 пикселей плохо поддаются детектированию разработан-
ным алгоритмом. Более крупные объекты распознаются с высокой точностью
свыше 95%. При этом следует задавать параметр радиальной жесткости α
равным +4. Для эффективного обнаружения объектов уровень импульсного
шума на изображениях не должен превышать 25%, в то же время гауссов шум
имеет малое влияние на обнаружение объектов, радиус которых превышает
5 пикселей. Разработанный алгоритм устойчив к шумам типа «размытие» с
усредняющими фильтрами. В силу вышесказанного алгоритм не требует до-
полнительных методов для повышения четкости изображения, что является
его неоспоримым преимуществом перед аналогами.

Данное преимущество получено за счет совместного применения несколь-
ких базовых алгоритмов, таких как метод Хафа, преобразование быстрой
радиальной симметрии и построение пирамиды Гаусса. Полученная в резуль-
тате единая модель превосходит каждый из базовых алгоритмов в отдельно-
сти, а также при их попарном применении в быстродействии и в требованиях
к вычислительным ресурсам.
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ СЛОЖНОСТЬ КАК КРИТЕРИЙ
ЗАДАЧИ ОБНАРУЖЕНИЯ ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА1

Рассматриваются три варианта функции статистической сложности,
которая используется в качестве критерия в задаче обнаружения полез-
ного сигнала в сигнально-шумовой смеси. Получены вероятностные рас-
пределения, максимизирующие рассматриваемые варианты статистиче-
ской сложности, и сделаны выводы об эффективности использования того
или иного варианта для задач обнаружения. На примере синтезирован-
ных сигналов продемонстрировано сравнение рассмотренных информаци-
онных характеристик и проиллюстрированы аналитические результаты.
Предложен способ выбора порога информационного критерия, превыше-
ние которого позволяет сделать вывод о появлении полезного сигнала
в сигнально-шумовой смеси. Выбор порога априорно зависит от макси-
мальных значений, полученных аналитически. В результате сложность
на основе полной вариации меры показала наилучшую способность обна-
ружения полезного сигнала.

Ключевые слова: статистическая сложность, обнаружение сигнала, ин-
формационная дивергенция.
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1. Введение

Понятие информационной энтропии было впервые введено в статье Клода
Шеннона [1] в 1948 г. Эта работа положила начало новой области науки, полу-
чившей название теории информации [2]. Развитие теории информации дало
возможность аналитического и практического исследования многих приклад-
ных областей науки и техники. Были введены в обиход и получили свою ин-
терпретацию такие термины, как энтропии Гиббса и фон Неймана, расстоя-
ние Кульбака–Лейблера, дивергенция Йенсена–Шеннона, информационные
дивергенции и некоторые другие, которые стали использоваться в качестве
критериев различных оптимизационных задач распознавания [3], классифи-
кации [4], фильтрации и отвечать за существо и качество принимаемых на
их основе решений.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 23-19-00134).
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К концу прошлого века различные информационные критерии, в основ-
ном информационной энтропии Шеннона [1], начали активно применяться
в задачах цифровой обработки сигналов, в частности в задаче обнаруже-
ния полезного сигнала в шумовой обстановке [5]. Появилось понятие спек-
тральной энтропии [6], связанной с Фурье-спектром рассматриваемого сиг-
нала, что оказалось особенно актуально в анализе акустических сигналов [7].
Кроме того, энтропийный подход успешно применяется в анализе времен-
ных рядов в медицинской сфере, например ЭКГ или ЭЭГ [8]. Позднее была
предложена функция статистической сложности как развитие понятия эн-
тропии [9–11]. Однако в статьях авторов не приводится аналитического ис-
следования свойств предложенной ими функции, что оказывается особенно
важным при решении задачи различения двух гипотез.

Нужно отметить, что существует несколько классических способов реше-
ния задачи обнаружения. Первый из них основан на решении задачи опти-
мальной фильтрации и требует знания свойств сигнала: периодичности, по-
лосы частот и др. [12]. Второй способ опирается на лемму Неймана–Пирсона,
решает задачу различения двух гипотез, определяет факт превышения опти-
мального порога при заданной вероятности ложной тревоги и требует оценки
статистических свойств выборочных распределений шума и смеси сигнала
и шума [13]. Третий способ эквивалентен решению задачи о разладке при
изменении неизвестных статистических характеристик распределений шума
и смеси сигнала и шума. Схожую постановку имеет задача поиска анома-
лий [14]. Все эти способы демонстрируют качественную и надежную работу
при превышении сигнала над шумом, но при малых отношениях сигнал/шум
или в тяжелой помеховой обстановке зачастую дают неправильный ответ.

Данная статья посвящена проблеме обнаружения полезного сигнала в
сигнально-шумовой смеси и сочетает в себе все три ранее перечисленных
способа решения задачи обнаружения. Предлагается использовать вариант
леммы Неймана–Пирсона для задачи различения двух гипотез [13], который
справедлив, в том числе когда вероятность ошибки различения близка к еди-
нице и зависит от полной вариации меры двух распределений нулевой и пер-
вой гипотез. На основании аналитического выражения функции этой ошибки
формализуется критерий задачи обнаружения сигнала как один из вариан-
тов статистической сложности [15], который учитывает детерминированную
природу сигнала, примешанного к шуму. Особенностью статистической слож-
ности является то, что она мультипликативна и состоит из двух множителей,
один из которых обращается в нуль на детерминированных синусоидальных
сигналах одной частоты, а в физике — на объектах заданной структуры,
например кристаллах [9], а другой обращается в нуль на равномерных функ-
циях распределений [10], соответствующих, например, белому шуму. Затем
введенный критерий сравнивается с уже известными двумя вариантами ста-
тистической сложности на основе квадрата евклидова расстояния и диверген-
ции Йенсена–Шеннона, устанавливаются их свойства и проводится оптимиза-
ция как функции многих переменных на множестве дискретных распределе-
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ний. В результате удается выделить семейства оптимальных распределений
и вычислить максимумы функций статистических сложностей.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 приведен литератур-
ный обзор и освещено актуальное состояние исследований по теме статьи.
Раздел 2 посвящен связи рассматриваемых в дальнейшем информационных
критериев с классическим критерием задачи обнаружения сигналов. В разде-
ле 3 исследуются свойства трех типов статистической сложности. В разделе 4
аналитические результаты предыдущего раздела подкрепляются численным
моделированием на синтезированных сигналах. Раздел 5 объединяет полу-
ченные в статье результаты и перечисляет планы на будущее.

2. Лемма Неймана–Пирсона и статистическая сложность

Задача обнаружения сигнала s(n) традиционно сводится к задаче разли-
чения двух гипотез

{
Γ0 : x(n) = w(n),

Γ1 : x(n) = s(n) + w(n), n = 1, . . . , N.

Гипотеза Γ0 связана с принятием решения о приеме только шума, а гипо-
теза Γ1 — о приеме смеси полезного сигнала и шума, где последовательности
{x(n)}, n = 1, . . . , N – временной ряд из принятых данных, {s(n)} – полез-
ный сигнал, {w(n)} – аддитивный случайный шум, N – длина временного
ряда данных.

Случайные величины временного ряда (x(1), . . . , x(n), . . . , x(N)) принима-
ют значения (x1, . . . , xn, . . . , xN ) ∈ R

N .
Для получения аналитического выражения для оценки вероятности ошиб-

ки различения гипотез можно применить одну из разновидностей леммы Ней-
мана–Пирсона [13, 16].

Лемма 1 [Неймана–Пирсона]. Пусть имеется произвольная, называе-
мая решающим правилом или тестом, измеримая функция многих пере-
менных (x1, . . . , xN ) ∈ R

N , такая что

d(x1, . . . , xN ) =

{
1, верна гипотеза Γ0,

0, верна гипотеза Γ1,

по которой находятся

α(d) = Вероятность (принять Γ0| верна Γ1),

β(d) = Вероятность (принять Γ1| верна Γ0).

Тогда решающее правило d∗ оптимально, если

α(d∗) + β(d∗) = inf
d
[α(d) + β(d)] = Er(N ; Γ0,Γ1) – функция ошибок,(1)

где инфинум берется по всевозможным тестам.
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Здесь α(·) – вероятность ложной тревоги, а β(·) – вероятность пропуска
полезного сигнала.

Для функции ошибок справедлива точная формула следующего вида:

Er(N ; Γ0,Γ1) = 1− 1

2
‖P (N)

0 − P
(N)
1 ‖ = 1− TV (P0, P1),(2)

где P (N)
0 – многомерная функция распределения статистики наблюдений по

гипотезе Γ0, P
(N)
1 – многомерная функция распределения статистики на-

блюдений по гипотезе Γ1, а TV (P0, P1) – полная вариация меры со знаком,
‖Q‖ = 2 supA |Q(A)|. Таким образом, если множества-носители мер P0, P1 не
пересекаются, то возможно безошибочное различение гипотез. Если же меры
P

(N)
0 и P (N)

1 близки, то ‖P (N)
0 − P

(N)
1 ‖ ≈ 0, и тогда Er(N ; Γ0,Γ1)≈ 1.

Для задачи обнаружения детерминированного полезного сигнала, напри-
мер при малом отношении сигнал/шум, интересен случай ‖P (N)

0 − P
(N)
1 ‖ =

= 2TV (P0, P1)≈ 0 и возможность разумной оценки этой величины. Поэто-
му когда вероятность суммарной ошибки различения двух гипотез близка
к единице, появляется возможность использовать аналитическое выражение
TV (P0, P1) для конструирования критерия в задаче обнаружения полезного
сигнала в смеси. Но сначала обратимся к уже известным критериям и уста-
новим их свойства.

Чаще всего для удобства математического исследования полезный сигнал
и шум моделируются случайными гауссовыми процессами с разными пара-
метрами, в этом случае задача нахождения момента появления сигнала s(n)
в принимаемой последовательности отсчетов называется задачей о разлад-
ке [13].

Здесь и далее рассматриваются дискретные распределения вероятностей
p = (p1, . . . , pi, . . . , pN ), которые по определению обладают следующими свой-
ствами:

∀ pi ∈ [0, 1],
N∑
i=1

pi = 1.(3)

Для формализации критериев, которые учитывают не только случайную
составляющую сигналов, но и детерминированную, введем понятия функ-
ции дисбаланса D и статистической сложности C распределения. Простей-
шим примером дисбаланса является евклидово расстояние в пространстве
дискретных вероятностных распределений [10].

Опр е д е л е н и е 1. Дисбаланс DSQ имеет смысл дисперсии распределения
относительно равномерного, а именно

DSQ(p) =
N∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

=
N∑
i=1

p2i −
1

N
.(4)
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Опр е д е л е н и е 2. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса по определению 1, равна

CSQ(p) = H(p) ·DSQ(p),(5)

где

H(p) =
1

logN

(
−

N∑
i

pi log pi

)
(6)

— нормированная энтропия Шеннона [1].

При вычислении суммы (6) принимается, что 0
log 0 = 0 по непрерывности,

и это предположение справедливо для всех последующих уравнений.
Из определения 1 следует, что дисбаланс вида (4) и сложность вида (5)

удобно применять при оценке и сравнении сигналов, имеющих спектральное
распределение, близкое к равномерному. В общем случае вместо равномер-
ного распределения qi = 1/N при i = 1, . . . , N в формулу (4) может входить
произвольное дискретное распределение.

Выше введена формула (4), предложенная в [10] для вычисления дисба-
ланса относительно равномерного распределения, однако в большинстве ра-
бот в качестве такой величины используется дивергенция JSD(p||q) Йенсена–
Шеннона [17], так что

Опр е д е л е н и е 3. Дисбаланс Йенсена–Шеннона равен

DJSD(p) = JSD(p||q),(7)

где q = (1/N, . . . , 1/N) – равномерное распределение.

Опр е д е л е н и е 4. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса согласно определению 3, выражается как

CJSD(p) = H(p) ·DJSD(p).(8)

Зам е ч а ни е 1. Выше отмечено, что
√
DSQ является евклидовой метри-

кой на пространстве дискретных распределений. В то же время
√
DJSD так-

же является метрикой и пропорционален метрике Фишера.

Поскольку в лемме 1 Неймана–Пирсона получено, что функция ошибок
различения двух гипотез зависит от полной вариации TV (p, q), то введем
еще одно понятие дисбаланса.

Опр е д е л е н и е 5. Дисбаланс по полной вариации меры равен

DTV (p) = TV 2(p, q),(9)

где q = (1/N, . . . , 1/N).

Опр е д е л е н и е 6. Статистическая сложность, определяемая через
выражение дисбаланса согласно определению 5, равна

CTV (p) = H(p) ·DTV (p).(10)
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Представленные выше функции информационных дивергенций, опреде-
ляющие разные варианты функции дисбаланса, могут быть объединены об-
щим понятием f-дивергенции [18]:

Df (p||q) =
∑

x∈RN

q(x)f

(
p(x)

q(x)

)
.(11)

Выбор функции f порождает целое семейство различных дивергенций:

• Дивергенция Кульбака–Лейблера DKL(p, q) получается из (11) выбором
f(x) = x log(x), x > 0.

• Дивергенция Йенсена–Шеннона получается из (11) выбором

f(x) = x log
2x

x+ 1
+ log

2

x+ 1
, x > 0.(12)

• Полная вариация получается при f(x) = 1
2 |1− x|:

TV (p, q) =
1

2

∑
x∈RN

|p(x)− q(x)|;(13)

TV также является метрикой на пространстве распределений вероятно-
стей. Полная вариация связана с дивергенцией Йенсена–Шеннона сле-
дующим соотношением:

JSD(p||q) � TV (p, q).(14)

Из соотношения (14) следует, что дивергенция Йенсена–Шеннона оцени-
вается сверху полной вариацией.

Далее исследуем возможность применения каждого варианта статистиче-
ской сложности как критерия для индикации появления сигнала, но сначала
установим их свойства.

3. Оптимизация статистической сложности

3.1. Оптимизация CSQ

Поставим задачу максимизации функции статистической сложности на
множестве дискретных распределений p = (p1, . . . , pN )

CSQ(p) =
1

logN

(
−

N∑
i=1

pi log pi

)
·
(

N∑
i=1

(
pi − 1

N

)2
)

−→ max
p

(15)

при условии нормировки

N∑
i=1

pi = 1.(16)
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Для формулировки леммы о максимальном значении статистической
сложности понадобится вспомогательный результат.

Лемма 2. Пусть 0<x� y� z� 1, тогда f(x, y, z) = xyy−xzxx−zyzz−y �
� 1, причем равенство возможно только при либо x = y, либо y = z.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем новую функцию g(x, y, z) = ln f(x, y, z),

g(x, y, z) = y lnx− x ln y + x ln z − z lnx+ z ln y − y ln z.

Тогда требуется доказать, что g(x, y, z) � 0 при 0 < x � y � z � 1.
По теореме Куна–Таккера решение задачи условной оптимизации функ-

ции трех переменных либо находится во внутренней точке ограничения, ли-
бо на его границе. Необходимые условия безусловного экстремума функции
g(x, y, z) принимают вид

∂g

∂x
= ln z − ln y +

y − z

x
= 0,

∂g

∂y
= lnx− ln z +

z − x

y
= 0,

∂g

∂z
= ln y − lnx+

x− y

z
= 0.

(17)

Сложим все уравнения последней системы и в результате получим уравнение

y − z

x
+
z − x

y
+
x− y

z
= 0,

которое можно переписать в виде

(y − z)(x− y)(z − x)

xyz
= 0.

Это означает, что при выполнении одного из равенств либо x = y, либо y = z
функция g(x, y, z), возможно, имеет минимум. Пусть x = y, тогда третье урав-
нение из (17) выполняется тождественно, а первое и второе уравнения иден-
тичны и могут быть записаны в виде

ln η = η − 1, η =
z

y
.

Последнее уравнение имеет только один корень η = 1, т.е. y = z.
Вычислим вторые производные и запишем матрицу Гессе:

G(x, y, z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z − y

x2
1

x
− 1

y

1

z
− 1

x

1

x
− 1

y

x− z

y2
1

y
− 1

z

1

z
− 1

x

1

y
− 1

z

y − x

z2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.(18)

127



Миноры матрицы Гессе равны

M1(x, y, z) =
z − y

x2
,

M2(x, y, z) = −(x− y)2 + (z − x)2 + (y − z)2

2x2y2
,

M3(x, y, z) = 0.

(19)

Матрица Гессе не является знакоопределенной, более того, ее детерминант
равен нулю. Поэтому рассмотрим малую окрестность экстремальной точки.

В малой окрестности x = y = z при условии, что δx � δy � δz, вариация δg
функции g(x, y, z) записывается в виде

δg = (x+ δy) ln(x+ δx)− (x+ δx) ln(x+ δy) + (x+ δx) ln(x+ δz) −
− (x+ δz) ln(x+ δx) + (x+ δz) ln(x+ δy)− (x+ δy) ln(x+ δz) =

= (δz − δx)(δy − δx)(δz − δy) + o(((δx)2 + (δy)2 + (δz)2)3/2) � 0,

где ненулевыми оказываются члены при кубах вариаций независимых пере-
менных, а сама вариация функции g(x, y, z) в силу условий леммы оказыва-
ется положительной. В случае, когда, например, δy = δx, имеем g(x, y, z) ≡ 0,
а f(x, y, z)≡ 1. Поэтому экстремум функции является ее нестрогим миниму-
мом. �

Лемма 3. Максимум статистической сложности (15) достигается на
распределении вида

{
pi =

1− pmax

N − 1
, i = 1, N \ k,

pk = pmax,
(20)

где pmax = const, т.е. при появлении отдельной дискреты в произвольном
разряде k над равномерным распределением.

Дока з а т е л ь с т в о. Без потери общности положим k = N . Из уравне-
ния (16) выразим одну переменную pN из набора pi через все остальные:

pN = 1−
N−1∑
i=1

pi.(21)

Перепишем уравнение (15) в виде

CSQ = − 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(
N−1∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

+

(
pN − 1

N

)2
)
.

(22)
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Необходимым условием экстремума функции во внутренней точке области
(симплекса 3) является равенство нулю всех частных производных по pi:

∂CSQ
∂pi

= 0, i = 1, . . . , N − 1.(23)

Подстановка функции (22) в (23) дает (с учетом того, что ∂pN
∂pi

= −1):

∂CSQ
∂pi

= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·

(
N−1∑
i=1

(
pi − 1

N

)2

+

(
pN − 1

N

)2
)

−

− 2

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
· (pi − pN ) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(24)

В более удобном виде уравнения имеют вид

∂CSQ
∂pi

=
1

logN
(− log pi + log pN ) ·D + 2H · (pi − pN ) = 0,

i = 1, . . . , N − 1.

(25)

Запишем разность любых двух уравнений из системы выше для индексов i
и j:

∂CSQ
∂pi

− ∂CSQ
∂pj

=
1

logN
(− log pi + log pj) ·D + 2H · (pi − pj) = 0.(26)

Учитывая, что величины D и H положительны, из уравнений (25) и (26)
можно составить следующие равенства при условии, что рассматриваемые
вероятности pj, j = 1, . . . , N − 1 не равны pN :

log pi − log pj
log pN − log pj

− pi − pj
pN − pj

= 0,(27)

(pN − pj) log pi + (pi − pN ) log pj + (pj − pi) log pN = 0,(28)

p
pN−pj
i · ppi−pNj · ppj−piN = 1.(29)

Применяя лемму 2, делаем вывод, что последнее уравнение может быть
выполнено при равенстве pi = pj .

Таким образом, получено, что каждая из вероятностей pi может прини-
мать одно из двух различных значений, которые задают распределение вида

⎧
⎨
⎩
pi =

1− pmax

K
, ∀ i = 1, . . . ,K,

pi = pN =
pmax

N −K
, ∀ i = K + 1, . . . , N.

(30)
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Рис. 1. Поверхности уровня статистической сложности CSQ(ω, pmax).

Теперь нужно показать, что максимуму сложности соответствуют значения
K = 1 и K = N − 1. Для этого вычислим значение дисбаланса (4) на распре-
делении (30), которое обозначим через D(K)(ω, pmax):

D(K)(ω, pmax) =
1

N

(pmax + ω − 1)2

ω(1− ω)
, ω =

K

N
.(31)

В свою очередь, энтропия равна

H(K)(ω, pmax) = 1− 1

logN

(
(1− pmax) log

1− pmax

ω
+ pmax log

pmax

1− ω

)
.(32)

Максимум CSQ(ω, pmax) при N � 100 был исследован численно, и он до-
стигался при K = 1. Из выражения для D(K)(ω, pmax) (31) видно, что при
N � 101 и при изменении сK = 1 наK = 2 или cK = N − 1 наK = N − 2 его
значение меняется почти в два раза, в то время как энтропия (32) меняется
незначительно. Таким образом, распределение вероятностей (30), доставляю-
щее функции сложности экстремальное значение при K = 1 или K = N − 1,
имеет вид (20). �

Для наглядности на рис. 1 показан график CSQ = CSQ(ω, pmax) при
N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).

Сл ед с т в и е 1. Подставим значения pi и pN = pmax из (20) в (22) и рас-
смотрим сложность CSQ как функцию от pmax. При достаточно больших
значениях N она примет вид

CSQ ≈ (1− pmax) · p2max.
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Рис. 2. Поверхности уровня статистической сложности CSQ(x, y) для
p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Откуда следует, что эта функция принимает максимальное значение
C∗
SQ ≈ 4/27 при pmax = 2/3.

Сл ед с т в и е 2. Минимальное значение CSQ = 0 достигается на равно-
мерном распределении p = (1/N, . . . , 1/N).

Действие леммы 3 для случая, когда дискретное распределение p =
= {p1, p2, p3} состоит только из трех отсчетов, продемонстрировано на рис. 2.
Сложность зависит от двух переменных, поскольку одна из вероятностей мо-
жет быть выражена через другие. Здесь CSQ имеет три одинаковых ярко вы-
раженных максимума и три одинаковых локальных минимума, относящихся
к ситуациям p1 = p2, p2 = p3, p1 = p3 при выполнении необходимых условий
экстремума, а также глобальный минимум при p1 = p2 = p3.

В табл. 1 показано изменение оптимальных параметров CSQ(w, pmax) при
росте N .

Таблица 1. Оптимальные параметры CSQ(ω, pmax) при различных значениях N

N CSQ(ω
∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1932 0,8315 0,6666 1

256 0,1994 0,7044 0,9960 1

512 0,1942 0,7008 0,9980 1

1024 0,1898 0,6979 0,9990 1

2048 0,1861 0,6955 0,9995 1
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Рис. 3. Кривые, соответствующие необходимым условиям экстремума CSQ

для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Необходимые условия экстремума CSQ для дискретного распределения
p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y} выписываются согласно (25) следующим
образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(− log x+log(1−x−y))
((

x− 1

3

)2

+

(
y− 1

3

)2

+

(
1−x−y− 1

3

)2)
−

− 2(x log x+ y log y + (1− x− y) log(1− x− y)) (−1 + y)) = 0,

(− log y+log(1−x−y))
((

x− 1

3

)2

+

(
y− 1

3

)2

+

(
1−x−y− 1

3

)2)
−

− 2(x log x+ y log y + (1− x− y) log(1− x− y)) (−1 + x) = 0.

(33)

Неявные уравнения системы (33) описывают кривые, представленные на
рис. 3.

Черная и зеленые кривые отвечают первому и второму неявным уравнени-
ям системы (33) соответственно. На рис. 3 отмечены семь точек экстремума,
для которых подсчитано значение статистической сложности. Все получен-
ные данные приведены в табл. 2.

Таблица 2. Экстремальные точки статистической сложности при N = 3

p 1 2 3 4 5 6 7
p1 0,08425 0,006 0,08425 0,497 0,8315 0,497 0, (3)

p2 0,08425 0,497 0,8315 0,497 0,08425 0,006 0, (3)

p3 0,8315 0,497 0,08425 0,006 0,08425 0,497 0, (3)

CSQ 0,1932 0,1062 0,1932 0,1062 0,1932 0,1062 0

132



0,20

0,15

0,05

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 x

4

7

0,10

СSQ(x)

K = 2
K = 1 

55511

22

Рис. 4. Статистическая сложность CSQ для p = {p1 = x, p2 = x, p3 = 1− 2x}.

Первая, третья и пятая точки максимума соответствуют одному и тому
же значению максимума функции. Вторая, четвертая и шестая точки мини-
мума соответствуют одному и тому же значению минимума функции. Стоит
отметить, что экстремальные точки отвечают случаю K = N − 1 = 2 за ис-
ключением глобального минимума, где все вероятности равны между собой, и
тем самым описывают три локальных минимума, один глобальный минимум
и три равных между собой максимума статистической сложности на рис. 2.
Отдельно можно построить статистическую сложность в случае p = {p1 = x,
p2 = x, p3 = 1− 2x}.

На рис. 4 отмечены точки экстремума в соответствии с табл. 2, которые
охватывают все случаи p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

3.2. Оптимизация CJSD

Применим аналогичный подход к статистической сложности, использую-
щей дивергенцию Йенсена–Шеннона в качестве дисбаланса. Сложность в
этом случае выражается как

CJSD(p) = H(p) · JSD(p||q), qj = 1/N, j = 1, . . . , N.(34)

Раскрыв JSD(p||q), получаем

CJSD(p) = H(p) ·
(
H(m)− 1

2
(H(p) +H(q))

)
· logN, m =

p+ q

2
.(35)

Лемму, подобную лемме 3, доказать не удается, однако можно выписать
необходимые условия экстремума для статистической сложности вида (35).

133



Следуя той же логике, что и в лемме 3, перепишем последнее уравнение в
переменных pi и pN :

CJSD(p) = −
(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(
H(m)− 1

2

(
− 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
+ 1

))
,

(36)

где

H(m) = − 1

logN

(
N−1∑
i=1

pi +
1
N

2
log

pi +
1
N

2
+
pN + 1

N

2
log

pN + 1
N

2

)
.(37)

Тогда с учетом (21)

∂H(m)

∂pi
= − 1

logN

(
1

2
log

pi +
1
N

2
− 1

2
log

pN + 1
N

2

)
, i = 1, . . . , N − 1.(38)

Объединяя все частные производные, получаем необходимые условия экстре-
мума в виде

∂CJSD(p)

∂pi
=
H(p)

2
·
(
−
(
log

pi+
1
N

2
− log

pN + 1
N

2

)
+(log pi− log pN )

)
−

− (log pi − log pN ) · JSD(p||q) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(39)

После упрощения остаются уравнения

H(p) ·
(
log

pi +
1
N

2
− log

pN + 1
N

2

)
+

+(log pi − log pN ) · (2JSD(p||q) −H(p)) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(40)

Тогда разность уравнений (40) для индексов i, j будет иметь вид

(log pi − log pj) · (2JSD(p||q)−H(p))+

+H(p) ·
(
log

pi +
1
N

2
− log

pj +
1
N

2

)
= 0.

(41)

Зам е ч а ни е 2. Из вида системы уравнений (41) следует, что система вы-
полняется, если pi = pj, что является одним из необходимых условии экстре-
мума функции (35). Вследствие нелинейности системы, состоящей из урав-
нений (41), у нее могут быть и другие корни.
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Рис. 5. Поверхности уровня статистической сложности CJSD

для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Для иллюстрации этого факта на рис. 5 приведен график поверхности
уровня статистической сложности вида (35), когда дискретное распределение
p = {p1, p2, p3} состоит только из трех отсчетов.

На рис. 5 видно, что в точках, удовлетворяющих p1 = p2, p2 = p3 и p2 = p3,
при выполнении необходимых условий экстремума находятся седловые точки
поверхности.

Ранее было установлено, что распределение (30) доставляет экстре-
мум CSQ при K = N − 1. Далее будет показано, что оно же доставляет экс-
тремум сложности, основанной на полной вариации меры TV (p, q). Поэтому
предлагается найти максимум CJSD на этом распределении и провести срав-
нение полученных оптимальных параметров распределения при фиксирован-
ных N . Выпишем сложность в явном виде и получим

C
(K)
JSD = H(K) ·

(
H(K)(m)− 1

2
(H(K) + 1)

)
· logN,(42)

где H(K) соответствует (32), а H(K)(m) дается следующей формулой:

H(K)(m) = 1− 1

logN

(
(1− pmax + ω)

2
log

(1− pmax + ω)

2ω
+

+
(1 + pmax − ω)

2
log

(1 + pmax − ω)

2− 2ω

)
.

(43)
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Рис. 6. Поверхности уровня статистической сложности CJSD(ω, pmax).

В табл. 3 показано изменение оптимальных параметров CJSD при росте N .
Для наглядности на рис. 6 показан график CJSD = CJSD(ω,pmax) при

N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).
Результаты, приведенные в табл. 3, демонстрируют, что для выбранного

класса распределений (30) оптимальным является набор из N дискрет, где
K равны между собой, а остальные нулевые. Стоит обратить внимание, что
на полученном распределении CJSD не равна нулю, в том числе благодаря
слагаемому H(K)(m), которое отвечает уже “сдвинутому” распределению, со-

стоящему из K элементов, равных
1
K
+ 1

N
2 , и N −K отсчетов по 1

2N каждый.

Таблица 3. Оптимальные параметры CJSD(ω, pmax)
при различных значениях N

N CJSD(ω∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1266 1 0,4083 1 или 2

256 0,4482 1 0,8703 33

512 0,4790 1 0,8897 56

1024 0,5065 1 0,9051 97

2048 0,5312 1 0,9171 170

3.3. Оптимизация CTV

Приступим к анализу статистической сложности на основе полной вариа-
ции

CTV (p) = − 1

4 logN

(
N∑
i=1

pi log pi

)
·
(

N∑
i=1

∣∣∣∣pi −
1

N

∣∣∣∣
)2

.(44)
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Предл ожени е 1. Согласно выражению для функции ошибок (2) из
леммы 1 Неймана–Пирсона и определению (44) в качестве критерия пред-
лагается использовать CTV для решения задачи различения двух гипотез и
индикации появления детерминированной составляющей полезного сигнала
в шуме.

Справедлива следующая лемма.
Лемма 4. Максимум статистической сложности (44) достигается на

семействе распределений (30).

Дока з а т е л ь с т в о. С учетом симметричности функции (44) и симплек-
са (3) без ограничения общности найдется целое K ∈{1, . . . , N − 1}, при
котором максимум в данной лемме достигается на части симплекса (3),
определяемой ограничениями pi � 1/N для i = 1, . . . ,K и pi � 1/N для
i = K + 1, . . . , N . Перепишем уравнение (44) в виде

CTV = − 1

4 logN

(
N−1∑
i=1

pi log pi + pN log pN

)
×

×
(

K∑
i=1

(
−pi + 1

N

)
+

N∑
i=K+1

(
pi − 1

N

))2

.

(45)

Тогда для i = 1, . . . ,K необходимые условия экстремума принимают вид

∂CTV
∂pi

= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·DTV − 2H(p)

√
DTV = 0,

i = 1, . . . ,K,

(46)

а для i = K + 1, . . . , N справедливо

∂CTV
∂pi

= − 1

logN
(log pi − log pN ) ·DTV = 0, i = K + 1, . . . , N.(47)

Составим разность двух уравнений из (46) для индексов i и j. Откуда следует,
что если DTV �= 0, то pi = pj при i = 1, . . . ,K. В то время как из (47) следует,
что pi = pN при i = K + 1, . . . , N . Снова получили, что семейство распреде-
лений (30) доставляет максимум функции сложности, теперь уже CTV . �

Далее требуется определить оптимальные значения K и pmax. Для этого
вычислим значение дисбаланса D(K)

TV на распределении (30):

D
(K)
TV = (pmax + ω − 1)2, ω =

K

N
.(48)

В свою очередь, энтропия равна

H(K) = 1− 1

logN

(
(1− pmax) log

1− pmax

ω
+ pmax log

pmax

1− ω

)
.(49)
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Рис. 7. Поверхности уровня статистической сложности CTV (ω, pmax).

Для наглядности на рис. 7 представлен график CTV = CTV (ω, pmax) при
N = 1024, на котором ω меняется непрерывно (хотя K меняется дискретно).

Составим необходимые условия (46) и (47) экстремума статистической
сложности CTV , выписанной через переменные pmax, ω.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fN1 (pmax, ω):=2(pmax+ω−1)

((
1− (1−pmax) log

1−pmax
ω

+pmax log pmax
1−ω

logN

)
−

−(pmax + ω − 1)

2 logN

(
log

pmax

1− ω
− log

1− pmax

ω

))
= 0,

fN2 (pmax, ω):=2(pmax+ω−1)

((
1− (1−pmax) log

1−pmax
ω

+pmax log pmax
1−ω

logN

)
−

−(pmax + ω − 1)

2 logN

(
pmax

1− ω
− 1− pmax

ω

))
= 0.

(50)

Пересечения кривых, соответствующих неявным уравнениям (50), отвечают
точкам экстремума CTV . Составим разность двух необходимых условий экс-
тремума

fN3 (pmax, ω):=fN1 (pmax, ω)− fN2 (pmax, ω) =

=
(pmax+ω−1)2

logN

(
− log

pmax

1−ω +log
1−pmax

ω
+
pmax

1−ω − 1−pmax

ω

)
= 0.

(51)
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Рис. 8. Кривые необходимых условий экстремума CTV для N = 3 и N = 128.
Уравнения fN

1 (pmax, ω) и fN
2 (pmax, ω) имеют общее решение (pmax+ω− 1 = 0)

(оранжевая кривая).

Построим неявные кривые уравнений fN1 (pmax, ω), f
N
2 (pmax, ω), f

N
3 (pmax, ω)

для некоторых значений N . Для удобства индекс N у fN3 (pmax, ω) может быть
опущен, так как неявная кривая уравнения (51) не зависит от N .

Согласно рис. 8 статистическая сложность имеет, помимо точек минимума
(pmax + ω − 1 = 0), где CTV = 0, еще и две точки максимума для каждого зна-
чения N : (p∗max, ω

∗) и (1− p∗max, 1− ω∗), которые лежат на кривой f3(pmax, ω).
В табл. 4 приведены оптимальные значения параметров формул (48)

и (49), доставляющие максимум статистической сложности CTV .

Таблица 4. Оптимальные параметры CTV (ω, pmax)
при различных значениях N

N CTV (ω
∗, p∗max) p∗max ω∗ N −K∗

3 0,1289 0,8241 0,6751 1 или 2

256 0,4789 0,9976 0,8752 32

512 0,5120 0,9991 0,8901 56

1024 0,5410 0,9997 0,9022 100

2048 0,5667 0,9999 0,9122 180
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Рис. 9. Поверхности уровня статистической сложности CTV (x, y)
для p = {p1 = x, p2 = y, p3 = 1− x− y}.

Дополнительно случай N = 3 показан на рис. 9, где приведен график по-
верхности уровня CTV , когда дискретное распределение p = {p1, p2, p3} состо-
ит из трех отсчетов.

4. Моделирование и сравнение статистических сложностей

Проведем анализ оптимальных параметров, доставляющих максимум раз-
личным типам статистической сложности, и сравним значения в табл. 1, 3
и 4. Основной интерес представляют максимальные значения сложностей
и оптимальные значения K. Максимальные значения CTV (ω

∗, p∗max)∈ [0, 1],
CJSD(ω

∗, p∗max)∈ [0, 1] близки друг другу и растут с увеличением N . Опти-
мальные значения K для этих двух видов сложностей также близки.

Для демонстрации аналитических результатов, полученных в предыдущих
разделах, показано применение трех вариантов статистической сложности в
задаче индикации полезного сигнала в шумовой смеси для синтезированных
сигналов. Применен алгоритм из [15], основанный на вычислении дискретных
распределений p по спектральному представлению временных рядов.

Синтезированный сигнал длительностью 10 секунд представляет собой
сумму конечного числа косинусоидальных колебаний в смеси с белым шумом:

x(t) = I(t)
K∑
i=1

Ai cos(2πfit+Δφi) + w(t), t ∈ [0, 10],(52)
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где Ai, fi, Δφi – амплитуды, частоты и случайные фазы гармонических ко-
лебаний соответственно, w(t) – белый шум, а I(t) – индикаторная функция
наличия полезного сигнала в сигнально-шумовой смеси.
I(t) выбрана таким образом, что гармонические сигналы присутствуют в

середине итоговой последовательности x(t).

I(t) =

⎧
⎨
⎩

0, t ∈ [0, 3),
1, t ∈ [3, 7],
0, t ∈ (7, 10].

(53)

Работа алгоритма осуществляется следующим образом:
1. Синтезированный с частотой дискретизации fs сигнал делится на ко-

роткие окна, содержащие по N = 2048 отсчетов.
2. Далее вычисляется спектр для каждого окна с использованием алго-

ритма БПФ.
3. На основе спектра путем его нормирования вычисляются дискретные

плотности pi, i = 1, . . . , N .
4. Для полученного набора pi вычисляются информационные характери-

стики CSQ(p), CJSD(p), CTV (p).
5. Полученная последовательность значений информационных характери-

стик выводится вместе с сигналом по временной оси.
Стоит отметить, что параметры fs и N подобраны так, чтобы исключить

эффект растекания спектра, т.е. получить в спектре четкие дискреты, со-
ответствующие K гармоническим функциям из формулы (52). Отношения
амплитуд сигнала и дисперсии шума выбрано близким к единице.

Порог γ для решающего правила предлагается выбрать как 25% от мак-
симального значения критерия для выбранного N из табл. 1, 3, 4:

γCQ = 0,25 · 0,1861 = 0,0465;

γJSD = 0,25 · 0,5312 = 0,1328;

γTV = 0,25 · 0,5667 = 0,1417.

(54)

Удобство выбора такого порога заключается в том, что он не зависит от
конкретной реализации шума и основан на аналитически полученных макси-
мальных значениях функций статистической сложности.

На всех графиках синим цветом обозначена амплитуда исходного сигнала,
а красным — статистическая сложность, которая рассчитана по алгоритму,
описанному выше. Горизонтальная ось отвечает за время в секундах, а вер-
тикальные — за величину амплитуды сигнала (слева) и критерия (справа).
Черной пунктирной линией очерчено значение выбранного порога γ.

В первом эксперименте количество синусоидальных сигналов и соответ-
ственно дискрет в спектре равно K = 3 при N = 2048. На рис. 10 показаны
зависимости статистических сложностей от времени для синтезированного
сигнала.
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Рис. 10. Три дискреты, K = 3.

Как видно, значения CSQ и CTV превышают выбранный порог на интер-
вале присутствия сигнала, что позволяет с уверенностью сделать вывод о его
появлении. Что касается CJSD, то априорный выбор порога оказался неуда-
чен в силу того, что истинное значение ее максимума неизвестно, как пока-
зано в подразделе 3.2. Если изменить значение порога в большую сторону на
20%, то детектирование на основе CJSD будет таким же успешным, как и на
основе CTV .

Во втором эксперименте количество дискрет в спектре K = 30. В этом
случае CSQ перестает показывать удовлетворительный результат в смысле
превышения выбранного порога, поскольку функция CSQ сильно деградирует
с ростом K, однако все еще позволяет провести индикацию, как видно на
рис. 11. Функция сложности CTV все еще уверенно превышают порог, как и
в первом эксперименте, а CJSD превышает порог на всем сигнале, как и в
первом эксперименте.
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Рис. 11. Тридцать дискрет, K = 30.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что CTV наиболее удобна в
практическом смысле, поскольку хорошо работает на сигналах с большим
количеством дискрет в спектре и позволяет принимать решение о появлении
полезного сигнала, основываясь на довольно простом правиле, связанном с
выбором порога исходя из теоретически максимального значения для стати-
стической сложности.

5. Заключение

В работе дано теоретическое обоснование использования статистической
сложности в качестве критерия для решения задачи различения двух гипо-
тез в условиях, когда вероятность ошибки их различения близка к едини-
це. Рассмотрены три варианта вычисления статистической сложности для
разных функций дисбаланса. Введены новые понятия дисбаланса и стати-
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стической сложности на основе полной вариации меры двух распределений.
Проведено сравнение информационных критериев и найден класс дискрет-
ных распределений, на которых достигается максимум различных типов ста-
тистической сложности. Найдены значения максимумов при фиксированных
значениях количества отсчетов распределения. Показано, что статистическая
сложность CTV на основе полной вариации непосредственно связана с зада-
чей различения двух гипотез, а статистическая сложность CJSD на основе
энтропии Йенсена–Шеннона дает близкую оценку CTV на выборочных рас-
пределениях. В свою очередь CSQ наиболее перспективна для обнаружения
отдельной дискреты над равномерным распределением. Предложен способ
выбора порога для решающего правила обнаружения полезного сигнала, учи-
тывающий максимальные полученные значения критериев, и показана ре-
зультативность такого подхода на синтезированных сигналах.

Будущая работа будет посвящена исследованию информационных крите-
риев на основе двух- и многомерных распределений, а также рассмотрению
типовых акустических сигналов с реалистичным фоновым шумом.
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ ПОИСКА МИНИМУМА
СУММЫ ВЕСОВ РАЗНОРЕБЕРНЫХ ОСТОВНЫХ ДЕРЕВЬЕВ

ФИКСИРОВАННОГО ДИАМЕТРА1

Рассматривается труднорешаемая задача поиска нескольких реберно-
непересекающихся (разнореберных) остовных деревьев минимального
суммарного веса с фиксированным диаметром в полном неориентирован-
ном графе со случайными весами ребер из нескольких классов непрерыв-
ных распределений: равномерное, смещенное усеченно-экспоненциальное,
смещенное усеченно-нормальное. Для решения этой задачи предлагается
приближенный алгоритм с трудоемкостью O(n2), где n — количество вер-
шин в графе. Приводятся условия асимптотической точности для этого
алгоритма в случае каждого из рассматриваемых вероятностных распре-
делений.

Ключевые слова: минимальное остовное дерево с ограниченным диамет-
ром, приближенный алгоритм, вероятностный анализ, асимптотическая
точность.

DOI: 10.31857/S0005231023070085, EDN: FDWYOE

1. Введение

Задача поиска минимального остовного дерева (Minimum Spanning Tree,
MST) — одна из хорошо известных задач дискретной оптимизации. Она
состоит в нахождении остовного дерева (связного ациклического подграфа
на всех вершинах) минимального веса в данном реберно-взвешенном графе
G = (V,E). Полиномиальная разрешимость этой задачи была доказана по-
строением полиномиальных алгоритмов Борувки (1926), Краскала (1956) и
Прима (1957). Эти алгоритмы имеют трудоемкости O(u log n), O(u log u) и
O(n2) соответственно, где u = |E| и n = |V |. Интересно отметить, что мате-
матическое ожидание веса MST в графе со случайными весами ребер может
быть неожиданно маленьким. Например, для полного графа с весами ребер
из класса равномерно распределенных случайных величин на интервале (0; 1)

1 Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л. Соболева СО РАН (проект FWNF-2022-0019).
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вес MST с высокой вероятностью близок к константе 2,02 [1]. Похожие ре-
зультаты получены в [2, 3].

Одним из возможных обобщений вышеуказанной задачи является диамет-
ро-ограниченный вариант задачи поиска MST. Диаметр дерева — это коли-
чество ребер в самом длинном простом пути в дереве, соединяющем пару
вершин. Эта задача состоит в следующем: дан реберно-взвешенный граф и
параметр d = dn, необходимо найти в этом графе MST, имеющее диаметр,
ограниченный сверху или снизу параметром d. Обе задачи в общей постанов-
ке являются NP -трудными.

Вариант задачи с ограничением на диаметр сверху является полиномиаль-
но разрешимым для значений диаметра два и три, но NP -трудным для любо-
го диаметра от 4 до (n− 1), даже для весов ребер, равных 1 или 2 [4, стр. 206].
Задача с ограничением снизу является NP -трудной, потому что она содер-
жит в качестве подзадачи для d = n− 1 задачу “гамильтонов путь” [4].

Недавно авторы данной статьи начали изучать другую модификацию за-
дачи поиска MST с ограниченным диаметром, когда диаметр этого дерева
равен заданному числу. Примечательно, что алгоритм решения такой зада-
чи может быть преобразован в алгоритм для решения задачи с диаметром,
ограниченным как сверху, так и снизу. Тем самым область применения такой
задачи покрывает область применения задач с ограничением диаметра как
сверху, так и снизу.

Для задачи поиска минимального остовного дерева с диаметром, ограни-
ченным сверху, известны приложения в беспроводных сетях [5], в разработке
коммуникационных сетей [6], в алгоритмах сжатия информации [7] и рас-
пределенного взаимного исключения [8] (подробное описание см., например,
в [9]).

Задача отыскания нескольких реберно-непересекающихся остовных дере-
вьев минимального суммарного веса с диаметром, ограниченным снизу, в пол-
ном графе может встретиться в проблемах теории надежности коммуникаци-
онных сетей, когда необходимо для множества выбранных объектов постро-
ить m-связный минимальный по весу граф, исключив при этом конфигура-
ции, для которых после выхода из строя небольшого количества вершин гра-
фа резко ухудшается структура сети, т.е. наложить условие на диаметр снизу
для каждого из конструируемых остовных деревьев, формирующих m-связ-
ный граф. Стоит отметить, что в [10, 11] проведен вероятностный анализ
приближенного алгоритма для этой задачи и получены условия его асимпто-
тической точности.

В [12, 13] представлен вероятностный анализ полиномиального алгоритма
и предложены условия его асимптотической точности для решения задачи
поиска одного и нескольких MST с фиксированным диаметром дерева в слу-
чае полного ориентированного графа. К сожалению, анализ этого алгоритма
оказывается неприемлемым для случая неориентированного графа, посколь-
ку вероятностные свойства весов ребер, рассматриваемых по ходу работы
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алгоритма, нельзя считать независимыми, в отличие от случая ориентиро-
ванного графа.

В данной статье рассматривается задача нахождения m реберно-непере-
секающихся (разнореберных) остовных деревьев минимального суммарного
веса с фиксированным диаметром d = dn в полном неориентированном гра-
фе (обозначим эту задачу как m-d-UMST). Предлагаются приближенный по-
линомиальный алгоритм решения этой задачи и достаточные условия его
асимптотической точности. Вероятностный анализ алгоритма проведен в слу-
чае полного реберно-взвешенного неориентированного графа G без петель
в предположении, что веса ребер — положительно значащие независимые
случайные величины. Рассматриваются функции распределения (ф.р.) весов
ребер графа G трех классов: UNI(an; bn) — равномерное распределение на
конечном отрезке [an; bn], а также усеченно-смещенные распределения: экс-
поненциальное EXP(an, λn) и нормальное NORM(an, σn) на не ограниченном
сверху полуинтервале [an;∞). Функции плотности этих распределений имеют
вид

p(x)=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

bn−an при an�x� bn для UNI(an; bn);

1

λn
exp

(
−x−an

λn

)
при an�x<∞ для EXP(an, λn);

2

σn
√
2π

exp

(
−(x−an)2

2σ2n

)
при an�x<∞ для NORM(an, σn);

0 иначе.

(1)

2. Нахождение нескольких реберно-непересекающихся остовных деревьев
минимального суммарного веса с фиксированным диаметром

в неориентированном графе

В данном разделе сначала формулируется исследуемая задача, а затем
предлагается приближенный алгоритм ее решения.

Пусть даны полный n-вершинный реберно-взвешенный неориентирован-
ный граф G = (V,E) и положительные целые числа m � 2, d � 4 такие, что
m(d+ 1) � n. Задача m-d-UMST состоит в отыскании m реберно-непересе-
кающихся остовных деревьев T1, . . . , Tm таких, что диаметр каждого из них
равен d = dn и их суммарный вес минимален. Для решения этой задачи пред-
лагается следующий детерминированный алгоритм.

Описание алгоритма A
Предварительный шаг 0. В графе G выбрать произвольное (n−m(d+ 1))-

вершинное подмножество V ′ и произвольно разбить оставшиеся m(d+ 1) вер-
шин на m подмножеств с (d+ 1) вершиной в каждом V1, V2, . . . , Vm.
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Шаг 1. В каждом подграфе G(Vs), s = 1, . . . ,m, начиная с произвольной
его вершины, построить (d+ 1)-вершинный гамильтонов путь Ps, используя
жадную эвристику “иди в ближайшую непосещенную вершину”.

Положить Ts = Ps, s = 1, . . . ,m.
Шаг 2. Далее предполагается без потери общности, что параметр d нече-

тен (см. замечание 1 ниже). Каждую пару путей Pi и Pj , 1 � i < j � m, со-
единить специальным образом так, чтобы построенный подграф состоял из
двух 2(d+ 1)-вершинных реберно-непересекающихся поддеревьев с диамет-
ром, равным d. Каждый путь Ps, 1 � s � m, рассматривается в виде двух
половин (подпутей) P 1

s и P 2
s , каждая из которых содержит одну концевую

вершину и d−1
2 внутренних вершин, суммарно d+1

2 вершин в каждой поло-
вине.

Построение множества ребер, соединяющих пути Pi и Pj , описано в сле-
дующих пунктах 2.1–2.6.

2.1. Соединить каждую внутреннюю вершину P 1
i кратчайшим ребром с

внутренней вершиной P 1
j и добавить это ребро в Tj.

2.2. Соединить каждую внутреннюю вершину P 2
i кратчайшим ребром с

внутренней вершиной P 2
j и добавить это ребро в Tj.

2.3. Соединить каждую внутреннюю вершину P 1
j кратчайшим ребром с

внутренней вершиной P 2
i и добавить это ребро в Ti.

2.4. Соединить каждую внутреннюю вершину P 2
j кратчайшим ребром с

внутренней вершиной P 1
i и добавить это ребро в Ti.

2.5. Соединить каждую концевую вершину пути Pi кратчайшим ребром с
внутренней вершиной пути Pj и добавить это ребро в Tj .

2.6. Соединить каждую концевую вершину пути Pj кратчайшим ребром с
внутренней вершиной пути Pi и добавить это ребро в Ti.
Шаг 3. В цикле по s = 1, . . . ,m каждую вершину подграфа G(V ′) соеди-

нить кратчайшим ребром с внутренней вершиной пути Ps и добавить это
ребро в соответствующее дерево Ts.

Построение всех m реберно-непересекающихся остовных деревьев T1, . . .
. . . , Tm завершено (см. пример на рис. 1–3).

Зам е ч а ни е 1. В случае четного параметра d нужно немного модифици-
ровать алгоритм. На шаге 1 для каждого пути для первой выбранной верши-
ны необходимо найти ближайшую вершину vs, s = 1, . . . ,m за d действий, эту
вершину запомнить, а первую выбранную вершину для каждого пути “отло-
жить” в сторону. Далее, выполнить все шаги алгоритма для d′ = d− 1, где
первая вершина каждого пути — это найденная вершина vs, и после выполне-
ния шага 3 соединить “отложенные” вершины с уже найденными ближайши-
ми к ним вершинами vs, s = 1, . . . ,m. В итоге создаются остовные деревья,
диаметр каждого из которых равен в точности d, при этом оценка для тру-
доемкости алгоритма останется прежней.
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V1 V2

V '

V '

Рис. 1. Изначальные вершины графа и шаг 0 работы алгоритма A на 16-вершинном
полном графе, m = 2, d = 5.

V2

P2P1

P1
2

P1

P1 P2

1

P2
2

P2
1

V1
V '

V '

Рис. 2.Шаги 1 и 2 работы алгоритмаA на 16-вершинном полном графе,m = 2, d = 5.
Заштрихованные вершины — это концевые вершины. Сплошные ребра принадлежат
дереву T1, точечные ребра — дереву T2.

T1 T2

Рис. 3. Шаг 3 работы алгоритма A на 16-вершинном полном графе, m = 2, d = 5.
Заштрихованные вершины — это концевые вершины. Сплошные ребра принадлежат
дереву T1, точечные ребра — дереву T2.
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Введем обозначения: WA — общий вес всех остовных деревьев T1, . . . , Tm,
построенных алгоритмом A, а W1, W2 и W3 — это суммарные веса ребер,
полученные на шагах 1, 2 и 3 соответственно, тогда WA =W1 +W2 +W3.

Сформулируем два утверждения, касающиеся алгоритма A.
Утв е ржд е ни е 1. Алгоритм A строит допустимое решение задачи

m-d-UMST.

Утв е ржд е ни е 2. Время работы алгоритма A оценивается величиной
O(n2).

3. Вероятностный анализ алгоритма A
Через FA(I) и OPT (I) обозначим соответственно приближенное (полу-

ченное с помощью некоторого алгоритма A) и оптимальное значение целевой
функции задачи на входе I.

Опр е д е л е н и е 1. Алгоритм A имеет гарантированные оценки
(
εn, δn

)
качества работы на множестве случайных входов задачи размера n (где
n — параметр, характеризующий объем входных данных в описания задачи,
см. [4]), если

(2) P

{|FA(I)−OPT (I)| > εnOPT (I)
}
� δn,

где εn = εA(n) — оценка относительной погрешности решения, полученного
с помощью алгоритма A, δn = δA(n) — оценка вероятности несрабатывания
этого алгоритма, которая равна доле случаев, когда алгоритм не гаранти-
рует решения с анонсированной относительной погрешностью εn или вовсе
не получает какого-либо решения для задачи.

Опр е д е л е н и е 2 [14]. Приближенный алгоритм A называется асимп-
тотически точным на классе входных данных задачи, если существуют га-
рантированные оценки качества работы этого алгоритма такие, что для
всех входов I размера n

εn → 0 и δn → 0 при n→ ∞.

Далее, случайную величину, равную минимуму среди k случайных неза-
висимых одинаково распределенных величин η, обозначим через ηk.

Согласно работе алгоритма для шагов 1–3 справедливы соотношения:

W1 =
m∑
s=1

d∑
k=1

ηk, так как на шаге 1 строятся m путей P1, . . . , Pm с d ребрами
в каждом.
W2 = C2

m

(
4d−1

2 η(d−1)/2 + 4η(d−1)

)
, так как для каждой из C2

m = m(m−1)
2 пар

путей присоединение новых ребер к искомому множеству остовных деревьев
происходит в соответствующих пунктах 2.1–2.6 шага 2 следующим образом:
— во-первых, каждая из d−1

2 внутренних вершин одной половины пути со-
единяется кратчайшим ребром с одной из d−1

2 внутренних вершин половины
другого пути;

151



— во-вторых, концевая вершина каждого пути соединяется кратчайшим реб-
ром с одной из d− 1 внутренних вершин другого пути.

Множитель 4 возникает, поскольку для каждой пары путей в пунктах 2.1–
2.4 внутренние вершины из двух половин одного пути соединяются с внут-
ренними вершинами из двух половин другого пути, а в пунктах 2.5–2.6 со-
ответствующие кратчайшие ребра присоединяются к каждой из 4 концевых
вершин рассматриваемой пары путей.
W3 = m(n−m(d+ 1))η(d−1), так как на шаге 3 каждая из n−m(d+ 1) вер-
шин множества V ′ соединяется кратчайшими ребрами с внутренними верши-
нами каждого из m путей Ps, 1 � s � m.

Зам е ч а ни е 2. Стоит отметить, что в случае четного параметра d:

W1 = m

d′∑
k=1

ηk, W2 = C2
m

(
4
d′ − 1

2
η(d′−1)/2 + 4η(d′−1)

)
,

W3 = m
(
n−m(d′ + 1)

)
η(d′−1),

где d′ = d− 1 � 3. Таким образом, заменив везде d на d′, можно провести тот
же вероятностный анализ и доказать все предложенные утверждения.

В дальнейшем перейдем от случайных величин η для каждого из рассмат-
риваемых распределений к нормализованным случайным величинам, т.е. ве-

личинам ξ =
η − an
βn

, где βn =

⎧
⎨
⎩
bn − an на входах UNI(an; bn);
λn на входах EXP(an, λn);
σn на входах NORM(an, σn).

Рассмотрим случайные величины W1,W2,W3:

W1 = m
d∑

k=1

ηk = m
d∑
k=1

(βnξk + an) = mdan + βnm
d∑
k=1

ξk = mdan + βnW
′
1,

W2 = C2
m

(
4
d− 1

2
η(d−1)/2 + 4η(d−1)

)
=

= C2
m

(
4
d− 1

2

(
βnξ(d−1)/2 + an

)
+ 4

(
βnξ(d−1) + an

))
=

= m(m− 1)(d + 1)an + βnm(m− 1)
(
(d− 1)ξ(d−1)/2 + 2ξ(d−1)

)
=

=
(
m2(d+ 1)−md−m

)
an + βnW

′
2,

W3 = m(n−m(d+ 1))η(d−1) = m(n−m(d+ 1))
(
βnξ(d−1) + an

)
=

= m(n−m(d+ 1))an + βnm(n−m(d+ 1))ξ(d−1) =

=
(
mn−m2(d+ 1)

)
an + βnW

′
3,

где W ′
1, W ′

2, W ′
3 — нормализованные случайные величины для W1, W2, W3

соответственно, а βn — параметр распределения.
Получается следующее соотношение для суммы весов построенных остов-

ных деревьев: WA = m(n− 1)an + βnW
′
A, где W ′

A =W ′
1 +W ′

2 +W ′
3.
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Лемма 1. Алгоритм A для решения задачи m-d-UMST на n-вершинном
полном графе с весами ребер из соответствующего класса распределения
(UNI(an; bn), EXP(an, λn) или NORM(an, σn)) является алгоритмом со сле-
дующими оценками относительной погрешности εn и вероятности несра-
батывания δn:

(3) εn =
2βn

m(n− 1)an
ÊW ′

A, δn = P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
,

где βn — параметр соответствующего распределения, ÊW ′
A — это некото-

рая верхняя оценка для математического ожидания EW ′
A, W̃ ′

A =W ′
A−EW ′

A.

В дальнейшем для вероятностного анализа алгоритма A оказывается по-
лезным следующее утверждение из теории вероятностей.

Те ор ем а 1 [15]. Рассмотрим независимые случайные величины X1, . . .
. . . ,Xn. Зададим положительные константы T и h1, . . . , hn такие, что для
всех k = 1, . . . , n и 0 � t � T верно неравенство

(4) EetXk � e
hkt2

2 .

Пусть S =
n∑
k=1

Xk и H =
n∑
k=1

hk. Тогда

P{S > x} �

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

exp

{
− x2

2H

}
, если 0 � x � HT,

exp

{
−Tx

2

}
, если x � HT.

Также для дальнейшего анализа будет полезным следующее

Утв е ржд е ни е 3. Для любого целого d � 3 верна оценка сверху

d∑
k=1

1

k
� ln d+

3

4
.

Параметр d предполагается нечетным и определенным на множестве зна-
чений двух полуинтервалов: случай 1 (lnn� d< n

lnn) и случай 2 ( n
lnn � d<

n
m).

3.1. Распределение UNI(an; bn)

Для распределения UNI(an; bn) перейдем от величин η и ηk к нормализо-
ванным случайным величинам ξ = η−an

bn−an и ξk = ηk−an
bn−an .

Лемма 2. Для EW ′
A верно неравенство

EW ′
A � m ln d+

2mn

d
.
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Лемма 3. Пусть заданы константы T = 1 и hk = 1
(k+1)2 . Тогда в рамках

распределения UNI(an; bn) для смещенных случайных величин ξ̃k = ξk − Eξk

верны неравенства Eet
˜ξk � e

hkt2

2 в теореме Петрова [15, с. 54–55] для каж-
дого 0 � t � T и 1 � k � d.

Лемма 4. В случае lnn � d < n
m для суммы констант hk =

1
(k+1)2

, ко-
торые соответствуют добавленным ребрам в создаваемые деревья, верна
верхняя оценка

H � mn

d
.

Лемма 5. В случае lnn � d < n
lnn верна следующая верхняя оценка:

EW ′
A � 3mn

d
= ÊW ′

A.

Лемма 6. Для случая n
lnn � d < n

m верно неравенство

EW ′
A � 3m lnn = ̂

EW ′
A.

С помощью предыдущих лемм можно доказать главный результат этого
подраздела.

Те ор ем а 2. Пусть параметр d = dn определен так, что lnn � d < n
m .

Тогда алгоритм A для решения задачи m-d-UMST с весами ребер из
UNI(an; bn) асимптотически точен с вероятностью несрабатывания δn =
= n−m → 0 при n→ ∞ и следующими условиями на разброс весов ребер гра-
фа G:

bn
an

=

⎧
⎨
⎩
o(d), если lnn � d <

n

lnn
,

o
( n

lnn

)
, если

n

lnn
� d <

n

m
и m < lnn.

(5)

3.2. Распределение EXP(an, λn)

От случайных величин η, ηk перейдем к нормализованным случайным ве-
личинам ξ = η−an

λn
и ξk = ηk−an

λn
. В терминах этих переменных запишем ф.р.

Pξ(x) = 1− e−x и плотность распределения согласно (1)

p(ξ) =

{
e−ξ, если 0 � ξ <∞,

0 иначе

случайной величины ξ, а также ф.р. случайной величины ξk:

(6) Pξk(x) = 1− (1−Pξ(x))
k.

Лемма 7. Математическое ожидание случайной величины ξk равно
Eξk = 1/k.
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Лемма 8. В случае распределения EXP(an, λn) верна следующая верхняя
оценка для математического ожидания веса решения, полученного алгорит-
мом A:

EW ′
A � m ln d+

2mn

d− 1
= ÊW ′

A.

Лемма 9. Пусть T = 1
2 , hk =

3
k2 . Тогда при любом 1� k� d и 0� t�T

для смещенных случайных величин ξ̃k = ξk−Eξk верны условия Eet
˜ξk � e

hkt2

2

теоремы Петрова [15, с. 54–55].

Лемма 10. Пусть lnn � d < n
m . Тогда при достаточно больших n верна

следующая верхняя оценка для суммы констант hk = 3
k2 , которые соответ-

ствуют добавленным ребрам в создаваемые деревья:

H � 3mn

d− 1
.

Лемма 11. В случае lnn � d < n
lnn верна верхняя оценка

EW ′
A � 3mn

d− 1
= ̂

EW ′
A.

Лемма 12. Для случая n
lnn � d < n

m верно следующее неравенство:

EW ′
A � 5m lnn = ÊW ′

A.

Используя введенные выше леммы, можно доказать следующую теорему.

Те ор ем а 3. Пусть параметр d = dn определен так, что lnn � d < n
m .

Тогда алгоритм A для решения задачи m-d-UMST с весами ребер из
EXP(an, λn) асимптотически точен с вероятностью несрабатывания
δn = n−m → 0 при n→ ∞, если имеют место следующие условия на разброс
весов ребер графа G:

λn
an

=

⎧
⎪⎨
⎪⎩
o(d), если lnn � d <

n

lnn
,

o
( n

lnn

)
, если

n

lnn
� d <

n

m
и m < lnn.

(7)

3.3. Распределение NORM(an, σn)

Для распределения NORM(an, σn) вместо случайных величин η и ηk для
соответствующих весов графа введем нормализованные случайные величины
ξ = η−an

σn
и ξk = ηk−an

σn
.

Для случайной величины ξ верны следующие плотность распределения со-
гласно (1) и ф.р.:

p(ξ) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

√
2

π
exp

(
−ξ

2

2

)
, если 0 � ξ <∞,

0 иначе.
F(x) =

√
2

π

x∫

0

exp

(
−u

2

2

)
du.

Опр е д е л е н и е 3. Говорят, что ф.р. F1(x) мажорирует ф.р. F2(x), если
F1(x) � F2(x) для всех x.
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Утв е ржд е ни е 4. Ф.р. F(x) нормальной случайной величины с пара-
метром σn мажорирует экспоненциальную ф.р. с параметром λn = 2σn:

(8) F(x) � P(x/2) ∀x � 0.

Лемма 13 [16]. Пусть χ1, . . . , χk — независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины с ф.р. F (x), а F̂ (x) — ф.р. случайной величи-
ны χ = min

i=1,...,k
χi, ζ1, . . . , ζk — независимые одинаково распределенные случай-

ные величины с ф.р. G(x), аналогично, Ĝ(x) — ф.р. случайной величины
ζ = min

i=1,...,k
ζi. Тогда при любом x

F (x) � G(x) ⇒ F̂ (x) � Ĝ(x).

Лемма 14 [16]. Пусть Pϑ, Pω, Pζ , Pχ — ф.р. случайных величин ϑ, ω, ζ, χ
соответственно, причем ϑ и ζ независимы, а также ω и χ независимы.
Тогда

(∀x Pϑ(x) � Pω(x)) ∧ (∀y Pζ(y) � Pχ(y)) ⇒ (∀z Pϑ+ζ(z) � Pω+χ(z)).

Лемма 15 [16]. Пусть ф.р. F (x) и P (x) случайных величин таковы, что
F (x) � P (x). Тогда для алгоритма A на входах с ф.р. F (x) справедливы те
же оценки качества (εA, δA), что и в случае входов с ф.р. P (x).

Положим F (x) = F(x) и P (x) = P(x/2). Из утверждения 4 и лемм 13–15
для смещенного усеченно-нормального распределения следует

Те ор ем а 4. Пусть параметр d = dn определен так, что lnn � d < n
m .

Тогда алгоритм A для решения задачи m-d-UMST на n-вершинном пол-
ном неориентированном графе с весами ребер, принимающими значения
из неограниченного сверху полуинтервала [an;∞) согласно NORM(an, σn),
асимптотически точен с вероятностью несрабатывания δn = n−m → 0 при
n→ ∞ и следующими условиями на разброс весов ребер графа G:

σn
an

=

⎧
⎪⎨
⎪⎩
o(d), если lnn � d <

n

lnn
,

o
( n

lnn

)
, если

n

lnn
� d <

n

m
и m < lnn.

4. Заключение

В этой работе представлен детерминированный приближенный алгоритм,
который за время O(n2), где n — количество вершин в графе, решает задачу
минимизации суммарного веса нескольких реберно-непересекающихся остов-
ных деревьев с фиксированным диаметром в реберно-взвешенном полном
неориентированном графе. Проведен анализ этого алгоритма в случае рас-
пределения весов ребер графа согласно равномерному UNI(an; bn) и усеченно-
смещенным распределениям вероятности: экспоненциальному EXP(an, λn) и
нормальному NORM(an, σn). Получены достаточные условия асимптотиче-
ской точности этого алгоритма для каждого из распределений. Интересным
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представляется изучение задачи на входных данных с дискретными распре-
делениями. Также было бы полезно рассмотреть задачу поиска нескольких
реберно-непересекающихся остовных деревьев максимального суммарного ве-
са с фиксированным или ограниченным диаметром.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Каждая из полученных ребер-
но-непересекающихся конструкций состоит из n вершин и (n− 1) ребер, так
как сначала на шаге 1 строится (d + 1)-вершинный путь и затем на шагах 2
и 3 к нему присоединяются все остальные вершины графа, не увеличивая
диаметр построенного остовного дерева. В конце получается m таких кон-
струкций — остовных деревьев, представляющих допустимое решение задачи
m-d-UMST.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Предварительный шаг 0 требует
O(n) элементарных операций.

На шаге 1 каждый путь строится за время O(d2), таким образом, полно-
стью этот шаг выполняется за времяO(md2) илиO(nd) (так какm(d+1) � n).

На пп. 2.1–2.4 каждая пара путей (Pi, Pj), 1 � i < j � m соединяется за
время O(d2), и для всех m(m−1)

2 пар путей требуется O(m2d2) действий или
O(n2) элементарных операций.

Пп. 2.5–2.6 выполняются с трудоемкостью O(md).
Шаг 3 требует времени O(mdn) или O(n2) на соединение |G(V ′)| < n вер-

шин кратчайшим ребром с внутренними вершинами путей Ps в каждом остов-
ном дереве Ts, 1 � s � m.

Таким образом, общая трудоемкость алгоритма A оценивается величиной
O(n2).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Запишем неравенство (2) для гарантиро-
ванных оценок качества алгоритма применительно к рассматриваемому слу-
чаю задачи на минимум.

P

{
WA −OPT (I) > εnOPT

}
= P

{
WA > (1 + εn)OPT

}
�

� P

{
WA > (1 + εn)m(n− 1)an

}
=

= P

{
m(n− 1)an + βnW

′
A > (1 + εn)m(n − 1)an

}
=

= P

{
W ′

A − EW ′
A >

εnm(n− 1)an
βn

− EW ′
A

}
=

= P

{
W̃ ′

A >
εnm(n− 1)an

βn
− EW ′

A

}
�

� P

{
W̃ ′

A >
εnm(n− 1)an

βn
− ÊW ′

A

}
= P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
= δn,

предпоследнее равенство верно для εn =
2βn̂EW ′

A
m(n−1)an

.

157



Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3. Легко понять, что

d∑
k=1

1

k
� 1 +

1

2
+

1

3
+

d∫

3

dx

x
=

11

6
+ ln d− ln 3 � ln d+

3

4
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Нетрудно установить, что Eξk =
1
k+1 для

входов UNI(an; bn). Оценим сверху каждое из математических ожиданий слу-
чайных величин W ′

1, W
′
2 и W ′

3.

EW ′
1 =

m∑
s=1

d∑
k=1

Eξk = m
d∑
k=1

1

k + 1
� m ln d,

последнее неравенство верно при d � 3 в силу утверждения 3, и соотношения
d∑
k=1

1

k + 1
=

d∑
k=1

1

k
− 1 +

1

d+ 1
�

d∑
k=1

1

k
− 3

4
� ln d.

EW ′
2 = C2

m

(
4
d− 1

2
Eξ(d−1)/2 + 4Eξ(d−1)

)
=

=
m(m− 1)

2

(
4(d− 1)/2

(d− 1)/2 + 1
+

4

d

)
� 2m2;

EW ′
3 = m(n−m(d+ 1))Eξ(d−1) = m

n−m(d+ 1)

d
� mn

d
−m2.

Сложив три неравенства и принимая во внимание, что m(d + 1) � n, по-
лучаем

EW ′
A = E

(
W ′

1 +W ′
2 +W ′

3

)
� m ln d+ 2m2 +

mn

d
−m2 � m ln d+

2mn

d
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Оценим Eetξk сверху, используя формулу

Eetξk =
∞∑
i=0

ti

(k + 1) · · · (k + i)

из монографии [17, с. 129], а также обозначения α = t
k+1 и

Qk,t =
(k + 1)

(k + 2)(1 − t
k+3)

� Qk,T =
(k + 1)(k + 3)

(k + 2)2
< 1

для всяких t � T и натуральных k:

Eetξk =
∞∑
i=0

ti

(k + 1) · · · (k + i)
� 1 + α+ α2Qk,t � 1 + α+ α2 � eα+

α2

2 =

= etEξke
hkt2

2 ,

так как Eξk =
1

k+1 для входов UNI(an; bn).
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Следовательно,

Eet(ξk−Eξk) = Eet
˜ξk � e

hkt2

2 ,

где ξ̃k = ξk − Eξk.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. В случае lnn � d < n
m параметр H равен

сумме величин H1, H2 и H3 согласно шагам алгоритма A. С учетом обозна-
чений и оценок, полученных ранее, приходим к следующему:

H1 = m
d∑
k=1

hk = m
d∑
k=1

1

(k + 1)2
< ψm,

где ψ ≈ 0,645. Здесь используется оценка Эйлера для суммы обратных квад-
ратов 1 + 1

22 + 1
32 + 1

42 + . . . = π2

6 < 1,645.

H2 = 4C2
m

(
d− 1

2
h(d−1)/2 + h(d−1)

)
� 2m2

(
(d− 1)/2

((d− 1)/2 + 1)2
+

1

d2

)
=

= 2m2

(
2(d− 1)

(d+ 1)2
+

1

d2

)
� 4m2 d

(d+ 1)2
.

Последнее неравенство верно для d � 3.

H3 = m
(
n−m(d+ 1)

)
h(d−1) �

mn

d2
−m2 d

(d+ 1)2
.

Поскольку n � m(d+ 1) и m � 2, получаем

H = H1 +H2 +H3 < ψm+ 4m2 d

(d+ 1)2
+

(
mn

d2
−m2 d

(d+ 1)2

)
�

� mn

d

(
dψ

n
+

1

d

)
+ 3m2 d

(d+ 1)2
�
(

ψd

2(d+ 1)
+

1

d
+

3d2

(d+ 1)3

)
mn

d
.

Нетрудно убедиться, что выражение в круглых скобках меньше 1 для всякого
d � 3, откуда получаем оценку H � mn

d .
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. С учетом неравенств ln d � lnn и d < n

lnn
справедливо:

EW ′
A � m ln d+

2mn

d
� m lnn+

2mn

d
< m

n

d
+

2mn

d
=

3mn

d
= ÊW ′

A.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Вследствие леммы 2 и так как ln d � lnn,
а также n

d � lnn, получаем

EW ′
A � m ln d+

2mn

d
� 3m lnn = ÊW ′

A.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Вначале отметим, что в ходе работы
алгоритма A используются случайные величины типа ξk, 1 � k � d. В случае
графа с весами ребер из UNI(an; bn) эти случайные величины со смещени-

ем удовлетворяют условиям Eet
˜ξk � e

hkt2

2 теоремы Петрова [15, с. 54–55] для
констант T = 1 и hk = 1

(k+1)2 (см. лемма 3).
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Проведем доказательство для двух случаев возможных полуинтервалов
значений параметра d.

Случай 1: lnn � d <
n

lnn
.

Согласно лемме 5 и формуле (3) для относительной погрешности получаем

εn =
2(bn − an)

m(n− 1)an
ÊW ′

A =
2(bn − an)

m(n− 1)an

3mn

d
� 6n

(n− 1)

bn/an
d

.

Видим, что εn → 0 при n→ ∞, если верны следующие условия на разброс
весов ребер G: bn

an
= o(dn).

Используя леммы 1 и 5, оцениваем вероятность несрабатывания:

δn = P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
= P

{
W̃ ′

A >
3mn

d

}
.

Из леммы 4 и неравенства d < n
lnn следует TH � mn

d < 3mn
d = x. Согласно

теореме Петрова [15, с. 54–55] получаем оценку для вероятности несрабаты-
вания алгоритма A: δn = P{W̃ ′

A > x} � exp
{−Tx

2

}
.

Поскольку lnn < n
d и Tx

2 = 3mn
2d > m lnn, то

δn = P{W̃ ′
A > x} � exp

{
−Tx

2

}
< exp(−m lnn) =

1

nm
→ 0 при n→ ∞.

Таким образом, в случае 1 алгоритм A дает асимптотически точное реше-
ние задачи m-d-UMST на графе с весами ребер из UNI(an; bn).

Случай 2:
n

lnn
� d <

n

m
.

Согласно лемме 6 и формуле (3) для относительной погрешности получаем

εn =
2(bn − an)

(n− 1)an
̂
EW ′

A =
2(bn − an)

m(n− 1)an
3m lnn � 6(bn/an) ln n

(n− 1)
.

Понятно, что εn → 0 при n→ ∞, если bn
an

= o
(
n

lnn

)
.

Теперь, используя лемму 1 и лемму 6, оценим вероятность несрабатыва-
ния δn = P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
= P

{
W̃ ′

A > 3m lnn
}
. При T = 1 с учетом d � n

lnn и
леммы 4 верно следующее неравенство: TH � mn

d < 3m ln n = x. Поскольку
Tx
2 > m lnn, то согласно теореме Петрова [15, с. 54–55] приходим к следующей
оценке для вероятности несрабатывания алгоритма A: δn = P{W̃ ′

A > x} �
� exp

{− Tx
2

}
� exp(−m lnn) = 1

nm → 0.
Из этого следует, что в случае 2 алгоритм A также дает асимптотически

точное решение задачи m-d-UMST на n-вершинном полном неориентирован-
ном графе с весами ребер из UNI(an; bn).
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Таким образом, можно сделать вывод, что для значений параметра d в
обоих случаях при условиях (5) имеем оценки: относительной погрешности
εn → 0 и вероятности несрабатывания δn → 0 при n→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. С учетом (6) получаем

Eξk =

∞∫

0

xdPξk(x) =

∞∫

0

xk(1−Pξ(x))
k−1dPξ(x) =

∞∫

0

xke−kxdx =

= −x e−kx
∣∣∣
∞
0

+

∞∫

0

e−kxdx = −1

k
e−kx

∣∣∣
∞
0

=
1

k
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 8. Оценим сверху каждое из математиче-
ских ожиданий случайных величин W ′

1, W
′
2 и W ′

3:

EW ′
1 =

m∑
s=1

d∑
k=1

Eξk = m

d∑
k=1

1

k
� m

(
ln d+

3

4

)

с учетом утверждения 3 и леммы 7;

EW ′
2 = C2

m

(
4
d− 1

2
Eξ(d−1)/2 + 4Eξd−1

)
=

= 2m(m− 1)

(
1 +

1

d− 1

)
� 2d

d− 1
m2 − 2m;

EW ′
3 = m(n−m(d+ 1))Eξ(d−1) = m

n−m(d+ 1)

d− 1
=

mn

d− 1
− d+ 1

d− 1
m2.

Сложив левые и правые части трех соотношений для EW ′
1, EW ′

2, EW ′
3, и

принимая во внимание, что m � n
d+1 , получим:

EW ′
A � m ln d− 5

4
m+

mn

d− 1
+m2 �

� m ln d+
mn

d− 1
+

mn

d+ 1
� m ln d+

2mn

d− 1
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 9. Согласно формуле (6) для величины Eetξk

верно

Eetξk =

∞∫

0

etxdPξk(x) =

∞∫

0

etxke−kxdx =

∞∫

0

ke−(k−t)xdx =

= − k

k − t
e−(k−t)x

∣∣∣
∞
0

=
1

1− t/k
=

∞∑
s=0

( t
k

)s
� 1 +

t

k
+
( t
k

)2 1

1− t/k
.
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С учетом верного в условиях леммы неравенства t
k � 1

2 оценим величину
Eetξk сверху:

Eetξk � 1 +
t

k
+ 2

( t
k

)2
= 1 +

t

k
+

1

2

( t
k

)2
+

3

2

( t
k

)2
�

�
(
1 +

t

k
+

1

2

( t
k

)2)(
1 +

3

2

( t
k

)2)
� et/k exp

(
3

2

( t
k

)2)
= etEξk exp

(hkt2
2

)
,

так как согласно лемме 7 Eξk =
1
k для EXP(an, λn). Отсюда непосредственно

следует выполнение условий Eet
˜ξk � e

hkt2

2 теоремы Петрова с константами
T = 1/2, hk = 3/k2.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 10. В случае lnn � d < n
m параметр H равен

сумме величин H1, H2 и H3 согласно шагам алгоритма A. С учетом ранее
введенных обозначений и оценок получаем

H1 = m
d∑
k=1

hk = m
d∑
k=1

3

k2
< 3(1 + ψ)m < 5m,

где ψ равно оценке Эйлера для суммы обратных квадратов за вычетом 1
(ψ ≈ 0, 645).

H2 = 4C2
m

(
d− 1

2
h(d−1)/2 + h(d−1)

)
=

= 6m(m− 1)

(
2

d− 1
+

1

(d− 1)2

)
� 6m2 2d− 1

(d− 1)2
.

H3 = m
(
n−m(d+ 1)

)
h(d−1) =

=
3

(d− 1)2

(
mn−m2(d+ 1)

)
� 3mn

(d− 1)2
− 3m2 d+ 1

(d− 1)2
.

С учетом n � m(d+ 1) и m � 2 получаем

H = H1 +H2 +H3 < 5m+
3m2

(d− 1)2

(
(4d− 2)− (d+ 1)

)
+

3mn

(d− 1)2
=

= 3m

(
5

3
+

3m

d− 1

)
+

3mn

(d− 1)2
�

� 3n

d+ 1

(
5

3
+

3m

d− 1

)
+

3mn

(d− 1)2
� 3n

d+ 1

(
5m

6
+

3m

d− 1

)
+

3mn

(d− 1)2
=

=
3mn

d− 1

(
5(d − 1)

6(d + 1)
+

3

d+ 1
+

1

d− 1

)
� 3mn

d− 1
.

Последний знак неравенства обусловлен тем, что при достаточно больших n
выражение в круглых скобках меньше 1, поскольку d � lnn.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 11. С учетом ln d � lnn, d < n
lnn и леммы 8

приходим к

EW ′
A � m ln d+

2mn

d− 1
� m

n

d
+

2mn

d− 1
� 3mn

d− 1
= ̂

EW ′
A.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 12. Согласно лемме 8, а также неравенствам
ln d � lnn и n � d lnn получаем

EW ′
A � m ln d+

2mn

d− 1
� m lnn+

2md

d− 1
lnn � 5m lnn = ÊW ′

A.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Вначале отметим, что случайные вели-

чины ξ̃k = ξk − Eξk удовлетворяют условиям Eet
˜ξk � e

hkt2

2 теоремы Петрова
для констант T = 1/2 и hk = 3

k2
(см. лемму 9).

Проведем доказательство для двух случаев возможных полуинтервалов
значений параметра d.

Случай 1: lnn � d <
n

lnn
.

Согласно лемме 11 и формуле (3) для относительной погрешности полу-
чаем

εn =
2λn

m(n− 1)an

3mn

(d− 1)
� 6n

(n− 1)

λn/an
(d− 1)

.

Видим, что при n→ ∞ εn → 0, если λn
an

= o(dn).
Теперь, используя леммы 1 и 11, оценим вероятность несрабатывания:

δn = P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
= P

{
W̃ ′

A >
3mn

d− 1

}
= P

{
W̃ ′

A >
3mn

d− 1

}
.

Для каждого ребра с весом, соответствующим случайной величине ξk,
определим константы T = 1/2 и hk = 3

k2
.

Из леммы 10 следует TH � 3mn
2(d−1) <

3mn
d−1 = x.

Согласно теореме Петрова получаем следующую оценку для вероятности
несрабатывания алгоритма A:

δn = P{W̃ ′
A > x} � exp

{
−Tx

2

}
.

Поскольку n
d > lnn, то Tx

2 = 3mn
2(d−1) > m lnn. Из этого следует, что

δn = P{W̃ ′
A > x} � exp

{
−Tx

2

}
< exp(−m lnn) =

1

nm
→ 0 при n → ∞.

Таким образом, в случае 1 алгоритм A дает асимптотически точное реше-
ние задачи m-d-UMST на n-вершинном полном неориентированном графе с
весами ребер из EXP(an, λn).
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Случай 2:
n

lnn
� d <

n

m
.

Согласно лемме 12 и формуле (3) для относительной погрешности εn по-
лучаем

εn =
2λn

(n− 1)an
ÊW ′

A =
2λn

m(n− 1)an
5m lnn � 10(λn/an) lnn

n− 1
.

Видим, что εn → 0 при n→ ∞, если выполнены условия λn
an

= o
(

n
lnn

)
.

Теперь, используя леммы 1 и 12, можем оценить вероятность несрабаты-
вания

δn = P

{
W̃ ′

A > ÊW ′
A
}
= P

{
W̃ ′

A > 5m lnn
}
.

Полагая константы hk, как и в случае 1, зададим T = 1/2 и x = 5m lnn.
Принимая во внимание лемму 10 и величины x, T , H, а также, что d � n

lnn ,
приходим к следующему неравенству: TH � 3mn

2d < 5m ln n = x.
Поскольку Tx

2 > m lnn, согласно теореме Петрова получаем следующую
оценку для вероятности несрабатывания алгоритма A:

δn = P

{
W̃ ′

A > x
}
� exp

{
−Tx

2

}
� exp(−m lnn) =

1

nm
→ 0 при n→ ∞.

Из этого следует, что в случае 2 алгоритм A также дает асимптотически
точное решение задачи m-d-UMST на n-вершинном полном неориентирован-
ном графе с весами ребер из EXP(an, λn).

Таким образом, можно сделать вывод, что для значений параметра d в
обоих случаях при условиях (7) имеем оценки: относительной погрешности
εn → 0 и вероятности несрабатывания δn → 0 при n→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 4. Приведем доказательство этого
утверждения, как в [18]. Разность между левой и правой частями неравен-
ства (8) обозначим как

h(x) =

√
2

π

x∫

0

e−
u2

2 du− (1− e−
x
2 ).

Легко проверить, что для функции h(x) и ее производной

h′(x) =
√

2

π
e−

x2

2 − 1

2
e−

x
2

справедливо: h(0) = 0, lim
x→∞h(x) = 0, h′(x) > 0.

Поскольку на положительной полуоси равенство h′(x) = 0 верно только в
единственной точке x0 =

1
2(1 +

√
1 + 12 ln (2) − 4 ln (π) � 0, можно сделать

вывод, что h(x) � 0 при x � 0, откуда следует справедливость утверждения.
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В конце апреля нынешнего года в предместье г. Бостона (США) ушел из
жизни выдающийся советский и российский ученый Лев Ильич Розоноэр.

Лев Ильич пришел в Институт автоматики и телемеханики (ИАТ, ныне
ИПУ РАН) в 1955 г., сразу по окончании МЭИ, и проработал в Институте
более 40 лет — до отъезда по семейным обстоятельствам в США в 1996 г.

Л.И. Розоноэр принадлежит к числу тех ученых, кто своими работами
закладывал основы теории управления. Мировую известность ему принесли
работы по теории оптимального управления и, в первую очередь, формули-
ровка и доказательство корректности принципиально новой идеи, которая
впоследствии была развита математиками из Института им. В.А. Стеклова
и получила название принципа максимума Понтрягина. Эта идея была пред-
ставлена Л.И. Розоноэром в его кандидатской диссертации в 1960 г., за кото-
рую ему предлагали сразу присудить докторскую степень (докторскую дис-
сертацию Л.И. Розоноэр защитил через 4 года). Основные результаты своей
кандидатской диссертации Лев Ильич опубликовал в трех номерах журнала
«Автоматика и телемеханика». Другие важные результаты Л.И. Розоноэра
в период его работы в ИПУ были связаны с термодинамикой (оптимальное
управление термодинамическими процессами) и теорией систем (агрегирова-
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ние информации в больших системах, модели биологической эволюции). Эти
результаты публиковались не только в России, но и в ведущих зарубежных
журналах.

Долгие годы Л.И. Розоноэр был членом редколлегии журнала «Автома-
тика и телемеханика». Десятки его фундаментальных работ были впервые
опубликованы на страницах нашего журнала.

Лев Ильич был замечательным учителем. Стоило ему углубиться в изуче-
ние какой-то новой науки, как он немедленно начинал рассказывать студен-
там МФТИ или сотрудникам ИПУ РАН о том, что узнавал сам. Эти лекции
привлекали множество слушателей.

Уникальность Л.И. Розоноэра как ученого заключается не только в от-
дельных его результатах (какими бы значимыми они ни были), сколь в бес-
прецедентной широте научных интересов. Уже в ИПУ он активно участвовал
в работах по распознаванию образов, математической логике, теории алго-
ритмов и конечных автоматов. Но по-настоящему эта широта мысли прояви-
лась в период жизни Л.И. Розоноэра в США. В 2018 г. в российском изда-
тельстве «Физматлит» вышла его книга «Последние тексты. Теория систем;
физика; человек, наука, социум». Лев Ильич включил в нее только те резуль-
таты, которые были получены им после 2000 г. И эти результаты оказались
неожиданными даже для его коллег в ИПУ. Чего стоит, например, его ра-
бота, озаглавленная в духе Канта «Как возможна наука о духе». В ней он
попытался заложить основы научного подхода к изучению человеческого ду-
ха — таинственного феномена, которым до сих пор интересовались только
философия и религия.

Однако своим главным результатом Лев Ильич считал гипотезу о слу-
чайном ходе времени на микроуровне как причине декогеренции в кван-
товой механике. Декогеренция — это спонтанно возникающий в квантово-
механических системах фазовый сдвиг, из-за которого законы микромира пе-
реходят в законы макромира. Идея о том, что время на микроуровне пред-
ставляет собой случайный процесс, настолько необычна, что она вызвала за-
мешательство у физиков, которым еще только предстоит с ней разобраться.
И это будет непросто: ведь специалисты по квантовой механике далеко не
всегда также глубоко разбираются в теории случайных процессов.

Институт проблем управления может гордиться тем, что в нем вырос и
долгие годы работал ученый такого масштаба!

Коллектив ИПУ им. В.А. Трапезникова РАН
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