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ЧАСТЬ III. ОБЪЕКТЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ1

Предлагается адаптивная система управления по вектору состояний
классом линейных систем в канонической управляемой форме с перемен-
ными неизвестными параметрами, описываемыми известными нестацио-
нарными генераторами с неизвестными начальными условиями. Решение
гарантирует глобальную экспоненциальную устойчивость замкнутой си-
стемы при конечном возбуждении регрессора, а также не требует апри-
орной информации о знаке коэффициента усиления. Полученные теоре-
тические результаты проиллюстрированы в рамках математического мо-
делирования.
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1. Введение

Классические алгоритмы адаптивного беспоискового управления при по-
стоянных неизвестных параметрах объекта гарантируют асимптотическую
устойчивость ошибки слежения (разницы между регулируемыми координа-
тами и координатами эталонной модели) [1]. Однако в приложениях реаль-
ные физические системы часто описываются моделями с переменными па-
раметрами. В этих условиях стандартные решения встречают сложности,
связанные с необходимостью компенсации в производной функции Ляпуно-
ва слагаемого, пропорционального скорости изменения неизвестных парамет-
ров [1, c. 552].

Если неизвестные переменные параметры экспоненциально сходятся к по-
стоянному значению, то асимптотическая устойчивость ошибки слежения со-

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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храняется [2, c. 339]. При произвольном изменении неизвестных параметров и
выполнении ограничительного условия неисчезающего возбуждения регрес-
сора базовые решения гарантируют ограниченность всех сигналов и сходи-
мость ошибки слежения в ограниченную область. Если упомянутое условие не
выполняется, то применение робастных модификаций базовых законов поз-
воляет обеспечить аналогичные свойства замкнутой системы [1, 2].

Рассмотрим основные существующие подходы к улучшению свойств базо-
вых решений.

В [3, 4] предлагается метод «заморозки переменных — congelation of vari-
ables», позволяющий заменить задачу оценки переменных неизвестных па-
раметров задачей оценки их постоянного математического ожидания. Оцен-
ка сверху на величину дисперсии параметров считается известной, а управ-
ление строится с применением статического нелинейного демпфирования.
В этой схеме закон адаптации компенсирует влияние математического ожи-
дания неизвестных параметров, а нелинейный демпфер обеспечивает подав-
ление влияния дисперсии. Решение обеспечивает асимптотическую устой-
чивость ошибки слежения и ограниченность всех сигналов замкнутой си-
стемы. Недостатком описанного метода является использование в управ-
лении степенных функций от координат объекта (регрессора) [5, c. 222–
223]. В качестве еще одного недостатка метода заморозки переменных вы-
деляют [6] невозможность компенсации параметрической неопределенности
вида θ(t)ϕ (x(t)) с ϕ (0) �= 0.

В [7–9] предложен подход, основанный на использовании комбинирован-
ных законов адаптации, в которых настройка параметров осуществляется с
использованием ошибки слежения и ошибки предсказания. По сравнению с
базовыми решениями [1, 2] комбинированные законы при тех же допущениях
(выполнение условия неисчезающего возбуждения регрессора или примене-
ние робастных модификаций) обеспечивают сходимость ошибки слежения в
область меньшего размера. В отличие от метода заморозки переменных [3, 4]
асимптотическая устойчивость не достигается. Подробный обзор некоторых
комбинированных законов идентификации переменных параметров приведен
во введении [10].

Также стоит отметить исследования [11–15]. В [11] предлагается простая
схема настройки среднегеометрического корня замкнутой системы, гаран-
тирующая асимптотическую устойчивость ошибки слежения. Недостатком
решения является необходимость знания коэффициента усиления объекта.
В [12] разработан закон адаптации с астатизмом первого порядка, расширяю-
щий применимость базовых законов настройки на класс систем с линейным
изменением неизвестных параметров. В [13–15] предлагается схема робастно-
го управления нестационарными линейными системами в форме вход-выход.
Ограничением подхода является необходимость знания знака высокочастот-
ного коэффициента усиления объекта и оценок сверху на все неизвестные
переменные параметры системы.
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Рассмотренные подходы [3–15], не используют априорную информацию о
функциональном характере изменения неизвестных параметров системы. Од-
нако, как известно [16], учет такой информации может существенно улучшить
свойства замкнутой системы. Недавно в [17, 18] был предложен основанный
на параметрической идентификации наблюдатель состояний нестационарных
систем. Параметры системы описываются известными нестационарными ге-
нераторами с неизвестными начальными условиями. Задача оценки состоя-
ний системы приводится к задаче идентификации начальных условий гене-
раторов и объекта. При выполнении условия конечного возбуждения регрес-
сора (наблюдаемости системы на конечном интервале) гарантируется экспо-
ненциальная или финитная сходимость параметрической ошибки и ошибки
наблюдения.

На основе результатов [17, 18] в этой работе предлагается свести задачу
управления к задаче оценки начальных условий генераторов параметров си-
стемы.

Рассматривается класс линейных полностью управляемых систем с пере-
менными параметрами, описываемыми известными нестационарными генера-
торами с неизвестными начальными условиями. Разница между идеальным и
формируемым управлением представляется в виде линейного регрессионного
уравнения с неизвестным регрессором относительно неизвестных начальных
условий генераторов. Затем по измеряемым состояниям и управлению в со-
ответствии с результатами [18] строится измеримое регрессионное уравнение
со скалярным невырожденным регрессором относительно начальных условий
генераторов. По полученной регрессии с использованием результатов первой
части [19] вводится закон настройки, в отличие от [3–15] при конечном воз-
буждении регрессора гарантирующий экспоненциальную сходимость ошибки
слежения к нулю.

Предложенное расширение результатов первой части [19] на класс систем
с переменными параметрами, кроме конечного возбуждения регрессора, до-
полнительно требует:

— знания оценок снизу и сверху на модуль коэффициента усиления объ-
екта;

— постоянства знака коэффициента усиления;
— использования проекционного оператора, предотвращающего деление

на ноль в управлении.
По сравнению с [3–11, 13–15] предложенный подход требует знания мат-

риц состояний и выхода нестационарных генераторов, а значит и физической
природы процессов, вызывающих изменения параметров системы.

Основные определения

При доказательстве теорем и утверждений будут использованы опреде-
ление конечного возбуждения регрессора и следствие из леммы Калмана–
Якубовича–Попова [1, 2].

149



Опр е д е л е н и е 1. Регрессор ω(t) возбуждается конечно ω(t)∈FE на от-
резке [t+r ; te] , если существуют t+r � 0, te > t+r и α такие, что верно нера-
венство

te∫

t+r

ω (τ)ωT (τ) dτ � αIn×n,(1.1)

где α > 0 — степень возбуждения, In×n — единичная матрица.

Сл ед с т в и е 1. Для любой матрицы D > 0 управляемой пары (A, B)
с B ∈R

n×m, гурвицевой матрицей A∈R
n×n существуют матрицы P =

= PT > 0, Q∈R
n×m, K ∈R

m×m и число μ > 0 такие, что

ATP + PA = −QQT − μP, PB = QK,

KTK = D +DT.
(1.2)

2. Постановка задачи

Рассмотрим класс непрерывных линейных систем с переменными пара-
метрами2:

∀t � t+0 ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x
(
t+0
)
= x0,

A(t) = A0 + e1ϑ
T(t), B(t) = e1β(t),

A0 =

[
0(n−1)×1 In−1

01×n

]
, e1 =

[
0(n−1)×1

1

]
,

(2.1)

где x(t)∈R
n — координаты состояния с неизвестными начальными условия-

ми x0, u(t)∈R — управляющее воздействие, A0 ∈R
n×n — известная матрица

состояний, B(t)∈R
n, ϑ(t)∈R

n — неизвестные векторы, t+0 — известный на-
чальный момент времени. Пара (A(t), B(t)) полностью управляема для всех
t � t+0 в смысле критерия [20].

Относительно неизвестных переменных параметров системы (2.1) прини-
маются следующие допущения.
Допущени е 1. Векторы ϑ(t), B(t) ограничены, непрерывны и форми-

руются нестационарными генераторами3:
{
ẋϑ(t) = Aϑ(t)xϑ(t), xϑ

(
t+0
)
= xϑ0 ,

ϑ(t) = hϑxϑ(t),{
ẋB(t) = AB(t)xB(t), xB

(
t+0
)
= xB0 ,

B(t) = hBxB(t),

(2.2)

2 Результаты могут быть обобщены на MIMO системы в случае, если известна конкрет-
ная структура матриц A(t)∈R

n×n и B(t)∈R
n×m.

3 Матрицы Aϑ(t), AB(t) в общем случае могут нелинейно зависеть от состояний систе-
мы x(t).
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где xϑ(t)∈R
nϑ , xB(t)∈R

nB — координаты генераторов c неизвестны-
ми начальными условиями xϑ

(
t+0
)
, xB

(
t+0
)
, hϑ ∈R

n×nϑ , hB ∈R
n×nB ;

Aϑ(t)∈R
nϑ×nϑ , AB(t)∈R

nB×nB — известные векторы и матрицы.

Допущени е 2. Для |β(t)| известны оценки снизу βmin > 0 и сверху
βmax > βmin.

Допущени е 3. Коэффициент усиления β(t) имеет постоянный, но неиз-
вестный знак (sgn (β(t)) = const).

Требуемое качество управления в замкнутой управлением u(t) систе-
ме (2.1) зададим эталонной моделью с постоянными параметрами:

∀t � t+0 ẋref (t) = Arefxref (t) +Brefr(t), xref
(
t+0
)
= x0ref ,(2.3)

где xref(t)∈R
n — вектор координат состояния эталонной модели с известны-

ми начальными условиями x0ref ; r(t)∈R — сигнал задания; Aref ∈R
n×n —

гурвицева матрица состояний эталонной модели; Bref ∈R
n — вектор коэф-

фициентов усиления эталонной модели.
Для объекта (2.1) и эталонной модели (2.3) при управляемости пары

(A(t), B(t)) и выполнении допущения 3 возможно предположить выполнение
условия идеального отслеживания.
Допущени е 4. Существуют матрица Kx(t) = Aref −A(t)∈R

n×n и век-
тор Kr(t) =

[
BT(t)B(t)

]−1
BT(t)∈R

1×n такие, что верно

A(t) +B(t)Kr(t)Kx(t) = Aref , B(t)Kr(t)Bref = Bref .(2.4)

С учетом допущения 2 уравнение в отклонениях между уравнением объ-
екта (2.1) и эталонной модели (2.3) имеет вид

ėref (t) = Areferef (t) +B(t)u(t)− (Aref −A(t)) x(t)−Brefr(t) =

= Areferef (t) +B(t) (u(t)− u∗(t)) ,
(2.5)

где eref (t) = x(t)− xref (t), u∗(t) = Kr(t) (Kx(t)x(t) +Brefr(t)) .
Требуется построить закон управления u(t), гарантирующий достижение

цели экспоненциального регулирования:

Φ(t)∈FE ⇒ lim
t→∞ ‖eref (t)‖ = 0 (exp) ,(2.6)

где Φ(t) — некоторый обобщенный вектор измеримых сигналов.
Зам е ч а ни е 1. Допущение 1 из общего класса линейных систем с пере-

менными параметрами выделяет группу систем, для которых в работе ста-
вится и решается задача экспоненциального регулирования (2.6). В предло-
женном решении задачи используется информация о βmax > βmin > 0, что
требует принятия допущения 2. Математическое моделирование показы-
вает возможность выбора βmax → ∞, βmin → 0, что несколько ослабляет
строгость этого требования. Допущение 3 гарантирует непрерывность ко-
эффициентов Kx(t), Kr(t) управления u∗(t). Допущение 4 накладывает тре-
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бование структурного соответствия матриц эталонной модели (2.3) мат-
рицам объекта (2.1).
Зам е ч а ни е 2. Cистемы (2.1) с согласованной параметрической неопре-

деленностью (2.4) часто встречаются на практике. Например, уравнения
динамики углов Эйлера твердого тела при допущении его симметричности
описываются звеном второго порядка с согласованной неопределенностью.
Другим хорошим примером задачи управления при согласованных неопреде-
ленностях является регулирование координат манипулятора в формализме
Эйлера–Лагранжа.

3. Основной результат

В разделе 3.1 поставленную задачу экспоненциального регулирования (2.6)
сведем к задаче идентификации начальных условий xB0 , xϑ0 . В разделе 3.2
из измеримых сигналов составим регрессионное уравнение относительно
xB0 , xϑ0 и введем закон идентификации, доставляющий выполнение це-
ли (2.6).

3.1. Параметризация управления

Запишем управление u∗(t) через измеримые состояния объекта (2.1), (2.2)
и неизвестные параметры xB0 , xϑ0 . Для этого получим решения уравне-
ний (2.2):

ϑ(t) = hϑΦϑ(t)xϑ0 ,

B(t) = hBΦB(t)xB0 ,
(3.1.1)

где при выполнении допущений 2 и 3 выполняется неравенство

0 < β2
min � xT

B0
G(t)xB0 � λmax (G(t)) ‖xB0‖2,

G(t) = ΦT
B(t)h

T
BhBΦB(t),

(3.1.2)

а фундаментальные матрицы Φϑ(t) и ΦB(t) измеримы и определены уравне-
ниями

Φ̇ϑ(t) = Aϑ(t)Φϑ(t), Φϑ

(
t+0
)
= Inϑ

,

Φ̇B(t) = AB(t)ΦB(t), ΦB

(
t+0
)
= InB

.

С учетом (2.4) и (3.1.1) можем переписать уравнение идеального управле-
ния u∗(t) в требуемом виде

u∗(t) = Kr(t) (Kx(t)x(t) +Brefr(t)) =

=
xT
B0

ΦT
B(t)h

T
B

xT
B0

ΦT
B(t)h

T
BhBΦB(t)xB0

(
(Aref −A0)x(t)− e1ϑ

T(t)x(t)+Brefr(t)
)
=

=
xT
B0

ΦT
B(t)h

T
B

F (t)
e1

(
eT
1 (Aref −A0)x(t)−xT

ϑ0
ΦT
ϑ (t)h

T
ϑx(t)+ eT

1 Brefr(t)
)
,

(3.1.3)

где F (t) = xT
B0

G(t)xB0 > 0.
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Поскольку в соответствии с описанием системы (2.5) параметры xB0 и xϑ0

неизвестны, то выражение (3.1.3) мотивирует использование управления с
настраиваемыми параметрами:

u(t) =
x̂T
B0

(t)ΦT
B(t)h

T
B

F̂ (t)
e1

(
eT
1 (Aref −A0) x(t)− x̂T

ϑ0
(t)ΦT

ϑ (t)h
T
ϑx(t) +

+ eT
1 Brefr(t)

)
,

(3.1.4)

где F̂ (t) = x̂T
B0

(t)G(t)x̂B0(t).

Утв е ржд е ни е 1. Ошибка u(t)− u∗(t) между формируемым (3.1.4) и
идеальным управлением (3.1.3) имеет вид

u(t)− u∗(t) = θ̃T(t)ω(t),(3.1.5)

где θ̃(t) =
[
x̃T
ϑ0
(t) x̃T

B0
(t)
]T ∈Rnϑ+nB — параметрическая ошибка, ω(t)∈

∈ R
nϑ+nB — неизмеримый регрессор.

Доказательство утверждения 1 и функциональное определение регрессо-
ра ω(t) приведены в Приложении.

Подставив (3.1.5) в (2.5), имеем:

ėref (t) = Areferef (t) +B(t)θ̃T(t)ω(t).(3.1.6)

Тогда в соответствии с результатами первой части работы требуется опре-
делить преобразования

Φ(t) = F1 (t, x(t), u(t),Φϑ(t),ΦB(t)) , z(t) = F2 (x(t)) ,

˙̂
θ(t) = G (Φ(t), z(t)) ,

совместно гарантирующие достижение цели экспоненциального регулирова-
ния в расширенном пространстве ошибок:

Φ(t)∈FE ⇒ lim
t→∞ ‖ξ(t)‖ = 0 (exp) ,(3.1.7)

где ξ(t) =
[
eT
ref (t) θ̃T(t)

]T
— обобщенная ошибка слежения.

3.2. Синтез адаптера

Получим регрессионное уравнение относительно неизвестных постоянных
параметров xB0 и xϑ0 идеального закона управления (3.1.3). Результат такой
параметризации представим в виде утверждения.
Утв е ржд е ни е 2. На основании состояний набора фильтров (AK ∈

∈ R
n×n — гурвицева матрица)

(3.2.1)

˙̄x(t) = AK x̄(t)− AKx(t), x̄
(
t+0

)
= 0n,

ϕ̇(t) =AKϕ(t)+ e1x
T(t)hϑΦϑ(t), ϕ(t+0 ) = 0n×nϑ ,

ψ̇(t) = AKψ(t) + hBΦB(t)u(t), ψ
(
t+0

)
= 0n×nB ,

υ̇(t) = AKυ(t) +A0x(t), υ
(
t+0

)
= 0n,

AK =

[
K ∈R

n I(n−1)×(n−1)

01×(n−1)

]
,
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процедур нормализации

z(t): =
eT
1 (x(t)− x̄(t)− υ(t))

1 + ΦT(t)Φ(t)
ΨT(t): =

ΦT(t)

1 + ΦT(t)Φ(t)
,

ΦT(t): =
[
eT
1 e

AK(t−t+0 ) eT
1 ϕ(t) eT

1 ψ(t)
]
,

(3.2.2)

динамического расширения

Δ̇(t) = e−σ(t−t+0 )Ψ(t)ΨT(t), Δ
(
t+0
)
= 0(nϑ+nB+n)×(nϑ+nB+n),(3.2.3a)

ẏ(t) = e−σ(t−t+0 )Ψ(t)z(t), y
(
t+0
)
= 0(nϑ+nB+n)(3.2.3b)

и смешивания

(3.2.3c) Y (t): = adj {Δ(t)} y(t), Ω(t): = det {Δ(t)}

имеем регрессионное уравнение относительно параметров xB0 и xϑ0 :

Υ(t) := LY (t) = Ω (Φ(t)) θ, L =
[
0(nϑ+nB)×n I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

]
,(3.2.4)

где если Φ(t)∈FE, то ∀t � te верно неравенство ΩUB(t) � Ω(t) � ΩLB > 0.
Доказательство утверждения 2 приведено в Приложении.
По уравнению (3.2.4) в соответствии с результатами теоремы 1 из [19] при

измеримом ω(t) возможно ввести закон настройки, гарантирующий достиже-
ние цели (3.1.7). В следующей теореме опишем закон настройки, решающий
задачу (3.1.7) при неизмеримом ω(t).
Те ор ем а 1. Пусть выполнены допущения 1–4 и Φ(t)∈FE, тогда закон

настройки

˙̂
θ(t) = −γ(t)Ω(t)

(
Ω(t)θ̂(t)−Υ(t)

)
= −γ(t)Ω2(t)θ̃(t), θ̂

(
t+0
)
= θ̂0,

γ(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, если Ω(t) < ρ∈ (0; ΩLB] ,

γ0λmax

(
ω̂(t)ω̂T(t)

)
+ γ1

Ω2(t)
иначе

(3.2.5)

при выборе γ0 > 0, γ1 � 0 гарантирует:

1)
∣∣∣θ̃i (ta)

∣∣∣ �
∣∣∣θ̃i (tb)

∣∣∣ ∀ta � tb;

2)

{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣

}
⇒ F̂ (t) > 0;

3) ∀t � t+0 ограниченность ξ(t)∈L∞;
4) экспоненциальную сходимость ξ(t) к нулю для всех t � te.
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Доказательство теоремы и определение величин V1(t), ω̂(t) приведены в
Приложении.

При невыполнении условий второго пункта теоремы в управлении (3.1.4)
возможно деление на ноль. Поэтому на практике закон управления (3.1.4)
следует дополнить проекционным оператором:

u(t) =
x̂T
B0

(t)ΦT
B(t)h

T
B

F̂prj(t)
e1 ×

×
(
eT
1 (Aref −A0)x(t)− x̂T

ϑ0
(t)ΦT

ϑ (t)h
T
ϑx(t) + eT

1 Brefr(t)
)
,

F̂prj(t): =

{
x̂T
B0

(t)G(t)x̂B0(t), если x̂T
B0

(t)G(t)x̂B0(t) > β2
min > 0,

β2
min иначе.

(3.2.6)

Предложенные преобразования F1 (.) и F2 (.) описываются выражениями
(3.2.1), (3.2.2), а преобразование G (.) — соответственно (3.2.3)–(3.2.5). В це-
лом разработанная адаптивная система управления состоит из закона управ-
ления (3.1.4), процедур обработки измеримых сигналов (3.2.1)–(3.2.4) и зако-
на адаптации (3.2.5). Фильтрация (3.2.1) позволяет по измеримым сигналам
x(t), u(t), Φϑ(t), ΦB(t) построить статическое регрессионное уравнение отно-
сительно неизвестных параметров xB0 , xϑ0 , x0. Нормализация (3.2.2) гаран-
тирует ограниченность регрессора Ψ(t), что по доказанному в утверждении 1
из [19] достаточно для ограниченности сверху Ω(t). Процедуры расширения и
смешивания (3.2.3) позволяют перейти от векторного регрессора Ψ(t) сначала
к матричному Δ(t), а затем и к скалярному Ω(t). Деление в законе настрой-
ки (3.2.5) на Ω2(t) является безопасной операцией в силу Ω(t) � ΩLB > 0 и
при правильном выборе параметра ρ позволяет обеспечить заданное величи-
ной γ0λmax

(
ω̂(t)ω̂T(t)

)
+ γ1 значение скорости сходимости параметрической

ошибки θ̃(t) к нулю.
Согласно результатам теоремы предложенная система, в отличие от боль-

шинства известных подходов [3–15] к управлению линейными системами
с переменными параметрами, обеспечивает экспоненциальное регулирова-
ние (2.6).
Зам е ч а ни е 3. Использование проекционного оператора (3.2.6) являет-

ся классическим и хорошо известным приемом для устранения сингуляр-
ности в схемах адаптивного управления (см., например, [1, с. 400]). При
выполнении условий второго пункта теоремы выбор βmin → 0 обеспечивает
отсутствие переключений в (3.2.6). В противном случае выбор βmin → 0 га-
рантирует конечное число переключений.

Зам е ч а ни е 4. На интервале
[
t+0 ; te

]
или при Φ(t) /∈ FE контур на-

стройки (3.2.5) параметров управления (3.1.4) разомкнут, а при произволь-
ном выборе начальных условий θ̂

(
t+0
)
качество управления может быть

произвольно плохим вплоть до потери устойчивости. Поэтому на прак-
тике при использовании предложенной адаптивной системы:
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i) выбор начальных условий θ̂
(
t+0
)
должен осуществляться с примене-

нием техник робастного управления таким образом, чтобы было априорно
известно об асимптотической устойчивости системы

ẋ(t) =
(
A(t) +B(t)K̂r(t)K̂x(t)

)
x(t) при ˙̂

θ(t)≡ 0 для всех t � t+0 ,

ii) закон управления (3.1.4) должен быть снабжен дополнительной ро-
бастной составляющей, гарантирующей ограниченность ошибки ξ(t) и удо-
влетворительное качество управления.

Например, a) при известном sgn (β(t)) и оценках βmin, βmax можно ис-
пользовать закон управления

u(t) = {(3.1.4) , (3.2.6)} − γ3 sgn (β(t)) eref (t)Pe1ω̂(t)ω̂
T(t), γ3 > 0

(см. лемму 2.2 из [5]), б) при неизвестном sgn (β(t)), но известных оценках
βmin, βmax можно воспользоваться управлением с демпфером и функцией
Нуссбаума [21]:

u(t) = {(3.1.4) , (3.2.6)} − γ3N (w(t)) eTref (t)Pe1ω̂(t)ω̂
T(t), γ3 > 0,

N (w(t)) = w2(t)cos (w(t)) ,

ẇ(t) = γ3γ4e
T
ref (t)Pe1e

T
1 Peref (t)ω̂(t)ω̂

T(t), γ4 > 0.

4. Численное моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенной адап-
тивной системы управления при выполнении и нарушении условий второго
пункта теоремы. Моделирование будем проводить, используя численное ин-
тегрирование явным методом Эйлера c постоянным шагом дискретизации
τs = 10−4 с.

4.1. sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)

и
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣
Матрицы объекта управления (2.1) для всех t � 0 зададим следующим

образом:

A(t) =

[
0 1

a1sin (a2t) a4e
a3t + a5

(
1− ea3t

)
]
,

B(t) =

[
0

b1cos (b2t) + b4e
b3t + b5

]
, x

(
t+0
)
=

[
−1
1

]
,

(4.1.1)

где a2 =1, a3 = b3 = −0,25, b2 =
√
12 — известные постоянные, a1 = −10,

a4 = 1, a5 = 7, b1 = 0,25, b4 = −2, b5 = −4 — неизвестные постоянные.
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Рис. 1. Переходные процессы по V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
)

и V T
1 (t)xB0 — а, F̂ (t) и F (t) — б .

Тогда матрицы и начальные условия генераторов (2.2) примут вид:

Aϑ(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0

−a22 0 0 0

0 0 a3 0

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦, xϑ0 =

⎡
⎢⎢⎣
−a1a2

0
a4 − a5

a5

⎤
⎥⎥⎦, hϑ =

[
1 0 0 0
0 0 1 1

]
,

AB(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0

−b22 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 b3

⎤
⎥⎥⎦, xB0 =

⎡
⎢⎢⎣
0
b1
b5
b4

⎤
⎥⎥⎦, hB =

[
0 0 0 0
0 1 1 1

]
.

(4.1.2)

Матрицы эталонной модели (2.3), параметры фильтров (3.2.1), (3.2.3) и
некоторые параметры закона настройки (3.2.5) установим следующим обра-
зом:

Aref =

[
0 1
−8 −4

]
, Bref =

[
0
8

]
, AK =

[
−20 1
−100 0

]
, σ = 5,

ρ = 10−62, βmin = 0,1, βmax = 10, γ0 = 10−8, γ1 = 0,

θ̂0 =
[
0 0 0 0 0 1 −8 1

]T
.

(4.1.3)

Прежде всего проверим выполнение в эксперименте требований второй
части теоремы. На рис. 1 представлено сравнение функций V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)
и

V T
1 (t)xB0 , и F̂ (t) с F (t).
Разрывы на рис. 1 вызваны изменением направления собственного векто-

ра V1(t) (переходом элементов матрицы G(t) через ноль). Из рис. 1,a следу-
ет, что сделанный выбор начальных условий (4.1.3) гарантирует в проводи-
мом эксперименте выполнение условий второго пункта теоремы. Совместно
рис. 1,а и 1,б подтверждают импликацию

{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣

}
⇒ F̂ (t) > 0.
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Рис. 3. Переходные процессы по xϑ0 и x̂ϑ0(t) — а, xB0 и x̂B0(t) — б .
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Рис. 4. Переходные процессы по K̂x(t) и Kx(t) — а, K̂r(t) и Kr(t) — б .

Удостоверившись в выполнении условия F̂ (t) > 0, продолжим моделирова-
ние адаптивной системы. На рис. 2,а приведено сравнение координат состоя-
ния эталонной модели xref (t) (при x0ref = x0) и координат объекта управле-
ния x(t), а на рис. 2,б идеального u∗(t) и настраиваемого u(t) управлений.

На рис. 3,a приведены сравнения параметров xϑ0 и x̂ϑ0(t), на рис. 3,б —
xB0 и x̂B0(t).

На рис. 4 приведены сравнения параметров Kx(t), Kr(t) и их оценок
K̂x(t), K̂r(t), рассчитанных с помощью x̂ϑ0(t), x̂B0(t).
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Результаты моделирования подтверждают теоретические выводы, полу-
ченные в теореме 1. Действительно, при γ0 > 0, γ1 � 0 предложенная адап-
тивная система гарантирует достижение поставленной цели (2.6).

Переходные процессы, представленные на рис. 2–4, подтверждают от-
меченный в замечании 3 недостаток предложенной системы. На интервале
[0; 1] система управления функционирует с разомкнутым контуром адапта-
ции (3.2.5), что приводит к осцилляциям по x(t).

4.2. sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)

Рассмотрим тот же объект управления (4.1.1), (4.1.2) при тех же па-
раметрах (4.1.3) эталонной модели (2.3), фильтров (3.2.1), (3.2.3), зако-
на настройки (3.2.5), но при более реалистичном для практики сценарии
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
. Будем использовать модифицирован-

ный закон управления (3.2.6) и в соответствии с результатами первой се-
рии экспериментов установим γ0 = 10−10, γ1 = 10 и βmin = 1, ρ = 10−81, θ̂0 =
=
[
0 −8 −2 −2 0 1 −8 1

]T.
На рис. 5 представлено сравнение функций V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)
и V T

1 (t)xB0 ,
а также F̂ (t), F̂prj(t) с F (t).

Разрывы на рис. 5 вызваны изменением направления собственного век-
тора V1(t) (переходом элементов матрицы G(t) через ноль). Из рис. 5,a сле-
дует, что сделанный выбор начальных условий доставляет выполнение усло-
вию sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
. Рисунок 5,б демонстрирует работу

проекционного оператора (3.2.6). Совместно рис. 5,а и 5,б подтверждают им-
пликацию

sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
⇒ F̂ (t) � 0.

На рис. 6 приведено сравнение координат эталонной модели xref (t) (при
x0ref = x0) и координат объекта управления x(t), а также параметров Kx(t),
Kr(t) и оценок K̂x(t), K̂r(t).
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Рис. 5. Переходные процессы по Θ̂i
0(t) и Θi

0(t) — а, F̂ (t), F̂prj(t) и F (t) — б .
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Результаты эксперимента подтверждают способность настраиваемого за-
кона управления (3.2.6) эффективно противостоять возможному делению на
ноль при sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
.

Проведенные эксперименты полностью подтвердили теоретические выво-
ды, сделанные в теореме 1, замечаниях 3 и 4.

5. Заключение

Результаты первой части работы распространены на класс линейных си-
стем с переменными неизвестными параметрами, описываемыми известными
нестационарными генераторами с неизвестными начальными условиями.

Для этого класса систем предложено управление, решающее задачу отсле-
живания траекторий стационарной эталонной модели нестационарным объ-
ектом. Такое управление вычисляется по измеримым сигналам и неизвест-
ным начальным условиям генераторов параметров системы. Для идентифи-
кации начальных условий генераторов предложен закон идентификации, га-
рантирующий экспоненциальную устойчивость ошибки слежения eref (t) при
конечном возбуждении регрессора. Решение не требует знания знаков коэф-
фициента усиления, но требует оценок на его модуль.

Результат имеет общий с [19, 22] недостаток, а именно требует выполнения
условия конечного возбуждения регрессора даже для обеспечения ограничен-
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ности ошибки слежения. В замечании 4 приведены некоторые способы реше-
ния этой проблемы для систем с одним входом. Для систем с несколькими
входами обеспечение ограниченности без знания знака элементов матрицы
усиления является открытой проблемой.

Целью дальнейших исследований может являться распространение ре-
зультатов на а) задачи управления по выходу системами с переменными па-
раметрами, б) задачи управления при нарушении условий согласованности,
в) системы с несколькими входами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Введем следующие обозначения:

ϑ̂(t) = hϑΦϑ(t)x̂ϑ0(t),

B̂(t) = hBΦB(t)x̂B0(t),

v(t) = eT
1 (Aref −A0) x(t) + eT

1 Brefr(t).

(Π.1)

С учетом (Π.1) разница u(t)− u∗(t) имеет вид (для краткости зависимости
от времени временно опущены):

u− u∗ =
B̂T

F̂
e1

(
v − ϑ̂Tx

)
− BT

F
e1
(
v − ϑTx

)
±

±BT

F
e1

(
v − ϑ̂Tx

)
= −BTe1

F
ϑ̃Tx+

(
B̂Te1

F̂
− BTe1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
.

(Π.2)

Приведем разность B̂Te1
F̂

− BTe1
F к виду с линейной зависимостью относи-

тельно B̃ и F̃ :

B̂Te1

F̂
− BTe1

F
=

B̂Te1F ± B̂Te1F̂ −BTe1F̂

F̂F
=

=
−B̂Te1

(
F̂ − F

)
+
(
B̂T −BT

)
e1F̂

F̂F
=

=
−B̂Te1F̃ + B̃Te1F̂

F̂F
=

−B̂Te1

F̂F
F̃ + B̃T e1

F
.

(Π.3)

Рассмотрим ошибку F̃ отдельно:

F̃ = B̂TB̂ −BTB +BTB̂ −BTB̂ =

=
(
B̂T −BT

)
B̂ +BT

(
B̂ −B

)
= B̃TB̂ +BTB̃.

(Π.4)
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Подстановка выражений (Π.4), (Π.3) в (Π.2) позволяет получить:

u− u∗ = −BTe1
F

ϑ̃Tx−
(
B̂Te1

F̂F
B̃TB̂ +

B̂Te1

F̂F
BTB̃ − B̃T e1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
=

= −BTe1
F

xTϑ̃−
(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT

1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
B̃ =

(Π.5)

= −BTe1
F

xThϑΦϑx̃ϑ0 −

−
(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT

1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
hBΦBx̃B0 = θ̃Tω,

где

θ̃ =
[
x̃T
ϑ0

x̃T
B0

]T
, ω =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
(
BTe1
F

xThϑΦϑ

)T

−ΦT
Bh

T
B

[(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT

1

F

)(
v− ϑ̂Tx

)]T

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

что завершает доказательство утверждения 1.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Введем в рассмотрение ошибку

χ(t) = x(t)− x̄(t). Дифференцируя χ(t) по времени, получим:

χ̇(t) = ẋ(t)− ˙̄x(t) =

= A(t)x(t) +B(t)u(t)−AK x̄(t) +AKx(t) =

= AK (x(t)− x̄(t)) +A(t)x(t) +B(t)u(t) =

= AKχ(t) +A0x(t) + e1x
T(t)ϑ(t) +B(t)u(t) =

= AKχ(t) +A0x(t) + e1x
T(t)hϑΦϑ(t)xϑ0 + hBΦB(t)u(t)xB0 .

(Π.6)

Решение дифференциального уравнения (Π.6) с учетом домножения на eT
1

имеет вид:

eT
1 [χ(t)− υ(t)] = eT

1 [x(t)− x̄(t)− υ(t)] =

= eT
1 e

AK(t−t+0 )x
(
t+0
)
+ eT

1 ϕ(t)xϑ0 + eT
1 ψ(t)xB0 =

= eT
1 e

AK(t−t+0 )x0 + eT
1 ϕ(t)xϑ0 + eT

1 ψ(t)xB0 =

=
[
eT
1 e

AK(t−t+0 ) eT
1 ϕ(t) eT

1 ψ(t)
]⎡⎣

x0
xϑ0

xB0

⎤
⎦: = ΦT(t)η.

(Π.7)
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Применив к регрессионному уравнению (Π.7) процедуры нормализации
(3.2.2), динамического расширения (3.2.3a), (3.2.3b) и смешивания (3.2.3c),
пользуясь свойством adj {Δ(t)}Δ(t) = det {Δ(t)} I(nϑ+nB+n)×(nϑ+nB+n), име-
ем измеримое регрессионное уравнение (3.2.4).

Доказательство выполнения для всех t � te неравенства ΩUB(t) �
� Ω(t) � ΩLB > 0 при выполнении условия Φ(t)∈FE было получено в утвер-
ждении 4 из [23].
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство первой части теоремы

совпадает с доказательством первой части теоремы из [19].
В целях доказательства второй части теоремы выполним собственное раз-

ложение матрицы G(t):

∀t � t+0 F (t) = xT
B0

V (t)Λ(t)V T(t)xB0 =

= xT
B0

V1(t)Λ1(t)V
T
1 (t)xB0 = ΘT(t)Λ1(t)Θ(t),

V (t) =
[
V1(t) V2(t)

]
, Λ(t) =

[
Λ1(t) 0rG(t)×r̄G(t)

0r̄G(t)×rG(t) 0r̄G(t)

]
,

Λ1(t) = diag
{
λ1(t), λ2(t), . . . , λrG(t)(t)

}
, λmin (Λ1(t)) > 0,

где V1(t)∈R
nB×rG(t), V2(t)∈R

nB×r̄G(t), Λ(t)∈R
nB×nB , rG(t) = rank {G(t)},

r̄G(t) = nB − rG(t).

На основании введенного разложения запишем оценку снизу на функцию
F̂ (t):

∀t � t+0 F̂ (t) = B̂T(t)B̂(t) = x̂T
B0

(t)V1(t)Λ1(t)V
T
1 (t)x̂B0(t) =

= Θ̂T(t)Λ1(t)Θ̂(t) � λmin (Λ1(t))
∥∥∥Θ̂(t)

∥∥∥
2
> 0.

(Π.8)

На основании выражения (Π.8) для F̂ (t) > 0 необходимо и достаточно удо-
влетворить неравенство

∀t � t+0

∥∥∥Θ̂(t)
∥∥∥
2
=

rG(t)∑
i=1

(
Θ̂i(t)

)2
�= 0,

�
∀i∈ 1, rG(t)

∣∣∣Θ̂i(t)
∣∣∣ �= 0,

(Π.9)

где Θ̂i(t) — i-й элемент вектора Θ̂(t)∈R
rG(t).

Получим для всех t � t+0 функциональное определение оценки Θ̂i(t). Для
этого решим дифференциальное уравнение (3.2.5)

∀t � t+0 x̃B0(t) = φ
(
t, t+0

)
x̃B0

(
t+0
)
,(Π.10)
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умножим (Π.10) на V T
1 (t) и прибавим Θ(t) к левой и правой частям произве-

дения:

V T
1 x̃B0(t) + Θ(t) = Θ̂(t) = φ

(
t, t+0

)
V T
1 (t)x̃B0

(
t+0
)
+Θ(t),

�
Θ̂i(t) = φ

(
t, t+0

)
Θ̃0

i (t) + Θi(t),

(Π.11)

где φ
(
t, t+0

)
= e

−βmax

t∫

t+
0

{
0, если t<te,

γ0λmax(ω̂(τ)ω̂T(τ))+γ1 иначе dτ

, Θ̃0
i (t) = Θ̂0

i (t) − Θi(t),
Θ̂0

i (t) — i-й элемент вектора V T
1 x̂B0

(
t+0
)
.

Тогда (П.9) выполняется, если верно

Θ̂i(t) = φ
(
t, t+0

)
Θ̃0

i (t) + Θi(t) �= 0 ⇒ φ
(
t, t+0

)
Θ̃0

i (t) �= −Θi(t) ⇒

⇒ sgn
(
φ
(
t, t+0

))
︸ ︷︷ ︸

=1

�= sgn

(
−Θi(t)

Θ̃0
i (t)

)
= sgn

(
−Θi(t)

Θ̂0
i (t)−Θi(t)

)
⇒

⇒ sgn
(
Θ̂0

i (t)−Θi(t)
)
�= −sgn (Θi(t)) ⇒

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

sgn
(
Θ̂0

i (t)
)
= sgn (Θi(t))

∣∣∣Θ̂0
i (t)

∣∣∣ > |Θi(t)|

⎫⎪⎬
⎪⎭

⇒

⇒
{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣
}
,

(Π.12)

что подтверждает справедливость второй части теоремы.
Перейдем к доказательству третьей и четвертой частей теоремы. Соглас-

но следствию из леммы Калмана–Якубовича–Попова для пары (Aref , In×n),
любой постоянной матрицы D > 0 найдутся матрицы Q∈R

n×n, K ∈R
n×n и

постоянная μ > 0, такие что существует решение системы уравнений

AT
refP + PAref = −QQT − μP, PIn×n = QK,

KTK = D +DT,
(Π.13)

или эквивалентного в частном случае D = 0,5k2In×n,K = k2In×n, k = 1 урав-
нения Риккати

AT
refP + PAref + PPT + μP = 0.(Π.14)
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Для анализа устойчивости введем следующую квадратичную форму:

V = ξTHξ = γ0e
T
refPeref +

β2
max

2
θ̃Tθ̃,

H = blockdiag
{
γ0P,

β2
max

2
I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

}
,

λmin (H)︸ ︷︷ ︸
λm

‖ξ‖2 � V (‖ξ‖) � λmax (H)︸ ︷︷ ︸
λM

‖ξ‖2,

(Π.15)

где матрица P соответствует решению системы (Π.13) при K = k2In×n,
D = 0,5k2In×n, k = 1 или эквивалентному уравнению Риккати (Π.14).

Производная квадратичной формы (Π.15) в силу уравнений (3.1.6) и (3.2.5)
имеет вид

V̇ = γ0

[
eT
ref

(
AT

refP + PAref

)
eref + 2θ̃TωeT

refPB
]
− β2

maxθ̃
TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeT

refPeref −eT
refQQTeref +2θ̃TωeT

refPIn×nB
]
−β2

maxθ̃
TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeT

refPeref − eT
refQQTeref + 2θ̃TωBTQTeref

]
− β2

maxθ̃
TγΩ2θ̃.

(Π.16)

Дополнив выражение (Π.16) до полного квадрата, получим:

V̇ = γ0

[
− μeT

refPeref − eT
refQQTeref + 2eT

refQBωTθ̃ ±

± 2θ̃TωBTBωTθ̃
]
− β2

maxθ̃
TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeT

refPeref −
(
eT
refQ−BωTθ̃

)2
+ θ̃TωBTBωTθ̃

]
−

− β2
maxθ̃

TγΩ2θ̃ �
� γ0

[
−μeT

refPeref + θ̃TωFωTθ̃
]
− β2

maxθ̃
TγΩ2θ̃.

(Π.17)

Теперь рассмотрим две ситуации t < te и t � te. В первой ситуации, в
наиболее консервативном случае, согласно утверждению 1 верно Ω(t) = 0 и∥∥∥θ̃(t)

∥∥∥ =
∥∥∥θ̃ (t+0

)∥∥∥.
Тогда для любого t < te можем переписать уравнение (Π.17) в виде

V̇ � −μγ0e
T
refPeref + γ0θ̃

T (t+0
)
ωFωTθ̃

(
t+0
)
± β2

maxθ̃
Tθ̃ �

� −μγ0e
T
refPeref − β2

maxθ̃
Tθ̃ + γ0θ̃

T (t+0
)
ωFωTθ̃

(
t+0
)
+

+ β2
maxθ̃

T (t+0
)
θ̃
(
t+0
)
.

(Π.18)

Введем понятие максимального собственного числа матрицы
ω(t)BT(t)B(t)ωT(t) на интервале времени [0; te):

δ = supmax
∀t<te

λmax

(
ω(t)F (t)ωT(t)

)
.(Π.19)
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Функция F (t) ограничена по допущению 2, скорость изменения регрес-
сора ω(t) при выполнении допущения 1 не превосходит экспоненциальной,
а поэтому верно δ ∈L∞.

С учетом (Π.19) уравнение (Π.18) для t < te может быть переписано в виде

V̇ � −μγ0λmin (P ) ‖eref‖2 − β2
max

∥∥∥θ̃
∥∥∥

2
+
(
γ0δ + β2

max

) ∥∥∥θ̃ (t+0
)∥∥∥

2
�

� −η1V + rB ,
(Π.20)

где η1 = min
{

μλmin(P )
λmax(P ) ; 2

}
, rB =

(
γ0δ + β2

max

) ∥∥∥θ̃ (t+0
)∥∥∥

2
.

Решив дифференциальное уравнение (Π.20), имеем:

∀t < te: V (t) � e−η1(t−t+0 )V
(
t+0
)
+

rB
η1

.(Π.21)

Учитывая λm‖ξ(t)‖2 � V (t) и V
(
t+0
)
� λM

∥∥ξ (t+0
)∥∥2, из (Π.21) имеем оцен-

ку для всех t < te на вектор обобщенной ошибки слежения:

‖ξ(t)‖ �
√

λM

λm
e−η1(t−t+0 )

∥∥ξ (t+0
)∥∥2 + rB

λmη1
�
√

λM

λm

∥∥ξ (t+0
)∥∥2 + rB

λmη1
.(Π.22)

Откуда следует ограниченность ξ(t) для всех t < te.
Для второй ситуации, учитывая справедливость по утверждению 1 для

всех t � te неравенства 0 < ΩLB � Ω(t) � ΩUB и определение коэффициента
усиления γ, из (Π.18) для t � te получим:

V̇ � −μγ0e
T
refPeref + γ0θ̃

TωFωTθ̃ −

− β2
maxθ̃

T
(
γ0λmax

(
ω̂ω̂T)+ γ1

)
Ω2

Ω2
θ̃ =

= −μγ0e
T
refPeref + γ0θ̃

TωFωTθ̃ − β2
maxθ̃

T [γ0λmax

(
ω̂ω̂T)+ γ1

]
θ̃.

(Π.23)

Определим регрессор ω̂(t) следующим образом:

ω̂(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−
(
βmax

β2
min

xThϑΦϑ

)T

−ΦT
Bh

T
B

[(
B̂Te1

β2
minF̂ eT

1 e1
B̂T +

B̂Te1

β2
minF̂ eT

1 e1
βmaxe

T
1 − eT

1

β2
mine

T
1 e1

)(
v − ϑ̂Tx

)]T

⎤
⎥⎥⎥⎦.

Учтем справедливость для любого ω(t) неравенства

γ0θ̃
TωFωTθ̃ − θ̃Tγ0β

2
maxλmax

(
ω̂ω̂T) θ̃ =

= θ̃T (γ0ωFωT − γ0β
2
maxλmax

(
ω̂ω̂T) I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

)
︸ ︷︷ ︸

�−κI(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

θ̃ � 0(Π.24)
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и перепишем (Π.23) в виде

V̇ � −γ0μe
T
refPeref − θ̃T (κ+ β2

maxγ1
)
θ̃ �

� −μγ0λmin (P ) ‖eref‖2 −
(
κ+ β2

maxγ1
) ∥∥∥θ̃

∥∥∥
2
� −η2V,

(Π.25)

где η2 = min
{

μλmin(P )
λmax(P ) ; 2

(
κ

β2
max

+ γ1

)}
.

Решив неравенство (Π.25), для t � te имеем V (t) � e−η2(t−te)V (te) .

Учитывая λm‖ξ(t)‖2 � V (t), V (te) � λM‖ξ (te)‖2 и выражение (Π.22), по-
лучим для t � te оценку на вектор обобщенной ошибки слежения:

‖ξ(t)‖ �
√

λM

λm
e−η2(t−te)‖ξ (te)‖2 �

√
λM

λm

(
λM

λm

∥∥ξ (t+0
)∥∥2 + rB

λmη1

)
.(Π.26)

Откуда вместе с (Π.22) следует ξ(t)∈L∞ и экспоненциальная сходимость
для всех t � te ошибки ξ(t) к нулю со скоростью, прямо пропорциональной
параметрам γ0, γ1, что и требовалось доказать в третьем и четвертом пунктах
теоремы.
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