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Рассматривается проблема восстановления состояний для класса ли-
нейных систем с постоянными неизвестными параметрами и перепара-
метризацией при действии внешних возмущений, формируемых извест-
ным генератором с неизвестными начальными условиями. Предлагается
расширенный адаптивный наблюдатель состояний, в отличие от суще-
ствующих подходов позволяющий решать задачи оценивания состояний
и возмущений для систем, не представленных в канонической наблюдае-
мой форме. Полученные теоретические результаты проиллюстрированы
в рамках математического моделирования.
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1. Введение

Одной из задач теории автоматического управления является восстанов-
ление неизмеряемых состояний полностью наблюдаемых линейных систем:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = CTx(t)
(1.1)

с неизвестными матрицами A ∈ R
n×n, B ∈ R

n, C ∈ R
n.

Для ее решения в отечественной и зарубежной литературе предложены
различные наблюдатели, основанные на технике инвариантных эллипсои-
дов [1], методах сильной обратной связи [2, 3], разделения движений по тем-
пам [3, 4] и теории параметрической идентификации [5, 6].

В отличие от других подходов наблюдатели, построенные на основе ме-
тодов теории идентификации [5, 6], реализуют алгоритмы параметрической

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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адаптации и поэтому обычно требуют меньшего объема априорной инфор-
мации о параметрах системы. Однако, начиная с базовых решений [7–10],
класс систем, подходящих для синтеза адаптивных наблюдателей, традици-
онно ограничивается моделями в канонической форме наблюдаемости:

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψay(t) + ψbu(t) = Aaξ(t) + ψbu(t),

y(t) = CT
0 ξ(t),

(1.2)

A0 =

[
0n

In−1

0Tn−1

]
, Aa =

[
ψa

In−1

0Tn−1

]
,

ψa =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−an−1

−an−2
...

−a0

⎤
⎥⎥⎥⎦, ψb =

⎡
⎢⎢⎢⎣

bn−1

bn−2
...
b0

⎤
⎥⎥⎥⎦, C0 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎦,

где ψa и ψb – параметры характеристических полиномов линейного оператора

Wuy (s) =
bn−1s

n−1 + bn−2s
n−2 + . . .+ b0

sn + an−1sn−1 + . . .+ a0

и связаны c матрицами модели (1.1) через матрицу подобия T :

ψa = TAT−1C0, ψb = TB, CT
0 = CTT−1,

On = O
[
01×(n−1) 1

]T
,(1.3)

O−1 =
[
C ATC · · ·

(
An−1

)T
C
]T

, T−1 =
[
An−1On An−2On · · · On

]
.

Дело в том, что по измеряемому управлению u(t) и выходу y(t) однознач-
но идентифицируемы параметры только данной формы пространства состоя-
ний [5, с. 269]. Состояния ξ(t) ∈ R

n модели (1.2) являются виртуальными и
связаны с физическими координатами объекта x(t) ∈ R

n через неособое пре-
образование ξ(t) = Tx(t).

Поэтому оценки ξ̂(t), формируемые классическими адаптивными наблю-
дателями состояний [5, 6] в форме (ψ̂a(t), ψ̂b(t) – оценки параметров (1.3), L –
матрица коррекции, а конкретные виды функций fa (.) , fb (.) , fv (.) определе-
ны в [5, 6]):

˙̂
ξ(t) = A0ξ̂(t) + ψ̂a(t)y(t) + ψ̂b(t)u(t) + L (ŷ(t)− y(t)) + v(t),

ŷ (t) = C0
Tξ̂ (t) ,

˙̂
ψa(t) = fa

(
u, y, ŷ, ψ̂a

)
,

˙̂
ψb(t) = fb

(
u, y, ŷ, ψ̂b

)
,

Re
{
λi

(
A0 + LCT

)}
< 0,

v(t) = fv

(
u, y,

˙̂
ψa,

˙̂
ψb

)
или v(t) = 0n,

(1.4)
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не только не совпадают c x(t), но и оказываются бесполезными, например, для
использования в задачах диагностики отказов, мониторинга и регистрации
неизмеряемых переменных технологических процессов, построения и онлайн
настройки цифровых двойников и решения других прикладных задач.

Решение данной проблемы заключается в идентификации вместе с пара-
метрами ψa и ψb матрицы линейного подобия T . Для одного специально-
го класса линейных систем в [7] предложен алгоритм, формирующий оцен-
ку T̂ (t) на основе оценок ψ̂a(t) и ψ̂b(t). В общем случае отображение T̂ (t) =

= fT

(
ψ̂a(t), ψ̂b(t)

)
может быть вырожденным при определенных значениях

оценок ψ̂a(t), ψ̂b(t) (см. раздел VIII из [7]). В более поздних работах [10–12],
посвященных развитию методов синтеза адаптивных наблюдателей (и даже
в базовых книгах по адаптивным наблюдателям линейных систем [5, 6]), на-
сколько известно авторам, проблема оценивания с помощью адаптивных на-
блюдателей физических состояний x(t) и идентификации матрицы линейного
подобия T более не затрагивалась.

В недавней работе [13] вместо идентификации матрицы линейного подо-
бия предложен новый подход к адаптивному восстановлению физических со-
стояний линейных систем. Предлагается перепараметризовать матрицы си-
стемы (1.1) относительно некоторых физических параметров θ ∈ R

nθ (та-
кое переобозначение всегда возможно, если модель (1.1) получена непосред-
ственно на основании законов математической физики — Кирхгофа, Эйлера–
Лагранжа и пр.):

ẋ(t) = A (θ)x(t) +B (θ)u(t) = ΦT (x, u)ΘAB (θ) ,

y(t) = CTx(t),
(1.5)

и с помощью переобозначений ψa := ψa (θ) , ψb := ψb (θ) также учесть зави-
симость параметров модели (1.1) от θ.

Учет перепараметризации позволяет связать матрицы моделей (1.1) и (1.2)
не через преобразование подобия, а через некоторые новые функциональ-
ные преобразования вида (θ = F (ψab) – обратная функция, Lab ∈ R

nθ×2n –
матрица, задающая некоторое линейное преобразование, обеспечивающее
dim{ψab} = dim{θ})

ΘAB (θ) = (ΘAB ◦ F) (ψab) ,

ψab (θ) = Lab

[
ψa (θ)
ψb (θ)

]
: Rnθ → R

nθ ,

что открывает широкие возможности для проектирования адаптивных на-
блюдателей физических состояний x(t).

В [13] показано, что при выполнении условия

det2 {∇θψab (θ)} > 0, ψab (θ) = Lab

[
ψa (θ)
ψb (θ)

]
: Rnθ → R

nθ(1.6)
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существования обратной функции F : Rnθ → R
nθ , а также полиномиальной

зависимости ψab (θ) и ΘAB (θ) от θ оказывается возможно без идентификации
параметров ψab (θ) и θ исключительно по измереямым сигналам y(t), u(t) и
известному вектору C получить регрессионные уравнения (где YAB(t), YL(t),
MAB(t), ML(t) – измеряемые сигналы)

YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ) ,

YL(t) = ML(t)L (θ)

и, как следствие, реализовать адаптивный наблюдатель состояний системы
(1.5) в следующей форме:

˙̂x(t) = ΦT (x̂, u) Θ̂AB(t)− L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) ,

˙̂
ΘAB(t) = fΘAB

(
YAB,MAB , Θ̂AB

)
,

˙̂
L(t) = fL

(
YL,ML, L̂

)
,

(1.7)

где L̂(t) – оценка матрицы L (θ) такой, что A (θ)− L (θ)CT – гурвицева.
Другими словами, благодаря связи ΘAB (θ) и ψab (θ), через физические

параметры θ при выполнении условия (1.6) в соответствии с [13] оказывает-
ся возможно идентифицировать ΘAB (θ), L (θ), причем без непосредственной
идентификации θ или ψab (θ). В отличие от (1.4) наблюдатель (1.7) позво-
ляет формировать оценки физических координат x(t), а в отличие от [7] –
применим для более широкого класса систем и не требует выполнения про-
межуточной идентификации параметров ψab (θ).

Целью данной работы является расширение результатов [13] на класс ли-
нейных систем с перепараметризацией при действии на уравнение состояний
внешних возмущений, формируемых известным генератором с неизвестными
начальными условиями.

Основные определения
Определение неоднородного отображения, условия постоянного возбуж-

дения регрессора и свойство фильтрации Крейссельмейера [10], приведенные
ниже, будут использованы в данной работе2.
Опр е д е л е н и е 1. Отображение F : Rnθ → R

nF×mF неоднородно с по-
рядком �F � 1, если существуют ΠF (ω) ∈ R

nF×nF , ΞF (ω) = ΞF (ω)ω(t) ∈
∈ R

ΔF×nθ и отображение TF : RΔF → R
nF×mF такие, что для любых ω(t) ∈

∈ R и θ ∈ R
nθ разрешимо функциональное уравнение

ΠF (ω)F (θ) = TF (ΞF (ω) θ) ,(1.8)

так что

det {ΠF (ω)} � ω�F (t),

ΞF ij (ω) = cijω
�ij (t), ΞFij (ω) = cijω

�ij−1(t),

cij ∈ {0, 1} , �ij � 1.

2 Для сокращения записи зависимость от θ или t далее может опускаться.
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Например, F(θ) = col{θ1θ2, θ1} с ΠF (ω) = diag{ω2, ω}, ΞF (ω) = diag{ω, ω}
неоднородно с порядком �F = 3.

Основное свойство ΞF (ω) θ = ΞF (ω)ω(t)θ из определения 1 позволяет с
помощью известной функции Yθ(t) = ω(t)θ параметризовать линейное регрес-
сионное уравнение относительно F (θ) следующим образом:

ΠF (ω)F (θ) = TF
(
ΞF (ω)Yθ

)
,

[
ω2(t) 0

0 ω(t)

]
F (θ) =

[Y1θ(t)Y2θ(t)

Y1θ(t)

]
.

Элементы отображения F(θ) удовлетворяют определению 1, если они
представляют собой многочлены или мономы от θ, а также некоторые из
иррациональных функций.
О п р е д е л е н и е 2. Регрессор ϕ(t) ∈ R

n возбуждается постоянно
(ϕ(t) ∈ PE), если ∃T > 0 и α > 0 такие, что ∀t � t0 � 0 верно неравенство

t+T∫

t

ϕ (τ)ϕT (τ) dτ � αIn,(1.9)

где α > 0 – степень возбуждения, In – единичная матрица.
Для определителя состояний устойчивого (l > 0) динамического фильтра

ϕ̇(t) = −lϕ(t) + ϕ(t)ϕT(t), ϕ (t0) = 0n×n,

верно следующее
Утв е ржд е ни е 1. а) Если ϕ(t) ∈ PE, тогда для всех t � t0 + T выпол-

няется неравенство

(1.10) Δ(t) = det {ϕ(t)}� αne−nlT = Δmin > 0.

б) Если существует te ∈ [t0,∞), такое что для всех t � te верно (1.10),
то ϕ(t) ∈ PE.

Доказательство утверждения 1 получено в [14].

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующий класс SISO-систем с перепараметризацией при
действии ограниченного внешнего возмущения:

ẋ(t) = A (θ)x(t) +B (θ)u(t) +D (θ) δ(t) = ΦT (x, u, δ)ΘAB (θ) ,

y(t) = CTx(t), x (t0) = x0,
(2.1)

где

ΦT (x, u, δ) =
[
In ⊗ xT(t) In ⊗ uT(t) In ⊗ δT(t)

]
DΦ ∈ R

n×nΘ,

ΘAB (θ) = LΦ

[
vecT

(
AT (θ)

)
BT (θ) DT (θ)

]T ∈ R
nΘ,
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x(t)∈R
n – физические состояния системы с неизвестными начальными усло-

виями x0, δ(t) – внешнее ограниченное возмущение, ΘAB ∈R
nΘ, θ∈R

nθ – неиз-
вестные векторы, такие что nΘ�nθ, DΦ ∈R

(n2+2n)×nΘ , LΦ ∈R
nΘ×(n2+2n) – из-

вестные матрицы, вектор C ∈ R
n и отображение ΘAB : Rnθ → R

nΘ известны.
Для измерения доступны только управление u(t) ∈ R и выход y(t) ∈ R.

Относительно управления и возмущения принимаются выполненными сле-
дующие допущения.
Допущени е 1. Управление u(t) для всех t � t0 гарантирует существо-

вание и ограниченность всех траекторий системы (2.1).

Допущени е 2. Возмущение δ(t) непрерывно и формируется устойчи-
вым генератором с постоянными параметрами:

ẋδ(t) = Aδxδ(t), xδ (t0) = xδ0,

δ(t) = hTδ xδ(t),
(2.2)

где xδ(t) ∈ R
nδ – состояния генератора c неизвестными начальными усло-

виями xδ0, hδ ∈ R
nδ , Aδ(t) ∈ R

nδ×nδ – известные вектор и матрица, состав-
ляющие наблюдаемую пару

(
hTδ ,Aδ

)
.

На основе двойственности задач наблюдения и управления, а также сле-
дуя результатам теории обобщенного модального синтеза [15, 16], выдвинем
допущение о выполнении условий существования вектора L (θ) ∈ R

n, приво-
дящего алгебраический спектр σ{.} матрицы AT (θ)− CLT (θ) к желаемому.
Допущени е 3. Пара

(
AT (θ) , C

)
управляема, существует и известна

матрица состояний Γ ∈ R
n×n модального генератора

χ̇(t) = Γχ(t),

v(t) = BT (θ)χ(t)
(2.3)

такая, что пара
(
BT (θ) , Γ

)
наблюдаема и σ {A (θ)} ∩ σ {Γ} = 0.

Выполнение допущений 1–3 позволяет ввести наблюдатель состояний и
возмущений:

˙̂x(t) = ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) ,

δ̂(t) = hTδ Φδ(t)x̂δ0(t),

Φ̇δ(t) = AδΦδ(t), Φδ (t0) = Inδ
.

(2.4)

Требуется дополнить наблюдатель (2.4) законами идентификации, обеспе-
чивающими выполнение предельных равенств

lim
t→∞ ‖x̃(t)‖ = 0 (exp) , lim

t→∞

∥∥∥δ̃(t)
∥∥∥ = 0 (exp) , lim

t→∞ ‖κ̃(t)‖ = 0 (exp) ,

κ̃(t) =
[
x̃Tδ0(t) Θ̃T

AB(t) L̃T(t)
]T

,
(2.5)
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где x̃(t) = x̂(t)− x(t) — ошибка восстановления состояний системы (2.1),
δ̃(t) = δ̂(t)− δ(t) — ошибка восстановления возмущения, Θ̃AB(t) = Θ̂AB(t)−
−ΘAB (θ) — ошибка оценки параметров системы (2.1), x̃δ0(t) = x̂δ0(t)− xδ0 —
ошибка оценки начальных условий генератора (2.2), L̃(t) = L̂(t)− L (θ) —
ошибка оценки L (θ).
Зам е ч а ни е 1. Допущения 1 и 3 являются стандартными соответ-

ственно в задачах адаптивного наблюдения [10–12] и модального синте-
за [15, 16]. Допущение 2 ограничивает класс допустимых внешних возму-
щений.

3. Предпосылки и предварительные преобразования

Прежде чем представить решение задачи (2.5), исследуем идентифици-
руемость неизвестных параметров κ по измерениям y(t) и u(t). Для этого с
помощью преобразований (1.3) представим систему (2.1) в форме (1.2):

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψa (θ) y(t) + ψb (θ)u(t) + ψd (θ) δ(t),(3.1)

y(t) = CTx(t) = CT
0 ξ(t), ξ (t0) = Tx0 = ξ0,(3.2)

где ψd(θ) = TD(θ), ξ(t)∈R
n – виртуальные неизмеряемые координаты со-

стояния канонической наблюдаемой формы пространства состояний, вектор
C0 ∈R

n и отображения ψa, ψb, ψd: R
nθ → R

n известны.
Для неизвестных параметров η(θ) = col{ψa(θ), ψb(θ)} уравнения (3.1) при

выполнении допущений 1 и 2 оказывается возможно выполнить следующую
параметризацию.
Лемма 1. Неизвестные параметры η (θ) удовлетворяют линейной ре-

грессионной модели3

Y(t) = Δ(t)η (θ) + ε(t),

Y(t) = k(t) · adj {ϕ(t)} q(t), Δ(t) = k(t) · det {ϕ(t)} ,
(3.3)

где

q̇(t) = −k2q(t) + ϕf (t)(q(t)− k1qf (t)− βT(Ff (t) + lyf (t))), q(t0) = 02n,

ϕ̇(t) = −k2ϕ(t) + ϕf (t)ϕ
T
f (t), ϕ (t0) = 02n×2n,

(3.4)

q̇f (t) = −k1qf (t) + q(t), qf (t0) = 0,

ϕ̇f (t) = −k1ϕf (t) + ϕ(t), ϕf (t0) = 02n,

Ḟf (t) = −k1Ff (t) + F (t), Ff (t0) = 0nδ
,

ẏf (t) = −k1yf (t) + y(t), yf (t0) = 0,

(3.5)

3 Без потери общности далее экспоненциально затухающее слагаемое ε(t) не учитыва-
ется.
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q(t) = y(t)− CT
0 z(t), ϕ(t) =

[
Ω̇T(t)C0 +NT(t)β

ṖT(t)C0 +HT(t)β

]
,

ż(t) = AKz(t) +Ky(t), z (t0) = 0n,

Ω̇(t) = AKΩ(t) + Iny(t), Ω (t0) = 0n×n,

Ṗ (t) = AKP (t) + Inu(t), P (t0) = 0n×n,

Ḟ (t) = GF (t) +Gly(t)− lCT
0 ż(t), F (t0) = 0nδ

,

Ḣ(t) = GH(t)− lCT
0 Ṗ (t), H (t0) = 0nδ×n,

Ṅ(t) = GN(t)− lCT
0 Ω̇(t), N (t0) = 0nδ×n,

(3.6)

и при ϕ(t) ∈ PE для всех t � t0 + T выполняется Δmax � Δ(t) � Δmin > 0.
Здесь ε(t) – экспоненциально затухающее слагаемое, k(t) � kmin > 0 – ко-

эффициент усиления (может быть нестационарным), k1 > 0, k2 > 0 – по-
стоянные фильтров, AK = A0 −KCT

0 , G – устойчивые матрицы соответ-
ствующих размерностей, вектор l ∈ R

nδ такой, что пара (G, l) управляе-
ма, а G выбрана из условия σ {Aδ} ∩ σ {G} = 0, параметр β ∈ R

nδ задается
решением системы уравнений

MδAδ −GMδ = lh
T
δ , h

T
δ = hTδ Aδ,

β = h
T
δ M

−1
δ .

Доказательство леммы 1 приведено в Приложении.

В общем случае поставленная цель (2.5) недостижима, поскольку по изме-
ряемым сигналам u(t), y(t) на основании параметризации (3.3) при ϕ(t) ∈ PE
идентифицируемы [5] только параметры ψa, ψb характеристических полино-
мов передаточной функции Wuy (s) = CT(sIn −A (θ))−1B (θ). Однако в важ-
ном для приложений частном случае и в соответствии с постановкой задачи
параметры ΘAB, ψd, L известным образом нелинейно зависят от физических
параметров θ. В свою очередь, параметры ψa, ψb характеристических поли-
номов передаточной функции Wuy (s) тоже нелинейно зависят от θ. Поэтому
при выполнении условия

det2 {∇θψab (θ)} > 0, ψab (θ) = Labη (θ) ∈ R
nθ ,(3.7)

по теореме об обратной функции [17] существует обратное преобразование
θ = F (ψab), а значит, становится возможно: i) рассчитать параметры систе-
мы ΘAB и наблюдателя L по параметрам ψab, ii) построить оценки x̂δ0(t)
начальных условий генератора (2.2), iii) реализовать адаптивный наблюда-
тель (2.4), формирующий оценки x̂(t) и δ̂(t).

В данной работе для разрешимости задачи восстановления неизмеряемых
состояний x(t) и внешнего возмущения δ(t) при выполнении условия (3.7) до-
полнительно выдвигаются следующие предположения относительно ψab (θ),
ΘAB (θ), и ψd (θ).
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Предп о л ожени е 1. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения G: Rnθ → R

nθ×nθ , S: Rnθ → R
nθ , такие что:

S (ψab) = G (ψab)F (ψab) = G (ψab) θ,

Πθ (ω)G (ψab) = TG (ΞG (ω)ψab) ,

Πθ (ω)S (ψab) = TS (ΞS (ω)ψab) ,

(3.8)

где ΞG (ω) ∈ R
ΔG×nθ , ΞS (ω) ∈ R

ΔS×nθ , det {Πθ (ω)} � ω�θ(t), rank {G (ψab)} =
= nθ, �θ � 1, TG : RΔG → R

nθ×nθ , TS : RΔS → R
nθ и все отображения извест-

ны.

Предп о л ожени е 2. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения X : Rnθ → R

nΘ×nΘ , Z: Rnθ → R
nΘ , такие что:

Z (θ) = X (θ)ΘAB (θ) ,

ΠΘ (ω)X (θ) = TX (ΞX (ω) θ) ,

ΠΘ (ω)Z (θ) = TZ (ΞZ (ω) θ) ,

(3.9)

где ΞX (ω)∈R
ΔX×nθ , ΞZ(ω)∈R

ΔZ×nθ , det{ΠΘ(ω)}�ω�Θ(t), rank{X (θ)} = nΘ,
�Θ � 1, TX : RΔX → R

nΘ×nΘ , TZ : RΔZ → R
nΘ и все отображения известны.

Предп о л ожени е 3. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения W : R

nθ → R
n, R : R

nθ → R
n×n, такие что:

W (θ) = R (θ)ψd (θ) ,

Πψd
(ω)R (θ) = TR (ΞR (ω) θ) ,

Πψd
(ω)W (θ) = TW (ΞW (ω) θ) ,

(3.10)

где ΞW(ω)∈R
ΔW×nθ, ΞR(ω)∈R

ΔR×nθ, det{Πψd
(ω)}�ω�ψd (t), rank{R(θ)}= n,

�ψd
� 1, TR : R

ΔR → R
n×n, TW : R

ΔW → R
n и все отображения известны.

Предположения 1–3 выполняются, если соответствующие отображения за-
даны с использованием элементарных алгебраических функций в полиноми-
альном виде. Например, для векторов ΘAB (θ) = col

{
θ22θ

2
1+(θ2 + θ1)

3, θ2

}
и

ψab (θ) = col
{
θ1θ2+θ21, θ2 + θ1

}
преобразования соответственно из (3.9) и (3.8)

примут вид

TX (ΞX (Mθ) θ) =

[M4
θ 0

0 Mθ

]
, TZ (ΞZ (Mθ) θ) =

[
M4

θθ
2
2θ

2
1 +M4

θ(θ2 + θ1)
3

Mθθ2

]
,

S (ψab) =

[
ψ1ab

ψ2
2ab − ψ1ab

]
, G (ψab) =

[
ψ2ab 0

0 ψ2ab

]
,(3.11)

TG (ΞG (Δ)ψab) =

[
Δψ2ab 0

0 Δ2ψ2ab

]
, TS (ΞS (Δ)ψab) =

[
ψ1abΔ

Δ2ψ2
2ab −Δ2ψ1ab

]
.
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Основной смысл предположений 1–3 состоит в возможности в силу свой-
ства Ξ(.) (ω) = Ξ(.) (ω)ω(t) параметризации линейных регрессионных уравне-
ний относительно неизвестных параметров θ, ΘAB (θ) , ψd (θ) с помощью из-
меряемых сигналов Yab(t) = LabY(t) = Δ(t)ψab (θ) и Yθ(t) = Mθ(t)θ соответ-
ственно.

Например, (3.11) может быть переписано в следующем виде:

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
=

[
Y2
2θY2

1θ+Mθ(Y2θ + Y1θ)
3

Y2θ

]
,

TG
(
ΞG (Δ)Yab

)
=

[Y2ab 0

0 ΔY2ab

]
, TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
=

[ Y1ab

Y2
2ab −ΔY1ab

]
,

а значит, для прямого измерения доступны линейные регрессионные уравне-
ния

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
= TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)
ΘAB (θ) ,

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
= TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
θ,

где сигналы Yθ(t) и Mθ(t) вычислены по второму уравнению следующим
образом:

Yθ(t) = adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
,

Mθ(t) = det
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
.

Требование (3.7) и предположения 1–3 хотя и ограничительны с матема-
тической точки зрения, но являются практико-ориентированными и выпол-
няются для большого числа моделей реальных технических систем.

4. Основной результат

Будем считать выполненными условия разрешимости (3.7)–(3.10) и запи-
шем уравнения в отклонениях между (2.4) и (2.1), δ̂(t) и δ(t):

˙̃x(t) = ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT (x, u, δ)ΘAB =

= ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT(x, u, δ)ΘAB ± ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
ΘAB =

= ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT(x, u, δ)ΘAB +ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
ΘAB =

= A (θ) x̃(t) +D (θ) δ̃(t) + ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̂(t)ỹ(t)± L (θ) ỹ(t) =(4.1)

= Amx̃(t) +D (θ)hTδ Φδ(t)x̃δ0(t) + ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̃(t)ỹ(t) =

= Amx̃(t) + φT(t)κ̃(t),

δ̃(t) = hTδ Φδ(t)x̂δ0 − hTδ Φδ(t)xδ0 = hTδ Φδ(t)x̃δ0(t),
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где

φT(t) =
[
D (θ)hTδ Φδ(t) ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
−ỹ(t)In

]

и Am = A (θ)− L (θ)CT – гурвицева по допущению 3 матрица.
Для достижение цели (2.5) в соответствии с уравнениями (4.1) требует-

ся построить закон идентификации, гарантирующий экспоненциальную схо-
димость к нулю ошибки κ̃(t) и экспоненциальную устойчивость положения
равновесия ошибки наблюдения x̃(t). Таким образом, задача восстановления
возмущения δ(t) и неизмеряемых состояний x(t) системы (2.1) сводится к за-
даче параметрической идентификации. Задача параметрической идентифи-
кации, в свою очередь, может быть разрешена при выполнении предпосылок
(3.7)–(3.10). Чтобы построить закон идентификации, гарантирующий дости-
жение цели (2.5), на основании выдвинутых предположений 1–3 и результа-
тов леммы 1 сначала выполним параметризацию статического регрессионного
уравнения относительно κ.
Лемма 2. Вектор неизвестных параметров κ удовлетворяет линейно-

му регрессионному уравнению

Yκ(t) = Mκ(t)κ,

Yκ(t) = adj {blkdiag {Mxδ0
(t)Inδ

, MAB(t)InΘ
, ML(t)In}}

⎡
⎣
Yxδ0

(t)
YAB(t)
YL(t)

⎤
⎦,

Mκ(t) = det {blkdiag {Mxδ0
(t)Inδ

, MAB(t)InΘ
, ML(t)In}} ,

(4.2)

где:
1) регрессионная функция YAB(t) = MAB(t)Θ (θ) с учетом вспомогатель-

ных вычислений

Yθ(t) = adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
,

Mθ(t) = det
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}

определена следующим образом:

YAB(t) = adj
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
TZ

(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
,

MAB(t) = det
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
.

2) регрессионная функция YL(t) = ML(t)L (θ) вычислена по формулам

YL(t) = adj
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
TQ

(
ΞQ (MAB)YAB

)
,

ML(t) = det
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
,

TP (ΞP (MAB)YAB) = vec−1
{
MAB adj

{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB) −

−MABΓ
T ⊗ In

}
vec

(
C(LBDΦYAB)

T
)}T

,

TQ (ΞQ (MAB)YAB) =

= det
{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB)−MABΓ

T ⊗ In

}
LBDΦYAB.
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3) регрессионная функция Yxδ0
(t) = Mxδ0

(t)xδ0 с учетом выражений

p(t) = Δ(t)q(t)− CT
0 Ω(t)LaY(t)− CT

0 P (t)LbY(t),

Yψd
(t) = adj

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
TW

(
ΞW (Mθ)Yθ

)
,

Mψd
(t) = det

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}

и фильтраций

V̇ (t) = AKV (t) +
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
, V (t0) = 0n×nnδ

,

ṗf (t) = −k2ϕ(t) + Δ(t)(Inδ
⊗ Yψd

(t))TV T(t)C0Mψd
(t)p(t), pf (t0) = 0nδ

,

V̇f (t) = −k2Vf (t) + Δ2(t)(Inδ
⊗ Yψd

(t))TV T(t)C0 ×

× CT
0 V (t) (Inδ

⊗ Yψd
(t)) , Vf (t0) = 0nδ×nδ

(4.3)

задана следующим образом:

Yxδ0
(t) = Mxδ0

(t)xδ0,

Yxδ0
(t) = adj {Vf (t)} pf (t), Mxδ0

(t) = det {Vf (t)} ,

а при выполнении условий ϕ(t) ∈ PE,
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE для всех t � t0+T

верно неравенство |Mκ(t)| � Mκ > 0.
Доказательство леммы 3 и определения матриц LAT ,LB ,La,Lb приведе-

ны в Приложении.
Имея регрессионное уравнение (4.2) cо скалярным регрессором Mκ(t), от-

деленным от нуля для всех t � t0 + T , с использованием результатов [13, 18]
возможно построить закон идентификации, обеспечивающий достижение це-
ли (2.5).
Те ор ем а 1. Пусть известен вектор Dmax ∈ R

n такой, что ‖D (θ)‖ �
� ‖Dmax‖, тогда при ϕ(t) ∈ PE,

(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE и γ0 > 0, γ1 > 0 закон

оценки

˙̂κ(t) = ˙̃κ(t) = −γ(t)Mκ(t) (Mκ(t)κ̂(t)− Yκ(t)) = −γ(t)M2
κ(t)κ̃(t),

γ(t): =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, если Δ(t) < ρ ∈ [Δmin; Δmax) ,

γ0λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
+ γ1

M2
κ(t)

иначе ,

φT
max(t) =

[
Dmaxh

T
δ Φδ(t) ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
−ỹ(t)In

]

(4.4)
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обеспечивает следующие свойства:
1) ∀t � t0

[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T ∈ L∞;

2) ∀t � t0 + T ошибка
[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T экспоненциально сходится к нулю
со скоростью, минимальное значение которой прямо пропорционально
γ1 > 0.

Доказательство первой части теоремы осуществляется аналогично до-
казательству второй части теоремы 1 из [18], доказательство второй ча-
сти теоремы с точностью до обозначений совпадает с доказательством
теоремы 1 из [13].

Из результатов теоремы в силу ограниченности hTδ Φδ(t) следует экспонен-
циальная сходимость ошибки δ̃(t), что вместе с экспоненциальной сходимо-
стью

[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T свидетельствует о достижении поставленной цели (2.5).
Зам е ч а ни е 2. Результаты леммы 2 описывают процедуру преобразо-

вания регрессионного уравнения (3.3) со скалярным регрессором относитель-
но параметров числителя и знаменателя передаточной функции Wuy (s)
в новое уравнение (4.2) относительно параметров наблюдателя (2.4). При
таком пересчете операции деления на зависящие от времени сигналы не
используются, идентификация промежуточных параметров η(θ), ψab(θ)
или θ не выполняется, а Yκ(t) и Mκ(t) рассчитываются исключительно
с помощью сигналов Y(t) и Δ(t), измеряемых в соответствии с результа-
тами леммы 1.

Зам е ч а ни е 3. Условия экспоненциальной устойчивости из теоремы
консервативны. На практике знание Dmax ∈ R

n и ρ, как и реализация про-
цедуры вычисления собственного числа λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
не требуются,

а цель (2.5) может быть достигнута при использовании любого достаточ-
но большого постоянного коэффициента γ �

(
γmin ∼ 1

M2
κ(t)

)
> 0, мажори-

рующего λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
.

5. Обсуждение результатов

В этом разделе приведем четыре дополнительных технических коммента-
рия к результатам, полученным в работе.
Комментарий 1. В соответствии с оценкой снизу из (Π.48) регрессор Mκ(t)

пропорционален степенной функции Δ�θ�ΘnΘ+�θ�Θn(n3+n)+n2
δ(2�θ�ψd

+2)(t). По-
этому при Δ(t)� 1 или Δ(t)� 1 возможна вычислительная ликвидация воз-
буждения регрессора в соответствующей программной реализации:

Δ(t)� 1 ⇒ Mκ(t) → 0 или Δ(t)� 1 ⇒ Mκ(t) → ∞,

т.е. Mκ(t) может быть настолько малым или большим числом, что является
непригодными для машинного счета ввиду ограниченной разрядности реги-
стров процессора (например, в Matlab/Simulink числа менее 10−309 и более
10309 считаются равными соответственно нулю и бесконечности).
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Эта проблема не имеет отношения к теоретическим результатам работы,
а связана исключительно с несовершенством существующих вычислительных
устройств. Для предотвращения вычислительной ликвидации возбуждения
регрессора следует выбирать нестационарный амплитудный модулятор k(t)
в соответствии с методом нормализации возбуждения регрессора:

k(t) ∼ 1

Δ(t)
или k(t): =

⎧⎨
⎩

1, если Δ(t) < ρ ∈ [Δmin;Δmax) ,

1

Δ(t)
иначе ,

или k(t): =

⎧⎨
⎩

1, если t < te ∈ [t0;∞) ,

1

Δ(t)
иначе.

(5.1)

Более того, при реализации параметризации (4.2) на практике желательно
выполнять умножение на амплитудный модулятор, аналогичный (5.1), после
каждого умножения на союзную матрицу adj{.}. Подробней проблема вычис-
лительной ликвидации возбуждения регрессора обсуждалась в разделе 3.3
работы [18].

Комментарий 2. Существующие методы идентификации с ослабленными
требованиями к возбуждению регрессора не позволяют гарантировать пара-
метрическую сходимость при наличии в параметризованном регрессионном
уравнении даже экспоненциально затухающего возмущения [19].

Для решения этой проблемы в [20] предложено использовать интеграль-
ную фильтрацию с периодическим сбросом на заданном интервале времени.
Метод [20] позволяет итеративно уменьшать оценку сверху на значение уста-
новившейся параметрической ошибки.

Альтернативный подход состоит в расширении задачи идентификации пу-
тем параметризации экспоненциально затухающего возмущения в виде ли-
нейной регрессии с измеряемым регрессором и неизвестными параметрами —
неизмеряемыми начальными условиями [11–13]. Этот подход позволяет обес-
печить экспоненциальную сходимость параметрической ошибки к нулю при
выполнении ослабленных требований к возбуждению регрессора, но приме-
ним только для возмущений, допускающих приведение к линейной регрес-
сионной модели. Экспоненциально затухающее возмущение ε(t) из (3.3) не
допускает такого представления.

Поэтому в этой работе в отличие от результатов [11–13] для достижения
поставленной цели (2.5) вместо ослабленных условий требуется выполнение
более строгого условия неисчезающего возбуждения регрессора (1.9), при вы-
полнении которого допустимо не использовать фильтры с памятью из [11–13]
и гарантировать экспоненциальную сходимость параметрической ошибки да-
же при наличии в используемой параметризации экспоненциально затухаю-
щего возмущения.
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Ослабить требование постоянного возбуждения регрессора представляется
возможным, использовав вместо (3.4) следующий фильтр:

q̇(t) =

t∫

tε

e−k2τϕf (τ)(q(τ)−k1qf (τ)−βT(Ff (τ)+ lyf (τ)))dτ , q (tε) = 02n,

ϕ̇(t) =

t∫

tε

e−k2τϕf (τ)ϕ
T
f (τ) dτ, ϕ (tε) = 02n×2n,

(5.2)

где tε � t0 — известный момент времени начала фильтрации.
Если момент времени tε подобран из условия выполнения в (Π.26) для всех

t � tε условия ε(t) = o (ϕ(t)η(θ)), а на интервале [tε, te] выполняется условие
конечного возбуждения регрессора, то удается обеспечить достижение по-
ставленной цели (2.5) при ослабленном требовании к возбуждению регрессо-
ра. Подробней свойства расширенного наблюдателя при использовании па-
раметризации с фильтрацией (5.2) изучены в [21].
Комментарий 3. Согласно теореме 1 предложенный наблюдатель

(2.4)+ (4.4) обеспечивает сходимость ошибки оценивания состояний к ну-
лю только при выполнении условий постоянного возбуждения ϕ(t) ∈ PE и(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE. Поскольку сигнал hTδ Φδ(t)⊗ In известен для всех t ∈

∈ [t0,∞), то условие
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE может быть проверено оффлайн —

до непосредственной реализации наблюдателя. Условие ϕ(t) ∈ PE, строго го-
воря, непроверяемо как оффлайн, так и онлайн, поскольку зависит от всех
предыдущих и будущих значений регрессора ϕ(t). Обычно выполнение усло-
вия постоянного возбуждения регрессора в параметризациях вида (Π.25) ли-
нейных систем связывают с ограничением управления системы в классе ча-
стотно богатых функций [5, 6], т.е. функций, содержащих в разложении Фу-
рье достаточное число гармоник. Для используемой в этой работе парамет-
ризации (Π.25), (3.4), к сожалению, на данном этапе, затруднительно указать
точное число гармоник, которое должно содержать управление для выполне-
ния условия ϕ(t) ∈ PE. Это является одним из основных недостатков пред-
лагаемого решения и существенно понижает его практическое значение.

Однако на основании импликации из утверждения 1

ϕ(t) ∈ PE ⇔ ∃t � te ∈ [t0,∞) Δ(t) � ΔLB > 0

можно порекомендовать дополнить предлагаемый наблюдатель следующей
эвристической процедурой поиска управления, доставляющего ϕ(t) ∈ PE

Инициализация. Задать k = 1 и m = 1.
Шаг 1. Выбрать

(5.3) u(t) = ub(t) +

m∑
i=1

aisin (ωit),
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где ub (t) – стабилизирующая компонента управления, например П-регуля-
тор, ai – произвольная амплитуда i-й гармоники, а частоты ωi (t) такие,
что ωi �= ωj для всех i �= j.

Шаг 2. Подать на систему u(t) и вычислить величину Δ(t) на [tk−1, tk],
где tk − tk−1 – достаточно большое число.

Шаг 3. Если существует ΔLB > 0 такое, что Δ(t) � ΔLB для всех
t ∈ [tk−1, tk], то согласно утверждению 1 верно

(5.4)
t+T∫

t

ϕ (τ)ϕT (τ) dτ � αIn

для всех t ∈ [tk−1, tk].
Предположим, что результат, полученный на [tk−1, tk], можно интер-

полировать на всю ось времени [t0, ∞), тогда на основании утверждения 1
найдено управление, доставляющее выполнение условия ϕ(t) ∈ PE.

Если не существует ΔLB > 0 такого, что Δ(t) � ΔLB для всех t ∈
∈ [tk−1, tk], то установить m = m+ 1 и k = k + 1, вернуться на шаг 1.

Суть приведенного алгоритма состоит в последовательном увеличении
числа гармоник в сигнале управления до тех пор, пока на достаточно боль-
шом интервале времени скалярный регрессор Δ(t) не будет отделен от нуля.
Если предположить, что существует mmax такое, что при m = mmax управле-
ние (5.3) обеспечивает выполнение условия ϕ(t) ∈ PE, то можно утверждать,
что данный алгоритм за конечное число итераций mmax позволяет сформиро-
вать управление, обеспечивающее выполнение условия ϕ(t) ∈ PE. Отметим,
что приведенная процедура является нестрогой, поскольку построена в суще-
ственном предположении, что выполнение условия (5.4) на достаточно боль-
шом интервале времени позволяет сделать вывод о выполнении условия (5.4)
на всей оси времени. Вообще говоря, такой вывод сделать нельзя. Однако в
практических задачах упомянутое упрощение допустимо, а описанная проце-
дура может быть работоспособной.
Комментарий 4. Если дополнительно к требованиям допущений 1–3 в рас-

ширенной системе

ẋe(t) = (Ae (θ) +Aδ) xe(t) +Beu(t) = ΦT (xe, u)ΘAB (θ) +Aδxe(t),

y(t) = CT
e xe(t), xe (t0) =

[
x0 xδ0

]T
,

(5.5)

Ae (θ) =

[
A (θ) D (θ)hTδ
0nδ×n 0nδ×nδ

]
, Aδ =

[
0n×n 0n×nδ

0nδ×n Aδ

]
,

Be (θ) =

[
B (θ)
0nδ

]
, xe(t) =

[
x(t)
xδ(t)

]
, Ce =

[
C
0nδ

]
,

ΦT (xe, u) =
[
In+nδ

⊗ xTe (t) In+nδ
⊗ uT(t)

]
DΦ ∈ R

(n+nδ)×nΘ,

ΘAB (θ) = LΦ

[
vecT

(
AT

e (θ)
)

BT
e (θ)

]T ∈ R
nΘ
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пара
(
CT
e , Ae

)
наблюдаема, то расширенный наблюдатель в форме

˙̂xe(t) = ΦT (x̂e, u) Θ̂AB(t) +Aδx̂δ(t)− L̂e(t) (ŷ(t)− y(t)) ,(5.6)

дополненный только законами идентификации ΘAB (θ) и Le (θ), не тре-
бует параметризации (4.3) регрессионного уравнении Yxδ0

(t) = Mxδ0
(t)xδ0,

идентификации начальных условий xδ0 генератора (2.2) и при выполнении
условия (1.9) при использовании (3.4) или конечного возбуждения при ис-
пользовании (5.2) обеспечивает экспоненциальную сходимость к нулю оши-
бок x̃(t), δ̃(t). В (5.5) L̂e(t) является оценкой вектора Le (θ) ∈ R

n+nδ , достав-
ляющего желаемый алгебраический спектр матрице Ae(θ) +Aδ. Параметри-
зация линейного регрессионного уравнения относительно Le (θ) осуществля-
ется аналогично параметризации YL(t) = ML(t)L (θ), но только в простран-
стве n+ nδ. Более подробно свойства альтернативной версии расширенного
наблюдателя изложены в [21].

6. Математическое моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенного адап-
тивного наблюдателя. Моделирование будем проводить, используя численное
интегрирование методом Эйлера c постоянным шагом дискретизации τs =
= 10−4 секунды.

В качестве примера рассмотрим двухмассовую упругую механическую си-
стему, приведенную на рис. 1.

Здесь c0 > 0, c1 > 0 – жесткости пружин, d > 0 – коэффициент демпфи-
рования, m1 > 0, m2 > 0 – приведенные массы тел.

Математическая модель рассматриваемой системы описывается следую-
щей системой дифференциальных уравнений:

ẋ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−θ1 (θ2 + θ3) −2θ1θ4 θ1θ3 θ1θ4

0 0 0 1
θ5θ3 θ5θ4 −θ3θ5 −2θ4θ5

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣
x1
x2
x3
x4

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣
0
0
0
θ5

⎤
⎥⎥⎦u+

⎡
⎢⎢⎣
0
θ1
0
0

⎤
⎥⎥⎦δ,

y =
[
0 0 1 0

]
x,

(6.1)

где θ = col
{
m−1

1 , c0, c1, d, m
−1
2

}
,

Θ(θ) = col {1, θ1 (θ2 + θ3) , θ1θ4, θ1θ3, θ3θ5, θ4θ5, θ1, θ5}.

Рис. 1. Двухмассовая упругая механическая система.
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В канонической наблюдаемой форме (3.1) параметры системы (6.1) опре-
делены следующим образом:

ψa (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

−2θ1θ4θ5 (θ2 + θ3)

−θ1θ2θ3θ5

⎤
⎥⎥⎥⎦, ψb (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0

θ5

2θ1θ4θ5
θ1θ5 (θ2 + θ3)

⎤
⎥⎥⎥⎦,

ψd (θ) =
[
0 0 θ1θ4θ5 θ1θ3θ5

]T
,

(6.2)

откуда следует выполнение условия (3.7) для

ψab (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

θ1θ5 (θ2 + θ3)

2θ1θ4θ5
θ5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Выполним параметризацию регрессионного уравнения (4.2) с помощью
преобразований, введенных в предположениях 1–3 и лемме 2.

Шаг 1.Параметризация Yθ(t) = Mθ(t)θ. Разрешив относительно θ систему
нелинейных алгебраических уравнений

ψab (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

θ1θ5 (θ2 + θ3)

2θ1θ4θ5

θ5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ1ab

ψ2ab

ψ3ab

ψ4ab

ψ5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

получаем преобразования S (ψab) и G (ψab) из (3.10):

S (ψab) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ4abψ5ab

ψ3abψ5ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)+

+ ψ4ab

(
(ψ2abψ5ab + ψ3ab)ψ5ab +

3
4ψ4ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)

)

(ψ2abψ5ab + ψ3ab)ψ5ab +
3
4ψ4ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)

−ψ4ab − ψ1abψ5ab

ψ2
5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

G (ψab) = diag

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ψ4ab − ψ1abψ5ab

ψ4abψ
3
5ab

−ψ3
5ab

2ψ2
5ab

ψ5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Тогда преобразования TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
, TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
задаются следующим

образом:

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
=

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y4abY5ab

Y3abY5ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)+

+ Y4ab

(
(Y2abY5ab +ΔY3ab)Y5ab +

3
4ΔY4ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)

)
(Y2abY5ab +ΔY3ab)Y5ab +

3
4Y4ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)

−ΔY4ab −Y1abY5ab

Y2
5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

TG
(
ΞG (Δ)Yab

)
= diag

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ΔY4ab − Y1abY5ab

Y4abY3
5ab

−Y3
5ab

2Y2
5ab

ΔY5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

что позволяет вычислить Yθ(t) и Mθ(t).
Шаг 2. Пользуясь полученным на предыдущем шаге выражением Yθ(t) =

= Mθ(t)θ, составляем преобразования

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
=

= col {Mθ, Y1θ (Y2θ + Y3θ) , Y1θY4θ, Y1θY3θ, Y3θY5θ, Y4θY5θ, Y1θ, Y5θ} ,

TX
(
ΞX (Mθ)Yθ

)
= blkdiag

{
Mθ, M2

θI5, Mθ, Mθ

}
,

что позволяет вычислить YAB(t) и MAB(t).
Шаг 3. Имея уравнение YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ), с помощью формул из

второй части леммы 2 можем вычислить YL(t) и ML(t).
Шаг 4. Пользуясь полученным на первом шаге выражением Yθ(t) =

= Mθ(t)θ, составляем преобразования:

TW
(
ΞW (Mθ)Yθ

)
= col {0, 0, Y1θY4θY5θ, Y1θY3θY5θ} ,

TR
(
ΞR (Mθ)Yθ

)
= diag

{
Mθ, Mθ, M3

θ, M3
θ

}
,

что по формулам из третьей части леммы 2 позволяет вычислить Yψd
(t),

Mψd
(t) и Yxδ0

(t), Mxδ0
(t).

Теперь, имея YAB(t),YL(t),Yxδ0
(t), можем составить уравнение (4.2) с из-

меряемыми функцией Yκ(t) и регрессором Mκ(t), а также реализовать на-
блюдатель (2.4) и закон идентификации (4.4).
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Рис. 2. Временные диаграммы по x̃(t) и δ̃(t).

Рис. 3. Временные диаграммы по Θ̃AB(t), L̃(t), x̃δ0(t).

Неизвестные параметры системы (6.1), параметры генератора возмущения
(2.2) и модальной модели (2.3) установим следующим образом:

θ = [1 0,5 0,75 0,25 0,5]T, x0 =
[
0 0 −1 0

]T
, xδ0 =

[
−4 1

]T
,

Aδ =

[
0 1
−5 0

]
, hTδ =

[
1 0

]
, σ {Γ} =

[
−1 −1 −1 −1

]T
.

(6.3)

Управление u(t) будем формировать по П-закону с экспериментально по-
добранным заданием, обеспечивающим ϕ(t) ∈ PE:

u(t) = 50 (r(t)− y(t)) ,

r(t) = 25 sin (10t) + 25 sin (20t) + 100 cos (0, 1t) .
(6.4)
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Параметры фильтров (3.4)–(3.6), (4.3) и закона настройки (4.4) установим
в соответствии с выражением

det {sI4 −AK} = (s+ 1)4, G =

[
−4 1
−2 0

]
, l =

[
1 2

]T
,

β =
[
15 −5,5

]T
, k(t) =

{
1, если t < 5

Δ−1(t), если t � 5,
k1 = 25, k2 = 0,1,

ρ = 10−4, γ0 = 10−9, γ1 = 1.

(6.5)

На рис. 2 представлены временные диаграммы по ошибкам восстановления
координат состояний x̃(t) и внешнего возмущения δ̃(t).

Выбросы по x̃(t) на отрезке [5, 15] объясняются прежде всего замыканием
обратной связью L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) уравнения в отклонениях (4.1) с ненуле-
выми начальными условиями [22]. Выбросы по δ̃(t) объясняются влиянием
возмущения ε(t) на переходные процессы по x̃δ0(t).

На рис. 3 приведены графики изменения параметрических ошибок Θ̃AB(t),
L̃(t) и x̃δ0(t).

Колебания в полученных переходных процессах по параметрическим
ошибкам Θ̃AB(t), L̃(t), x̃δ0(t) вызваны влиянием экспоненциально затухаю-
щего возмущения ε(t) из параметризации (3.3). В целом результаты модели-
рования свидетельствуют о достижении поставленной цели (2.5).

7. Заключение

Разработан адаптивный наблюдатель состояний и возмущений линейных
систем с перепараметризацией. Решение при выполнении условия неисче-
зающего возбуждения регрессора (частотном богатстве управления/задания)
обеспечивает экспоненциальную сходимость к нулю ошибок восстановления
состояний системы и внешнего возмущения, формируемого известным гене-
ратором с неизвестными начальными условиями. В отличие от ближайших
аналогов [10–12] предложенный наблюдатель позволяет восстанавливать не
виртуальные, а физические координаты системы в произвольной форме про-
странства состояний.

Целью дальнейших исследований может являться:
— применение разработанного наблюдателя в задачах управления по ди-

намической обратной связи;
— ослабление условия (1.9) путем замены (3.3) на параметризацию, не со-

держащую ε(t) (предварительный результат в этом направлении полу-
чен в комментарии 2 и работе [21]);

— расширении полученных результатов на системы с новыми, возможно
нелинейными, моделями внешних возмущений;

— учет возмущений, аддитивно действующих непосредственно на измеряе-
мый выход y(t);
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— следуя подходу [12], уменьшение всплесков ошибок в переходном про-
цессе путем формирования оценок состояний x(t) с помощью алгебраи-
ческого, а не дифференциального уравнения (предварительный резуль-
тат в этом направлении для систем без возмущений получен в [23]).

ПРИЛОЖЕНИЕ
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1.Параметризация (3.3) получена объедине-

нием результатов [12, 24] с процедурой динамического расширения и смеши-
вания [14, 19]. Доказательство леммы 1 выведено на основе результатов лем-
мы 1 и теоремы 2 из [24]. Для облегчения понимания принятых обозначений
и обеспечения вложенности результатов работы далее приведем доказатель-
ство леммы в соответствии с доказательством, изложенным в [24]. В отличие
от результатов из [24] в данной работе по допущению 2 параметер β известен,
что позволяет избавиться от перепараметризации в (3.3) (см. (Π.23)).

Шаг 1. Рассмотрим ошибку:

ξ̃(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa (θ)− P (t)ψb (θ) .(Π.1)

Запишем производную (Π.1):
˙̃
ξ(t) = A0ξ(t) + ψa(θ)y(t) + ψb(θ)u(t) + ψd(θ)δ(t) −AKz(t)−
−Ky(t)− (AKΩ(t) + Iny(t))ψa(θ)− (AKP (t) + Inu(t))ψb(θ) =

= A0ξ(t)−AKz(t)−Ky(t)−AKΩ(t)ψa(θ)−AKP (t)ψb(θ)+ψd(θ)δ(t) =

= AK ξ̃(t) + ψd(θ)δ(t).

(Π.2)

Решение дифференциального уравнения (Π.2) примет вид

ξ̃(t) = eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t),(Π.3)

где внешнее возмущение δ(t) описывается системой уравнений
{

δ̇(t) = AKδ(t) + ψd (θ) δ(t),

vf (t) = CT
0 δ(t).

(Π.4)

Подставив (Π.3) в (Π.1), можем записать:

eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa (θ)− P (t)ψb (θ) ,

�
ξ(t) = eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t) + z(t) + Ω(t)ψa (θ) + P (t)ψb (θ) .

(Π.5)

Умножив (Π.5) на CT
0 , получаем:

y(t) = CT
0 ξ(t) =

= CT
0 z(t) + CT

0 Ω(t)ψa (θ) + CT
0 P (t)ψb (θ) + vf (t) +CT

0 e
AK(t−t0)ξ̃ (t0) .

(Π.6)

В силу уравнения (Π.6) продифференцируем функцию q = y(t)− CT
0 z(t):

q̇(t) = CT
0 Ω̇(t)ψa (θ) + CT

0 Ṗ (t)ψb (θ) + v̇f (t) + CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) .(Π.7)
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Шаг 2. Параметризуем составляющую v̇f (t) уравнения (Π.7) в виде линей-
ной регрессионной функции с измеряемым регрессором. Для этого перепишем
систему (Π.4) в виде вход-выход:

vf (t) = CT
0 (sIn −AK)−1ψd (θ) δ(t) = Wf [δ(t)] .(Π.8)

Представим производную возмущения δ(t) в следующем виде:

δ̇(t) = hTδ Aδxδ(t) + δ (t0)Dδ(t),(Π.9)

где Dδ(t) – функция Дирака.
Введем в рассмотрение виртуальную переменную δd(t) = hTδ Aδxδ(t). Тогда

оказываются верны равенства

ẋδ(t) = Aδxδ(t),

δd(t) = h
T
δ xδ(t), h

T
δ = hTδ Aδ.

(Π.10)

Продифференцировав (Π.8) и подставив (Π.9), (Π.10), имеем:

v̇f = sWf [δ(t)] = Wf

[
δ̇(t)

]
=

= Wf

[
hTδ Aδxδ(t) + δ (t0)Dδ(t)

]
= Wf [δd(t)]︸ ︷︷ ︸

υf (t)

+Wf [δ (t0)Dδ(t)] .(Π.11)

Таким образом, в силу гурвицевости матрицы AK для параметриза-
ции v̇f (t) достаточно параметризовать составляющую υf (t). Для этого рас-
смотрим вспомогательную переменную ζ(t) = Mδxδ(t), где матрица линейно-
го подобия Mδ является решением уравнения Сильвестра

MδAδ −GMδ = lh
T
δ ,(Π.12)

которое имеет единственное решение [15, 16, 24], так как по допущению 2
пара

(
hTδ , Aδ

)
наблюдаема, а по условию леммы (G, l) управляема и σ {Aδ} ∩

∩σ {G} = 0.
Дифференцируя ζ(t), получим:

ζ̇(t) = MδAδxδ(t) = GMδxδ(t) + lh
T
δ xδ(t) = Gζ(t) + lδd(t),(Π.13)

откуда в силу xδ(t) = M−1
δ ζ(t) следует

δd(t) = h
T
δ M

−1
δ ζ = βTζ, β = h

T
δ M

−1
δ .(Π.14)

С учетом выражения (Π.14) можем переписать (Π.11) в следующем виде:

v̇f (t) = Wf

[
βTζ(t)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] =

= βTWf [ζ(t)] +Wf [δ (t0)Dδ(t)] = βTζw(t) +Wf [δ (t0)Dδ(t)] .
(Π.15)

Вместо δd(t) пропустим через фильтр (Π.13) сигнал υf (t):

ζf (t) = (sI −G)−1l [υf (t)] + eG(t−t0)ζf (t0) ,(Π.16)
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тогда с учетом ζ(t) = (sI −G)−1l [δd(t)]+eG(t−t0)ζ (t0) имеет место равенство:

ζw(t) = Wf [ζ(t)] = Wf

[
(sI −G)−1l [δd(t)] + eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= (sI −G)−1lWf [δd(t)] +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= (sI −G)−1lυf +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= ζf (t)− eG(t−t0)ζf (t0) +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
.

(Π.17)

Подставив выражение (Π.17) в (Π.15), имеем:

v̇f (t) = βTζf (t)− βTeG(t−t0)ζf (t0)+

+ βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] .

(Π.18)

Введем наблюдатель состояний ζf (t) в следующем виде:

ζ̂f (t) = F (t) +H(t)ψb (θ) +N(t)ψa (θ) + ly(t).(Π.19)

Дифференцируя ошибку ζ̃f (t) = ζf (t)− ζ̂f (t), в силу уравнений (Π.7),
(Π.11), (Π.16), (Π.19) имеем:

˙̃ζf = Gζf (t) + lυf (t)−GF (t)−Gly(t) + lCT
0 ż(t)−

−
(
GH(t)− lCT

0 Ṗ (t)
)
ψb (θ)−

(
GN(t)− lCT

0 Ω̇(t)
)
ψa (θ)−

− lCT
0 ż(t)− lCT

0 Ω̇(t)ψa (θ)− lCT
0 Ṗ (t)ψb (θ)−

− l (υf (t) +Wf [δ (t0)Dδ(t)])− lCT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= Gζf (t)−GF (t)−Gly(t)−GH(t)ψb (θ)−GN(t)ψa (θ)︸ ︷︷ ︸
Gζ̂f (t)

−

− lWf [δ (t0)Dδ(t)]− lCT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= Gζ̃f − lCT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0)− lWf [δ (t0)Dδ(t)] .

(Π.20)

Решим систему (Π.20):

ζ̃f (t) = ζf (t)− ζ̂f (t) =

= eG(t−t0)ζ̃f (t0)− H
[
CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]

]
,

(Π.21)
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что позволяет переписать (Π.18) следующим образом:

v̇f (t) = βTζ̂f (t) + βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)−

−βTH
[
CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]

]
−

−βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] =

= βT (F (t) + ly(t)) + βTH(t)ψb (θ) + βTN(t)ψa (θ)+

+βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)− βTH
[
CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]

]
−

−βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] ,

(Π.22)

где H [.] = (sInδ
−G)−1l [.] .

Подставив выражение (Π.22) в (Π.7) имеем:

q̇(t) = CT
0 Ω̇(t)ψa (θ) + CT

0 Ṗ (t)ψb (θ)+

+ βT (F (t) + ly(t)) + βTH(t)ψb (θ) + βTN(t)ψa (θ)+

+ βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)− βTH
[
CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]

]
−

− βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+

+Wf [δ (t0)Dδ(t)] + CT
0 AKeAK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t),

(Π.23)

где ε(t) – агрегированные экспоненциально затухающие функции.
Шаг 3. Теперь с использованием процедуры динамического расширения

и смешивания приведем регрессионное уравнение (Π.23) к виду (3.3). Для
этого, дифференцируя χ(t) = q(t)− k1qf (t) в силу (Π.23), (3.5), получим:

χ̇(t) = ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t)− k1
(
−k1qf (t) + q(t)

)
=

= −k1χ(t) + ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t).
(Π.24)

Решение дифференциального уравнения (Π.24) позволяет записать:

q(t)− k1qf (t)− βT (Ff (t) + lyf(t)) =

= e−k1(t−t0)q (t0) + ϕT
f (t)η (θ) + εf (t),

(Π.25)

где ε̇f (t) = −k1εf (t) + k1ε(t), εf (t0) = 0.

Решение первого дифференциального уравнения из (3.4) в силу (Π.25) удо-
влетворяет выражению

q(t) = ϕ(t)η (θ) + ε(t),(Π.26)

где ε̇(t) = −k2ε(t) + ϕf (t)
(
εf (t) + e−k1(t−t0)q (t0)

)
, ε (t0) = 02n.
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Умножив выражение (Π.26) на k(t)adj {ϕ(t)} и применив свойство

adj {ϕ(t)}ϕ(t) = det {ϕ(t)} I2n,

имеем выражение (3.3) при ε(t) = k(t)adj {ϕ(t)} ε(t).
В соответствии с леммой 6.8 из [6] при ϕ(t) ∈ PE также верно ϕf (t) ∈ PE.

По утверждению 1 при ϕf (t) ∈ PE выполняется неравенство Δ(t) � Δmin >
> 0. Поскольку сигналы y(t), u(t) ограничены по допущению 1, то в силу
устойчивости фильтров (3.4)–(3.6) для всех t � t0 верно неравенство Δmax �
� Δ(t). Откуда для всех t � t0 + T верно Δmax � Δ(t) � Δmin > 0, что завер-
шает доказательство леммы.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. В соответствии с определением 1 и пред-

положением 1 в силу

ΞS (Δ) = ΞS (Δ)Δ(t), ΞG (Δ) = ΞG (Δ)Δ(t),

Yab(t) = LabY(t) = Δ(t)Labη (θ) = Δ(t)ψab (θ) ,

ΞS (Δ)Δ(t)ψab (θ) = ΞS (Δ)Yab(t),

ΞG (Δ)Δ(t)ψab (θ) = ΞG (Δ)Yab(t)

из (3.9) имеет место равенство

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
= TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
θ.(Π.27)

Тогда, домножив выражение (Π.27) на adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
, имеем регрес-

сионное уравнение

Yθ(t) = Mθ(t)θ,(Π.28)

пользуясь которым вместе с выражением (3.8), можем получить:

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
= TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)
ΘAB (θ) ,(П.29a)

TW
(
ΞW (Mθ)Yθ

)
= TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)
ψd (θ) .(П.29b)

Умножив выражение (П.29a) на adj
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
, получаем регрес-

сионное уравнение YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ).
Параметризуем уравнение относительно L (θ). При выполнении допуще-

ния 2 в соответствии с результатами теории обобщенного модального синте-
за [15, 16] вектор L (θ) может быть определен решением системы

{
AT(θ)M −MΓ = CBT(θ),

BT(θ) = LT(θ)M,
(Π.30)

которая имеет единственное решение [15, 16], так как по допущению 3 пара(
AT(θ), C

)
управляема, пара

(
BT(θ), Γ

)
наблюдаема и σ

{
AT(θ)

}
∩σ {Γ} = 0.

Векторизовав первое уравнение из (Π.30), с учетом свойств vec (AB) =
= (I ⊗A) vec (B) =

(
BT ⊗ I

)
vec (A) имеем:

(
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

)
vec (M) = vec

(
CBT(θ)

)
.(Π.31)
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Так как уравнения (Π.30), (Π.31) имеют единственное решение, то

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
�= 0,

а значит, домножив (Π.31) на союзную матрицу adj
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
,

можем записать:

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec (M) =

= adj
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)
.

(Π.32)

Выполним операцию, обратную векторизации
(
vec−1 {.}

)
, и подставим ре-

зультат во второе уравнение системы (Π.30):

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
B(θ)︸ ︷︷ ︸

Q(ΘAB)

=

= vec−1
{
adj

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)}T
︸ ︷︷ ︸

P(ΘAB)

L(θ),
(Π.33)

где det {P (ΘAB)} �= 0.

Введем равенства:

MAB(t)A
T(θ) = vec−1 (LATDΦYAB(t)) ,

MAB(t)B
T(θ) = [LBDΦYAB(t)]

T,

MAB(t)B(θ) = LBDΦYAB(t).

(Π.34)

Умножив (Π.33) на ΠL (MAB) = Mn2+1
AB In, воспользовавшись свойствами

cndet {A} = det {cA}, cn−1adj {A} = adj {cA}, A ∈ R
n×n, и подставив (Π.34),

получим:

TP (ΞP (MAB)ΘAB) = ΠL (MAB)P (ΘAB) = Mn2+1
AB P (ΘAB) =

= Mn2+1
AB vec−1

{
adj

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)}T
=

= vec−1
{
MABadj

{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB)−

−MABΓ
T ⊗ In

}
vec

(
C(LBDΦYAB)

T
)}T

,

TQ (ΞQ (MAB)ΘAB) = ΠL (MAB)Q (ΘAB) = Mn2+1
AB Q (ΘAB) =

= Mn2+1
AB det

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
B(θ) =

= det
{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB(t))−MAB(t)Γ

T ⊗ In
}
(LBDΦYAB(t)) ,

(Π.35)

где ΞP (MAB) = ΞQ (MAB) = MAB(t).
На основании уравнений (Π.33) и (Π.35) можем записать регрессионное

уравнение:

TQ
(
ΞQ (MAB)YAB

)
= TP

(
ΞP (MAB)YAB

)
L(θ),(Π.36)

где ΞP (MAB) = ΞQ (MAB) = 1.
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Умножив выражение (Π.36) на adj
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
, имеем регрес-

сионное уравнение YL(t) = ML(t)L(θ).
Получим регрессионное уравнение относительно xδ0. Используя свойства

операции векторизации

vec
(
ψd(θ)h

T
δ Φδ(t)xδ0

)
=
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
︸ ︷︷ ︸

n×nδ

vec
(
hTδ Φδ

)
︸ ︷︷ ︸

nδ

,

vec
((
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
vec

(
hTδ Φδ(t)

))
=
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
︸ ︷︷ ︸

n×nnδ

vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
︸ ︷︷ ︸

nnδ

,

выражение (3.1) возможно переписать следующим образом:

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψa(θ)y(t) + ψb(θ)u(t) +

+
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
vec

(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.37)

Зададим ошибку:

e(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa(θ)− P (t)ψb(θ)− V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.(Π.38)

Дифференцируя (Π.38), аналогично (Π.2) получаем ė(t) = AKe(t). Тогда,
домножив (Π.38) на CT

0 , можем записать:

q(t) = CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) + CT
0 Ω(t)ψa(θ) +

+ CT
0 P (t)ψb(θ) + CT

0 V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.39)

С помощью свойств

xTδ0 ⊗ ψd(θ) = ψd(θ)xδ0,

vec (ψd(θ)xδ0) = (Inδ
⊗ ψd(θ))︸ ︷︷ ︸

nnδ×nδ

xδ0

выражение (Π.39) приводится к виду

q(t) = CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) + CT
0 Ω(t)ψa(θ) +

+ CT
0 P (t)ψb(θ) + CT

0 V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.40)

Для компенсации неизвестных слагаемых CT
0 Ω(t)ψa(θ)+CT

0 P (t)ψb(θ) вве-
дем вспомогательный сигнал

pe(t) = Δ(t)CT
0 Ω(t)ψa(θ) + Δ(t)CT

0 P (t)ψb(θ) =

= CT
0 Ω(t)LaY(t) + CT

0 P (t)LbY(t),
(Π.41)

где

LaY(t) = LaΔ(t)η(θ) = Δ(t)Laη(θ) = Δ(t)ψa(θ),

LbY(t) = Δ(t)Lbη(θ) = Δ(t)ψb(θ).
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Умножив (Π.40) на Δ(t) и вычитая из полученного выражения (Π.41),
имеем:

p(t) = Δ(t)q(t)− pe(t) =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ

⊗ ψd(θ))xδ0 +Δ(t)CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ

⊗ ψd(θ))xδ0 +Δ(t)CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) .

(Π.42)

Для получения возможности косвенной реализации множителя ψd(θ)
умножим выражение (П.29b) на adj

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
:

Yψd
(t) = Mψd

(t)ψd(θ),

Yψd
(t) = adj

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
TW

(
ΞW (Mθ)Yθ

)
,

Mψd
(t) = det

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
.

(Π.43)

Умножение (Π.42) на Mψd
(t) и подстановка (Π.43) позволяют получить:

Mψd
(t)p(t) = Mψd

(t)Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ

⊗ ψd(θ))xδ0 =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ

⊗Yψd
(t)) xδ0.

(Π.44)

Пропустив (Π.44) через фильтр (4.3) и умножив на adj {Vf (t)}, имеем ре-
грессионное уравнение Yxδ0

(t) = Mxδ0
(t)xδ0, что завершает доказательство

возможности формирования уравнения (4.2) на основании измеряемых сиг-
налов.

По доказанному в лемме 1 при ϕ(t) ∈ PE для всех t � t0 + T верно Δ(t) �
� Δmin > 0, а по предположениям 1–3 и доказанным выражениям:

det2 {X (θ)} > 0, det2 {R(θ)} > 0,

det2 {G (ψab)} > 0, det2 {P (ΘAB)} > 0,

det {Πθ (Δ)} � Δ�θ(t), det {ΠΘ (Mθ)} � M�Θ
θ (t),

det {Πψd
(Mθ)} � M�ψd

θ (t), det {ΠL (MAB)} � Mn3+n
AB (t)

следует выполнение для всех t � t0+T следующих неравенств при ϕ(t) ∈ PE:

|Mθ(t)| =
∣∣det{TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}∣∣ = |det {Πθ (Δ)}det {G (ψab)}| �
� |det {G (ψab)}|Δ�θ

min = Mθ > 0,

|MAB(t)| =
∣∣det{TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}∣∣ = |det {ΠΘ (Mθ)} det {X (θ)}| �

�
∣∣∣det�Θ {G (ψab)}

∣∣∣ |det {X (θ)}|Δ�θ�Θ
min = MAB > 0,

|Mψd
(t)| = det

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
= |det {Πψd

(Mθ)} det {R(θ)}| �

�
∣∣∣det�ψd {G (ψab)}

∣∣∣ |det {R(θ)}|Δ�θ�ψd
min = Mψd

> 0,

|ML(t)| =
∣∣det{TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}∣∣ = |det {ΠL (MAB)} det {P (ΘAB)}| �
� |det {P (ΘAB)}|Mn3+n

AB � |det {P (ΘAB)}|Mn3+n
AB = ML > 0.
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Чтобы оценить регрессор Mxδ0
(t), сначала получим оценку снизу на реше-

ние дифференциального уравнения для Vf (t) при ϕ(t)∈PE и
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈

∈PE:

Vf (t) =

t∫

t0

e−k2(t−τ)Δ2(τ)(Inδ
⊗ Yψd

(τ))TV T(τ)C0C
T
0 V (τ) (Inδ

⊗Yψd
(τ)) dτ =

= (Inδ
⊗ ψd(θ))

T

t∫

t0

e−k2(t−τ )M2
ψd
(τ)Δ2(τ)V T(τ)C0C

T
0 V (τ)dτ (Inδ

⊗ ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ
⊗ ψd(θ))

T

t∫

t0

e−k2(t−τ)V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ (Inδ

⊗ ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ
⊗ ψd(θ))

T

⎡
⎢⎣

t−kT∫

t0

e−k2(t−τ)V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ+

+
k∑

k=1

t−kT+T∫

t−kT

e−k2(t−τ)V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ

⎤
⎦ (Inδ

⊗ ψd(θ)) �

�M2
ψd
Δ2

mine
−k2t(Inδ

⊗ψd(θ))
T

k∑
k=1

t−kT+T∫

t−kT

ek2τV T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ (Inδ

⊗ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ
⊗ ψd(θ))

T
k∑

k=1

e−k2kT

t−kT+T∫

t−kT

V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ (Inδ

⊗ ψd(θ)) ,

где k � k � 1 – целые числа.
В соответствии с леммой 6.8 из [6] при

(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE выполняется

неравенство

t+T∫

t

V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ � αInnδ

,(Π.45)

а пользуясь свойствами кронекеровского произведения, имеем равенство:

(Inδ
⊗ ψd(θ))

T (Inδ
⊗ ψd(θ))︸ ︷︷ ︸

nnδ×nδ

=
(
ITnδ

⊗ ψT
d (θ)

)
(Inδ

⊗ ψd(θ)) =

= Inδ
⊗ ψT

d (θ)ψd(θ) = ψT
d (θ)ψd(θ)︸ ︷︷ ︸

>0

Inδ
.

(Π.46)
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Тогда для всех t � t0 + T верно неравенство:

Vf (t) � M2
ψd
Δ2

minα

k∑
k=1

e−k2kTψT
d (θ)ψd(θ)

︸ ︷︷ ︸
>0

Inδ
� nδ

√
Mxδ0

Inδ
,(Π.47)

откуда для всех t � t0 + T имеем Mxδ0
� Mxδ0

> 0, что позволяет получить:

∀t � t0 + T |Mκ(t)| =
∣∣MnΘ

AB(t)M
n
L(t)Mnδ

xδ0
(t)
∣∣ �

� MnΘ
ABM

n
LMnδ

xδ0
= Mκ > 0.

(Π.48)

Доказательство леммы 3 завершено.
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