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РОБАСТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ

Рассматриваются линейные дифференциально-алгебраические уравне-
ния (ДАУ), представляющие собой систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений с тождественно вырожденной на области определения
матрицей при производной. Предполагается, что матричные коэффициен-
ты ДАУ зависят от неопределенных параметров, принадлежащих задан-
ному допустимому множеству. Для рассматриваемого параметрического
семейства построены структурные формы, в которых разделены диффе-
ренциальная и алгебраическая части. Показано, что робастная устойчи-
вость семейства ДАУ равносильна робастной устойчивости его дифферен-
циальной подсистемы. Найдены достаточные условия на структуру воз-
мущений, при которых в процессе разделения ДАУ на алгебраическую и
дифференциальную составляющие сохраняется тип функциональной за-
висимости от неопределенных параметров. Получены достаточные усло-
вия робастной устойчивости на основе построения квадратичной функции
Ляпунова.
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1. Введение

Рассматривается система дифференциально-алгебраических уравнений
(ДАУ)

A(γ)x′(t) +B(γ)x(t) = 0, t ∈ T = [0,+∞),(1.1)

где γ = col (γ1, . . . , γl) — неопределенный векторный параметр, принадлежа-
щий заданному допустимому множеству Γ =

{
γ ∈ Rl : ‖γ‖Rl � a

}
, A(γ) и

B(γ) — известные вещественные (n × n)-матрицы, x(t) — искомая n-мерная
функция. Предполагается, что detA(γ)≡ 0.

Важнейшей характеристикой ДАУ является индекс неразрешенности, от-
ражающий сложность внутренней структуры системы. Чем выше индекс, тем
сложнее разделить ДАУ на дифференциальную и алгебраическую состав-
ляющие, без чего невозможно исследование устойчивости нестационарных
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систем. Точное определение индекса, используемое в работе, сформулирова-
но в разделе 2.1. Наиболее близким к этому определению является понятие
индекса по дифферецированию [1], введенного для невозмущенных нестацио-
нарных систем ДАУ. Если индекс неразрешенности существует, он будет ра-
вен индексу по дифференцированию.

В статье изучается вопрос об асимптотической устойчивости параметри-
ческого семейства (1.1). Анализ робастной устойчивости ДАУ существенно
сложнее, чем систем обыкновенных дифференциальных уравнений, разре-
шенных относительно производной (см., например, [2, c. 186–225]). Это объ-
ясняется тем, что даже в простейшем случае индекса 1 сколь угодно малое
возмущение коэффициентов может привести к нарушению внутренней струк-
туры системы и, следовательно, к изменению свойств и вида общего решения
[3, c. 61].

Публикаций по робастной устойчивости ДАУ относительно немного (см.,
в частности, [4–14]. Первыми опубликованными исследованиями по данной
тематике считаются [4, 5]. Большинство авторов рассматривают системы с
возмущенным матричным коэффициентом при x(t) [5–9]. Лишь в нескольких
публикациях допускаются возмущения матрицы при производной искомой
вектор-функции [4, 10–12]. Отдельные исследования посвящены робастной
устойчивости и оценке радиуса устойчивости нестационарных ДАУ индек-
са 1 [6, 7, 13].

Робастная устойчивость изучается также в рамках исследования допусти-
мости (admissibility) линейных ДАУ (см., например, [15–21]). Допустимость,
помимо устойчивости, подразумевает наличие у системы свойств регулярно-
сти и либо причинности (causality) для дискретных систем, либо безымпульс-
ности (impulse free) в непрерывном случае.

В настоящее время по-прежнему актуальным остается получение резуль-
татов по робастной устойчивости параметрических семейств вида (1.1) про-
извольно высокого индекса неразрешенности с возмущениями, присутствую-
щими во всех матричных коэффициентах.

В статье для семейства (1.1) с векторным и скалярным параметром до-
казано существование и предложены алгоритмы построения структурных
форм с разделенными алгебраической и дифференциальной подсистемами.
В предыдущих работах автора (например, [22, 23]) для того, чтобы размер-
ность пространства решений и структура общего решения возмущенных ДАУ
были такими же, как у номинальной системы, требовалось, чтобы возмуще-
ния подчинялись некоторым конечным соотношениям. В данной статье рас-
сматриваемые структурные формы определены одновременно для всего се-
мейства (1.1), а их существование доказано без дополнительных ограничений
на возмущения.

К сожалению, преобразование ДАУ (1.1) к той или иной структурной фор-
ме в общем случае переводит тип функциональной зависимости от неопреде-
ленных параметров в более сложный. В работе получены достаточные усло-
вия, при которых процесс разделения системы на алгебраическую и диффе-

18



ренциальную части сохраняет в дифференциальной подсистеме тип зависи-
мости от параметров.

В предположениях, при которых проводится анализ, устойчивость систе-
мы (1.1) равносильна устойчивости ее дифференциальной части, которая так-
же представляет собой параметрическое семейство. Достаточные условия ро-
бастной устойчивости вытекают из требования существования для диффе-
ренциальной подсистемы общей квадратичной функции Ляпунова.

2. Достаточные условия робастной устойчивости

2.1. Структурная форма для ДАУ с параметрической неопределенностью

Для системы (1.1) определим (n(r + 1)× n)-матрицы

Br [B(γ)] = col (B(γ), O, . . . , O) ,

Ar [A(γ), B(γ)] = col (A(γ), B(γ), O, . . . , O) ,(2.1)

(n(r + 1)× nr)-матрицу

Λr [A(γ), B(γ)] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

O O . . . O O
A(γ) O . . . O O
B(γ) A(γ) . . . O O
...

...
. . .

...
...

O O . . . A(γ) O
O O . . . B(γ) A(γ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.2)

и (n(r + 1)× n(r + 2))-матрицу

Dr [A(γ), B(γ)] =
(
Br [B(γ)] Ar [A(γ), B(γ)] Λr [A(γ), B(γ)]

)
.(2.3)

Предположим, что для некоторого r (0 � r � n) выполняется условие

rankΛr [A(γ), B(γ)] = c = const ∀γ ∈ Γ(2.4)

и в матрице Dr [A(γ), B(γ)] имеется неособенный для всех γ ∈ Γ минор
n(r + 1)-го порядка, включающий в себя c столбцов матрицы Λr [A(γ), B(γ)]
и все столбцы матрицы Ar [A(γ), B(γ)]. Такой минор будем называть разре-
шающим минором.

Обозначим через Mr [A(γ), B(γ)] квадратную порядка n(r+ 1) подматри-
цу матрицы Dr [A(γ), B(γ)], определителем которой является разрешающий
минор.

Опр е д е л е н и е 1. Наименьшее значение r, при котором справедливо
условие (2.4) и в матрице Dr [A(γ), B(γ)] существует разрешающий ми-
нор, будем называть индексом неразрешенности параметрического семей-
ства (1.1).
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Из приведенной ниже леммы 1 следует, что определение индекса нераз-
решенности подразумевает постоянство внутренней структуры системы (1.1)
при всех γ ∈ Γ.

Введем обозначение

(A1(γ) A2(γ) ) = A(γ)Q, (B1(γ) B2(γ) ) = B(γ)Q,(2.5)

где Q — матрица перестановок столбцов такая, что все столбцы матрицы

B2,r(γ) = col (B2(γ), O, . . . , O)(2.6)

входят в разрешающий минор, а столбцы col (B1(γ), O, . . . , O) не входят в
этот минор. Блоки B2(γ) и A2(γ) из (2.5), (2.6) имеют размеры n× d, где
d = nr − c. О построении матрицы Q см. [22]. Таким образом, d — это число
столбцов матрицы Br[B(γ)], входящих в разрешающий минор матрицы (2.3).

Лемма 1. Пусть:
1) A(γ), B(γ) ∈ C1(Γ);

2) выполнено условие (2.4);
3) в матрице Dr [A(γ), B(γ)] имеется разрешающий минор.
Тогда существует оператор

Rγ = R0(γ) +R1(γ)
d

dt
+ . . .+Rr(γ)

(
d

dt

)r

(2.7)

(Rj(γ) ∈ C1(Γ) — (n× n)-матрицы (j = 0, r)) такой, что

Rγ

[
A(γ)Qξ′(t) +B(γ)Qξ(t)

]
=

(
O O

En−d O

)
ξ′(t) +

(
J1(γ) Ed

J2(γ) O

)
ξ(t)(2.8)

для всех значений t∈T , γ ∈Γ и для любой n-мерной вектор-функции
ξ(t)∈Cr+1(T ). Здесь Ed — единичная матрица порядка d, Q — матрица
перестановок из (2.5); J1(γ), J2(γ)∈C1(Γ) — некоторые матрицы соответ-
ствующих размеров.

При этом

(R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) ) = (En O . . . O ) M−1
r [A(γ), B(γ)] .(2.9)

Лемма 2. Пусть для ДАУ (1.1) :

1) выполнены все предположения леммы 1;
2) в матрице Dr+1 [A(γ), B(γ)] имеется обратимая для всех γ ∈Γ под-

матрица Mr+1 [A(γ), B(γ)] порядка n(r + 2), которая включает в себя мат-
рицу Mr [A(γ), B(γ)] и еще n столбцов матрицы Λr+1 [A(γ), B(γ)].

Тогда оператор Rγ обладает левым обратным оператором Lγ = L0(γ)+
+L1(γ)

d
dt , где L0(γ), L1(γ)∈C1(Γ) — (n× n)-матрицы.

Доказательства лемм приведены в Приложении.
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2.2. Условия робастной устойчивости

Согласно лемме 1 действие оператора Rγ преобразует семейство (1.1) к
виду

Ã(γ)

(
x′1(t)
x′2(t)

)
+ B̃(γ)

(
x1(t)

x2(t)

)
= 0,(2.10)

где

Qcol (x1(t), x2(t)) = x(t),(2.11)

Q — матрица перестановок строк (см. (2.5), (2.6)),

Ã(γ) =

(
O O

En−d O

)
= (R0(γ)A(γ) +R1(γ)B(γ))Q,(2.12)

B̃(γ) =

(
J1(γ) Ed

J2(γ) O

)
= R0(γ)B(γ)Q.(2.13)

Компонента x1(t) решения ДАУ (2.10) удовлетворяет уравнению

x′1(t) + J2(γ)x1(t) = 0.(2.14)

В свою очередь, x2(t) = −J1(γ)x1(t). Поскольку матрица J1(γ) является по-
стоянной при каждом фиксированном значении γ ∈Γ, семейство (2.10), (2.12),
(2.13) будет асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда тем же
свойством обладает система (2.14).

В предположениях леммы 2 оператор Rγ имеет левый обратный оператор.
Кроме того, решения систем (1.1) и (2.10), (2.12), (2.13) связаны посредством
матрицы перестановок строк Q (см. (2.11)). На основании этих фактов можно
заключить, что семейство ДАУ (1.1) будет асимптотически устойчиво в том
и только том случае, если асимптотической устойчивостью обладает систе-
ма (2.14).

Потребуем, чтобы у всего семейства (2.14) была общая квадратичная
функция Ляпунова

W (x1) = x�1 V x1,(2.15)

обладающая положительно определенной производной по переменной t в си-
лу системы (2.14). Здесь (n− d)× (n− d)-матрица V симметрична и положи-
тельно определена. Известно [2, c. 198; 21, c. 210], что семейство (2.14) будет
асимптотически устойчиво, если существует решение системы линейных мат-
ричных неравенств

J2(γ)
�V + V J2(γ) > 0, γ ∈Γ.(2.16)

21



В этом случае асимптотически устойчиво будет и семейство ДАУ (1.1).
Таким образом, справедлива

Те ор ем а 1. Пусть выполнены все предположения леммы 2. Кроме то-
го, существует симметричная и положительно определенная постоянная
матрица V , удовлетворяющая системе матричных неравенств (2.16).

Тогда параметрическое семейство ДАУ (1.1) асимптотически устой-
чиво.

Сформулируем еще один полезный факт, базирующийся на известном ре-
зультате из теории возмущений [2, с. 198].

Те ор ем а 2. Пусть выполнены все предположения леммы 2 и в системе
(2.10)–(2.13) все собственные значения λi(0) матрицы J2(0) различны, а αi

и βi — соответствующие правые и левые собственные векторы:

J2(0)αi = λi(0)αi, β∗
i J2(0) = λi(0)β

∗
i ,

‖αi‖Rn−d = ‖βi‖Rn−d = 1, i = 1, n− d.

Тогда собственные значения матрицы J2(γ) представимы в виде

λi(γ) = λi(0) +
l∑

j=1

β∗
i Θjαi

β∗
i αi

γj + o(γ),

где

Θj =
∂J2(γ)

∂γj

∣∣∣
γ=0

.

Прим ер. Рассмотрим ДАУ
⎛
⎜⎜⎝

1 −γ2 1 0
0 1 0 0

−ϕ(γ3) 0 0 ϕ(γ3)
0 0 ψ(γ3) 0

⎞
⎟⎟⎠x′(t) +

+

⎛
⎜⎜⎝

2 0 0 γ1 − 1
0 2− γ2 0 0
0 0 1 0
−1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠x(t) = 0,

(2.17)

где

Γ =

{
col (γ1, γ2, γ3) :

√
γ21 + γ22 + γ23 � 1/2

}
.

Функции ϕ(γ3) и ψ(γ3) бесконечно дифференцируемы по параметру γ3 ∈
∈ [−1/2, 1/2] и выбираются по правилу: ψ(γ3) = 0, если ϕ(γ3) �= 0. Посколь-
ку φ(γ3) и ψ(γ3) обращаются в ноль либо одновременно, либо по очереди,
матрица при производной имеет в области Γ переменный ранг.
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В D2 [A(γ), B(γ)] имеется разрешающий минор, обведенный пунктирной
линией:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0
0 f2
0 0
−1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 f1 1 −γ2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −ϕ 0 0 ϕ 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 ψ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 f1 1 −γ2 1 0 0 0
0 0 0 f2 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −ϕ 0 0 ϕ 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 0 ψ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 f1 1 −γ2
0 0 0 0 0 0 0 f2 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −ϕ 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 ϕ
ψ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Здесь зависимость ϕ и ψ от параметра γ3 опущена, f1 = γ1 − 1, f2 = 2− γ2.
Матрица Λ2[A(γ), B(γ)] расположена правее двойной вертикальной линии, ее
ранг равен шести.

Построим матрицу D3 [A(γ), B(γ)] , дополнив D2 четырьмя нулевыми
столбцами справа и четырьмя строками снизу:

⎛
⎜⎜⎝

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 2 0 0 f1 1 −γ2 1 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 f2 0 0 0 1 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 1 0 −ϕ 0 0 ϕ

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 −1 0 0 1 0 0 ψ 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Подматрица M3 [A(γ), B(γ)] в D3 имеется: она включает в себя все столбцы,
в которых расположен разрешающий минор, а также еще четыре столбца,
в которых присутствуют обведенные рамками единицы. Таким образом, все
предположения леммы 2 выполнены. При этом d = 2, Q = E4.

Оператор

Rγ = R0(γ) +R1(γ)
d

dt
+R2(γ)

(
d

dt

)2

,

где

R0(γ) =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
1 γ2 0 1− γ1
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠, R1(γ) =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 −ϕ(γ3)
0 0 −ψ(γ3) 0
0 0 (γ1 − 1)ψ(γ3)− 1 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠,

R2(γ) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ϕ(γ3)
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

23



преобразует систему (2.17) к виду
⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠x′(t) +

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
−1 0 0 1

1 + γ1 γ2 (2− γ2) 0 0
0 2− γ2 0 0

⎞
⎟⎟⎠x(t) = 0.

При этом J2(γ) =

(
1 + γ1 γ2 (2− γ2)

0 2− γ2

)
.

Пусть в матричном неравенстве (2.16) V =

(
2 0
0 2

)
, тогда

J2(γ)
�V + V J2(γ) =

(
4 (1 + γ1) 2γ2 (2− γ2)
2γ2 (2− γ2) 4 (2− γ2)

)
.

Эта матрица положительно определена, так как все ее главные миноры по-
ложительны при любых значениях γ1 и γ2 из отрезка [−1/2, 1/2]. В част-
ности, определитель этой матрицы равен 4 (2− γ2)

{
4 (1 + γ1)− γ22 (2− γ2)

}
.

Очевидно, 2− γ2 > 0 ∀γ2 ∈ [−1/2, 1/2]. Выражение в фигурных скобках при-
нимает минимальное значение 11/8 > 0 при γ1 = −1/2, γ2 = −1/2.

По теореме 1 это означает, что семейство (2.17) асимптотически устойчиво.

3. Условия робастной устойчивости ДАУ со скалярным параметром

Рассмотрим ДАУ

A(γ0)x
′(t) +B(γ0)x(t) = 0, t∈T,(3.1)

где γ0 ∈G0 — скалярный параметр, G0 = {γ0 ∈R : |γ0| � a} — заданное до-
пустимое можество.

Те ор ем а 3. Пусть:
1) A(γ0), B(γ0)∈CA(G0);

2) rankΛr[A(γ0), B(γ0)] = const ∀γ0 ∈G0;

3) в матрице Dr[A(γ0), B(γ0)] имеется разрешающий минор.
Тогда найдутся обратимые для всех γ0 ∈G0 матрицы P (γ0), S(γ0) ∈

∈ CA(G0) такие, что умножение слева на P (γ0) и замена переменной

x(t) = S(γ0)col (z1(t), z2(t))

преобразует систему (3.1) к виду
(

En−d O

O N(γ0)

)(
z′1(t)
z′2(t)

)
+

(
J(γ0) O

O Ed

)(
z1(t)

z2(t)

)
= 0, t∈T,(3.2)

где N(γ0) – верхнетреугольная матрица с r квадратными нулевыми блоками
на диагонали, так что N r(γ0)≡O, J(γ0) – некоторая (n−d)×(n−d)-мат-
рица.
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Доказательство теоремы опущено. Оно базируется на технике пошагового
зануления линейно зависимых строк в матрице при x′(t) и применения опе-
ратора дифференцирования к соответствующим строкам матрицы при x(t).

Структурная форма (3.2) является аналогом “сильной стандартной ка-
нонической формы”, введенной в работе [25] для системы вида A(t)x′(t) +
+B(t)x(t) = f(t) в предположении ее “аналитической разрешимости”.

В предположениях теоремы 3 решения систем (3.1) и (3.2) связаны тож-
деством

x(t) = S(γ0)col (z1(t), z2(t))(3.3)

с обратимой при всех γ0 ∈G0 матрицей S(γ0).

Рассмотрим ДАУ (3.2). Из структуры матрицы N(γ0) следует , что подси-
стема

N(γ0)z
′
2(t) + z2(t) = 0

имеет только тривиальное решение z2(t)≡ 0 при всех γ0 ∈G0.
В свою очередь, компонента z1(t) удовлетворяет подсистеме

z′1(t) + J(γ0)z1(t) = 0.(3.4)

Поэтому можно сказать, что ДАУ (3.2) будут асимптотически устойчивы,
тогда и только тогда, когда тем же свойством обладает система (3.4).

Поскольку в (3.3) матрица S(γ0) постоянна при каждом фиксированном
значении γ0, семейство ДАУ (3.1) будет асимптотически устойчиво в том и
только том случае, когда аcимптотически устойчива система (3.4).

Допустим, что для (3.4) нашлась общая функция Ляпунова

W0(z1) = z�1 V0z1

c симметричной и положительно определенной (n− d)× (n− d)-матрицей V0,
удовлетворяющей матричному неравенству

J�(γ0)V0 + V0J(γ0) > 0, γ0 ∈G0.(3.5)

В этом случае семейство (3.4) будет асимптотически устойчиво, а сле-
довательно, таким же свойством будет обладать и параметрическое семей-
ство (3.1).

Таким образом, имеет место следующий результат.

Те ор ем а 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3. Семейство ДАУ
(3.1) асимптотически устойчиво, если существует постоянная, симмет-
ричная и положительно определенная матрица V0, удовлетворяющая мат-
ричному неравенству (3.5) при всех γ0 ∈G0.
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4. Условия сохранения типа функциональной зависимости от параметров

В предыдущих разделах рассматривались преобразования параметриче-
ских семейств ДАУ к некоторым структурным формам. Было показано,
что при определенных условиях робастная устойчивость исходного семей-
ства равносильна робастной устойчивости его дифференциальной подсисте-
мы. К сожалению, в процессе преобразований первоначальный тип функцио-
нальной зависимости коэффициентов системы от неопределенных парамет-
ров в общем случае переходит в более сложный.

Рассмотрим семейство ДАУ с аффинной неопределенностью
⎛
⎝A0 +

l∑
j=1

γjAj

⎞
⎠x′(t) +

⎛
⎝B0 +

l∑
j=1

γjBj

⎞
⎠x(t) = 0, t∈T,(4.1)

где Aj и Bj (j = 0, l) — заданные (n× n)-матрицы с вещественными элемен-
тами, detA0 = 0, γ = col (γ1, . . . , γl) ∈Γa = {γ ∈Rl : |γj | � a, j = 1, l}.

В данном разделе получены достаточные условия на структуру коэф-
фициентов Aj и Bj (j = 1, l), при которых робастная устойчивость семей-
ства (4.1) эквивалентна робастной устойчивости системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, разрешенной относительно производной, с аф-
финной неопределенностью.

4.1. Условия, полученные с использованием канонической формы
Кронекера–Вейерштрасса

Опр е д е л е н и е 2. Пучок матриц μA0+B0 называется регулярным, если
существует μ∈R такое, что det (μA0 +B0) �= 0.

Лемма 3 [26, c. 313]. Пусть пучок матриц μA0 +B0 регулярен. Тогда
существуют обратимые (n× n)-матрицы P и S такие, что

PA0S =

(
En−d O
O N

)
, PB0S =

(
J0 O
O Ed

)
,(4.2)

где J0 — некоторая квадратная матрица порядка n− d, N — верхнетре-
угольная матрица с r квадратными нулевыми блоками на диагонали, так
что N r = O.

Система PA0Sz
′(t) + PB0Sz(t) = 0, z(t) = S−1x(t), со свойством (4.2) по-

лучила название канонической формы Кронекера–Вейерштрасса для ДАУ
A0x

′(t) +B0x(t) = 0.
Допустим, что в (4.1) матричный пучок μA0 +B0 регулярен, тогда по лем-

ме 4 существуют обратимые матрицы P и S со свойством (4.2). Предположим,
что

PAjS =

(
O O
Aj,1 O

)
, PBjS =

(
Bj,1 O
Bj,2 O

)
, j = 1, l,(4.3)
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где Aj,1, Bj,1 и Bj,2 — некоторые матрицы, элементы которых могут быть
отличны от нуля. При этом Aj,1 и Bj,2 имеют размеры d× (n− d), блок Bj,1 —
квадратный порядка n− d.

Умножим (4.1) слева на матрицу P и произведем замену перемен-
ной x(t) = Scol (x1(t), x2(t)). В результате получим систему, которая с уче-
том (4.2), (4.3) будет иметь вид

⎛
⎜⎝

En−d O

l∑
j=1

γjAj,1 N

⎞
⎟⎠
(

x′1(t)
x′2(t)

)
+

⎛
⎜⎜⎜⎝

J0 +
l∑

j=1
γjBj,1 O

l∑
j=1

γjBj,2 Ed

⎞
⎟⎟⎟⎠

(
x1(t)

x2(t)

)
= 0.(4.4)

Обозначим

Y1(γ) = J0 +

l∑
j=1

γjBj,1,(4.5)

Y2(γ) =
l∑

j=1

γj (Bj,2 −Aj,1Y1(γ)) .(4.6)

Из первого уравнения системы (4.4) найдем

x′1(t) = −Y1(γ)x1(t),(4.7)

откуда
(

d

dt

)i

x1(t) = (−1)iY i
1 (γ)x1(t), i = 2, l.(4.8)

Принимая во внимание (4.5)–(4.7), второе уравнение системы (4.4) можно
записать в следующей форме:

Nx′2(t) + x2(t) + Y2(γ)x1(t) = 0.(4.9)

Подействовав на (4.9) оператором

Ed +
r−1∑
k=1

(−1)kNk

(
d

dt

)k

(4.10)

и воспользовавшись формулами (4.7) и (4.8), получим

x2(t) =

(
Y2(γ) +

r−1∑
k=1

NkY2(γ)Y
k
1 (γ)

)
x1(t).(4.11)

Нетрудно убедиться, что оператор (4.10) имеет обратный вида Ed +N d
dt .
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Рассуждая аналогично тому, как это было сделано в предыдущих разде-
лах, можно показать, что семейство ДАУ (4.1) асимптотически устойчиво
при всех γ ∈Γa тогда и только тогда, когда тем же свойством обладает се-
мейство (4.7) или, что то же, ДАУ

x′1(t) +

⎛
⎝J0 +

l∑
j=1

γjBj,1

⎞
⎠x1(t) = 0.(4.12)

В системе (4.12) аффинная структура неопределенности сохраняется, в то
время как в уравнении (4.11) она уже нарушена.

Зам е ч а ни е. Если в исходном семействе зависимость от параметров была
бы не аффинная, а иная, например мультилинейная или полиномиальная, то
условия (4.3) обеспечили бы такой же тип неопределенности и в уравнении,
аналогичном (4.12).

Семейство (4.12) будет асимптотически устойчиво при всех значениях
γ ∈Γa, если для него найдется общая функция Ляпунова вида (2.15), имею-
щая положительно определенную производную по переменной t в силу систе-
мы (4.12).

Те ор ем а 5. Пусть в системе (4.1) пучок матриц μA0 +B0 регулярен и
справедливы равенства (4.3). Если найдется симметричная положительно
определенная (n− d)× (n− d)-матрица V, удовлетворяющая при всех γ ∈Γa

неравенству

Y �
1 (γ)V + V Y1(γ) > 0,(4.13)

то семейство (4.1) будет асимптотически устойчиво при всех γ ∈Γa. Мат-
рица Y1(γ) вычисляется по формуле (4.5).

Благодаря тому, что в (4.12) сохраняется аффинная структура зависимо-
сти от неопределенных параметров, неравенства (4.13) достаточно решить
лишь в конечном числе точек, для которых |γj | = a (j = 1, l) [2, c. 199].

По той же причине теорема 2 позволяет получить приближенную оценку
радиуса устойчивости для системы (4.12).

Допустим, что все собственные числа λk матрицы J0 имеют положитель-
ные вещественные части: Re (λk) > 0, k = 1, n − d. Обозначим через λ соб-
ственное значение этой матрицы, имеющее наименьшую вещественную часть.
Пусть α и β — соответствующие правый и левый собственные векторы. По

теореме 2 λ перейдет в собственное значение λ(γ) матрицы J0 +
l∑

j=1
γjBj,1 :

λ(γ)≈ λ+

l∑
j=1

β∗Bj,1α

β∗α
γj
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при малых γ. Поэтому можно ожидать, что при

ā = Reλ/
l∑

j=1

∣∣∣∣Re
β∗Bj,1α

β∗α

∣∣∣∣

хотя бы одно из собственных значений матрицы (4.5) будет иметь нулевую
вещественную часть, т.е. ā — оценка радиуса устойчивости системы (4.12)
[2, c. 198].

4.2. Условия, полученные с использованием дифференциального оператора

Следует отметить, что построение для регулярного пучка μA0+B0 матриц
P и S, обладающих свойством (4.2), в общем случае является нетривиальной
задачей. Поэтому получим для семейства (4.1) другие, более конструктивные,
условия сохранения типа функциональной зависимости от параметров. При
этом на коэффициенты рассматриваемой системы налагаются ограничения,
отличные от тех, которые использовались в разделе 4.1.

Пусть в системе (4.1) матрицы A0 и B0 таковы, что выполняются условия:
A1) в матрице Dr[A0, B0] имеется разрешающий минор;
A2) rankΛr+1[A0, B0] = rankΛr[A0, B0] + n.

Тогда по лемме 2 существует оператор

R = R0 +R1
d

dt
+ . . .+Rr

(
d

dt

)r

,

такой что

R
[
A0x

′(t) +B0x(t)
]
=

(
O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

(
J1 Ed

J2 O

)(
x1(t)
x2(t)

)
,

где Qcol (x1(t), x2(t)) = x(t), Q — соответствующая матрица перестановок
строк (см. (2.5), (2.6)). При этом R имеет левый обратный оператор L =
= L0 + L1

d
dt и

(R0 R1 . . . Rr ) = (En O . . . O )M−1
r [A0, B0],

Mr[A0, B0] — матрица, определителем которой является разрешающий ми-
нор.

Подействовав на (4.1) оператором R, получим систему
(

O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

(
J1 Ed

J2 O

)(
x1(t)

x2(t)

)
+

+
r+1∑
i=0

⎡
⎣

l∑
j=1

γjRi,j

⎤
⎦
(

d

dt

)i
(

x1(t)

x2(t)

)
= 0,(4.14)
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где

R0,j = R0BjQ; Ri,j = (Ri−1Aj +RiBj)Q, i = 1, r;

Rr+1,j = RrAjQ, j = 1, l.
(4.15)

Предположим, что матричные коэффициенты (4.15) имеют следующую
структуру:

R0,j =

(
Bj,1 O

Bj,2 O

)
, Ri,j =

(
A

[i]
j O

O O

)
, j = 1, l, i = 1, r + 1,(4.16)

где Bj,1, Bj,2 и A
[i]
j — некоторые матрицы, причем Bj,1 и A

[i]
j имеют размеры

d× (n− d), а блок Bj,2 — квадратный порядка n− d.
С учетом (4.16) система (4.14) приобретает форму

(
O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

J1 +
l∑

j=1
γjBj,1 Ed

J2 +
l∑

j=1
γjBj,2 O

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(
x1(t)

x2(t)

)
+

+

⎛
⎜⎜⎝

r+1∑
i=1

[
l∑

j=1
γjA

[i]
j

](
d

dt

)i

x1(t) O

O O

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Рассуждая так же, как в предыдущем случае, можно показать, что в пред-
положениях A1 и A2 система (4.1) будет асимптотически устойчива при каж-
дом значении γ ∈Γa в том и только том случае, когда тем же свойством
обладает подсистема

x′1(t) +

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠x1(t) = 0.

Сформулируем аналог теоремы 5.

Те ор ем а 6. Пусть выполнены предположения A1 и A2 и справедливы
равенства (4.16). Если найдется симметричная положительно определен-
ная (n−d)×(n−d)-матрица V, удовлетворяющая при всех γ ∈Γa неравенству

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠

�

V + V

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠ > 0,

то семейство (4.1) будет асимптотически устойчиво при всех γ ∈Γa.
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5. Заключение

В данной работе для исследования робастной устойчивости ДАУ были
предложены алгоритмы построения структурных форм с разделенными диф-
ференциальной и алгебраической подсистемами в случае ограниченного по
норме векторного и скалярного неопределенного параметра (лемма 1 и тео-
рема 3).

Подход, базирующийся на применении линейного дифференциального
оператора, отличается конструктивностью, поскольку для нахождения ко-
эффициентов этого оператора достаточно обратить матрицу, определителем
которой является разрешающий минор. Кроме того, система, полученная в
результате такого преобразования, эквивалентна исходной системе в смысле
решений (лемма 2).

Основная трудность, возникающая при исследовании устойчивости ДАУ
в условиях неопределенности, связана с тем, что даже в простейших случа-
ях при сколь угодно малом возмущении коэффициентов может измениться
внутренняя структура системы и, следовательно, вид общего решения, в ре-
зультате чего структура и свойства невозмущенной системы могут потерять
для анализа всякое значение.

Отличительной особенностью представленных выше результатов является
то, что при анализе устойчивости не используется информация о внутренней
структуре номинальной системы. Структурные формы строятся сразу для
всего семейства (подразделы 2.1 и 3.1). По этой причине не возникает необ-
ходимость введения дополнительных структурных ограничений на возмуще-
ния, которые обеспечивали бы совпадение внутренней структуры номиналь-
ных и возмущенных ДАУ.

Показано, что устойчивость параметрического семейства (1.1) равносиль-
на устойчивости его дифференциальной подсистемы, которая также зависит
от неопределенных параметров. Достаточное условие робастной устойчивости
вытекает из требования существования для дифференциальной подсистемы
общей квадратичной функции Ляпунова вида (2.15) (теоремы 1 и 4).

С другой стороны, в результате преобразования системы к той или иной
структурной форме тип функциональной зависимости от неопределенных па-
раметров дифференциальной подсистемы, для которой и строится функция
Ляпунова, может оказаться гораздо более сложным по сравнению с систе-
мой (1.1). В этой связи для ДАУ с аффинной неопределенностью получе-
ны достаточные условия, при которых дифференциальная подсистема также
представляет собой аффинное семейство (раздел 4). Этот подход применим
и для систем с другими видами параметрической неопределенности.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Пусть QΛ — матрица перестановок столб-
цов такая, что

Λr [A(γ), B(γ)]QΛ = (Λr,1(γ) Λr,2(γ)) ,
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где блок Λr,1(γ) входит в разрешающий минор и состоит из c столбцов, причем
rankΛr,1(γ) = c ∀γ ∈Γ.

Обратимся к матрице Dr [A(γ), B(γ)] . Умножив ее справа на матрицу пе-
рестановок столбцов Qr = diag {Q,Q,QΛ} 1 и слева на M−1

r [A(γ), B(γ)] , по-
лучим

M−1
r [A(γ), B(γ)]Dr [A(γ), B(γ)]Qr =

⎛
⎜⎜⎝

J1(γ) Ed O O O Φ1(γ)
J2(γ) O En−d O O Φ2(γ)
J3(γ) O O Ed O Φ3(γ)
J4(γ) O O O Ec Φ4(γ)

⎞
⎟⎟⎠ ,

где Ji(γ), Φi(γ) (i = {1, 2, 3, 4}) — некоторые матрицы соответствующих раз-
меров. В силу условия (2.4)

Φ1(γ)≡O, Φ2(γ)≡O, Φ3(γ)≡O, γ ∈Γ.

В этом случае

(En O . . . O ) M−1
r [A(γ), B(γ)]Dr [A(γ), B(γ)]Qrcol

(
ξ(t), . . . , ξ(r+1)(t)

)
=

=

(
J1(γ) Ed O O O . . . O

J2(γ) O En−d O O . . . O

)
col

(
ξ(t), . . . , ξ(r+1)(t)

)
,(Π.1)

откуда очевидным образом вытекают формулы (2.9) и (2.8).
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Заметим, что тождество (Π.1) не изме-

нится, если положить в нем

Qr = diag {Q, . . . , Q} .
Пyсть ξ(t)∈Cr+2(T ) — произвольная n-мерная вектор-функция. Продиффе-
ренцируем (Π.1) по переменной t. Принимая во внимание представление (2.9),
получим

(O R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) )Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1col
(
ξ(t), . . . , ξ(r+2)(t)

)
=

=

(
O O J1(γ) Ed O O O . . . O

O O J2(γ) O En−d O O . . . O

)
col

(
ξ(t), . . . , ξ(r+2)(t)

)
.(Π.2)

Из (Π.1) и (Π.2) вытекает тождество
(

R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1 =

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

J1(γ) Ed O O O O

J2(γ) O En−d O O O

O O J1(γ) Ed O O

O O J2(γ) O En−d O

⎞
⎟⎟⎟⎠ .(Π.3)

1 Qr — квазидиагональная матрица, на главной диагонали которой стоят блоки, пере-
численные в скобках, остальные элементы — нулевые.
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Согласно предположению 2 леммы 2 в матрице

Dr+1 [A(γ), B(γ)] =
(
Br+1 [B(γ)] Ar+1 [A(γ), B(γ)] Λr+1 [A(γ), B(γ)]

)

имеется обратимая на Γ подматрица Mr+1 [A(γ), B(γ)] порядка n(r + 2).
При этом число столбцов матрицы Br+1 [B(γ)], входящих вMr+1 [A(γ), B(γ)],
останется по-прежнему равным d, и это будут столбцы матрицы

B2,r+1(γ) = col (B2(γ), O, . . . , O)

(см. (2.5), (2.6)). Количество столбцов матрицы Λr+1 [A(γ), B(γ)] , входящих
в Mr+1, будет равно c+ n.

В результате умножения справа обеих частей равенства (Π.3) на мат-
рицу, вычеркивающую в Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1 столбцы, не входящие в
Mr+1 [A(γ), B(γ)], получим(

R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
Mr+1 [A(γ), B(γ)] = ( E(γ) O ) ,(Π.4)

где

E(γ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Ed O O O
O En−d O O

O J1(γ) Ed O

O J2(γ) O En−d

⎞
⎟⎟⎟⎠ .(Π.5)

При этом блочный столбец

col (O,O,O,En−d)(Π.6)

матрицы, присутствующей в правой части тождества (Π.3), полностью войдет
в матрицу E(γ). В самом деле, поскольку Dr+1 [A(γ), B(γ)], как и матрица,
стоящая в правой части (Π.3), имеют полный строчный ранг при всех γ ∈Γ,
из (Π.3) следует, что тем же свойством будет обладать и матрица(

R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
.(Π.7)

Допустим, что в результате преобразования (Π.3) в (Π.4) часть столбцов мат-
рицы (Π.6) будет вычеркнута. В этом случае матрица E(γ) уже не будет об-
ратимой, что противоречит полноте строчного ранга матрицы (Π.7).

Из (Π.4) следует(
R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
= ( E(γ) O )M−1

r+1 [A(γ), B(γ)] ,(Π.8)

Лемма будет доказана, если показать, что система

(L0(γ) L1(γ) )

(
R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
= (En O . . . O )(Π.9)

имеет решение (L0(γ) L1(γ) ) ∈C1(Γ).
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С учетом представления (Π.8) необходимое и достаточное условие пото-
чечной разрешимости уравнения (Π.9) можно записать в виде

rankE(γ) = rank

(
( E(γ) O )

(En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)]

)
.(Π.10)

Очевидно (см. (Π.5)), что rank E(γ) = 2n. По построению

(En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)] =
(
B2(γ) A1(γ) A2(γ) O

)
.(Π.11)

С учетом (Π.5), (Π.11) нетрудно убедиться, что равенство (Π.10) имеет
место при всех γ ∈Γ.

Решение L0(γ), L1(γ)∈C1(Γ) системы (Π.9) может быть найдено по фор-
муле

(L0(γ) L1(γ) ) = (En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)]

(
E−1(γ)

O

)
.

Лемма доказана.
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