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С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЯМИ1

Решается задача построения интервальных наблюдателей для линей-
ных динамических систем, описываемых моделями с непрерывным вре-
менем, при наличии внешних возмущений, шумов измерений и парамет-
рических неопределенностей. На основе канонической формы Жордана
приводятся соотношения, позволяющие построить интервальный наблю-
датель, оценивающий множество допустимых значений заданной линей-
ной функции вектора состояния системы. Изложенное иллюстрируется
практическим примером.
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1. Введение и постановка задачи

Проблеме построения интервальных наблюдателей последние годы уделя-
ется большое внимание, решения для различных классов систем – с дискрет-
ным и непрерывным временем, с запаздыванием, сингулярных – можно найти
в [1–11], где также обсуждаются практические приложения таких наблюда-
телей в различных областях; обстоятельные обзоры полученных за это время
результатов содержатся в [10, 11]. В этих работах, как правило, интервальные
наблюдатели дают оценку множества допустимых значений полного векто-
ра состояния, в то же время на практике интерес может представлять ин-
тервальная оценка допустимых значений только для определенной линейной
функции этого вектора. Соответствующий интервальный наблюдатель может
оказаться существенно проще наблюдателя для полного вектора состояния,
а ширина интервала заметно меньше за счет появления возможности мини-
мизации влияния внешних возмущений.

1 Работа поддержана Российским научным фондом (проект 23-29-00191),
https://rscf.ru/project/23-29-00191/.
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Последние годы для решения задач построения интервальных наблюдате-
лей стала активно применяться каноническая форма (КФ) Жордана [4, 10],
которая ранее использовалась при анализе свойства самокоррекции сбо-
ев [12]. Матрица, описывающая динамику системы и реализованная в жор-
дановой КФ, при соответствующем выборе собственных чисел обеспечивает
устойчивость наблюдателя и является метцлеровой, т.е. ее внедиагональные
элементы неотрицательны. Эти свойства позволяют гарантировать, что ин-
тервальный наблюдатель в каждый момент времени вырабатывает оценку
множества допустимых значений вектора состояния системы с неопределен-
ностями. Анализ жордановой КФ показывает, что, помимо гарантии устойчи-
вости, она позволяет упростить процедуру обеспечения нечувствительности
наблюдателя к возмущениям и в ряде случаев уменьшить его размерность
за счет отсутствия необходимости обеспечивать устойчивость специальными
средствами.

Настоящая статья является логическим продолжением работ [13, 14], в ко-
торых рассматривалась задача построения интервальных наблюдателей для
систем, описываемых линейными моделями с непрерывным временем при на-
личии внешних возмущений и шумов измерений. В [14] было показано, что
использование канонической формы Жордана при построении интервальных
наблюдателей позволяет уменьшить размерность наблюдателей и в ряде слу-
чаев сократить величину интервала. В настоящей работе ставится и решается
задача построения интервальных наблюдателей для систем, описываемых мо-
делями с непрерывным временем, работающих в условиях действия внешних
возмущений, шумов измерений и параметрических неопределенностей, кото-
рые позволяют оценить множество допустимых значений заданной линейной
функции вектора состояния.

Рассматривается класс систем, описываемых линейной моделью

ẋ(t) = (F +ΔF (μ(t)))x(t) +Gu(t) + Lρ(t),

y(t) = Hx(t) + v(t),
(1.1)

где x ∈ R
n, u ∈ R

m, y ∈ R
l – векторы состояния, управления и выхода; F

и G – постоянные матрицы, описывающие линейную динамику; H и L – из-
вестные постоянные матрицы, ρ(t) ∈ R

p – неизвестная ограниченная функция
времени, описывающая возмущения, действующие на систему, ‖ρ(t)‖ � ρ∗;
v(t) ∈ R

l – неизвестная ограниченная функция времени, описывающая шу-
мы измерений, ‖v(t)‖ � v∗; μ(t) ∈ Π⊂ R

s – ограниченный вектор переменных
параметров. По аналогии с [10] предполагается, что значения вектора μ(t)
недоступны для измерений, множество допустимых значений Π известно,
матричная функция ΔF (μ) ограничена для всех μ(t) ∈ Π и известных ΔF
и ΔF : ΔF � ΔF � ΔF . Как и в [2], для произвольных векторов w1, w2 и
матриц A1, A2 отношения w1 � w2 и A1 � A2 понимаются поэлементно.

Требуется построить интервальный наблюдатель, имеющий минимальную
размерность и формирующий нижнюю z(t) и верхнюю z(t) границы перемен-
ной z(t) = Mx(t) с известной матрицей M такие, что z(t) � z(t) � z(t) при
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всех t � 0. Поскольку задачи учета шума измерений и возмущений для непре-
рывных систем были детально рассмотрены в [13], в данной работе акцент
сделан на параметрические неопределенности, поэтому вначале предполага-
ется, что v(t) = 0 и ρ(t) = 0.

2. Построение модели

В основе решения задачи лежит модель системы (1.1) минимальной раз-
мерности, оценивающая переменную z(t) и некоторую переменную y∗(t), ко-
торая определяется в процессе решения задачи:

ẋ∗(t) = (F∗ +ΔF∗(t)− PH∗)x∗(t) + (J∗ + J ′)y(t) + Py∗(t) +G∗u(t),

y∗(t) = H∗x∗(t),

z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t),

(2.1)

где x∗(t) ∈ R
k, k < n – размерность модели, F∗, G∗, J∗, H∗, Hz и Q – матри-

цы, подлежащие определению, матрицы ΔF∗ и J ′ определяются ниже, выбор
матрицы P объясняется в разделе 3. В [4] для интервальной оценки векто-
ра x(t) было предложено предварительно построенный устойчивый наблюда-
тель преобразовать к жордановой КФ. В отличие от этого в настоящей работе
матрица F∗ сразу ищется в указанной форме; полагая, что собственные числа
λ1, λ2, . . . , λk этой матрицы задаются разными и отрицательными, получаем
матрицу F∗ диагонального вида:

F∗ =

⎛
⎜⎜⎝

λ1 0 0 . . . 0

0 λ2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λk

⎞
⎟⎟⎠ .(2.2)

Покажем корректность этого предположения. Известно [13], что матри-
ца F∗ всегда может быть реализована в идентификационной канонической
форме

F∗ =

⎛
⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Введением обратной связи по сигналу невязки с матрицей K она приводится
к виду F∗ −KH∗; выбором собственных чисел λ1, λ2, . . . , λk, которые предпо-
лагаются разными и отрицательными, и определением соответствующих эле-
ментов матрицы K матрицу F∗ −KH∗ можно сделать устойчивой. Посколь-
ку собственные числа различны, соответствующие им собственные векторы
v1, v2, . . . , vk образуют линейно независимую систему, поэтому составленная
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из них матрица T−1 = (v1 v2 . . . vk) будет невырожденной. Матрица T име-
ет вид

T =

⎛
⎜⎜⎝
w1

w2

. . .
wk

⎞
⎟⎟⎠ ,

где векторы w1, w2, . . . , wk удовлетворяют условию wivi = 1, i = 1, . . . , k,
wivj = 0, i �= j. Преобразуем уравнение (F∗ −KH∗)v1 = λ1v1, следующее из
определения собственных чисел и векторов, к виду T (F∗ −KH∗)T−1Tv1 =
= λ1Tv1 умножением слева на матрицу T . С учетом вида матрицы T полу-
чаем Tv1 = (1 0 . . . 0)T , откуда

T (F∗ −KH∗)T−1(1 0 . . . 0)T = (λ1 0 . . . 0)T .

Из полученного выражения следует, что первый столбец матрицы T (F∗ −
− KH∗)T−1 имеет вид (λ1 0 . . . 0)T . Рассматривая аналогичным образом
уравнение (F∗ −KH∗)vi = λivi, i = 2, 3, . . . , k, приходим к матрице (2.2).

Предполагается, что при отсутствии шумов, возмущений и неопределен-
ностей справедливы равенства x∗(t) = Φx(t) и y∗(t) = R∗x(t), где матрица Φ,
кроме известных условий [15]

ΦF = F∗Φ+ J∗H, H∗Φ = R∗H, ΦG = G∗,(2.3)

должна удовлетворять дополнительному условию, связанному с наличием
переменной z(t), получим его. Из z(t) =Mx(t) и (2.1) следует уравнение

M = HzΦ+QH = (Hz Q)

(
Φ
H

)
,(2.4)

которое имеет решение, если

rank

(
Φ
H

)
= rank

⎛
⎝

Φ
H
M

⎞
⎠ .(2.5)

Отметим также, что условие H∗Φ = R∗H может быть записано в виде урав-
нения

(H∗ −R∗)
(

Φ
H

)
= 0,(2.6)

которое имеет решение, если

rank

(
Φ
H

)
< rank(Φ) + rank(H).(2.7)

Для матрицы (2.2) первое уравнение в (2.3) распадается на k независимых
уравнений:

ΦiF = λiΦi + J∗iH, i = 1, . . . , k,
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которые можно записать в виде

(Φi − J∗i)
(
F − λiIn

H

)
= 0, i = 1, . . . , k,(2.8)

где Φi и J∗i — i-е строки матриц Φ и J∗ соответственно, In – единичная
n× n-матрица.

При решении уравнения (2.8) значения λi < 0 должны задаваться так, что-
бы полученная в результате матрица Φ с минимальным числом строк удовле-
творяла условиям (2.5) и (2.7), после чего из (2.4) определяются матрицы Hz

и Q, из (2.6) – матрицы H∗ и R∗, из (2.3) – G∗. Неопределенность ΔF∗(t),
входящая в (2.1), определяется на основе ΔF (μ(t)) следующим образом. Из
(1.1) и (2.1) по аналогии с (2.3) следует

Φ(F +ΔF (μ(t))) = (F∗ +ΔF∗(t))Φ + J∗H + J ′H.

Поскольку матрица F∗ удовлетворяет условию ΦF = F∗Φ+ J∗H, то

ΦΔF (μ(t)) = ΔF∗(t)Φ + J ′H,

или

ΦΔF (μ)) = (ΔF∗ J ′)
(

Φ
H

)
.(2.9)

Это уравнение имеет решение, если

rank

(
Φ
H

)
= rank

⎛
⎝

Φ
H

ΦΔF (μ))

⎞
⎠ .(2.10)

После определения матрицы Φ проверяется это условие и при его выполнении
из уравнения (2.9) определяются ΔF∗(t) и J ′. Матрицы ΔF ∗ и ΔF ∗ также
определяются из (2.9). При невыполнении условия (2.10) ищется другое ре-
шение уравнения (2.8). Для простоты рассмотрим случай, когда J ′ не зависит
от ΔF (μ).

3. Построение интервального наблюдателя

3.1. Первый вариант

По аналогии с [2, 10] рассмотрим два варианта построения интервальных
наблюдателей – простой, но с ограничениями на исходную систему, и более
сложный без ограничений. Начнем с первого, когда дополнительно предпо-
лагается, что ΔF ∗ � 0 и x∗(t) � 0 при всех t � 0. В этом случае наблюдатель
строится на основе модели (2.1) и ищется в виде

ẋ∗(t) = (F∗ +ΔF ∗ − PH∗)x∗(t) + Py∗(t) + (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t),

ẋ∗(t) = (F∗ +ΔF ∗ − PH∗)x∗(t) + Py∗(t) + (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t),
z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t),

z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t),

x∗(0) = x∗0, x∗(0) = x∗0.

(3.1)
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Введем ошибки оценивания:

e∗(t) = x∗(t)− x∗(t), e∗(t) = x∗(t)− x∗(t),
ez(t) = z(t)− z(t), ez(t) = z(t)− z(t).

(3.2)

С учетом (2.1) и (3.1) для этих ошибок получаем дифференциальные урав-
нения:

ė∗(t) = (F∗ − PH∗)e∗(t) + ΔF∗x∗(t)−ΔF ∗x∗(t),

ė∗(t) = (F∗ − PH∗)e∗(t) + ΔF ∗x∗(t)−ΔF∗x∗(t).
(3.3)

Из (3.1) и (3.3) вытекают требования к матрицам P и P : они выбираются
так, чтобы матрицы F∗ +ΔF ∗ − PH∗ и F∗ +ΔF ∗ − PH∗ были устойчивы-
ми, а F∗ − PH∗ и F∗ − PH∗ – метцлеровыми. Рекомендации по определению
этих матриц можно найти в [2]. Матрица P в (2.1) выбирается равной P для
первого уравнения в (3.1) и P для второго.
Те ор ем а 1. Пусть 0 � ΔF ∗ � ΔF∗ � ΔF ∗, Hz � 0, x∗(t) � 0 при всех

t � 0, x∗(0) � x∗(0) � x∗(0) и существуют матрицы P и P с указанными
выше свойствами, тогда для интервального наблюдателя (3.3) выполняет-
ся соотношение z(t) � z(t) � z(t).

Дока з а т е л ь с т в о. Если x∗(t) � x∗(t), то, поскольку ΔF ∗ � 0, получа-
ем ΔF ∗(x∗(t) − x∗(t)) � 0 и ΔF ∗x∗(t) � ΔF ∗x∗(t). Так как ΔF∗ � ΔF ∗ и
x∗(t) � 0, то (ΔF∗ − ΔF ∗)x∗(t) � 0 и ΔF∗x∗(t) � ΔF ∗x∗(t), откуда с уче-
том предыдущего имеем ΔF∗x∗(t) � ΔF ∗x∗(t), т.е. ΔF∗x∗(t) − ΔF ∗x∗(t) � 0
в (3.3). Поскольку при t = 0 по предположению x∗(0) � x∗(0), т.е. e∗(0) � 0,
а матрица F∗−PH∗ в (3.3) метцлерова, то согласно [2] по индукции получаем
e∗(t) � 0 при всех t � 0. Так как z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t), из (3.2) следует

ez(t) = Hzx∗(t) +Qy(t)− (Hzx∗(t) +Qy(t)) = Hze∗(t),

откуда с учетом e∗(t) � 0 и допущения Hz � 0 получаем ez(t) � 0. Анало-
гично показывается, что ez(t) � 0. Нетрудно видеть, что последние неравен-
ства эквивалентны доказываемому утверждению. Устойчивость матриц F∗ +
+ΔF ∗ − PH∗ и F∗ +ΔF ∗ − PH∗ позволяет утверждать, что границы x∗(t),
x∗(t) и, соответственно, z(t), z(t) конечны. Теорема доказана.

Зам е ч а ни е 1. В случае Hz � 0 границы z(t) и z(t) определяются соот-
ношениями

z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t), z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t).

Действительно, тогда

ez(t) = z(t)− z(t) = Hzx∗(t) +Qy(t)− (Hzx∗(t) +Qy(t)) = −Hze∗(t),

откуда с учетом e∗(t) � 0 и Hz � 0 получаем ez(t) � 0. Для границы z(t) со-
ответствующее неравенство доказывается аналогично.
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Если матрица Hz является знакопеременной, конечный результат остается
прежним, но формулы для расчета верхних и нижних границ усложняются.

Таким образом, для построения интервального наблюдателя, оцениваю-
щего переменную z(t) = Mx(t), необходимо найти такие решения уравне-
ния (2.8), которые при минимальном k дают матрицу Φ, удовлетворяющую
условиям (2.5) и (2.7), вычислить матрицы J∗, G∗ R∗, H∗ и подобрать матри-
цы P и P , удовлетворяющие указанным выше свойствам. Последнее не всегда
возможно, в этом случае необходимо использовать второй вариант построе-
ния наблюдателя.

3.2. Второй вариант

Рассмотрим более сложный интервальный наблюдатель без ограничений
на исходную систему. Изложение предварим леммой.
Лемма 1. Пусть A � A � A для некоторых k × k-матриц A, A, A и

x∗ � x∗ � x∗ для k-мерных векторов x∗, x∗, x∗. Тогда

A+x+∗ −A
+
x−∗ −A−x+∗ +A

−
x−∗ � Ax � A

+
x+∗ −A+x−∗ −A

−
x+∗ +A−x−∗ ,

где A+ = max(0, A), A− = A+ −A и аналогично для вектора x∗.
Доказательство приведено в [1].
Интервальный наблюдатель строится на основе модели (2.1), в которой

принимается P = 0; он описывается следующим образом:

ẋ∗(t) =F∗x∗(t) + (ΔF+
∗ x

+
∗ −ΔF

+
∗ x

−
∗ −ΔF−

∗ x
+
∗ +ΔF

−
∗ x

−
∗ ) +

+ (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t),

ẋ∗(t) =F∗x∗(t) + (ΔF
+
∗ x

+
∗ −ΔF+

∗ x
−
∗ −ΔF

−
∗ x

+
∗ +ΔF−

∗ x
−
∗ ) +

+ (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t),
z(t) =Hzx∗(t) +Qy(t),

z(t) =Hzx∗(t) +Qy(t),

x∗(0) =x∗0, x∗(0) = x∗0.

(3.4)

Уравнения для ошибок оценивания здесь принимают вид

ė∗(t) = F∗e∗(t) + ΔF∗x∗(t)− (ΔF+
∗ x

+
∗ −ΔF

+
∗ x

−
∗ −ΔF−

∗ x
+ +ΔF

−
∗ x

−
∗ ),

ė∗(t) = F∗e∗(t) + (ΔF
+
∗ x

+
∗ −ΔF+

∗ x
−
∗ −ΔF

−
∗ x

+
∗ +ΔF−

∗ x
−
∗ )−ΔF∗x∗(t).

(3.5)

Те ор ем а 2. Пусть ΔF ∗ � ΔF∗ � ΔF ∗ и x∗(0) � x∗(0) � x∗(0), тогда
для интервального наблюдателя (3.4) выполняется соотношение z(t) �
� z(t) � z(t).

Дока з а т е л ь с т в о. Из x∗(0) � x∗(0) � x∗(0) согласно (3.2) следует
e∗(0) � 0 и e∗(0) � 0. Поскольку матрица F∗ метцлерова, из (3.5) и леммы
следует e∗(t) � 0 и e∗(t) � 0 для всех t � 0 [2]. Соотношение z(t) � z(t) � z(t)
доказывается по аналогии со второй частью теоремы 1 и замечанием 1. Тео-
рема доказана.
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Зам е ч а ни е 2. Сравнение двух вариантов показывает, что первый из них
накладывает заметно больше ограничений на систему, чем второй, но имеет
более простую структуру. В частности, во втором варианте нет необходимости
определять матрицы H∗ и R∗, что дает возможность игнорировать условие
(2.7) при реализации этого варианта, что также расширяет класс систем, для
которых интервальный наблюдатель может быть построен. Из сказанного
следует, что при решении конкретной задачи вначале следует сделать попыт-
ку реализовать первый вариант и только в случае невозможности этого —
второй.

Зам е ч а ни е 3. Существенную роль в теоремах 1 и 2 играет условие
x∗(0) � x∗(0) � x∗(0). Устойчивость матриц F∗+ΔF ∗−PH∗, F∗+ΔF ∗−PH∗
и F∗ позволяет утверждать, что доказываемое неравенство z(t) � z(t) � z(t)
будет выполняться для некоторого t > 0 даже при невыполнении условия
x∗(0) � x∗(0) � x∗(0), поскольку влияние начальных условий через опреде-
ленное время практически “забывается”. Действительно, рассмотрим это на
примере второго варианта и первого уравнения в (3.5); обозначим

v0(t) = ΔF∗x∗(t)− (ΔF+
∗ x

+
∗ −ΔF

+
∗ x

−
∗ −ΔF−

∗ x
+ +ΔF

−
∗ x

−
∗ ).

Из леммы следует, что v0(t) � 0. Нетрудно видеть, что матрицы, входящие
в приведенное выше соотношение, в частности ΔF

+
∗ , всегда можно выбрать

так, что v0(t) � v0∗ для некоторого v0∗ > 0.
Поскольку матрица F∗ диагональна, рассмотрим уравнение (3.5) для пер-

вой компоненты ошибки e∗(t):

ė∗1(t) = λ1e∗1(t) + v01(t),

которое имеет решение

e∗1(t) = exp(λ1t)e∗1(0) + exp(λ1t)

t∫

0

v01(τ)exp(−λ1τ)dτ.

Так как λ1 < 0, а v0(t) � v0∗ > 0, первое слагаемое через некоторое время T1
станет практически равным нулю, а ошибка e∗1(t) положительной, несмот-
ря на возможное отрицательное значение e∗1(0). Для остальных компонент
вектора e∗(t) и компонент вектора e∗(t) можно получить аналогичные резуль-
таты.

Зам е ч а ни е 4. Понятия доверительного интервала и доверительной ве-
роятности из математической статистики можно определенным образом пе-
ренести на интервальные наблюдатели: если ΔF∗ ∈ (ΔF ∗,ΔF ∗) с некоторой
степенью принадлежности μ∗, то z(t) ∈ (z(t), z(t)) также со степенью μ∗.

4. Учет возмущений и шумов измерений

Случай, когда v(t) �= 0 и ρ(t) �= 0, подробно рассмотрен в [13], отметим
только, что наблюдатель также строится на основе модели (2.1), в которой
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слагаемое J∗y(t) заменяется на J∗Hx(t), что объясняется необходимостью
учесть шумы измерения согласно соотношению y(t) = Hx(t) + v(t). Приведем
описание интервального наблюдателя в этом случае для первого варианта:

ẋ∗(t) = (F∗ +ΔF∗ − PH∗)x∗(t) + Py∗(t) + (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t)−
− (|J∗|+ |J ′|)Ekv∗ − |L∗|Ekρ∗,

ẋ∗(t) = (F∗ +ΔF∗ − PH∗)x∗(t) + Py∗(t) + (J∗ + J ′)y(t) +G∗u(t) +
+ (|J∗|+ |J ′|)Ekv∗ + |L∗|Ekρ∗,

z(t) =Hzx∗(t) +Qy0(t),

z(t) =Hzx∗(t) +Qy0(t),

x∗(0) =x∗0, x∗(0) = x∗0.

(4.1)

Здесь матрица |A| состоит из абсолютных значений соответствующих эле-
ментов матрицы A, Ek — k × 1-матрица, составленная из единиц. Перемен-
ная y0(t) представляет те компоненты вектора выхода y(t), которые не ис-
кажаются возмущением, т.е. y0(t) = N1y(t) для некоторой матрицы N1. Вве-
дем матрицу L0 максимального ранга такую, что L0L = 0. Поскольку вектор
x′(t) = L0x(t) не искажается возмущением, то y0(t) = N2x

′(t) для некоторой
матрицы N2. Тогда для матриц N1 и N2 получаем уравнение N1H = N2L0,
которое имеет решение, если

rank

(
H
L0

)
< rank(H) + rank(L0).

Если это условие выполняется, матрицы N1 и N2 определяются из уравнения

(N1 −N2)

(
H
L0

)
= 0.

Невыполнение этого условия означает необходимость замены перемен-
ной y0(t) в (4.1) на y(t), что приведет к расширению интервала (z(t), z(t)).

Уравнения для ошибок оценивания принимают вид

ė∗(t) = (F∗ − PH∗)e∗(t) + ΔF∗x∗(t)−ΔF ∗x∗(t)−
− (J∗ + J ′)v(t) + (|J∗|+ |J ′|)Ekv∗ − L∗ρ(t) + |L∗|Ekρ∗,

ė∗(t) = (F∗ − PH∗)e∗(t) + ΔF ∗x∗(t)−ΔF∗x∗(t) +
+ (J∗ + J ′)v(t) + (|J∗|+ |J ′|)Ekv∗ + L∗ρ(t) + |L∗|Ekρ∗.

Нетрудно показать, что искомый результат следует из доказательства теоре-
мы 1 и очевидных дополнительных неравенств

±(J∗ + J ′)v(t) + (|J∗|+ |J ′|)Ekv∗ � 0, ±L∗ρ(t) + |L∗|Ekρ∗ � 0,

верных при всех t � 0.
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Зам е ч а ни е 5. Как следует из (4.1), величина интервала (z(t), z(t)) за-
висит от величины возмущения и уровня шумов. С целью уменьшения этой
величины матрицы Φ и J∗ следует определять из уравнения

(Si − J∗i)
(
L0(F − λiIn)

H

)
= 0, i = 1, . . . , k,(4.2)

которое получается из (2.8) при Φ = SL0 для некоторой матрицы S, что га-
рантирует L∗ = 0, т.е. нечувствительность модели к возмущению; здесь Si —
i-я строка матрицы S. Если (4.2) не имеет решения, следует обратиться к
робастным методам, излагаемым ниже.

Чувствительность модели (2.1) к возмущению ρ(t) обычно оценивается
нормой ‖ΦL‖F матрицы ΦL. С целью минимизации этой нормы для i =
= 1, . . . , k выбирается λi < 0, для которого уравнение (2.8) разрешимо и на-
ходятся все решения в виде Φ

(1)
i , . . . ,Φ

(ni)
i . Представим эти решения в форме

Φ∗i =

⎛
⎜⎝

Φ
(1)
i
. . .

Φ
(ni)
i

⎞
⎟⎠ , Ji =

⎛
⎜⎝

J
(1)
∗i
. . .

J
(ni)
∗i

⎞
⎟⎠ .

Найдем сингулярное разложение произведения Φ∗iL, т.е. представим его в
виде

Φ∗iL = ULΣLVL,

где UL и VL – ортогональные матрицы,

ΣL = (diag(σ1, . . . , σci) 0) или ΣL =

(
diag(σ1, . . . , σci)

0

)

в зависимости от соотношения числа строк и столбцов в матрице Φ∗iL,
ci = min(ni, kp), 0 � σ1 � . . . � σci – сингулярные числа матрицы Φ∗iL,
упорядоченные по возрастанию [16]. Первый транспонированный столбец
матрицы UL выбирается в качестве вектора весовых коэффициентов w =
= (w1 . . . wni) и вычисляются строки Φi = wΦ∗i и J∗i = wJi; если ni = 1, при-
нимаем Φi := Φ

(1)
i и J∗i := J

(1)
i . Полученные строки Φ1, . . . ,Φk и J∗1, . . . , J∗k

компонуются в матрицы

Φ =

⎛
⎝

Φ1

. . .
Φk

⎞
⎠ , J∗ =

⎛
⎝
J∗1
. . .
J∗k

⎞
⎠

и проверяется возможность оценки переменных z(t) и y∗(t) с помощью кри-
териев (2.5) и (2.7). При их выполнении задача решена, в противном случае
для некоторого λi < 0 нужно найти другой вектор w = (w1 . . . wni) для син-
гулярного числа σ > σ1 и вычислить новую матрицу Φi.
Те ор ем а 3. Указанный способ построения матрицы Φ обеспечивает оп-

тимальное решение в смысле минимума нормы ‖ΦL‖F .
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Дока з а т е л ь с т в о. Прямо следует из свойств сингулярного разложе-
ния.

Определением матриц Hz, Q, ΔF∗, J ′, H∗, R∗, G∗ = ΦG и L∗ = ΦL завер-
шается синтез модели (2.1), минимально чувствительной к возмущениям.

По аналогии с [13, 14] результаты, полученные в работе для оценки пере-
менной z(t), можно применить для оценки полного вектора состояния x(t).
Для этого определяются решения уравнения (4.2) с λi < 0 и максимально
возможным k, составляется матрица Φ(1) :=M (1) и при выполнении крите-
риев (2.5) и (2.7) по одному из вариантов определяется интервальная оценка
вектора x(1)(t) =M (1)x(t); отметим, что она не будет зависеть от возмуще-
ния ρ(t). Далее определяются вектор x(2)(t), дополняющий x(1)(t) до x(t),
и матрица M (2) такая, что x(2)(t) =M (2)x(t). Интервальный наблюдатель,
оценивающий переменную x(2)(t), строится на основе уравнения (2.8). Ком-
позиция двух построенных наблюдателей будет давать интервал (x(t), x(t))
более узкий, нежели построенный классическими методами [10].

5. Практический пример

Рассмотрим трехтанковую систему

ẋ1(t) = b4u1(t)/ϑ1 − (b1 − δ1(t))(x1(t)− x2(t)),

ẋ2(t) = b5u2(t)/ϑ2 + (b1 − δ1(t))(x1(t)− x2(t))−
− (b2 − δ2(t))(x2(t)− x3(t)),

ẋ3(t) = (b2 − δ2(t))(x2(t)− x3(t))− b3(x3(t)− b6) + ρ(t),

y1(t) =x2(t) + v1(t), y2(t) = x3(t) + v2(t),

(5.1)

где значения коэффициентов b1, . . . , b5 определяются геометрическими раз-
мерами системы, x1, x2, x3 – уровни жидкости в танках (рис. 1). Жидкость
втекает в первый и второй танки и вытекает из третьего по трубе, располо-
женной на высоте b6. Параметрические неопределенности δ1(t) и δ2(t) связа-
ны с возможными засорениями труб, соединяющих танки, и, как следствие,
уменьшением их пропускной способности. Возмущение ρ(t) отражает возмож-
ные утечки в третьем танке. Для простоты примем b1 = . . . = b5 = 1, b6 = 0;
0 � δ1(t) � 0,2, 0 � δ2(t) � 0,1; |ρ(t)| � ρ∗, |v1(t)| � v∗1, |v2(t)| � v∗2.

u1 u2

Рис. 1. Трехтанковая система.
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Система описывается следующими матрицами:

F =

⎛
⎝

−1 1 0
1 −2 1
0 1 −2

⎞
⎠ , G =

⎛
⎝

1 0
0 1
0 0

⎞
⎠ , H =

(
0 1 0
0 0 1

)
, L =

⎛
⎝

0
0
1

⎞
⎠ .

Сравнивая общую модель (1.1) и систему (5.1), можно заключить, что мат-
ричные функции, описывающие неопределенности, имеют вид

Δ1F (t) =

⎛
⎝

δ1(t) −δ1(t) 0
−δ1(t) δ1(t) 0

0 0 0

⎞
⎠ , Δ2F (t) =

⎛
⎝

0 0 0
0 δ2(t) −δ2(t)

−δ2(t) δ2(t) 0

⎞
⎠ .

Построим интервальный наблюдатель, оценивающий переменную z(t) =

= x1(t). В этом случае M = (1 0 0), L0 =

(
1 0 0
0 1 0

)
. Уравнение (4.2) при-

нимает вид

(Si − J∗i)

⎛
⎜⎜⎝

−1− λi 1 0
1 −2− λi 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Примем λ = −1, тогда Si = J∗i = (1 0), что дает Φ = (1 0 0) и G∗ = (1 0).
Неопределенность ΔF∗(t) и матрица J ′ определяются на основе (2.9), откуда
получаем Δ1F∗(t) = δ1(t), J

′
1 = (−δ1(t) 0), Δ2F∗(t) = 0, J ′

2 = 0. Поскольку
из физических соображений ясно, что x∗(t) � 0 и δ1(t) � 0 при всех t � 0,
можно использовать первый вариант построения наблюдателя. Учитывая,
что 0 � δ1(t) � 0,2, можно принять P = 0.

Так как переменная x3(t) искажается возмущением ρ(t), а y2(t) = x3(t)+
+ v2(t), принимаем y0(t) = y1(t). Нетрудно проверить, что условие (2.5) вы-
полняется и Hz = 1, Q = 0. Модель принимает вид

ẋ∗(t) = (δ1(t)− 1)x∗(t) + (1− δ1(t))H1x(t) + u1(t),

z(t) = x∗(t),

где x∗ = Φx(t) = x1(t). Интервальный наблюдатель (4.1) принимает вид

ẋ∗(t) = (δ1 − 1)x∗(t) + (1− δ1)y1(t) + u1(t)− v∗,

ẋ∗(t) = (δ1 − 1)x∗(t) + (1− δ1)y1(t) + u1(t) + v∗,
z(t) = x∗(t), z(t) = x∗(t).

Так как δ1 − 1 < 0 и δ1 − 1 < 0, очевидно, что наблюдатель устойчив.
Моделирование производилось при u1(t) = 2sin(t), u2(t) = 2sin(5t), шумы

v1(t), v2(t) и возмущение ρ(t) представлены независимыми случайными вели-
чинами с дисперсиями, равными 0,1, неопределенность δ1(t) задана функцией
0,1(1 + sin(10t)) и δ1 = 0, δ1 = 0,2. Результаты моделирования представлены
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Рис. 2. Графики функций x1(t), z(t) и z(t) при разных начальных условиях.

на рис. 2, где приведены графики функций x1(t), z(t) и z(t) с начальными
условиями x(0) = (0 0 0)T , x∗(0) =−3, x∗(0) = 3 на рис. 2,а и x(0) = (0 0 0)T ,
x∗(0) = 3, x∗(0) = −3 на рис. 2,б . Как и показано в разделе 3, “нетипичные”
начальные условия достаточно быстро "забываются"и не влияют на процесс
оценивания при t � 2.

6. Заключение

В работе была поставлена и решена задача построения интервальных на-
блюдателей для линейных динамических систем, описываемых моделями с
непрерывным временем, при наличии внешних возмущений, шумов измере-
ний и параметрических неопределенностей. На основе канонической формы
Жордана приведены соотношения, позволяющие построить интервальный
наблюдатель минимальной размерности, оценивающий множество допусти-
мых значений заданной линейной функции вектора состояния системы. Рас-
смотрены два варианта решения задачи и произведено их сравнение. Изло-
женное иллюстрируется практическим примером.
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РОБАСТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ

Рассматриваются линейные дифференциально-алгебраические уравне-
ния (ДАУ), представляющие собой систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений с тождественно вырожденной на области определения
матрицей при производной. Предполагается, что матричные коэффициен-
ты ДАУ зависят от неопределенных параметров, принадлежащих задан-
ному допустимому множеству. Для рассматриваемого параметрического
семейства построены структурные формы, в которых разделены диффе-
ренциальная и алгебраическая части. Показано, что робастная устойчи-
вость семейства ДАУ равносильна робастной устойчивости его дифферен-
циальной подсистемы. Найдены достаточные условия на структуру воз-
мущений, при которых в процессе разделения ДАУ на алгебраическую и
дифференциальную составляющие сохраняется тип функциональной за-
висимости от неопределенных параметров. Получены достаточные усло-
вия робастной устойчивости на основе построения квадратичной функции
Ляпунова.

Ключевые слова: дифференциально-алгебраические уравнения, парамет-
рическая неопределенность, произвольно высокий индекс неразрешенно-
сти, робастная устойчивость.

DOI: 10.31857/S0005231023110028, EDN: OOPCSW

1. Введение

Рассматривается система дифференциально-алгебраических уравнений
(ДАУ)

A(γ)x′(t) +B(γ)x(t) = 0, t ∈ T = [0,+∞),(1.1)

где γ = col (γ1, . . . , γl) — неопределенный векторный параметр, принадлежа-
щий заданному допустимому множеству Γ =

{
γ ∈ Rl : ‖γ‖Rl � a

}
, A(γ) и

B(γ) — известные вещественные (n × n)-матрицы, x(t) — искомая n-мерная
функция. Предполагается, что detA(γ)≡ 0.

Важнейшей характеристикой ДАУ является индекс неразрешенности, от-
ражающий сложность внутренней структуры системы. Чем выше индекс, тем
сложнее разделить ДАУ на дифференциальную и алгебраическую состав-
ляющие, без чего невозможно исследование устойчивости нестационарных
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систем. Точное определение индекса, используемое в работе, сформулирова-
но в разделе 2.1. Наиболее близким к этому определению является понятие
индекса по дифферецированию [1], введенного для невозмущенных нестацио-
нарных систем ДАУ. Если индекс неразрешенности существует, он будет ра-
вен индексу по дифференцированию.

В статье изучается вопрос об асимптотической устойчивости параметри-
ческого семейства (1.1). Анализ робастной устойчивости ДАУ существенно
сложнее, чем систем обыкновенных дифференциальных уравнений, разре-
шенных относительно производной (см., например, [2, c. 186–225]). Это объ-
ясняется тем, что даже в простейшем случае индекса 1 сколь угодно малое
возмущение коэффициентов может привести к нарушению внутренней струк-
туры системы и, следовательно, к изменению свойств и вида общего решения
[3, c. 61].

Публикаций по робастной устойчивости ДАУ относительно немного (см.,
в частности, [4–14]. Первыми опубликованными исследованиями по данной
тематике считаются [4, 5]. Большинство авторов рассматривают системы с
возмущенным матричным коэффициентом при x(t) [5–9]. Лишь в нескольких
публикациях допускаются возмущения матрицы при производной искомой
вектор-функции [4, 10–12]. Отдельные исследования посвящены робастной
устойчивости и оценке радиуса устойчивости нестационарных ДАУ индек-
са 1 [6, 7, 13].

Робастная устойчивость изучается также в рамках исследования допусти-
мости (admissibility) линейных ДАУ (см., например, [15–21]). Допустимость,
помимо устойчивости, подразумевает наличие у системы свойств регулярно-
сти и либо причинности (causality) для дискретных систем, либо безымпульс-
ности (impulse free) в непрерывном случае.

В настоящее время по-прежнему актуальным остается получение резуль-
татов по робастной устойчивости параметрических семейств вида (1.1) про-
извольно высокого индекса неразрешенности с возмущениями, присутствую-
щими во всех матричных коэффициентах.

В статье для семейства (1.1) с векторным и скалярным параметром до-
казано существование и предложены алгоритмы построения структурных
форм с разделенными алгебраической и дифференциальной подсистемами.
В предыдущих работах автора (например, [22, 23]) для того, чтобы размер-
ность пространства решений и структура общего решения возмущенных ДАУ
были такими же, как у номинальной системы, требовалось, чтобы возмуще-
ния подчинялись некоторым конечным соотношениям. В данной статье рас-
сматриваемые структурные формы определены одновременно для всего се-
мейства (1.1), а их существование доказано без дополнительных ограничений
на возмущения.

К сожалению, преобразование ДАУ (1.1) к той или иной структурной фор-
ме в общем случае переводит тип функциональной зависимости от неопреде-
ленных параметров в более сложный. В работе получены достаточные усло-
вия, при которых процесс разделения системы на алгебраическую и диффе-
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ренциальную части сохраняет в дифференциальной подсистеме тип зависи-
мости от параметров.

В предположениях, при которых проводится анализ, устойчивость систе-
мы (1.1) равносильна устойчивости ее дифференциальной части, которая так-
же представляет собой параметрическое семейство. Достаточные условия ро-
бастной устойчивости вытекают из требования существования для диффе-
ренциальной подсистемы общей квадратичной функции Ляпунова.

2. Достаточные условия робастной устойчивости

2.1. Структурная форма для ДАУ с параметрической неопределенностью

Для системы (1.1) определим (n(r + 1)× n)-матрицы

Br [B(γ)] = col (B(γ), O, . . . , O) ,

Ar [A(γ), B(γ)] = col (A(γ), B(γ), O, . . . , O) ,(2.1)

(n(r + 1)× nr)-матрицу

Λr [A(γ), B(γ)] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

O O . . . O O
A(γ) O . . . O O
B(γ) A(γ) . . . O O
...

...
. . .

...
...

O O . . . A(γ) O
O O . . . B(γ) A(γ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.2)

и (n(r + 1)× n(r + 2))-матрицу

Dr [A(γ), B(γ)] =
(
Br [B(γ)] Ar [A(γ), B(γ)] Λr [A(γ), B(γ)]

)
.(2.3)

Предположим, что для некоторого r (0 � r � n) выполняется условие

rankΛr [A(γ), B(γ)] = c = const ∀γ ∈ Γ(2.4)

и в матрице Dr [A(γ), B(γ)] имеется неособенный для всех γ ∈ Γ минор
n(r + 1)-го порядка, включающий в себя c столбцов матрицы Λr [A(γ), B(γ)]
и все столбцы матрицы Ar [A(γ), B(γ)]. Такой минор будем называть разре-
шающим минором.

Обозначим через Mr [A(γ), B(γ)] квадратную порядка n(r+ 1) подматри-
цу матрицы Dr [A(γ), B(γ)], определителем которой является разрешающий
минор.
Опр е д е л е н и е 1. Наименьшее значение r, при котором справедливо

условие (2.4) и в матрице Dr [A(γ), B(γ)] существует разрешающий ми-
нор, будем называть индексом неразрешенности параметрического семей-
ства (1.1).
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Из приведенной ниже леммы 1 следует, что определение индекса нераз-
решенности подразумевает постоянство внутренней структуры системы (1.1)
при всех γ ∈ Γ.

Введем обозначение

(A1(γ) A2(γ) ) = A(γ)Q, (B1(γ) B2(γ) ) = B(γ)Q,(2.5)

где Q — матрица перестановок столбцов такая, что все столбцы матрицы

B2,r(γ) = col (B2(γ), O, . . . , O)(2.6)

входят в разрешающий минор, а столбцы col (B1(γ), O, . . . , O) не входят в
этот минор. Блоки B2(γ) и A2(γ) из (2.5), (2.6) имеют размеры n× d, где
d = nr − c. О построении матрицы Q см. [22]. Таким образом, d — это число
столбцов матрицы Br[B(γ)], входящих в разрешающий минор матрицы (2.3).
Лемма 1. Пусть:
1) A(γ), B(γ) ∈ C1(Γ);

2) выполнено условие (2.4);
3) в матрице Dr [A(γ), B(γ)] имеется разрешающий минор.
Тогда существует оператор

Rγ = R0(γ) +R1(γ)
d

dt
+ . . .+Rr(γ)

(
d

dt

)r
(2.7)

(Rj(γ) ∈ C1(Γ) — (n× n)-матрицы (j = 0, r)) такой, что

Rγ

[
A(γ)Qξ′(t) +B(γ)Qξ(t)

]
=

(
O O

En−d O

)
ξ′(t) +

(
J1(γ) Ed
J2(γ) O

)
ξ(t)(2.8)

для всех значений t∈T , γ ∈Γ и для любой n-мерной вектор-функции
ξ(t)∈Cr+1(T ). Здесь Ed — единичная матрица порядка d, Q — матрица
перестановок из (2.5); J1(γ), J2(γ)∈C1(Γ) — некоторые матрицы соответ-
ствующих размеров.

При этом

(R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) ) = (En O . . . O ) M−1
r [A(γ), B(γ)] .(2.9)

Лемма 2. Пусть для ДАУ (1.1) :

1) выполнены все предположения леммы 1;
2) в матрице Dr+1 [A(γ), B(γ)] имеется обратимая для всех γ ∈Γ под-

матрица Mr+1 [A(γ), B(γ)] порядка n(r + 2), которая включает в себя мат-
рицу Mr [A(γ), B(γ)] и еще n столбцов матрицы Λr+1 [A(γ), B(γ)].

Тогда оператор Rγ обладает левым обратным оператором Lγ = L0(γ)+
+L1(γ)

d
dt , где L0(γ), L1(γ)∈C1(Γ) — (n× n)-матрицы.

Доказательства лемм приведены в Приложении.
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2.2. Условия робастной устойчивости

Согласно лемме 1 действие оператора Rγ преобразует семейство (1.1) к
виду

Ã(γ)

(
x′1(t)
x′2(t)

)
+ B̃(γ)

(
x1(t)

x2(t)

)
= 0,(2.10)

где

Qcol (x1(t), x2(t)) = x(t),(2.11)

Q — матрица перестановок строк (см. (2.5), (2.6)),

Ã(γ) =

(
O O

En−d O

)
= (R0(γ)A(γ) +R1(γ)B(γ))Q,(2.12)

B̃(γ) =

(
J1(γ) Ed
J2(γ) O

)
= R0(γ)B(γ)Q.(2.13)

Компонента x1(t) решения ДАУ (2.10) удовлетворяет уравнению

x′1(t) + J2(γ)x1(t) = 0.(2.14)

В свою очередь, x2(t) = −J1(γ)x1(t). Поскольку матрица J1(γ) является по-
стоянной при каждом фиксированном значении γ ∈Γ, семейство (2.10), (2.12),
(2.13) будет асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда тем же
свойством обладает система (2.14).

В предположениях леммы 2 оператор Rγ имеет левый обратный оператор.
Кроме того, решения систем (1.1) и (2.10), (2.12), (2.13) связаны посредством
матрицы перестановок строк Q (см. (2.11)). На основании этих фактов можно
заключить, что семейство ДАУ (1.1) будет асимптотически устойчиво в том
и только том случае, если асимптотической устойчивостью обладает систе-
ма (2.14).

Потребуем, чтобы у всего семейства (2.14) была общая квадратичная
функция Ляпунова

W (x1) = x�1 V x1,(2.15)

обладающая положительно определенной производной по переменной t в си-
лу системы (2.14). Здесь (n− d)× (n− d)-матрица V симметрична и положи-
тельно определена. Известно [2, c. 198; 21, c. 210], что семейство (2.14) будет
асимптотически устойчиво, если существует решение системы линейных мат-
ричных неравенств

J2(γ)
�V + V J2(γ) > 0, γ ∈Γ.(2.16)
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В этом случае асимптотически устойчиво будет и семейство ДАУ (1.1).
Таким образом, справедлива

Те ор ем а 1. Пусть выполнены все предположения леммы 2. Кроме то-
го, существует симметричная и положительно определенная постоянная
матрица V , удовлетворяющая системе матричных неравенств (2.16).

Тогда параметрическое семейство ДАУ (1.1) асимптотически устой-
чиво.

Сформулируем еще один полезный факт, базирующийся на известном ре-
зультате из теории возмущений [2, с. 198].

Те ор ем а 2. Пусть выполнены все предположения леммы 2 и в системе
(2.10)–(2.13) все собственные значения λi(0) матрицы J2(0) различны, а αi
и βi — соответствующие правые и левые собственные векторы:

J2(0)αi = λi(0)αi, β∗i J2(0) = λi(0)β
∗
i ,

‖αi‖Rn−d = ‖βi‖Rn−d = 1, i = 1, n− d.

Тогда собственные значения матрицы J2(γ) представимы в виде

λi(γ) = λi(0) +
l∑

j=1

β∗iΘjαi
β∗i αi

γj + o(γ),

где

Θj =
∂J2(γ)

∂γj

∣∣∣
γ=0

.

Прим ер. Рассмотрим ДАУ
⎛
⎜⎜⎝

1 −γ2 1 0
0 1 0 0

−ϕ(γ3) 0 0 ϕ(γ3)
0 0 ψ(γ3) 0

⎞
⎟⎟⎠x′(t) +

+

⎛
⎜⎜⎝

2 0 0 γ1 − 1
0 2− γ2 0 0
0 0 1 0
−1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠x(t) = 0,

(2.17)

где

Γ =

{
col (γ1, γ2, γ3) :

√
γ21 + γ22 + γ23 � 1/2

}
.

Функции ϕ(γ3) и ψ(γ3) бесконечно дифференцируемы по параметру γ3 ∈
∈ [−1/2, 1/2] и выбираются по правилу: ψ(γ3) = 0, если ϕ(γ3) �= 0. Посколь-
ку φ(γ3) и ψ(γ3) обращаются в ноль либо одновременно, либо по очереди,
матрица при производной имеет в области Γ переменный ранг.
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В D2 [A(γ), B(γ)] имеется разрешающий минор, обведенный пунктирной
линией:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0
0 f2
0 0
−1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 f1 1 −γ2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −ϕ 0 0 ϕ 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 ψ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 f1 1 −γ2 1 0 0 0
0 0 0 f2 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −ϕ 0 0 ϕ 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 0 ψ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 f1 1 −γ2
0 0 0 0 0 0 0 f2 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −ϕ 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 ϕ
ψ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Здесь зависимость ϕ и ψ от параметра γ3 опущена, f1 = γ1 − 1, f2 = 2− γ2.
Матрица Λ2[A(γ), B(γ)] расположена правее двойной вертикальной линии, ее
ранг равен шести.

Построим матрицу D3 [A(γ), B(γ)] , дополнив D2 четырьмя нулевыми
столбцами справа и четырьмя строками снизу:

⎛
⎜⎜⎝

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 2 0 0 f1 1 −γ2 1 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 f2 0 0 0 1 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 1 0 −ϕ 0 0 ϕ

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 −1 0 0 1 0 0 ψ 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Подматрица M3 [A(γ), B(γ)] в D3 имеется: она включает в себя все столбцы,
в которых расположен разрешающий минор, а также еще четыре столбца,
в которых присутствуют обведенные рамками единицы. Таким образом, все
предположения леммы 2 выполнены. При этом d = 2, Q = E4.

Оператор

Rγ = R0(γ) +R1(γ)
d

dt
+R2(γ)

(
d

dt

)2

,

где

R0(γ) =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
1 γ2 0 1− γ1
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠, R1(γ) =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 −ϕ(γ3)
0 0 −ψ(γ3) 0
0 0 (γ1 − 1)ψ(γ3)− 1 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠,

R2(γ) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ϕ(γ3)
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,
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преобразует систему (2.17) к виду
⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠x′(t) +

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
−1 0 0 1

1 + γ1 γ2 (2− γ2) 0 0
0 2− γ2 0 0

⎞
⎟⎟⎠x(t) = 0.

При этом J2(γ) =

(
1 + γ1 γ2 (2− γ2)

0 2− γ2

)
.

Пусть в матричном неравенстве (2.16) V =

(
2 0
0 2

)
, тогда

J2(γ)
�V + V J2(γ) =

(
4 (1 + γ1) 2γ2 (2− γ2)
2γ2 (2− γ2) 4 (2− γ2)

)
.

Эта матрица положительно определена, так как все ее главные миноры по-
ложительны при любых значениях γ1 и γ2 из отрезка [−1/2, 1/2]. В част-
ности, определитель этой матрицы равен 4 (2− γ2)

{
4 (1 + γ1)− γ22 (2− γ2)

}
.

Очевидно, 2− γ2 > 0 ∀γ2 ∈ [−1/2, 1/2]. Выражение в фигурных скобках при-
нимает минимальное значение 11/8 > 0 при γ1 = −1/2, γ2 = −1/2.

По теореме 1 это означает, что семейство (2.17) асимптотически устойчиво.

3. Условия робастной устойчивости ДАУ со скалярным параметром

Рассмотрим ДАУ

A(γ0)x
′(t) +B(γ0)x(t) = 0, t∈T,(3.1)

где γ0 ∈G0 — скалярный параметр, G0 = {γ0 ∈R : |γ0| � a} — заданное до-
пустимое можество.

Те ор ем а 3. Пусть:
1) A(γ0), B(γ0)∈CA(G0);

2) rankΛr[A(γ0), B(γ0)] = const ∀γ0 ∈G0;

3) в матрице Dr[A(γ0), B(γ0)] имеется разрешающий минор.
Тогда найдутся обратимые для всех γ0 ∈G0 матрицы P (γ0), S(γ0) ∈

∈ CA(G0) такие, что умножение слева на P (γ0) и замена переменной

x(t) = S(γ0)col (z1(t), z2(t))

преобразует систему (3.1) к виду
(
En−d O

O N(γ0)

)(
z′1(t)
z′2(t)

)
+

(
J(γ0) O

O Ed

)(
z1(t)

z2(t)

)
= 0, t∈T,(3.2)

где N(γ0) – верхнетреугольная матрица с r квадратными нулевыми блоками
на диагонали, так что N r(γ0)≡O, J(γ0) – некоторая (n−d)×(n−d)-мат-
рица.
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Доказательство теоремы опущено. Оно базируется на технике пошагового
зануления линейно зависимых строк в матрице при x′(t) и применения опе-
ратора дифференцирования к соответствующим строкам матрицы при x(t).

Структурная форма (3.2) является аналогом “сильной стандартной ка-
нонической формы”, введенной в работе [25] для системы вида A(t)x′(t) +
+B(t)x(t) = f(t) в предположении ее “аналитической разрешимости”.

В предположениях теоремы 3 решения систем (3.1) и (3.2) связаны тож-
деством

x(t) = S(γ0)col (z1(t), z2(t))(3.3)

с обратимой при всех γ0 ∈G0 матрицей S(γ0).
Рассмотрим ДАУ (3.2). Из структуры матрицы N(γ0) следует , что подси-

стема
N(γ0)z

′
2(t) + z2(t) = 0

имеет только тривиальное решение z2(t)≡ 0 при всех γ0 ∈G0.
В свою очередь, компонента z1(t) удовлетворяет подсистеме

z′1(t) + J(γ0)z1(t) = 0.(3.4)

Поэтому можно сказать, что ДАУ (3.2) будут асимптотически устойчивы,
тогда и только тогда, когда тем же свойством обладает система (3.4).

Поскольку в (3.3) матрица S(γ0) постоянна при каждом фиксированном
значении γ0, семейство ДАУ (3.1) будет асимптотически устойчиво в том и
только том случае, когда аcимптотически устойчива система (3.4).

Допустим, что для (3.4) нашлась общая функция Ляпунова

W0(z1) = z�1 V0z1

c симметричной и положительно определенной (n− d)× (n− d)-матрицей V0,
удовлетворяющей матричному неравенству

J�(γ0)V0 + V0J(γ0) > 0, γ0 ∈G0.(3.5)

В этом случае семейство (3.4) будет асимптотически устойчиво, а сле-
довательно, таким же свойством будет обладать и параметрическое семей-
ство (3.1).

Таким образом, имеет место следующий результат.

Те ор ем а 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3. Семейство ДАУ
(3.1) асимптотически устойчиво, если существует постоянная, симмет-
ричная и положительно определенная матрица V0, удовлетворяющая мат-
ричному неравенству (3.5) при всех γ0 ∈G0.
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4. Условия сохранения типа функциональной зависимости от параметров

В предыдущих разделах рассматривались преобразования параметриче-
ских семейств ДАУ к некоторым структурным формам. Было показано,
что при определенных условиях робастная устойчивость исходного семей-
ства равносильна робастной устойчивости его дифференциальной подсисте-
мы. К сожалению, в процессе преобразований первоначальный тип функцио-
нальной зависимости коэффициентов системы от неопределенных парамет-
ров в общем случае переходит в более сложный.

Рассмотрим семейство ДАУ с аффинной неопределенностью
⎛
⎝A0 +

l∑
j=1

γjAj

⎞
⎠x′(t) +

⎛
⎝B0 +

l∑
j=1

γjBj

⎞
⎠x(t) = 0, t∈T,(4.1)

где Aj и Bj (j = 0, l) — заданные (n× n)-матрицы с вещественными элемен-
тами, detA0 = 0, γ = col (γ1, . . . , γl) ∈Γa = {γ ∈Rl : |γj | � a, j = 1, l}.

В данном разделе получены достаточные условия на структуру коэф-
фициентов Aj и Bj (j = 1, l), при которых робастная устойчивость семей-
ства (4.1) эквивалентна робастной устойчивости системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, разрешенной относительно производной, с аф-
финной неопределенностью.

4.1. Условия, полученные с использованием канонической формы
Кронекера–Вейерштрасса

Опр е д е л е н и е 2. Пучок матриц μA0+B0 называется регулярным, если
существует μ∈R такое, что det (μA0 +B0) �= 0.

Лемма 3 [26, c. 313]. Пусть пучок матриц μA0 +B0 регулярен. Тогда
существуют обратимые (n× n)-матрицы P и S такие, что

PA0S =

(
En−d O
O N

)
, PB0S =

(
J0 O
O Ed

)
,(4.2)

где J0 — некоторая квадратная матрица порядка n− d, N — верхнетре-
угольная матрица с r квадратными нулевыми блоками на диагонали, так
что N r = O.

Система PA0Sz
′(t) + PB0Sz(t) = 0, z(t) = S−1x(t), со свойством (4.2) по-

лучила название канонической формы Кронекера–Вейерштрасса для ДАУ
A0x

′(t) +B0x(t) = 0.
Допустим, что в (4.1) матричный пучок μA0 +B0 регулярен, тогда по лем-

ме 4 существуют обратимые матрицы P и S со свойством (4.2). Предположим,
что

PAjS =

(
O O
Aj,1 O

)
, PBjS =

(
Bj,1 O
Bj,2 O

)
, j = 1, l,(4.3)
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где Aj,1, Bj,1 и Bj,2 — некоторые матрицы, элементы которых могут быть
отличны от нуля. При этом Aj,1 и Bj,2 имеют размеры d× (n− d), блок Bj,1 —
квадратный порядка n− d.

Умножим (4.1) слева на матрицу P и произведем замену перемен-
ной x(t) = Scol (x1(t), x2(t)). В результате получим систему, которая с уче-
том (4.2), (4.3) будет иметь вид

⎛
⎜⎝

En−d O

l∑
j=1

γjAj,1 N

⎞
⎟⎠
(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

⎛
⎜⎜⎜⎝
J0 +

l∑
j=1

γjBj,1 O

l∑
j=1

γjBj,2 Ed

⎞
⎟⎟⎟⎠

(
x1(t)

x2(t)

)
= 0.(4.4)

Обозначим

Y1(γ) = J0 +

l∑
j=1

γjBj,1,(4.5)

Y2(γ) =
l∑

j=1

γj (Bj,2 −Aj,1Y1(γ)) .(4.6)

Из первого уравнения системы (4.4) найдем

x′1(t) = −Y1(γ)x1(t),(4.7)

откуда
(
d

dt

)i
x1(t) = (−1)iY i

1 (γ)x1(t), i = 2, l.(4.8)

Принимая во внимание (4.5)–(4.7), второе уравнение системы (4.4) можно
записать в следующей форме:

Nx′2(t) + x2(t) + Y2(γ)x1(t) = 0.(4.9)

Подействовав на (4.9) оператором

Ed +
r−1∑
k=1

(−1)kNk

(
d

dt

)k
(4.10)

и воспользовавшись формулами (4.7) и (4.8), получим

x2(t) =

(
Y2(γ) +

r−1∑
k=1

NkY2(γ)Y
k
1 (γ)

)
x1(t).(4.11)

Нетрудно убедиться, что оператор (4.10) имеет обратный вида Ed +N d
dt .
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Рассуждая аналогично тому, как это было сделано в предыдущих разде-
лах, можно показать, что семейство ДАУ (4.1) асимптотически устойчиво
при всех γ ∈Γa тогда и только тогда, когда тем же свойством обладает се-
мейство (4.7) или, что то же, ДАУ

x′1(t) +

⎛
⎝J0 +

l∑
j=1

γjBj,1

⎞
⎠x1(t) = 0.(4.12)

В системе (4.12) аффинная структура неопределенности сохраняется, в то
время как в уравнении (4.11) она уже нарушена.
Зам е ч а ни е. Если в исходном семействе зависимость от параметров была

бы не аффинная, а иная, например мультилинейная или полиномиальная, то
условия (4.3) обеспечили бы такой же тип неопределенности и в уравнении,
аналогичном (4.12).

Семейство (4.12) будет асимптотически устойчиво при всех значениях
γ ∈Γa, если для него найдется общая функция Ляпунова вида (2.15), имею-
щая положительно определенную производную по переменной t в силу систе-
мы (4.12).

Те ор ем а 5. Пусть в системе (4.1) пучок матриц μA0 +B0 регулярен и
справедливы равенства (4.3). Если найдется симметричная положительно
определенная (n− d)× (n− d)-матрица V, удовлетворяющая при всех γ ∈Γa
неравенству

Y �
1 (γ)V + V Y1(γ) > 0,(4.13)

то семейство (4.1) будет асимптотически устойчиво при всех γ ∈Γa. Мат-
рица Y1(γ) вычисляется по формуле (4.5).

Благодаря тому, что в (4.12) сохраняется аффинная структура зависимо-
сти от неопределенных параметров, неравенства (4.13) достаточно решить
лишь в конечном числе точек, для которых |γj | = a (j = 1, l) [2, c. 199].

По той же причине теорема 2 позволяет получить приближенную оценку
радиуса устойчивости для системы (4.12).

Допустим, что все собственные числа λk матрицы J0 имеют положитель-
ные вещественные части: Re (λk) > 0, k = 1, n − d. Обозначим через λ соб-
ственное значение этой матрицы, имеющее наименьшую вещественную часть.
Пусть α и β — соответствующие правый и левый собственные векторы. По

теореме 2 λ перейдет в собственное значение λ(γ) матрицы J0 +
l∑

j=1
γjBj,1 :

λ(γ)≈ λ+

l∑
j=1

β∗Bj,1α
β∗α

γj
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при малых γ. Поэтому можно ожидать, что при

ā = Reλ/
l∑

j=1

∣∣∣∣Re
β∗Bj,1α
β∗α

∣∣∣∣

хотя бы одно из собственных значений матрицы (4.5) будет иметь нулевую
вещественную часть, т.е. ā — оценка радиуса устойчивости системы (4.12)
[2, c. 198].

4.2. Условия, полученные с использованием дифференциального оператора

Следует отметить, что построение для регулярного пучка μA0+B0 матриц
P и S, обладающих свойством (4.2), в общем случае является нетривиальной
задачей. Поэтому получим для семейства (4.1) другие, более конструктивные,
условия сохранения типа функциональной зависимости от параметров. При
этом на коэффициенты рассматриваемой системы налагаются ограничения,
отличные от тех, которые использовались в разделе 4.1.

Пусть в системе (4.1) матрицы A0 и B0 таковы, что выполняются условия:
A1) в матрице Dr[A0, B0] имеется разрешающий минор;
A2) rankΛr+1[A0, B0] = rankΛr[A0, B0] + n.

Тогда по лемме 2 существует оператор

R = R0 +R1
d

dt
+ . . .+Rr

(
d

dt

)r
,

такой что

R
[
A0x

′(t) +B0x(t)
]
=

(
O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

(
J1 Ed
J2 O

)(
x1(t)
x2(t)

)
,

где Qcol (x1(t), x2(t)) = x(t), Q — соответствующая матрица перестановок
строк (см. (2.5), (2.6)). При этом R имеет левый обратный оператор L =
= L0 + L1

d
dt и

(R0 R1 . . . Rr ) = (En O . . . O )M−1
r [A0, B0],

Mr[A0, B0] — матрица, определителем которой является разрешающий ми-
нор.

Подействовав на (4.1) оператором R, получим систему
(

O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

(
J1 Ed

J2 O

)(
x1(t)

x2(t)

)
+

+
r+1∑
i=0

⎡
⎣

l∑
j=1

γjRi,j

⎤
⎦
(
d

dt

)i( x1(t)

x2(t)

)
= 0,(4.14)
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где

R0,j = R0BjQ; Ri,j = (Ri−1Aj +RiBj)Q, i = 1, r;

Rr+1,j = RrAjQ, j = 1, l.
(4.15)

Предположим, что матричные коэффициенты (4.15) имеют следующую
структуру:

R0,j =

(
Bj,1 O

Bj,2 O

)
, Ri,j =

(
A

[i]
j O

O O

)
, j = 1, l, i = 1, r + 1,(4.16)

где Bj,1, Bj,2 и A
[i]
j — некоторые матрицы, причем Bj,1 и A

[i]
j имеют размеры

d× (n− d), а блок Bj,2 — квадратный порядка n− d.
С учетом (4.16) система (4.14) приобретает форму

(
O O

En−d O

)(
x′1(t)
x′2(t)

)
+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

J1 +
l∑

j=1
γjBj,1 Ed

J2 +
l∑

j=1
γjBj,2 O

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(
x1(t)

x2(t)

)
+

+

⎛
⎜⎜⎝

r+1∑
i=1

[
l∑

j=1
γjA

[i]
j

](
d

dt

)i
x1(t) O

O O

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Рассуждая так же, как в предыдущем случае, можно показать, что в пред-
положениях A1 и A2 система (4.1) будет асимптотически устойчива при каж-
дом значении γ ∈Γa в том и только том случае, когда тем же свойством
обладает подсистема

x′1(t) +

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠x1(t) = 0.

Сформулируем аналог теоремы 5.

Те ор ем а 6. Пусть выполнены предположения A1 и A2 и справедливы
равенства (4.16). Если найдется симметричная положительно определен-
ная (n−d)×(n−d)-матрица V, удовлетворяющая при всех γ ∈Γa неравенству

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠

�

V + V

⎛
⎝J2 +

l∑
j=1

γjBj,2

⎞
⎠ > 0,

то семейство (4.1) будет асимптотически устойчиво при всех γ ∈Γa.
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5. Заключение

В данной работе для исследования робастной устойчивости ДАУ были
предложены алгоритмы построения структурных форм с разделенными диф-
ференциальной и алгебраической подсистемами в случае ограниченного по
норме векторного и скалярного неопределенного параметра (лемма 1 и тео-
рема 3).

Подход, базирующийся на применении линейного дифференциального
оператора, отличается конструктивностью, поскольку для нахождения ко-
эффициентов этого оператора достаточно обратить матрицу, определителем
которой является разрешающий минор. Кроме того, система, полученная в
результате такого преобразования, эквивалентна исходной системе в смысле
решений (лемма 2).

Основная трудность, возникающая при исследовании устойчивости ДАУ
в условиях неопределенности, связана с тем, что даже в простейших случа-
ях при сколь угодно малом возмущении коэффициентов может измениться
внутренняя структура системы и, следовательно, вид общего решения, в ре-
зультате чего структура и свойства невозмущенной системы могут потерять
для анализа всякое значение.

Отличительной особенностью представленных выше результатов является
то, что при анализе устойчивости не используется информация о внутренней
структуре номинальной системы. Структурные формы строятся сразу для
всего семейства (подразделы 2.1 и 3.1). По этой причине не возникает необ-
ходимость введения дополнительных структурных ограничений на возмуще-
ния, которые обеспечивали бы совпадение внутренней структуры номиналь-
ных и возмущенных ДАУ.

Показано, что устойчивость параметрического семейства (1.1) равносиль-
на устойчивости его дифференциальной подсистемы, которая также зависит
от неопределенных параметров. Достаточное условие робастной устойчивости
вытекает из требования существования для дифференциальной подсистемы
общей квадратичной функции Ляпунова вида (2.15) (теоремы 1 и 4).

С другой стороны, в результате преобразования системы к той или иной
структурной форме тип функциональной зависимости от неопределенных па-
раметров дифференциальной подсистемы, для которой и строится функция
Ляпунова, может оказаться гораздо более сложным по сравнению с систе-
мой (1.1). В этой связи для ДАУ с аффинной неопределенностью получе-
ны достаточные условия, при которых дифференциальная подсистема также
представляет собой аффинное семейство (раздел 4). Этот подход применим
и для систем с другими видами параметрической неопределенности.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Пусть QΛ — матрица перестановок столб-
цов такая, что

Λr [A(γ), B(γ)]QΛ = (Λr,1(γ) Λr,2(γ)) ,
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где блок Λr,1(γ) входит в разрешающий минор и состоит из c столбцов, причем
rankΛr,1(γ) = c ∀γ ∈Γ.

Обратимся к матрице Dr [A(γ), B(γ)] . Умножив ее справа на матрицу пе-
рестановок столбцов Qr = diag {Q,Q,QΛ} 1 и слева на M−1

r [A(γ), B(γ)] , по-
лучим

M−1
r [A(γ), B(γ)]Dr [A(γ), B(γ)]Qr =

⎛
⎜⎜⎝
J1(γ) Ed O O O Φ1(γ)
J2(γ) O En−d O O Φ2(γ)
J3(γ) O O Ed O Φ3(γ)
J4(γ) O O O Ec Φ4(γ)

⎞
⎟⎟⎠ ,

где Ji(γ), Φi(γ) (i = {1, 2, 3, 4}) — некоторые матрицы соответствующих раз-
меров. В силу условия (2.4)

Φ1(γ)≡O, Φ2(γ)≡O, Φ3(γ)≡O, γ ∈Γ.

В этом случае

(En O . . . O ) M−1
r [A(γ), B(γ)]Dr [A(γ), B(γ)]Qrcol

(
ξ(t), . . . , ξ(r+1)(t)

)
=

=

(
J1(γ) Ed O O O . . . O

J2(γ) O En−d O O . . . O

)
col

(
ξ(t), . . . , ξ(r+1)(t)

)
,(Π.1)

откуда очевидным образом вытекают формулы (2.9) и (2.8).
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Заметим, что тождество (Π.1) не изме-

нится, если положить в нем

Qr = diag {Q, . . . , Q} .
Пyсть ξ(t)∈Cr+2(T ) — произвольная n-мерная вектор-функция. Продиффе-
ренцируем (Π.1) по переменной t. Принимая во внимание представление (2.9),
получим

(O R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) )Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1col
(
ξ(t), . . . , ξ(r+2)(t)

)
=

=

(
O O J1(γ) Ed O O O . . . O

O O J2(γ) O En−d O O . . . O

)
col

(
ξ(t), . . . , ξ(r+2)(t)

)
.(Π.2)

Из (Π.1) и (Π.2) вытекает тождество
(
R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1 =

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

J1(γ) Ed O O O O

J2(γ) O En−d O O O

O O J1(γ) Ed O O

O O J2(γ) O En−d O

⎞
⎟⎟⎟⎠ .(Π.3)

1 Qr — квазидиагональная матрица, на главной диагонали которой стоят блоки, пере-
численные в скобках, остальные элементы — нулевые.
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Согласно предположению 2 леммы 2 в матрице

Dr+1 [A(γ), B(γ)] =
(
Br+1 [B(γ)] Ar+1 [A(γ), B(γ)] Λr+1 [A(γ), B(γ)]

)

имеется обратимая на Γ подматрица Mr+1 [A(γ), B(γ)] порядка n(r + 2).
При этом число столбцов матрицы Br+1 [B(γ)], входящих вMr+1 [A(γ), B(γ)],
останется по-прежнему равным d, и это будут столбцы матрицы

B2,r+1(γ) = col (B2(γ), O, . . . , O)

(см. (2.5), (2.6)). Количество столбцов матрицы Λr+1 [A(γ), B(γ)] , входящих
в Mr+1, будет равно c+ n.

В результате умножения справа обеих частей равенства (Π.3) на мат-
рицу, вычеркивающую в Dr+1 [A(γ), B(γ)]Qr+1 столбцы, не входящие в
Mr+1 [A(γ), B(γ)], получим(

R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
Mr+1 [A(γ), B(γ)] = ( E(γ) O ) ,(Π.4)

где

E(γ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Ed O O O
O En−d O O

O J1(γ) Ed O

O J2(γ) O En−d

⎞
⎟⎟⎟⎠ .(Π.5)

При этом блочный столбец

col (O,O,O,En−d)(Π.6)

матрицы, присутствующей в правой части тождества (Π.3), полностью войдет
в матрицу E(γ). В самом деле, поскольку Dr+1 [A(γ), B(γ)], как и матрица,
стоящая в правой части (Π.3), имеют полный строчный ранг при всех γ ∈Γ,
из (Π.3) следует, что тем же свойством будет обладать и матрица(

R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
.(Π.7)

Допустим, что в результате преобразования (Π.3) в (Π.4) часть столбцов мат-
рицы (Π.6) будет вычеркнута. В этом случае матрица E(γ) уже не будет об-
ратимой, что противоречит полноте строчного ранга матрицы (Π.7).

Из (Π.4) следует(
R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
= ( E(γ) O )M−1

r+1 [A(γ), B(γ)] ,(Π.8)

Лемма будет доказана, если показать, что система

(L0(γ) L1(γ) )

(
R0(γ) R1(γ) . . . Rr(γ) O

O R0(γ) . . . Rr−1(γ) Rr(γ)

)
= (En O . . . O )(Π.9)

имеет решение (L0(γ) L1(γ) ) ∈C1(Γ).
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С учетом представления (Π.8) необходимое и достаточное условие пото-
чечной разрешимости уравнения (Π.9) можно записать в виде

rankE(γ) = rank

(
( E(γ) O )

(En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)]

)
.(Π.10)

Очевидно (см. (Π.5)), что rank E(γ) = 2n. По построению

(En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)] =
(
B2(γ) A1(γ) A2(γ) O

)
.(Π.11)

С учетом (Π.5), (Π.11) нетрудно убедиться, что равенство (Π.10) имеет
место при всех γ ∈Γ.

Решение L0(γ), L1(γ)∈C1(Γ) системы (Π.9) может быть найдено по фор-
муле

(L0(γ) L1(γ) ) = (En O . . . O )Mr+1 [A(γ), B(γ)]

(
E−1(γ)
O

)
.

Лемма доказана.
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БИФУРКАЦИИ ПАТТЕРНОВ В НЕЛОКАЛЬНОМ
УРАВНЕНИИ ЭРОЗИИ

Рассматривается периодическая краевая задача для нелинейного урав-
нения с частными производными с отклоняющейся пространственной пе-
ременной. Это уравнение носит название нелокального уравнения эрозии
и было предложено в качестве одной из моделей формирования динами-
ческих паттернов на поверхности полупроводников.
Показано, что формирование пространственно неоднородного релье-

фа — это процесс самоорганизации. Неоднородный рельеф возникает
как результат локальных бифуркаций в окрестности однородных состоя-
ний равновесия при смене ими устойчивости. Анализ задачи опирается
на современные методы теории бесконечномерных динамических систем,
включая такие разделы, как теория инвариантных многообразий, аппа-
рат нормальных форм, асимптотические методы анализа динамических
систем.

Ключевые слова: нелокальное уравнение эрозии, аттракторы, устойчи-
вость, бифуркации, нормальные формы, асимптотика.
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1. Введение

Одной из актуальных задач микроэлектроники (наноэлектроники), начи-
ная с 80-х гг. 20-го века считалась и продолжает считаться проблема опи-
сания процесса формирования неоднородного (например, волнового) релье-
фа на поверхности полупроводниковых материалов под воздействием потока
ионов. Природа волнообразного рельефа продолжает вызывать много дис-
куссий (см., например, [1–6]). Экспериментально установлено, что волновой
нанорельеф образуется на поверхности полупроводников и диэлектриков в
определенном диапазоне углов падения ионов. Он, естественно, зависит от
интенсивности пучка, типа ионов, а также материала облучаемого образца.
Экспериментально наиболее изучен процесс формирования наноструктур на
поверхности кремния.

Почти сразу возникли математические модели, предложенные для объяс-
нения феномена формирования неоднородного микро(нано) рельефа. Ис-
пользовались два подхода: стохастический и детерминистский.

С прикладной точки зрения более привлекателен подход, который рас-
сматривает такой процесс как динамический. Наиболее известной моделью
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следует считать вариант, предложенный Бредли и Харпером [7]. Основу этой
модели представляет одна из версий известного уравнения Курамото–Сива-
шинского, дополненного естественными, с точки зрения физики процесса,
краевыми условиями. В принципе, различные варианты и модификации
этой модели дали достаточно убедительное описание процесса формирова-
ния неоднородного (волнового) рельефа. Вместе с тем эта модель в первона-
чальной постановке имела ряд недостатков. Одним из них можно назвать то
обстоятельство, что во многих случаях у соответствующей краевой задачи
выявлялась возможность формирования неоднородного рельефа, в котором
основную роль играла первая из возможных мод (см., например, [8–11]). Та-
кой вывод во многих случаях противоречит результатам опытов.

Одной из возможных неформальных модификаций является модель, из-
вестная под названием “нелокальное уравнение эрозии” [8–11], которая учи-
тывает ряд нелокальных эффектов. К ним, в первую очередь, следует отнести
то обстоятельство, что место “внедрения” (“входа”) иона в полупроводнико-
вый материал и “выхода” не обязаны совпадать. Это привело к появлению
математической модели, в которой использовалось дифференциальное урав-
нение с частными производными, содержащее в ряде членов уравнения неиз-
вестную функцию с отклонением у нее пространственного аргумента.

В данной работе будем рассматривать один из вариантов нелокально-
го уравнения эрозии, дополненного периодическими краевыми условиями.
В [11–16] можно найти иные постановки задач для нелокального уравнения
эрозии.

Далее будет рассматриваться периодическая краевая задача (КЗ) для
нелокального уравнения эрозии

uτ = duyy − c1wy + c2w
2
y + c3w

3
y,(1.1)

u(τ, y + 2l) = u(τ, y),(1.2)

где u = u(τ, y), w = u(τ, y − h0), h0 – положительная постоянная, призванная
учесть нелокальные эффекты (она пропорциональна среднему расстоянию
между точками “входа” и “выхода” иона из падающего пучка), d > 0, c1 > 0,
c2, c3 ∈ R – постоянные, характеризующие условия бомбардировки. Так, на-
пример, d – коэффициент диффузии материала мишени, коэффициент c1 ха-
рактеризует интенсивность (энергию) пучка ионов. Основным параметром,
отличающим данную модель от иных (например, Бредли–Харпера), следует
считать учет отклонения h0 > 0. Постоянная h0 пропорциональна углу на-
клона между направлением пучка и нормалью к поверхности, которая до
начала обработки была плоской. Сразу отметим, что, в принципе, откло-
нение рельефа от состояния равновесия u(τ, y) должно зависеть от второй
пространственной координаты y1: u = u(τ, y, y1). Но в большинстве экспери-
ментов зависимость от y1 весьма слабая и поэтому приближение u = u(τ, y)
считается допустимым.

Замены
τ =

l

πc1
t, y =

l

π
x
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позволяют переписать КЗ (1.1), (1.2) в следующем виде:

ut = auxx − wx + b2w
2
x + b3w

3
x,(1.3)

u(t, x+ 2π) = u(t, x),(1.4)

где u = u(t, x), w = u(t, x− h), а

h =
h0π

l
, a =

dπ

lc1
, b2 =

c2π

c1l
, b3 =

c3π
2

l2c1
.

Сразу отметим, что КЗ (1.3), (1.4) имеет решение вида u(t, x) = α, где
α ∈ R. Если КЗ (1.3), (1.4) дополнить начальными условиями

u(0, x) = f(x) (w(0, x) = f(x− h)),(1.5)

где f(x) ∈ H
1
2, то полученная начально-краевая задача будет локально кор-

ректно разрешима. Это вытекает из результатов, полученных в [17, 18]. Более
того, начально-краевая задача (1.3), (1.4), (1.5) порождает локальный глад-
кий полупоток T t : f(x) → u(t, x), t ∈ (0, δ), δ > 0.

Напомним, что f(x) ∈ H
1
2, если:

1) f(x+ 2π) = f(x);

2) при x ∈ [0, 2π] справедливо включение f(x) ∈ W
1
2[0, 2π], где W

1
2[0, 2π] –

пространство функций f(x), для которых f(x)∈L2(0, 2π) и обобщенная про-
изводная f ′(x)∈L2(0, 2π) (см., например, [19]).

Отметим одну из особенностей КЗ (1.3), (1.4). Пусть u(t, x) – какое-либо
решение этой КЗ, тогда α+ u(t, x) также будет ее решением. Далее будет
изучаться вопрос о структуре окрестности решений вида u(t, x) = α – про-
странственно однородных состояний равновесия. В частности, предполага-
ется изучить механизм формирования локальных аттракторов, содержащих
пространственно неоднородные решения.

2. Некоторые предварительные построения

Рассмотрим нелинейную КЗ (1.3), (1.4). Через

M(u) =
1

2π

2π∫

0

u(t, x)dx

обозначим пространственное среднее функции u(t, x). Если представить ре-
шение u(t, x) в виде ряда Фурье относительно пространственной перемен-
ной x, то тогда получим равенство

u(t, x) = u0(t) +
∑
n �=0

un(t) exp(inx),

где

u0(t) =M(u), un(t) =
1

2π

2π∫

0

u(t, x) exp(−inx)dx.
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Следовательно, любое решение нелинейной КЗ (1.3), (1.4) можно записать в
виде

u(t, x) = u0(t) + v(t, x), v(t, x) =
∑
n �=0

un(t) exp(inx), M(v) = 0.

Поэтому КЗ (1.3), (1.4) можно записать в следующем виде:

u0t(t) = b2M(w2
x) + b3M(w3

x),(2.1)
vt = Av + F2(wx) + F3(wx),(2.2)

v(t, x+ 2π) = v(t, x), M(v) = 0.(2.3)

В уравнениях (2.1), (2.2) использованы следующие обозначения:

Av = avxx − wx, w = v(t, x− h),

F2(wx) = b2w
2
x − b2M(w2

x), F3(wx) = b3w
3
x − b3M(w3

x).

При формировании правой части дифференциального уравнения (2.2) учте-
но, что Au0 = 0 и что правая часть первоначального варианта дифференци-
ального уравнения с частными производными (1.3) не зависит от u0(t).

Анализ КЗ (1.3), (1.4) может быть разделен на два этапа. Первый этап со-
стоит в изучении КЗ (2.2), (2.3). После этого на втором этапе уравнение (2.1)
позволит восстановить u0(t). При этом отметим, что без дополнительных
условий из уравнения (2.1) функция u0(t) восстанавливается с точностью до
произвольной постоянной.

Итак, основным моментом при изучении КЗ (1.3), (1.4) следует счи-
тать анализ вспомогательной нелинейной КЗ (2.2), (2.3). Подчеркнем, что
у нее есть единственное пространственно однородное состояние равновесия
v(t, x) = 0.

3. Об устойчивости нулевого решения вспомогательной нелинейной КЗ

Для анализа устойчивости нулевого состояния равновесия нелинейной КЗ
(2.2), (2.3) предварительно изучим ее линеаризованный вариант, т.е. линей-
ную КЗ

vt = Av, Av = avxx − wx,(3.1)
v(t, x+ 2π) = v(t, x), M(v) = 0, w = v(t, x− h).(3.2)

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор (ЛДО)

Ap = A(a, h)p = apxx(x)− px(x− h),

где достаточно гладкая функция p(x) удовлетворяет периодическим краевым
условиям p(x+2π) = p(x) и имеет нулевое среднее. У него существует счетный
набор собственных значений

λn = λn(a, h) = −an2 − in exp(−inh), n = ±1,±2, . . . ,

которым отвечает набор собственных функций {exp(inx)}, формирую-
щих полную ортогональную систему функций в пространстве L2,0(0, 2π):
:f(x)∈L2,0(0, 2π), если f(x)∈L2(0, 2π) и M(f) = 0.
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Справедливо утверждение.

Лемма 1. Если λn(a, h) при выбранных a, h таковы, что

Reλn(a, h) < 0,

то все решения линейной КЗ (3.1), (3.2) асимптотически устойчивы в мет-
рике пространства начальных условий КЗ (3.1), (3.2).

В качестве пространства начальных условий естественно выбрать функ-
циональное пространство H

1
2,0 : f(x)∈H

1
2,0, если f(x)∈H

1
2 и M(f) = 0. Дей-

ствительно, рассмотрим начально-краевую задачу (3.1), (3.2), (1.5) при
f(x)∈H

1
2,0. Ее решение можно найти в явном виде

v(t, x) =
∑
n �=0

fn exp(λnt) exp(inx),(3.3)

где λn – собственные числа ЛДО A, а {fn} – коэффициенты Фурье функ-
ции f(x) (f0 = 0, так как M(f) = 0).

Достаточно стандартно проверяется, что
1) v(t, x) → f(x) в метрике H

1
2, если t→ +0;

2) при t � t0 > 0 решение (3.3) – бесконечно-дифференцируемая функция.
Свойство 2) вытекает из следующего замечания, которое проверяется до-

статочно стандартным способом: при t � t0 > 0 ряд в правой части (3.3) схо-
дится равномерно вместе с частными производными любого порядка. Это
доказательство использует то обстоятельство, что

lim
|n|→∞

λn(a, h)

n2
= −a.

Отметим также, что lim|n|→∞(Im(λn(a, h)))/n
2 = 0. Следовательно, спра-

ведливо следующее неравенство: |Imλn(a, h)| � K|Reλn(a, h)|, если |n| � n0
(n0 ∈N – множеству натуральных чисел), а K – некоторая положительная
постоянная.

Эти замечания, в частности, позволяют сформулировать утверждение,
что ЛДО A – производящий оператор аналитической полугруппы линейных
ограниченных операторов, а линейная КЗ (3.1), (3.2) может быть включе-
на в класс абстрактных параболических уравнений в смысле определений
из [17, 18, 20].

Если при некотором n = m оказалось, что Reλm(a, h) > 0, то, естественно,
решения линейной КЗ (3.1), (3.2) неустойчивы.

Из вышесказанных замечаний вытекает справедливость утверждения.

Лемма 2. Пусть при всех n∈Z∗ (множеству целых чисел n �= 0) спра-
ведливы неравенства

Reλn � −γ0 < 0,

тогда нулевое решение нелинейной КЗ (2.2), (2.3) асимптотически устойчи-
во. Если же существует m∈Z∗, такое что Reλm > 0, то оно неустойчиво.
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Отметим, что условия Reλn � 0, Reλm = 0 при некоторых m∈Z∗ выделя-
ют критический случай в задаче об устойчивости нулевого решения КЗ (2.2),
(2.3).

Далее в этом разделе уделим основное внимание вопросу о том, при каких
условиях может реализоваться критический случай в задаче об устойчивости
нулевого решения КЗ (2.2), (2.3). Подчеркнем, что при h = 0

λn(a, 0) = −an2 − in

и, следовательно, Reλn(a, 0) < 0 при всех n∈Z∗ (Z∗ = Z\{0}). Поэтому кри-
тический случай возможен лишь при h > 0 (h � 0 по условию). При всех
a > 0 найдем наименьшее положительное h = h∗(a), при котором он может
реализоваться.

Сначала найдем такие значения hn, при которых справедливы равенства

Reλn(a, hn) = 0.

Такие hn следует искать как решения уравнения −an2 − n sinnh = 0 или

sinnh = −an.(3.4)

Уравнение (3.4) имеет решения, если |an| � 1. Без нарушения общности мож-
но считать, что n∈N – множеству натуральных чисел, так как замена n на−n
не меняет уравнение (3.4).

Итак, an � 1. Тогда уравнение (3.4) имеет две группы решений:
1) hn(m) = 1

n(2πm− arcsin(an)),m∈Z,

2) hn(k) =
1
n(π + arcsin(an) + 2πk), k ∈Z.

В первой группе решений тригонометрического уравнения наименьший
положительный корень равен hn(1) = (2π − arcsin(na))/n, а во второй группе
решений hn(0) = (π + arcsin(na))/n. Более того, справедливо неравенство

1

n
(π + arcsin(na)) � 1

n
(2π − arcsin(na))(3.5)

при любом натуральном n, если, конечно, na � 1. Неравенство (3.5) эквива-
лентно неравенству

2 arcsin(na) � π или arcsin(na) � π

2
.

В результате приходим к заключению, что h∗ следует искать как наименьший
элемент последовательности

dn = dn(a) =
1

n
(π + arcsin(an)), если n � 1

a
.

Подчеркнем, что dn = hn(0). Ясно, что, в принципе, выбор наименьшего dn
можно сделать простым перебором. Например, если a = 1, то эта последова-
тельность содержит один элемент d1 = 3π/2 и h∗ = 3π/2. Если же a = 1/2,
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то d1 = 7π/6, d2 = 3π/4, поэтому h∗ = 3π/4. Вместе с тем при уменьшении a
число элементов в последовательности dn(a) возрастает, поэтому желательно
простой перебор усовершенствовать и предложить более короткий вариант
выбора h∗.

Например, если a � a0, где положительная постоянная a0 будет указана
позднее, то можно заметить, что при всех таких a выполнены неравенства
dk(a) � dk−1(a), т.е. последовательность dk(a) убывает с ростом k. Провер-
ка последнего свойства для элементов последовательности dk(a) может быть
сведена к анализу неравенств

gk(a) = (k − 1) arcsin(ka)− k arcsin((k − 1)a) � π,

которые при k = 1, 2, 3 тривиальны и выполнены при всех допустимых a.
Нетрудно проверить, что справедливы неравенства

dgk(a)

da
= k(k − 1)

(
1√

1− (ak)2
− 1√

1− a2(k − 1)2

)
> 0, ak ∈ [0, 1).

Следовательно, dk(a) � dk−1(a) будет выполнено при всех допустимых a, если
оно выполнено при максимально возможном a (a = 1/k). Откуда вытекает,
что изучаемый вопрос сводится к проверке неравенств

1

k − 1

(
π + arcsin

k − 1

k

)
� 3π

2k
или arcsin

k − 1

k
� π(k − 3)

2k
.

Оказалось, что последние неравенства справедливы при k = 1, . . . , 10.

Итак, пусть a> 1/11. Тогда наименьшее h∗ равно h(a) = (π+arcsin(ka))/k,
где k = [1/a], так как при таком выборе a последовательность dk будет убы-
вающей. При остальных k, т.е. если k � 11 (a � 1/11), возможно иное упро-
щение при выборе h∗. Для этого рассмотрим вспомогательную функцию

B(z) =
1

z
(π + arcsin(z)),

которая определена при z ∈ (0, 1]. Элементарно проверяется, что при z ∈ (0, z∗)
она убывает, а при z ∈ (z∗, 1) возрастает, а z∗ – естественно, ее минимум,
т.е. B′(z∗) = 0. Соответствующее значение z∗ находим как наименьший по-
ложительный корень уравнения B′(z) = 0. Оказалось, что z = z∗ ≈ 0,9761.
При этом dn(a) = aB(na). Поэтому h∗ = min{dm(a), dm+1(a)}, где ma � z∗,
а (m+ 1)a > z∗.

Возможный вариант, когда dm = dm+1, исключим из рассмотрения, как
особый, исключительный случай, который в рамках этой статьи не будет рас-
сматриваться. Он приводит к иной бифуркационной задаче, коразмерность
которой равна 2. Далее ограничимся изучением ситуации общего положения
dm �= dm+1.

Рассмотрим теперь ЛДО, зависящий от малого параметра, т.е.

A(ε)y = ay′′ − y′(x− h(ε)),
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область определения которого состоит из достаточно гладких функций, удо-
влетворяющих условию y(x+ 2π) = y(x), M(y) = 0. Здесь h(ε) = h∗(1 + νε),
ν = ±1 или 0, ε∈ (0, ε0), h∗ = (π + arcsin(ma))/m. При таком выборе h = h(ε)
изучаемый ЛДО имеет счетное множество собственных значений

λk(ε) = −ak2 − ik exp(−ikh(ε)), k = ±1,±2, . . .

При этом, если k �= ±m, то

Reλk � −γ0 < 0,

а λ±m(ε) = −am2 ∓ im exp(−i(π + μm)(1 + νε)), μm = arcsin(ma) и, следова-
тельно,

λ±m(0) = ±iσm, σm = m cos(μm) = m
√

1− (ma)2,

т.е. при (ma)2 �= 1 ЛДО A имеет пару простых чисто мнимых собственных
значений, а при (ma)2 = 1 у него есть двукратное нулевое собственное число.
Поэтому вариант (ma)2 = 1 требует дополнительного анализа. В следующем
разделе ограничимся вариантом общего положения σm �= 0.

Отметим также, что

λ′m(ε)|ε=0 = τ ′m + iσ′m,

где τ ′m= νm(π+arcsin(ma))
√

1− (ma)2 �=0, σ′m =−ν(π+arcsin(ma))m2a �=0.
При ν = 1 справедливо неравенство τ ′m > 0, т.е. при превышении h критиче-
ского значения h∗ происходит потеря устойчивости, если ν = −1, то τ ′m < 0 и
нулевое решение КЗ (2.2), (2.3) сохраняет устойчивость. Наконец, при ν = 0
реализуется критический случай пары чисто мнимых собственных значений.

4. Локальные бифуркации

В этом разделе рассмотрим нелинейную КЗ (2.2), (2.3) при h = h(ε) =
= h∗(1 + νε). При таком выборе h КЗ (2.2), (2.3) может быть записана в сле-
дующем виде:

vt = A(ε)v + F2(wx, ε) + F3(wx, ε),(4.1)
v(t, x+ 2π) = v(x), M(v) = 0.(4.2)

Здесь

w = v(t, x− h(ε)), A(ε)v = avxx(t, x)− vx(t, x− h(ε)),

Fj(wx, ε) = Fj(wx), j = 2, 3.

При этом функции Fj(wx) были введены ранее. Напомним, что величина
отклонения h∗ была выбрана в разделе 3. В результате для КЗ (4.1), (4.2)
реализуется случай, близкий к критическому, спектра устойчивости нулево-
го решения (спектра ЛДО A(ε)). В рассматриваемом варианте КЗ (4.1), (4.2)
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имеет двумерное инвариантное многообразие M2(ε), к которому приближа-
ются все решения из достаточно малой окрестности Q(r0) нулевого решения
изучаемого варианта КЗ. При этом радиус шара пространства H

1
2, обозначен-

ный как r0, достаточно мал, но не зависит от ε (см., например, [21–23]). Как
хорошо известно (см., например, [23]), анализ бифуркаций может быть сведен
к изучению системы двух дифференциальных уравнений, которую принято
называть нормальной формой (НФ) согласно терминологии, предложенной в
свое время А. Пуанкаре (см. [23]). В комплексной форме записи в ситуации
общего положения такое уравнение может быть записано в следующем виде:

z′ = (τ ′m + iσ′m)z + (l1 + il2)z|z|2,(4.3)

где z = z(s), s = εt – “медленное” время, штрихом обозначена производная
по s, l1, l2 ∈R и априори считаем, что l1 �= 0, т.е. первая ляпуновская величина
отлична от нуля. В уравнении (4.3) отброшены слагаемые, стремящиеся к
нулю, если ε→ 0. Уравнение (4.3) представляет собой “главную” часть НФ
или “укороченную” НФ. При l1 �= 0 уравнение (4.3) играет определяющую
роль при анализе изучаемого варианта КЗ (2.2), (2.3) и (4.1), (4.2).

Решения КЗ (4.1), (4.2), принадлежащиеM2(ε), будем искать в виде суммы

v(t, x, z, z, ε) = ε1/2v1(t, x, z, z) + εv2(t, x, z, z) + ε3/2v3(t, x, z, z) +O(ε2).(4.4)

При этом, разумеется,

w(t, x, z, z, ε) = ε1/2w1(t, x, z, z) + εw2(t, x, z, z) +

+ ε3/2w3(t, x, z, z) +O(ε2).
(4.5)

В последнем равенстве

w(t, x, z, z, ε) = v(t, x− h∗(ε), z, z, ε),
wj(t, x, z, z) = vj(t, x− h∗, z, z), j = 1, 2, 3.

Наконец,

v1(t, x) = zq + zq, q = q(t, x) = exp(iσmt) exp(imx).

Функции v2(t, x, z, z), v3(t, x, z, z)∈Φ. Через Φ обозначен класс функций, ко-
торый определен ниже.

Функция ϕ = ϕ(t, x, z, z)∈Φ, если для нее выполнены следующие условия:
1) она гладко зависит от совокупности аргументов при всех t и x∈R и

|z| < δ (δ – некоторая положительная постоянная);
2) ϕ(t, x, 0, 0) = 0;

3) по переменной t она имеет период 2π/σm и 2π по переменной x;
4) справедливы равенства:
a) M(ϕ) = 0 при всех рассматриваемых t, z, z;

b) M±(ϕ) =
σm

(2π)2

2π∫
0

(
2π/σm∫

0

ϕq∓dt

)
dx = 0, q+ = q, q− = q.
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Далее при анализе КЗ (4.1), (4.2) сформулируем вспомогательное утвер-
ждение, которое в различных разделах дифференциальных уравнений при-
нято называть условиями разрешимости. Пусть A0 = A(0).

Зам е ч а ни е 1. Рассмотрим линейную неоднородную КЗ

A0v = g(t, x), v = v(t, x),

v(t, x+ 2π) = v(t, x), M(v) = 0.

Здесь g(t, x) – достаточно гладкая функция, которая по переменной t име-
ет период 2π/σm, а по x – период 2π. Пусть дополнительно известно, что
M(g(t, x)) = 0. Тогда последняя линейная неоднородная КЗ имеет периоди-
ческие по t решения, если

M±(g(t, x)) = 0.

Условия M±(v) = 0 выделяют одно подходящее решение линейной неодно-
родной КЗ, рассматриваемой в замечании 1.

Подстановка суммы (4.4), а также связанной с ней суммы (4.5) в нелиней-
ную КЗ (4.1), (4.2) приводит к линейным неоднородным КЗ для нахожде-
ния v2, v3.

Выделяя слагаемые при ε, получаем неоднородную КЗ

v2t −A0v2 = Φ2(t, x, z, z),(4.6)
v2(t, x+ 2π) = v2(t, x), M(v2) =M±(v2) = 0.(4.7)

Если выделить слагаемые, пропорциональные ε3/2, то получим аналогич-
ную КЗ

v3t −A0v3 = Φ3(t, x, z, z),(4.8)
v3(t, x+ 2π) = v3(t, x), M(v3) =M±(v3) = 0.(4.9)

Здесь A0vj = avjxx − wjx, wj = vj(t, x− h∗), j = 2, 3,

Φ2(t, x, z, z) = b2w
2
1x − b2M(w2

1x),

Φ3(t, x, z, z) = b3w
3
1x − b3M(w3

1x) + 2b2(w1xw2x −M(w1xw2x)) +

+A1u1 − (z′q + z′q),

w1x = im(Qzq −Qzq), Q = exp(−imh∗).

Отметим, что A1 = A′(ε)|ε=0, а

Q = Q1 + iQ2, Q1 = −
√

1− (ma)2, Q2 = ma.

Решения КЗ (4.6), (4.7) v2(t, x, z, z)∈Φ можно и целесообразно искать в
виде

v2(t, x, z, z) = ηmz
2q2 + ηmz

2q2.
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Если при этом учесть, что в данном случае

Φ2(t, x, z, z) = b2m
2(Q2z2q2 −Q

2
z2q2),

то достаточно простые вычисления показывают, что

ηm = −b2m
2Q2pm

|pm|2
, pm1 = 4mQ2(1−Q1), pm2 = 2m(Q2

1 −Q2
2 −Q1).

Перейдем теперь к КЗ (4.8), (4.9). Она имеет решение v3(t, x, z, z)∈Φ, если
выполнены условия разрешимости (см. замечание 1), т.е. в случае КЗ (4.8),
(4.9) должны выполняться равенства

M±(Φ3) = 0.(4.10)

Использование условий (4.10) позволяет определить коэффициенты НФ (4.3).
Оказалось, что справедливы равенства

l1 = l
(2)
1 + l

(3)
1 , l2 = l

(2)
2 + l

(3)
2 ,

где, в свою очередь,

l
(3)
1 = −3b3m

3Q2, l
(3)
2 = 3b3m

3Q1,

l
(2)
1 = − 4b22m

4

p2m1
+ p2m2

(
pm1Q1(Q

2
1 − 3Q2

2) + pm2Q2(3Q
2
1 −Q2

2)
)
,

l
(2)
2 = − 4b22m

4

p2m1
+ p2m2

(
pm1Q2(3Q

2
1 −Q2

2)− pm2Q1(Q
2
1 − 3Q2

2)
)
,

τ ′m = νm(π + μm)
√

1− (ma)2, σ′m = −ν(π + μm)m
2a, μm = arcsin(ma).

Отметим, что τ ′m > 0, если ν = 1, и τ ′m < 0, если ν = −1. Итак, коэффициенты
НФ (4.3) вычислены в явном виде.

Подчеркнем, что в иной форме записи

l
(2)
1 = − 8b22m

6a

p2m1
+ p2m2

(√
1− (ma)2(1 + 4(ma)2) + 1

)
.

Следовательно,

l1 = −3b3m
4a− 8b22m

6a

p2m1
+ p2m2

(√
1− (ma)2(1 + 4(ma)2) + 1

)
.

Последний вариант формулы для l1 показывает, что при b3 > 0 заведомо
l1 < 0. Нетрудно заметить, что вариант, когда l1 < 0, реализуется “чаще”, чем
тот, когда справедливо неравенство l1 > 0.

Перейдем теперь к анализу НФ (4.3). Положим

z(s) = ρ(s) exp(iϕ(s)).
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В результате перехода к тригонометрической форме записи получим два дей-
ствительных дифференциальных уравнения

ρ′ = τ ′mρ+ l1ρ
3,(4.11)

ϕ′ = σ′m + l2ρ
2.(4.12)

Уравнение (4.11), кроме тривиального состояния равновесия ρ = 0, может
иметь также ненулевое состояние равновесия

ρ(s) = ξ =

√
−τ

′
m

l1
,

которое существует, если τ ′m/l1 < 0.

Стандартный анализ состояния равновесия ρ(s) = ξ с использованием тео-
ремы А.М. Ляпунова по первому (линейному) приближению показывает,
что ненулевое состояние равновесия асимптотически устойчиво, если l1 < 0
(τ ′m > 0 или, иначе, ν = 1) и оно неустойчиво, если l1 > 0 (τ ′m < 0 или, иначе,
ν = −1). Нулевое состояние равновесия дифференциального уравнения (4.11)
асимптотически устойчиво, если τ ′m < 0, и неустойчиво, если τ ′m > 0.

Теперь нетрудно заметить, что при ρ(s) = ξ уравнение (4.12) имеет реше-
ние

ϕ(s) = (σ′m + l2ξ
2)s+ ϕ0, ϕ0 ∈R.

Из этих построений вытекает, что справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Дифференциальное уравнение (4.3) имеет предельный
цикл C0, порожденный однопараметрическим семейством периодических
решений

z(s) = ξ exp(i(σ′m + l2ξ
2)s + iϕ0),(4.13)

где ξ =
√

−τ ′m/l1. Эти периодические решения устойчивы (орбитально
асимптотически устойчивы), если l1 < 0 (τ ′m > 0) и они неустойчивы при
l1 > 0 (τ ′m < 0).

Доказательство леммы 3 изложено во многих работах. Из результатов ра-
бот [11–16] вытекает, что справедлива

Те ор ем а 1. Существует ε0 > 0 такое, что при всех ε∈ (0, ε0) КЗ
(2.2), (2.3) при h = h(ε) = h∗(1 + νε) имеет предельный цикл C(ε), соответ-
ствующий C0, который наследует устойчивость C0. Для решений, форми-
рующих C(ε), справедлива асимптотическая формула

v(t, x, ε, γ) = ε1/2ξ
(
exp(imx+ i(σm + εβm)t+ iγ) +

+ exp(−imx− i(σm + εβm)t− iγ)
)
+

+ εξ2
(
ηm exp(2imx+ 2i(σm + εβm)t+ 2iγ) +

+ ηm exp(−2imx− 2i(σm + εβm)t− 2iγ)
)
+O(ε3/2),
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где ξ =
√

−τ ′m/l1, βm = σ′m − τ ′ml2/l1, γ – произвольная действительная по-
стоянная, а постоянная ηm была выбрана в процессе реализации алгоритма
построения НФ.

5. Особый вариант бифуркационной задачи

Как уже отмечалось в разделе 3, у ЛДО A(ε) собственные значения λk(ε)
определяются равенствами

λk(ε) = −ak2 − ik exp(−ikh(ε)), k = ±1,±2, . . . .

Если рассматривается особый случай, когда a = 1/m, то нетрудно проверить,
что Reλk(ε) � −γ < 0, если k �= ±m, ε∈ (−ε0, ε0) и 0 < ε0 << 1.

При a = 1/m (m – некоторое натуральное число, m < 11) можно утвер-
ждать, что:

1) h∗ = 3π/(2m).

2) Если h(ε) = h∗ + ε, ε∈ (−ε0, ε0), тогда λm(ε) = τm(ε) + iσm(ε), где
τm(ε) = −m(1− cosmε), σm(ε) = −m sinmε.

3) Аналитическая функция τm(ε) зависит от аргумента ε четным образом.
4) Аналитическая функция σm(ε) зависит от аргумента ε нечетным обра-

зом.
5) Справедливы равенства λm(0) = λ−m(0) = 0. При ε = 0 ЛДО A0 имеет

двукратное нулевое собственное значение. Ему соответствуют собственные
функции exp(±imx).

Следовательно, у КЗ (4.1), (4.2) при ε∈ (−ε0, ε0) в окрестности ее нулевого
состояния равновесия существует, как и ранее (см. раздел 4), двумерное ин-
вариантное многообразие M2(ε), которое для решений КЗ (4.1), (4.2) с доста-
точно малыми начальными условиями будет локальным аттрактором. Как и
ранее (см. предыдущий раздел), анализ динамики решений КЗ (4.1), (4.2) мо-
жет быть сведен к изучению комплекснозначного дифференциального урав-
нения (НФ)

z′ = (τ(ε) + iσ(ε))z + ψ(z, z, ε),(5.1)

где достаточно гладкая функция ψ(z, z, ε) такова, что

ψ(0, 0, ε) =
∂ψ

∂z
|z=0 =

∂ψ

∂z
|z=0 = 0.

Еще раз подчеркнем, что определяющую роль в изучении поведения реше-
ний КЗ (4.1), (4.2) играет не только уравнение (5.1), но и ее “укороченный”
вариант

z′ = (τ(ε) + iσ(ε))z + ψ0(z, z),(5.2)

где ψ0(z, z) = ψ(z, z, 0) и достаточно гладкая функция ψ0(z, z) в нуле имеет
порядок малости выше первого.
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Для нахождения “главной части” функции ψ0(z, z) достаточно рассмотреть
КЗ (4.1), (4.2) при ε = 0 и для нее построить НФ. Решения КЗ (4.1), (4.2) в
изучаемом в этом разделе варианте при ε = 0 будем искать в следующем
виде:

v(t, x, z, z) = (qz + qz) + p2(x)z
2 + p0(x)zz + p2(x)z

2 +

+ r3(x)z
3 + r1(x)z

2z + r1(x)zz
2 + r3(x)z

3 + . . . ,
(5.3)

где точками обозначены слагаемые, имеющие более высокий порядок ма-
лости по совокупности переменных z, z. Наконец q(x) = exp(imx), функции
p2(x), p0(x), r1(x), r3(x) имеют по переменной x период 2π и нулевые средние:

M(pj) = 0, M±(pj) = 0, M(rk) = 0, M±(rk) = 0,

где j = 0, 2, k = 1, 3, q+ = exp(imx), q− = exp(−imx), q = q+, q = q−

M(ϕ) =
1

2π

2π∫

0

ϕdx, M±(ϕ) =
1

2π

2π∫

0

ϕq∓dx, ϕ = ϕ(x).

Подставляя сумму (5.3) в КЗ (4.1), (4.2) с ε = 0 и последовательно выделяя
члены получившегося равенства, пропорциональные z2, zz, z2, z3, z2z, zz2,
z3, получаем последовательность линейных неоднородных уравнений, анализ
которых и позволяет определить “главную” часть комплекснозначной функ-
ции ψ0(z, z). При формировании КЗ следует учесть, что

ψ0(z, z) = ψ2z
2 + ψ0zz + ψ2z

2 + ψ3z
3 + ψ1z

2z + ψ1zz
2 + ψ3z

3 + . . . ,

где точками обозначены слагаемые, имеющие более высокий порядок малости
по совокупности аргументов z, z.

В результате получаем следующие неоднородные КЗ для определе-
ния периодических функций с нулевыми средними. Так, для определения
p2(x), p0(x) получаем две линейные неоднородные КЗ

A0p2(x) = −b2m2q2 + ψ2q,(5.4)
p2(x+ 2π) = p2(x), M(p2) =M±(p2) = 0,(5.5)

A0p0(x) = ψ0,(5.6)
p0(x+ 2π) = p0(x), M(p0) =M±(p0) = 0.(5.7)

Если искать решения вспомогательных линейных неоднородных КЗ (5.4),
(5.5) и (5.6), (5.7) в требуемом классе решений, то с необходимостью ψ2 = 0,
ψ0 = 0 и

p0(x) = 0, p2(x) = η2Q
2q2, p2(x) = η2Q

2
q2,

где в данном случае Q = exp(−ih∗m), т.е. Q = exp(−i3π/2) = i, Q2 = −1. На-
конец

η2 =
b2m

10
(2 + i).
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На третьем шаге реализации алгоритма получаем две КЗ для определения
r1(x), r3(x)

A0r3(x) = ψ3q + b3m
3q3 − 4b2η2im

2q3,(5.8)
r3(x+ 2π) = r3(x), M(r3) =M±(r3) = 0,(5.9)

A0r1(x) = ψ1q + 3b3m
3q − 4b2η2im

2q,(5.10)
r1(x+ 2π) = r1(x), M(r1) =M±(r1) = 0.(5.11)

Из условий разрешимости КЗ (5.8), (5.9) и (5.10), (5.11) находим, что ψ3 = 0,
ψ1 = −3b3m

3 + 2
5b

2
2m

3(−1 + 2i).

В итоге получаем, что главная часть НФ (5.1) приобретает вид

z′ =
(
−ε

2

2
m3 − im2ε

)
z + (l1 + il2)z|z|2,(5.12)

где l1 = −3b3m
3 − 2

5b
2
2m

3, l2 = 4
5b

2
2m

3.

Для ее анализа перепишем данное дифференциальное уравнение в триго-
нометрической форме и положим

z(t) = ρ(t) exp(iϕ(t)).(5.13)

Тогда вместо комплексного уравнения (5.12) получим два действительных
дифференциальных уравнения

ρ′ = −ε
2

2
m3ρ+ l1ρ

3,(5.14)

ϕ′ = −εm2 + l2ρ
2.(5.15)

Как и в предыдущем разделе, анализ системы дифференциальных уравнений
(5.14),(5.15) можно начать с изучения уравнения (5.14) для амплитуды ρ(t).

Лемма 4. Дифференциальное уравнение (5.14), кроме нулевого состоя-
ния равновесия S0: ρ = 0, может иметь также состояние равновесия S∗:
:ρ∗ =

√
ε2m3/(2l1). Состояние равновесия ρ∗ дифференциального уравнения

(5.14) существует, если l1 > 0. Это состояние равновесия неустойчиво.
Асимптотически устойчивым будет состояние равновесия ρ = 0.

Анализ устойчивости найденных состояний равновесия использует теоре-
му А.М. Ляпунова об устойчивости по первому (линейному) приближению.
Отметим, что состоянию равновесия S∗ соответствует решение дифференци-
ального уравнения (5.15) вида

ϕ∗(t) =
(
−εm2 +

l2ε
2m3

2l1

)
t+ ϕ0,

где ϕ0 – произвольная действительная постоянная. Использование равенства
(5.13) позволяет найти периодическое по t решение НФ (5.12)

z(t) = z(t, ε) =

√
ε2m3

2l1
exp(iϕ∗(t)).

Из результатов работ [11–16] вытекает справедливость утверждения.
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Те ор ем а 2. Пусть am = 1 (h∗ = 3π/(2m)), где m = 1, . . . , 10. Можно
указать такую положительную постоянную ε0, что при всех ε∈ (−ε0, ε0),
h = h∗ + ε, и ε �= 0 КЗ (4.1), (4.2) имеет однопараметрическое семейство
неустойчивых t – периодических решений

v∗(t, x, ε, ϕ0) = ρ∗
(
qm(t, x, ϕ0) + qm(t, x, ϕ0)

)
+

+ ρ2∗
(
η2q

2
m(t, x, ϕ0) + η2q

2
m(t, x, ϕ0)

)
+ o(ε2),

(5.16)

где qm(t, x, ϕ0) = exp(iω(ε)t + imx+ iϕ0), ω(ε) = −εm2 + l2m
3ε2/(2l1) + o(ε2).

Постоянные l1, l2 были указаны ранее. Семейство решений (5.16) существу-
ет, если первая ляпуновская величина l1 > 0 (см. лемму 4).

При l1 < 0 у КЗ (4.1), (4.2) нулевое решение асимптотически устойчиво.

Зам е ч а ни е 2. Ситуация, когда в рассматриваемом особом варианте для
КЗ (4.1), (4.2) существуют периодические решения, достаточно редко реали-
зуется, а если такое случается, то они неустойчивы. Ясно, что вариант, когда
l1 > 0, встречается достаточно редко. Преобладают варианты l1 < 0. Тогда
у дифференциального уравнения (5.14), а значит у КЗ (4.1), (4.2), малые
периодические решения по переменной t отсутствуют.

6. Оcновной результат

Возвратимся к анализу основной нелинейной КЗ (1.3), (1.4), рассматри-
ваемой при h = h(ε) = h∗(1 + νε), если am �= 1.

Пусть v(t, x, ε, γ) – периодическое решение, полученное для КЗ (2.2), (2.3).
Тогда u0(t) определяется из уравнения (2.1) после подстановки v(t, x, ε, γ) в
правую часть этого уравнения с последующим интегрированием. В данном
случае получаем, что

u0(t, ε, γ0) =
(
2b2ξ

2m2ε+ o(ε)
)
t+ γ0,

где γ0 – произвольная действительная постоянная, ξ2 = −(τ ′m/l1) > 0.

Те ор ем а 3. Существует такая положительная постоянная ε0, такое,
что при всех ε∈ (0, ε0) и h = h∗(1 + νε) нелинейная КЗ (1.3), (1.4) имеет
двупараметрическое семейство V2(ε, γ0, γ) решений

u(t, x, ε) = u0(t, ε, γ0) + v(t, x, ε, γ),

если КЗ (2.2), (2.3) имеет предельный цикл C(ε). Это семейство формирует
интегральное многообразие нелинейной КЗ (1.3), (1.4).

Семейство V2(ε, γ0, γ) – локальный аттрактор, если локальным аттрак-
тором является предельный цикл C(ε) вспомогательной КЗ (2.2), (2.3). Это
семейство неустойчиво (седловое), если аналогичным свойством характери-
зуется C(ε).

Пусть теперь оказалось, что реализуется особый случай, когда am = 1,
h∗ = 3π/(2m). Тогда формулировка основного результата, естественно, нуж-
дается в коррекции и из теоремы 2 вытекает справедливость уже следующего
утверждения.
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Те ор ем а 4. Существует такая положительная постоянная ε0, что
при ε∈ (−ε0, 0) ∪ (0, ε0), h = h∗ + ε КЗ (1.3), (1.4) имеет двупараметрическое
семейство решений V∗(ε, γ0, ϕ0), сформированное решениями вида

u(t, x, ε) = u0(t, ε, γ0) + v∗(t, x, ε, ϕ0),

где v∗(t, x, ε, ϕ0) – решение (5.16) вспомогательной КЗ (4.1), (4.2) (см. тео-
рему 2), а

u0(t, ε, γ0) =

(
b2
ε2m2

l1,0
+ o(ε2)

)
t+ γ0,

γ0 – произвольная постоянная, l1,0 = −3b3 − 2b22/5. Напомним, что в рас-
сматриваемом варианте решение существует, если l1,0 > 0.

Подчеркнем, что семейство решений V∗(ε, γ0, ϕ0) всегда неустойчиво.

7. Заключение

В работе исследованы локальные бифуркации в периодической КЗ для од-
ной из версий нелокального уравнения эрозии. Оно представляет собой урав-
нение с частными производными с отклоняющимся пространственным аргу-
ментом. Показано, что учет отклоняющегося аргумента — это существенный
фактор при анализе бифуркаций. При величине отклонения h = 0 формиро-
вание неоднородного рельефа не происходит. Увеличение же h до некоторых
пороговых значений приводит к формированию нанорельефа.

В большинстве вариантов такой рельеф формируется как результат би-
фуркаций Андронова–Хопфа при соответствующем выборе h≈h∗ и a. В осо-
бом варианте, когда произведение ak ≈ 1, реализуется иной вариант бифур-
каций и возникают неустойчивые паттерны.

Анализ актуальной физической задачи о формировании нанорельефа ока-
зался достаточно эффективным, так как опирался на современные методы
теории динамических систем: методы инвариантных многообразий и теорию
нормальных форм Пуанкаре, развитую до возможности использования для
задач с бесконечномерным фазовым пространством. Уместно подчеркнуть,
что использование и развитие метода интегральных (инвариантных) много-
образий достаточно продуктивно при анализе многих задач математической
физики, так как позволяет во многих случаях свести бесконечномерную зада-
чу к анализу конечномерной динамической системы. Иной вариант анализа
бесконечномерных динамических систем продемонстрирован в [24, 25].

Подчеркнем еще раз, что включение (учет) нелокальных членов в диффе-
ренциальное уравнение с частными производными часто существенно изме-
няет динамику его решения, делая ее существенно более сложной и богатой.
Например, бифуркации могут возникать на старших модах, что неоднократ-
но наблюдалось в экспериментах.

Отметим также, что учет нелокальных членов в математических моделях
приводит к выявлению новых эффектов не только в задачах наноэлектрони-
ки, но и других нелинейных моделях физики (см., например, [26–29]).
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Рассматривается класс систем, названных плотностными, для которых
производная от квадратичной функции зависит от некоторой функции,
названной функцией плотности. С помощью функции плотности задают-
ся свойства пространства, которые оказывают влияние на поведение ис-
следуемых систем. Показана роль плотностных систем в синтезе законов
управления. Рассмотрено построение систем управления для объектов с
известными и неизвестными параметрами. Все полученные результаты
сопровождаются моделированием, иллюстрирующим теоретические вы-
воды.

Ключевые слова: динамическая система, квадратичная функция, устой-
чивость, управление.
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1. Введение

В работе рассмотрен класс динамических систем в нормальной форме,
правая часть которых зависит от некоторой функции, задающей свойства
пространства и влияющей на поведение системы. Данную функцию будем
называть функцией плотности. Все соответствующие определения будут рас-
смотрены в основной части статьи.

Частный класс таких систем рассматривался в [1–8]. В [1] впервые для
изучения (не)устойчивости системы ẋ = f(x) на плоскости рассматривалась
новая система ẋ = ρ(x)f(x) со вспомогательной функцией ρ(x) > 0 для всех x.
Затем вопрос (не)устойчивости таких систем изучался с использованием
свойств дивергенции и потока вектора фазовой скорости в [2–8]. В [4] функ-
ция ρ(x) названа функцией плотности (от англ. «density function»), а в [5–8]
показана связь полученных результатов с уравнением непрерывности [9], ко-
торое встречается в электромагнетизме, теории волн, гидродинамике, меха-
нике деформируемого твердого тела и квантовой механике.

В [10–14] предложен ряд методов управления, гарантирующих нахожде-
ния регулируемых сигналов в заданных разработчиком множествах. Для
выполнения данной цели с помощью соответствующего закона управления
вводилась вспомогательная функция, от вида которой выполнялись соответ-
ствующие свойства в замкнутой системе. Так, в [10, 12] предложен закон

1 Работа выполнена в ИПМаш РАН при поддержке госзадания № 121112500298-6
(ЕГИСУ НИОКТР).
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управления с эффектом воронки (от англ. «funnel control»), а в [11] – за-
кон управления с заданным качеством регулирования (от анг. «prescribed
performance control»), которые гарантируют нахождение переходных процес-
сов в сходящейся к окрестности нуля трубке. В [13, 14] предложен метод, обоб-
щающий результаты [10–12] и позволяющий гарантировать нахождение вы-
ходных переменных в заданной разработчиком трубке, которая может быть
несимметрична относительно положения равновесия и не сходится к задан-
ной константе.

В данной работе будет рассмотрен класс систем, которые явно или неявно
зависят от функции плотности. С помощью данной функции будет задавать-
ся плотность пространства в смысле выделения областей (не)устойчивости,
запретных областей (где отсутствуют решения системы) и от значения функ-
ции плотности будет зависеть поведение исследуемой системы. В отличие:
1) от [1–8] будут рассмотрены системы, где функция плотности не обяза-

тельно умножается на всю ее правую часть;
2) от [10–14] функция плотности может присутствовать неявно в правой

части системы;
3) от [10–14] функция плотности может гарантировать нахождение ре-

шений системы в неограниченном множестве с запретными областями
и границы данных множеств могут быть заданы непрерывными (при
некоторых предположениях и разрывными) функциями по всем аргу-
ментам.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 даны мотивирую-
щие примеры, определения функции плотности и плотностной системы. По-
казаны некоторые свойства данных систем. В разделе 3 иллюстрируется при-
менение полученных результатов к синтезу законов управления для объектов
с известными и неизвестными параметрами. Здесь же приведены результаты
моделирования полученных схем управления с подтверждением теоретиче-
ских выводов.

В работе используются следующие обозначения: Rn – евклидово простран-
ство размерности n с нормой | · |; R+ (R−) – множество положительных (от-
рицательных) вещественных чисел; p = d/dt – оператор дифференцирования;
λ – комплексная переменная.

2. Мотивирующие примеры. Определения

Перед введением основных определений рассмотрим два примера.
Прим ер 1. Хорошо известно, что решения системы

(1) ẋ = −x

асимптотически сходятся к нулю, где x ∈ R. Умножим правую часть данной
системы на непрерывную по t и локально липшицевую по x функцию ρ(x, t) :
: R× [0,+∞) → R и перепишем (1) в виде

(2) ẋ = −ρ(x, t)x.
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Очевидно, что от свойств ρ(x, t) зависит поведение системы (2). С помощью
функции ρ(x, t) можно задавать некоторые свойства и ограничения в про-
странстве (x, t). Таким образом можно влиять на качество переходных про-
цессов исходной системы (1) и качественно менять их. В связи с этим ρ(x, t)
назовем функцией плотности. Рассмотрим несколько примеров задания дан-
ной функции и соответствующее поведение новой системы (2).

1. Функция плотности ρ(x, t) = α > 0 позволяет сохранить единственное
положение равновесия x = 0, принимает одно и то же положительное зна-
чение для любых x и t и тем самым качественно не влияет на экспоненци-
альную устойчивость траекторий исходной системы (1) (см. рис. 1 слева) за
исключением скорости сходимости решения (2) к положению равновесия в за-
висимости от значения α. Действительно, выбрав функцию Ляпунова в виде
V = 0,5x2, получим V̇ = −αx2 < 0 в области DS = R \ {0}.

2. Рассмотрим функцию плотности ρ(x, t) = α
w(t)−|x(t)| с непрерывной

функцией w(t) > 0. Функция ρ(x, t) принимает положительные значе-
ния в области DS = {x ∈ R : −w < x < w}, а при |x− w| → 0 в DS име-
ем ρ(x, t) → +∞. Данные свойства гарантирует равномерную асимптоти-
ческую устойчивость точки равновесия x = 0 с начальными условиями
x(0) ∈ (−w(0);w(0)). При этом траектории системы никогда не покидают дан-
ную область (см. рис. 1 справа). Выбрав квадратичную функцию V = 0,5x2,
получим V̇ = − α

w−|x|x
2 < 0 в области x ∈ DS \ {0}, что подтверждает сделан-

ные выводы.
3. Рассмотрим функцию плотности ρ(x, t) = α[x(t)− w(t)]arctg (x/ε) с

непрерывной функцией w(t) и достаточно большим положительным числом ε.
Функция ρ(x, t) принимает положительные значения в области DS = {x ∈ R :
: x ∈ (−∞; 0) ∪ (w; +∞) при w > 0 и x ∈ (−∞;w) ∪ (0;+∞) при w < 0} и от-
рицательные в области DU = {x ∈ R : x ∈ (0;w) при w > 0 и x ∈ (w; 0) при
w < 0}, что гарантирует слежение x(t) за w(t) (см. рис. 2 слева). Выбрав
квадратичную функцию V = 0,5x2, получим V̇ = α[x− w]arctg (x/ε) x2 < 0
при x ∈ DS и V̇ > 0 при x ∈ DU .

4. Рассмотрим функцию плотности ρ(x, t) = −α ln w(t)−x(t)
x(t)−w(t) с непрерывны-

ми функциями w(t) > w(t) > 0. Обозначим: w = 0,5[w + w], где ρ(x, t) = 0 при
x = w и любых t. Функция ρ(x, t) принимает положительные значения в об-
ласти DS = {x ∈ R : w < x < w} и отрицательные в области DU = {x ∈ R :
: w < x < w}, что гарантирует слежение x(t) за траекторией w(t). В заштри-
хованной области система (2) не имеет решений (см. рис. 2 справа). При
этом траектории системы никогда не покидают область DS ∪DU , так как
|ρ(x, t)| → +∞ при приближении x к границам w и w. Выбрав квадратич-
ную функцию V = 0,5x2, получим V̇ = α ln w−x

x−wx
2 < 0 при x ∈ DS и V̇ > 0

при x ∈ DU , что подтверждает слежение x(t) за траекторией w(t).
5. Теперь рассмотрим ρ(x, t) = α ln(x(t)− g(t)) с непрерывной функцией

g(t) > 0. Обозначим: w = 1 + g, где ρ(x, t) = 0 при x = w и любых t. Функ-
ция ρ(x, t) принимает положительные значения в области DS = {x ∈ R+ :
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(слева) и ρ(x, t) = α
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Рис. 2. Переходные процессы в системе (2) с функцией плотности ρ(x, t) =
= α[x(t) − w(t)]arctg(x/ε) (слева) и ρ(x, t) = α ln w(t)−x(t)

x(t)−w(t) (справа).
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Рис. 3. Переходной процесс в системе (2) с функцией плотности ρ(x, t) =
= α ln(x(t) − g(t)).

: w<x<+∞} и отрицательные значения в областиDU = {x∈R+ : g <x<w},
что гарантирует слежение x(t) за траекторией w(t) (см. рис. 3). При этом
траектории системы никогда не входят в заштрихованную область, так как
при приближении к границе g(t) имеем ρ(x, t) → −∞, что обеспечивает дви-
жение x(t) вдоль поверхности (см. рис. 3). Выбрав квадратичную функцию
V = 0,5x2, получим V̇ = −α ln(x− g)x2 < 0 при x ∈ DS и V̇ > 0 при x ∈ DU .
Зам е ч а ни е 1. Здесь рассмотрим вопрос о возможности исследования

динамических систем с разрывной правой частью по t и x, в том числе и
функции плотности ρ(x, t).

Рассмотрим для начала неавтономную систему общего вида ẋ = f(x, t)
с x ∈ R

n. Пусть функция f(x, t) определена в некоторой открытой области D
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переменных (x, t). Будем говорить, что она удовлетворяет условию Каратео-
дори [15], если f(x, t) непрерывна по x для почти всех t, кусочно-непрерывна
по t для всех x (достаточно предполагать измеримость по t), а также для
любого компактного множества G⊂D найдется неотрицательная интегри-
руемая функция m(t) такая, что |f(x, t)| � m(t) для всех (x, t) ∈ G.

Если функция f(x, t) удовлетворяет условию Каратеодори, то по теоре-
мам 1.1.1 и 1.1.4 из [15] для любых начальных данных из области D суще-
ствует локально абсолютно непрерывное решение x(t) системы ẋ = f(x, t).
Уравнение ẋ(t) = f(x(t), t) выполнено для почти всех t. Производная x(t) мо-
жет не существовать для тех t, в которых функция f(x, t) терпит разрыв по t.
Кроме того, либо решение x(t) определено на [0,+∞), либо при некотором
конечном t0 решение x(t) стремится к границе области D при t → t0. Если
функция f(x, t) локально липшицева по x, то по теореме 1.1.2 из [15] решение
будет единственным.

Теперь рассмотрим систему (2) из примера 1. Если функция ρ(x, t) удо-
влетворяет условию Каратеодори, то у этой системы существует локально
абсолютно непрерывное решение, а если функция ρ(x, t) вдобавок локально
Липшицева по x, то такое решение будет единственным.

Рассмотрим случай 2 примера 1. В качестве области D определим множе-
ство всех тех (x, t), которые не принадлежат замыканиям графиков функции
w(t) и −w(t). Если, например, w(t) = 2 при t ∈ [0, 1] и w(t) = 1 при t > 1, то
из области D нужно исключить не только график w(t), но и точку (1, 1).
Функция ρ(x, t) удовлетворяет условию Каратеодори и является локально
липшицевой по x. Поэтому у уравнения ẋ = −ρ(x, t)x существует единствен-
ное локально абсолютно непрерывное решение, которое либо определено на
всей оси, либо при некотором конечном t0 расстояние от (x(t), t) до границы D
будет стремиться к нулю при t→ t0.

Рассмотрим функцию Ляпунова V (x) = 0,5x2. Берем решение x(t) и рас-
сматриваем функцию V (x(t)), которая является локально абсолютно непре-
рывной. По теореме о дифференцируемости сложной функции для почти
всех t будет выполнено V̇ = −ρ(x(t), t)x(t)2 � 0. В силу абсолютной непре-
рывности для любого t будет выполнено V (t)− V (0) =

∫ t
0 V̇ (s)ds � 0 (дока-

зательство того, что абсолютно непрерывная функция «восстанавливается»
через интеграл по своей производной см. в [16]). Из неравенства V (t) � V (0)
следует, что положение равновесия устойчиво. Его асимптотическую устой-
чивость можно доказать с помощью теоремы ЛаСалля для неавтономных
систем (теорема 1 в [17]) в случае, если множество {x : |x| < w(t)} содержит
трубку постоянной ненулевой ширины и функция w(t) не является неогра-
ниченно возрастающей. Если же w(t) → 0 при t→ ∞, то асимптотическая
устойчивость следует просто из того факта, что решение остается в обла-
сти DS .

Здесь, однако, требуется оговорка, связанная с кусочной непрерывно-
стью w(t). Может так случиться, что решения из области DS будут выхо-
дить из этой области. Например, пусть w(t) = 2 при t ∈ [0, t0] и w(t) = 1 при
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t > t0. Если t0 – достаточно малая величина, а начальное условие x(0) близ-
ко к 2 или −2, то при t→ t0 траектория x(t) просто «врежется в стенку»,
образованную скачком функции w(t). Теорема существования гарантирует,
что это решение продолжимо дальше, но анализ устойчивости в данном слу-
чае уже неприменим. Такое решение «выпрыгнет» из области DS и начнет
неограниченно возрастать.

Если функция w(t) непрерывна, то нетрудно показать, что решения с
начальными условиями из DS не выходят из области DS . Однако для ку-
сочно-непрерывной функции w(t) это, вообще говоря, неверно. Если у функ-
ции w(t) много скачков, то может оказаться так, что некоторые решения,
начинающиеся в DS , выпрыгивают из этой области, когда «врезаются в стен-
ки», образованные скачками функции w(t). Если же решение остается в об-
ласти DS , то оно будет стремиться к положению равновесия.

При рассмотрении дифференциальных уравнений с разрывной правой ча-
стью по x (здесь же можно и по t [18, 19]) необходимо понимать решения
таких систем в смысле Филиппова [15]. Тогда в случае 2 примера 1 можно
рассматривать функцию ρ(x, t) = α[x(t) − w(t)]sign(x), где sign(·) – знаковая
функция. Устойчивость разрывных неавтономных систем подробно изуча-
лась, например, в [18–21].

Таким образом, в настоящей статье можно рассматривать динамиче-
ские системы с разрывной правой частью, в том числе и разрывные функ-
ции ρ(x, t). Однако такие системы усложняют анализ, что связано с обосно-
ванием выбора начальных условий, частоты и величины скачков функции
и т.д. Поскольку статья посвящена исследованию поведения динамических
систем в зависимости от свойств функции плотности, то, ради простоты, все
теоретические результаты будут сформулированы для динамических систем
с непрерывной правой частью по t и локально-липишицевой по x. Все же в ка-
честве иллюстрации некоторые примеры могут содержать разрывные правые
части.

Итак, в примере 1 показано, как функция плотности ρ(x, t), заданная в
пространстве (x, t), может качественно влиять на переходные процессы ис-
ходной системы (1). В следующем примере покажем, что функция плотности
не обязательно должна умножаться на всю правую часть, как в примере 1
(см. (1) и (2)), а может явно или неявно присутствовать в правой части си-
стемы.
Прим ер 2. Исследуем систему

ẋ1 = x2 − ρ1(x, t)x1,

ẋ2 = −x1 − ρ2(x, t)x2,
(3)

где ρ1(x, t) и ρ2(x, t) – непрерывные функции по t и x на R
2 × [0,+∞). Рас-

смотрим квадратичную функцию

(4) V = 0,5(x21 + x22).
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Рис. 4. Фазовая траектория системы (3) с функциями плотности ρ(x, t) =

= ln 3−|x1|−|x2|
|x1|+|x2|−2 (слева) и ρ(x, t) = ln 30,6−|x1|0,6−|x2|0,6

|x1|0,6+|x2|0,6−1 (справа).

Возьмем от нее полную производную по времени вдоль решений (3). В ре-
зультате получим

(5) V̇ = −ρ1x21 − ρ2x
2
2.

1. Пусть ρ1 = ρ2 = ρ = ln g−|x1|β−|x2|β
|x1|β+|x2|β−g , где β > 0 (при 0 < β < 1 см. замеча-

ние 1) и g(t) > g(t) > 0 – непрерывные функции. Имеем ρ = 0 при |x1|β +
+ |x2|β = g, где g = 0,5(g + g). Тогда V̇ < 0, где ρ(x, t) > 0, т.е. в области
DS = {x ∈ R

2 : g < |x1|β + |x2|β < g}, а также V̇ > 0, где ρ(x, t) < 0, т.е. в об-
ласти DU = {x ∈ R

2 : g < |x1|β + |x2|β < g}. В данном случае функция плот-
ности ρ(x, t) в явном виде присутствует в системе (3), но не умножается на
всю правую часть, как в примере 1. На рис. 4 приведены результаты моде-
лирования для β = 1, g = 3, g = 2 (слева) и β = 0,6, g = 30,6, g = 1 (справа)
при x(0) = col{0, 2, 5}.

Здесь и далее:
• серые области на рисунках означают, что функция плотности выбрана
так, что в данных областях нет решений системы (на границе данной
области значение плотности возрастает до бесконечности);

• точечная кривая соответствует нулевому значению функции плотности
и, соответственно, данная кривая является границей разделения устой-
чивой DS и неустойчивой DU областей.

2. Пусть ρ1 = 1− x21 и ρ2 = −x21. Тогда V̇ = −ρ(x, t)x21 < 0, где ρ(x, t) =
= x21 + x22 − 1 > 0 в области DS = {x ∈ R

2 : x21 + x22 > 1 и x1 �= 0}, а также
V̇ > 0, где ρ(x, t) < 0 в области DU = {x ∈ R

2 : x21 + x22 < 1 и x1 �= 0}. В дан-
ном случае функция плотности ρ(x, t) присутствует неявно в (3) в отличие
от предыдущего случая. Однако в отличие от предыдущего случая, значение
функции плотности не оказывает влияние на систему (3) всюду (т.е. V̇ = 0
при x1 = 0 независимо от значения ρ). На рис. 5 приведены результаты мо-
делирования при x(0) = col{2, 1}.
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Рис. 6. Фазовая траектория системы (3) с функциями плотности ρ(x, t) =
= 20 ln(|x1|+ |x2| − 1) (слева) и ρ(x, t) = 20 ln(|x1|0,5 + |x2|0,5 − 1) (справа).

3. Пусть ρ1 = α ln(|x1|β + |x2|β − 1), α > 0, β > 0 (при 0 < β < 1 см. заме-
чание 1) и ρ2 = 0. Тогда V̇ = −ρ(x, t)x21 < 0, где ρ(x, t) = α ln(|x1|β + |x2|β −
− 1) > 0 в области DS = {x ∈ R

2 : |x1|β + |x2|β > 2 и x1 �= 0}, а также V̇ > 0,
где ρ(x, t) < 0 в области DU = {x ∈ R

2 : 1 < |x1|β + |x2|β < 2 и x1 �= 0}. В дан-
ном случае функция плотности ρ(x, t) присутствует всего лишь в одном из
уравнений (3) в отличие от случаев 1 и 2. Однако, как и в случае 2, функция
плотности не оказывает влияние на систему (3) всюду. На рис. 6 приведены
результаты моделирования для β = 1 (слева) и β = 0,5 (справа) при α = 20 и
x(0) = col{2, 2}.

Теперь рассмотрим динамическую систему вида

(6) ẋ = f(x, t),

где t � 0, x ∈ D ⊂ R
n – вектор состояния, функция f : D × [0,+∞) → R

n –
непрерывная по t и локально липшицевая по x на D× [0,+∞). Относительно
возможности рассмотрения систем (6) с разрывной правой частью см. заме-
чание 1.
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Опр е д е л е н и е 1. Система (6) называется плотностной с функцией
плотности ρ(x, t) : D × [0,+∞) → R, если существует непрерывно-диффе-
ренцируемая функция V (x, t) : D × [0,+∞) → R такая, что

(а) w1(x) � V (x, t) � w2(x),
(б) V̇ � ρ(x, t)W1(x) � 0 или V̇ � ρ(x, t)W2(x) � 0

для любых t � 0 и x ∈ D. Здесь ρ(x, t) – непрерывная по t и локально-лип-
шицевая по x функция, w1(x) и w2(x) – положительно определенные функ-
ции, W1(x) и W2(x) – ненулевые (за исключением в положениях равновесия)
непрерывные функции в D.

Опр е д е л е н и е 2. Если в определении 1 функции W1(x) и W2(x) непре-
рывные в D, то система (6) называется слабо плотностной.

Опр е д е л е н и е 3. Если в условии (б) определения 1 выполнено V̇ �
� ρ(x, t)W1(x) < или V̇ � ρ(x, t)W2(x) > 0, то систему (6) будем называть
строго плотностной.

Опр е д е л е н и е 4. Если V̇ � ρ(x, t)W1(x) � 0 в области DS × [0,+∞),
то функцию плотности ρ(x, t) и область DS будем называть устойчивыми.
Если V̇ � ρ(x, t)W2(x) > 0 в области DU × [0,+∞), то функцию плотности
ρ(x, t) и область DU будем называть неустойчивыми.

Утв е ржд е ни е 1. Пусть в областях DS и DU система (6) строго
плотностная. Если для каждого t выполнено условие V (xs, t)− V (xu, t) > 0,
где xs ∈ DS и xu ∈ DU , то траектории системы притягиваются к границе
разделения областей DS и DU . Если для системы (6) для каждого t выпол-
нено условие V (xs, t)− V (xu, t) < 0, то траектории системы отдаляются
от границы разделения областей DS и DU .

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие V (xs, t)− V (xu, t) > 0 для
каждого t � 0, где xs ∈ DS и xu ∈ DU . Так как система строго плотностная,
то согласно определению 3 в области DS выполнено V̇ � ρ(x, t)W1(x) < 0,
а в области DU выполнено V̇ � ρ(x, t)W2(x) > 0. Значит, граница разделения
областей DS и DU является множеством, к которому притягиваются траек-
тории системы.

Пусть выполнено V (xs, t)− V (xu, t) < 0 для каждого t � 0, где xs ∈ DS

и xu ∈ DU . Согласно определению 3 в области DS выполнено V̇ �
� ρ(x, t)W1(x) < 0, а в области DU выполнено V̇ � −ρ(x, t)W2(x) > 0. Зна-
чит, граница разделения областей DS и DU является множеством, которое
покидают траектории системы.

Зам е ч а ни е 2. Отметим, что в утверждении 1 и в его доказательстве под
притяжением траекторий к некоторому множеству могут рассматриваться
случаи приближения траекторий к данному множеству с течением време-
ни или нахождения траекторий в некоторой окрестности данного множества.
Причем размер данной окрестности может оставаться постоянным или увели-
чиваться с течением времени. Это зависит от значения плотности простран-
ства. Приведем несколько предельных случаев:
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• если в окрестности границы разделения областей DS и DU значение
функции плотности убывает до нуля, то траектории системы не будут
приближаться к данной границе. Поэтому они могут находиться как в
окрестности данной границы, так и отдаляться от нее;

• если в окрестности границы разделения областей DS и DU значение
функции плотности неограниченно возрастает, то траектории системы
будут приближаться к данной границе.

Для иллюстрации сказанного в утверждении 1 и замечании 2 рассмотрим
следующий пример.
Прим ер 3. Рассмотрим снова систему (2), где только x ∈ R+.
Выберем квадратичную функцию V = 0,5x2. Тогда V̇ = −ρ(x, t)x2. Значит,

V̇ < 0 в области DS = {x, t ∈ R+ : ρ(x, t) > 0} и V̇ > 0 в области DU = {x, t ∈
∈ R+ : ρ(x, t) < 0}.

Согласно определению 3 система (2) строго плотностная при x ∈ R+.
Проанализируем утверждение 1. Зафиксируем произвольное t = t1. Тогда
V (xs(t1))− V (xu(t1)) > 0. Очевидно, что данная разность будет справедлива
для любых фиксированных t. Значит, согласно утверждению 1 траектории
системы будут притягиваться к границе разделения DS и DU .

Пусть функция плотности задана в виде ρ(x, t) = x− w, w(t) = et. В этом
случае lim

t→∞(w(t) − x(t)) = const (см. рис. 7 слева). Если w(t) = ee
t , то разница

между w(t) и x(t) увеличивается с течением времени (см. рис. 7 справа). Это
связано с тем, что w(t) – неограниченная функция, а плотность |ρ(x, t)| умень-
шается при приближении x к w. В результате x(t) «пытается приблизиться»
к w(t), но не может из-за низкой плотности пространства в окрестности w(t)
и большой скорости изменения w(t).

Пусть функция плотности задана в виде ρ = w arctgx−wε (или ρ =
= w sign(x− w) с учетом замечания 1), ε > 0 – достаточно большое число,
w(t) = et или w(t) = ee

t . В этом случае плотность пространства в окрестно-
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сти w(t) увеличивается с увеличением w(t), что гарантирует приближение x
к w при t → ∞ (см. рис. 8).

Также при изучении плотностных систем будем выделять особые обла-
сти. Они уже рассматривались ранее в качестве серых областей на рисунках.
Теперь определим их.
Опр е д е л е н и е 5. Если V̇ � ρ(x, t)W1(x) < 0 в окрестности области

Dbh × [0,+∞), в данной области отсутствуют решения (6) и при прибли-
жении к данной области значение функции плотности возрастает до бес-
конечности, то область Dbh будем называть абсолютно устойчивой.

Опр е д е л е н и е 6. Если V̇ � ρ(x, t)W2(x) > 0 в окрестности области
Dwh × [0,+∞), в данной области отсутствуют решения (6) и при при-
ближении к данной области значение функции плотности возрастает до
бесконечности, то область Dwh будем называть абсолютно неустойчивой.

Прим ер 4. Рассмотрим систему (3), где ρ1(x, t) = ρ2(x, t) = ρ(x). Выбе-
рем квадратичную функцию (4). Тогда V̇ = −ρ(x)(x21 + x22).

Если ρ(x) = e(x
2
1+x

2
2−1)−0,98 , то все траектории стремятся к области Dbh =

= {x ∈ R
2 : x21 + x22 � 1} (см. рис. 9 слева). То есть из любых начальных

условий траектории системы будут притянуты к Dbh, где значение функции
плотности возрастает до бесконечности при приближении к границе данной
области. Если ρ(x) = − ln(x21+x

2
2−1), то траектории с начальными условиями

из области x21 + x22 �
√
2 остаются в данной области, но все траектории с

начальными условиями из области 1 � x21 + x22 �
√
2 не могут покинуть

данной области и будут притянуты к области Dbh = {x ∈ R
2 : x21 + x22 � 1}

(см. рис. 9 справа), где функция плотности возрастает до бесконечности при
приближении к границе Dbh.

Если ρ(x) = −e(x21+x22−1)−0,98 , то все траектории стремятся от области
Dwh = {x ∈ R

2 : x21 + x22 � 1} (см. рис. 10 слева) и никогда не смогут при-
близиться к границе данной области, где функция плотности возрастет до
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минус бесконечности при приближении к границе Dwh. Если ρ(x) = ln(x21 +
+x22 − 1), то траектории с начальными условиями из области x21 + x22 �

√
2

остаются в данной области, но все траектории с начальными условиями из
области 1 � x21 + x22 �

√
2 стремятся от области Dwh = {x ∈ R

2 : x21 + x22 � 1}
(см. рис. 10 справа).

Зам е ч а ни е 3. Поясним физический смысл рассматриваемых систем.
Если функция плотности явно присутствует в правой части уравнения си-
стемы, например, в виде ẋ = ρ(x, t)f(x, t), то значение плотности простран-
ства напрямую влияет на скорость фазового потока. Так, если ρ(x, t) = 1,
то имеем исходную систему вида ẋ = f(x, t). Если ρ(x, t) > 0, то присутствие
функции плотности может качественно не влиять на положения равновесия,
но может оказывать влияние на фазовый портрет. При 0 < ρ(x, t) < 1 зна-
чение вектора фазовой скорости уменьшается из-за того, что уменьшается
плотность пространства. При ρ(x, t) > 1, наоборот, значение вектора фазо-
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вой скорости увеличивается из-за увеличения плотности пространства. При
изменении знака функции плотности качественно меняется фазовый портрет.

Условие (б) определения 1 можно интерпретировать как скорость изме-
нения фазового объема, задаваемого с помощью функции V (x, t), с учетом
плотности пространства.

Приведем модели реальных процессов:
• уравнение маятника ẋ1 = x2, ẋ2 = − g

l sinx1 −
k
mx2, где x1 – угол откло-

нения маятника от вертикальной оси, x2 – угловая скорость маятника,
g – ускорение свободного падения, l – длина маятника, k – коэффициент
трения [22]. Выбрав функцию Ляпунова в виде полной энергии системы
V = g

l (1− cos x1) + 0,5x22, получим V̇ = − k
mx

2
2. Если положить функцию

плотности ρ(x, t) = k, то при отсутствии трения (ρ(x, t) = 0) имеем неза-
тухающие колебания, а при наличии трения (ρ(x, t) �= 0) – затухающие;

• в [25] виды моделей размножения можно записать как ẋ = ρ(x)x, где
x – величина биологической популяции. При ρ(x) = k > 0 имеем модель
нормального размножения, при ρ(x) = kx – модель взрыва, при ρ(x) =
= 1− x – модель логистической кривой;

• абсолютно устойчивые и абсолютно неустойчивые области из определе-
ний 5 и 6 можно встретить в качестве простейших моделей черных и
белых дыр соответственно [26], обладающих большой плотностью и гра-
витацией. Поэтому плотностные системы также можно рассматривать
в качестве гравитационных систем, где ρ(x, t) – функция гравитации.
Это означает, что на поведение систем может влиять не плотность про-
странства, а гравитационное поле, создаваемое плотным телом. В свя-
зи с этим принципы построения управления с использованием функции
плотности в следующих разделах можно рассматривать как управление
с использованием функции гравитации. Независимо от названия функ-
ции ρ(x, t) и соответствующих систем все математические описания и
выводы сохраняются.

Зам е ч а ни е 4. Во введении отмечалось, что предложенные в разделе 2
понятия функции плотности, плотностных систем и их свойства обобщают
результаты [1–8, 10–14]. Разберем это более подробно.

• В [1–8] для исследования устойчивости системы ẋ = f(x) рассматрива-
ется новая система ẋ = ρ(x)f(x), которая затем исследуется либо с по-
мощью дивергентных методов, либо с помощью метода функций Ляпу-
нова. В настоящем разделе для анализа систем ẋ = f(x) используются
зависимости V̇ � ρ(x, t)W1(x) или V̇ � ρ(x, t)W1(x) (см. определение 1 и
пример 2), что не требует умножения функции плотности на всю правую
часть исследуемой системы.

• В [10–14] изучается устойчивость систем вида ẋ = f(x, ρ(x, t)), где
функция плотности в явном виде присутствует в правой части. Предло-
женные в настоящей статье результаты допускают неявное присутствие
функции плотности в правой части системы (см. случай 2 в примере 2).

67



• В [10–14] специальным выбором функции плотности можно гарантиро-
вать нахождение решений системы только в ограниченном множестве
без запретных областей. При этом границы данных множеств задаются
непрерывно дифференцируемыми функциями по t и x. В настоящей ста-
тье допускается рассмотрение неограниченных множеств (см. случай 5
в примере 1 и случай 3 в примере 2) с запретными областями (см. слу-
чаи 4 и 5 в примере 1, случаи 1 и 3 в примере 2). Причем границы
данных множеств могут быть заданы непрерывными функциями по t и
локально-липишицевыми по x. Если рассматривать решения исследуе-
мых систем в смысле Филиппова, то допускается исследование систем с
разрывной правой частью, см. замечание 1.

Таким образом, предложенные новые понятия функции плотности и плот-
ностной системы позволяют по-новому взглянуть на некоторый класс дина-
мических систем, который шире, чем в [1–8, 10–14]. Также эволюцию ди-
намических систем теперь можно рассматривать и влиять на нее с учетом
плотности пространства.

Полученные в данном разделе результаты могут быть использованы не
только для анализа динамических систем, но и для синтеза законов управ-
ления. Этому будет посвящен следующий раздел.

3. Плотностное управление

Рассмотрим несколько примеров синтеза законов управления с целью по-
лучения замкнутых систем, которые описываются плотностными системами.

3.1. Объекты с известными параметрами

Рассмотрим объект управления

(7) Q(p)y(t) = R(p)u(t),

где y ∈ R – выходной сигнал, u ∈ R – сигнал управления, Q(p) и R(p) – ли-
нейные дифференциальные операторы с постоянными известными коэффи-
циентами, R(λ) – гурвицевый полином.

Если относительная степень объекта (7) равна 1 (т.е. degQ(p)−degR(p) =
= 1), то закон управления

(8) u(t) = − Q(p)

pR(p)
ρ(y, t)y(t)

приводит систему (7) к виду

(9) ẏ(t) = −ρ(y, t)y(t),

которая имеет структуру плотностной системы. В частности, примеры зада-
ния функции плотности ρ(y, t) были рассмотрены в примере 1.
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Если относительная степень объекта (7) больше 1 (т.е. degQ(p)−degR(p) =
= γ > 1), то перепишем закон управления (8) в виде

(10) u(t) = − Q(p)

pR(p)(μp+ 1)γ−1
ρ(y, t)y(t)

где μ > 0 – достаточно малое число. В результате получим замкнутую систе-
му вида

(11) ẏ(t) = − 1

(μp+ 1)γ−1
ρ(y, t)y(t).

При μ = 0 система (11) имеет структуру плотностной системы (9). Если функ-
ция плотности ρ(y, t) выбрана так, что решения плотностной системы (9)
асимптотически устойчивы, то согласно [22, 24] существует достаточно малое
μ > 0 такое, что при 0 < μ < μ решения системы (11) достаточно близки к
решению системы (9).

3.2. Объекты с неизвестными параметрами

Рассмотрим объект управления (7) с неизвестными параметрами опера-
торов Q(p) и R(p), но известным значением k. Пусть относительная степень
объекта равна 1. Все полученные результаты могут быть распространены на
объекты с относительной степенью больше 1, например, с использованием
схем [23]. В настоящей статье рассмотрим только объекты с относительной
степенью 1, дабы избежать громоздких выводов по преодолению проблемы
высокой относительной степени.

Перепишем операторы Q(p) и R(p) как Q(p) = Qm(p) + ΔQ(p) и R(p) =
= Rm(p) + ΔR(p), где Qm(λ) и Rm(λ) – произвольные гурвицевы многочлены
порядков n и n− 1 соответственно, порядки ΔQ(p) и ΔR(p) соответственно
равны n− 1 и n− 2. Выбрав Qm(λ)/Rm(λ) = λ+ a, a > 0 – известное число,
и выделив целую часть в ΔQ(λ)

Qm(λ) = k0y +
ΔQ̃(λ)
Rm(λ) , перепишем (7) в виде

(12) ẏ(t) = −ay(t) + k

(
u(t) +

ΔR(p)

Rm(p)
u− ΔQ̃(p)

Rm(p)
y − k0yy

)
.

Введем c0 = col{c0y, c0u, k0y} – вектор неизвестных параметров, где
ΔQ̃(p) = cT0y[1 p . . . pn−2] и ΔR(p) = cT0u[1 p . . . pn−2]. Также рассмотрим
вектор регрессии w = col{Vy, Vu, y}, составленный с помощью следующих
фильтров:

V̇y = FVy + by,

V̇u = FVu + bu.
(13)

Здесь F – матрица в форме Фробениуса с характеристическим многочленом
Rm(λ), b = col{0, . . . , 0, 1}.
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Тогда с учетом введенных обозначений уравнение (12) можно переписать
в виде

(14) ẏ(t) = −ay(t) + k[u(t)− cT0 w(t)].

Зададим закон управления

(15) u(t) = cT(t)w(t) +
a

k
y(t) + ρ(y, t).

Подставив (15) в (14), получим уравнение замкнутой системы

(16) ẏ(t) = ρ(y, t) + k(c(t)− c0)
Tw(t).

Те ор ем а 1. Закон управления (15) вместе с алгоритмом адаптации

(17) ċ = −αyw
приводит объект (7) к системе плотностного вида. Если при t→ ∞ име-
ем устойчивую плотность ρ(y, t) с предельным устойчивым множеством
в окрестности нуля, то все сигналы в замкнутой системе будут ограни-
ченными.

Дока з а т е л ь с т в о. Выберем квадратичную функцию

(18) V =
1

2
y2 +

k

2α
(c(t) − c0)

T(c(t)− c0).

Найдем полную производную по времени от (18) вдоль решений (16), (17)
и результат запишем в виде

(19) V̇ = ρ(y, t)y.

В итоге получили плотностную систему.
Если при t→ ∞ имеем устойчивую плотность ρ(y, t) с предель-

ным устойчивым множеством в окрестности нуля, то ρ(y, t) выбрана
так, что ρ(y, t)y < 0. Значит, lim

t→∞ y(t) = 0. Тогда из (16) следует, что

lim
t→∞(c(t) − c0)

T(t)w(t) = 0. Предельная ограниченность Vy(t) следует из пер-
вого уравнения (13), предельной ограниченности y(t) и гурвицевости матри-
цы F . Поставив (15) во второе уравнение (13), получим

V̇u = FVu + bcT0 w + b(c− c0)
Tw + b

a

k
y(t) + bρ(y, t) =

= (F + bc0u)Vu + b
[
cT0yVy + k0yy + b(c− c0)

Tw +
a

k
y(t) + ρ(y, t)

]
.

Матрица F + bc0u имеет гурвицевый характеристический многочлен R(λ)
из постановки задачи. Значит, при ограниченных слагаемых в квадратных
скобках функция Vu(t) предельно ограниченная. Тогда вектор регрессии w(t)
также предельно ограниченный. Из условия lim

t→∞ y(t) = 0, предельной ограни-
ченности w(t) и (17) следует, что lim

t→∞ ċ(t) = 0. Следовательно, c(t) предельно
ограниченная функция. Тогда из (15) следует ограниченность закона управ-
ления. В результате все сигналы ограничены в замкнутой системе.

70



0 1 2 3
t

4 5 6
�10

�5

0

5

10 y(t): classical AC
y(t): proposed AC
g(t)
g(t)

�

�

y(
t) DS

Рис. 11. Переходные процессы в адаптивной системе управления с функциями плот-
ности ρ(y, t) = −αy [23] (кривая, пересекающая серую область) и ρ(y, t) = α ln g−y

g+y

(кривая, находящиеся внутри трубки с штриховыми границами).

Прим ер 5. Рассмотрим объект управления (7) с неизвестными парамет-
рами операторов Q(p) = (p − 1)3 и R(p) = (p+ 1)2, известным k = 1 и неиз-
вестными начальными условиями p2y(0) = 1, py(0) = 1, y(0) = 4.

Определим F =

[
0 1
−1 −2

]
в фильтрах (13). В алгоритме адаптации (17)

зададим α = 0,1. В законе управления (15) выберем a = 1.
Рассмотрим различные виды функции плотности ρ(y, t) в (15).
1. При ρ(y, t) = −αy замкнутая система (16) имеет точку равновесия y = 0.

Подставив ρ(y, t) в (19), имеем V̇ = −αy2 � 0 в области DS = R. Получили
задачу адаптивной стабилизации, которая подробна описана в [23]. На рис. 11
(см. только траекторию, входящую в серую область) приведен переходной
процесс при α = 1 и p2y(0) = py(0) = 0, y(0) = 4.

2. При ρ(y, t) = α ln g−y
g+y , g(t) > 0 замкнутая система (16) имеет положение

равновесия y = 0. Подставив ρ(y, t) в (19), имеем V̇ = α ln g−y
g+yy < 0 в области

DS = {y ∈ R : −g < y < g}. Причем ρ(y, t) → −∞ при y → g и ρ(y, t) → +∞
при y → −g. Получили задачу стабилизации с симметричными ограничения-
ми −g и g. На рис. 11 приведены результаты переходных процессов при α = 1
(траектория внутри пунктирной трубки), p2y(0) = py(0) = 0, y(0) = 4 и g(t) =

=

{
−4,6t+ 5, t � 1,

0,4, t > 1.
Видно, что в отличие от классической схемы адаптив-

ного управления [23] (траектория, соответствующая ρ(y, t) = −αy) задание
функции плотности вида ρ(y, t) = α ln g−y

g+y гарантирует нахождение переход-
ного процесса в трубке в любой момент времени.

3. Рассмотрим ρ(y, t) = α ln g−y
y−g , где g(t) > g(t) для всех t. Обозначим y =

= w =
g+g

2 . Тогда ρ(y, t) = 0 при y = w и любых t. Подставив ρ(y, t) в (19),
имеем V̇ = α ln g−y

y−gy < 0 в DS = {y ∈ R+ : w < y < g}∪
{
y ∈ R− : g < y < w

}
и
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Рис. 13. Переходные процессы в адаптивной системе управления с функцией плот-
ности ρ(y, t) = −α(y − ym).
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Рис. 14. Переходные процессы в адаптивной системе управления с функцией плот-
ности ρ(y, t) = −α ln(y − g).
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V̇ > 0 в DU =
{
y ∈ R+ : g < y < w

}
∪ {y ∈ R− : w < y < g}. Причем ρ(y, t) →

→ −∞ при y → g и ρ(y, t) → +∞ при y → g, если y ∈ R+, а также ρ(y, t) →
→ +∞ при y → g и ρ(y, t) → −∞ при y → g, если y ∈ R−. Получили задачу
стабилизации с несимметричными ограничениями g и g. На рис. 12 приведен
переходной процесс при α = 5, g = 4e−0,1t + 0,1, g = 3e−0,1t − 0,1 и p2y(0) =
= py(0) = 0, y(0) = 4.

4. Пусть ρ(y, t) = −α(y − ym). Тогда ρ(y, t) = 0 при y = ym и любых t. Под-
ставив ρ(y, t) в (19), имеем V̇ = −α(y − ym)y < 0 в DS = {y ∈ R+ : y > ym} ∪
∪ {y ∈ R− : y < ym} и V̇ > 0 в DU = {y ∈ R+ : y < ym} ∪ {y ∈ R− : y > ym}.
Получили задачу слежения y за ym. На рис. 13 приведен переходной процесс
для α = 50, ym = e−0,1t sin(t)P (t), P (t) ∈ [0; 1,25] – генератор треугольных им-
пульсов (с равнобедренными треугольниками) с периодом 5 с и p2y(0) =
= py(0) =0, y(0) = 1.

5. Рассмотрим ρ(y, t) = −α ln(y − g), g(t) � −1. Тогда ρ(y, t) = 0 при y =
= g + 1 и любых t. Подставив ρ(y, t) в (19), имеем V̇ = −α ln(y − g)y < 0
в DS = {y ∈ R+ : y > g + 1} и V̇ > 0 в DU = {y ∈ R+ : y > g + 1}. Причем
ρ(y, t) → −∞ при y → g. Получим задачу спуска x(t) вдоль поверхности с гра-
ницей g(t). На рис. 14 приведен переходной процесс при α = 10, g = 2e−0,1t−1
и p2y(0) = py(0) = 0, y(0) = 4.

3.3. Сравнение полученных законов управления
с некоторыми существующими

Сравним предложенные законы управления (8), (10) и (13), (15), (17) с за-
конами управления, полученными с использованием метода барьерных функ-
ций Ляпунова (от англ. «barrier Lyapunov function») [27, 28], метода управле-
ния с эффектом воронки (от англ. «funnel control») [10, 12] и методов управ-
ления с заданным качеством регулирования (от англ. «prescribed perfomance
control») [11, 13, 14, 29].
• По способу и виду задания целевого (допустимого) множества (под целе-
вым (допустимым) множеством понимается область, в которой должны
находиться переходные процессы выходного сигнала объекта в замкнутой
системе) методы [10–14, 27–29] и предложенный результат отличаются в
следующем:
— в [27, 28] границы допустимого множества постоянные, а эталонный

сигнал должен быть достаточно гладким;
— в [10–12] границы целевого множества задаются непрерывно-диффе-

ренцируемыми функциями, симметричными относительно оси време-
ни. Рассматриваются только ограниченные целевые множества;

— в [13, 14, 29] границы целевого множества задаются непрерывно-диф-
ференцируемыми, несимметричными функциями. Рассматриваются
только ограниченные целевые множества;

— в предложенном в данной статье подходе целевые множества могут
задаваться непрерывными (или разрывными, см. замечание 1), несим-
метричными функциями (см. случай 5 в примере 5). Целевое множе-
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ство может быть неограниченным (см. случаи 2, 3 и 5 в примере 5).
Эталонный сигнал может задаваться непрерывными (см. случай 4 в
примере 5) или кусочно-непрерывными (см. замечание 1) функциями.

• По синтезу закона управления и анализу устойчивости замкнутой систе-
мы методы [10–14, 27–29] и предложенный результат отличаются в сле-
дующем:

— методы [27, 28] используют функции Ляпунова специального вида, су-
ществующие на определенном подмножестве области определения си-
стемы (допустимом множестве);

— методы [10–12] используют функции плотности специального вида;

— подходы [11, 13, 14, 29] рассматривают нелинейное преобразование ко-
ординат, которое сводит исходную задачу с ограничениями к зада-
че без ограничений. Однако данное преобразование координат при-
водит к анализу расширенной системы, содержащей переменные ис-
ходной и новой систем, что усложняет структуру закона управления
и анализ устойчивости замкнутой системы. Более того, нелинейное
преобразование координат приводит к изучению системы вида ε̇(t) =
= ρ(ε, t)f(ε, t), где ε – новая переменная, ρ(ε, t) > 0 – функция плот-
ности, зависящая от производной функции замены координат по пе-
ременной ε. Следовательно, данный вид системы является частным
случаем систем, рассмотренных в разделе 2;

— предложенный в статье подход не содержит преобразования коорди-
нат, что позволяет избежать рассмотрение дополнительных перемен-
ных и дополнительных динамических систем. Знак функции плотно-
сти может быть произвольным. Функция Ляпунова может существо-
вать во всей области определения системы.

4. Заключение

В работе рассмотрен класс динамических систем, названных плотностны-
ми, которые содержат в правой части функцию плотности, задающую свой-
ства пространства. Определяя свойства данной функции можно влиять на
поведение исследуемой системы. Данный вывод в дальнейшем использует-
ся для синтеза законов управления. Показано, что при различных заданиях
функции плотности можно получать как классические законы управления,
так и новые, позволяющие формировать новые целевые требования к системе.
В частности, приведен пример построения адаптивного закона управления с
гарантией переходных процессов в заданном разработчиком множестве, в то
время как классическое адаптивное управление обеспечивает только предель-
ную ограниченность траекторий. При этом параметры множества задают-
ся с помощью функции плотности, которая задает плотность рассматривае-
мого пространства. Результаты моделирования подтвердили теоретические
выводы.
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В статье показано, как некоторые существующие алгоритмы управления
могут быть модифицированы с использованием функции плотности для по-
лучения нового качества переходных процессов. В дальнейшем свойства плот-
ностных систем можно использовать и для построения более сложных алго-
ритмов управления, например, управление по выходу с любой относительной
степенью объекта, управление с использованием наблюдателей, управление
на скользящих режимах и т.д.
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Представлен подход к анализу вероятности связности телекоммуника-
ционной сети как показателя ее надежности и живучести. Используется
стандартная форма перехода к замещению, получаемая модифицирован-
ным методом многопеременной инверсии (multiple-variable-inversion), рас-
сматривающим события несвязности исходной сети. В результате устра-
няется необходимость повторения процедур анализа элементов на уни-
кальность в отдельных слагаемых функции связности, что приводит к
снижению вычислительной сложности даже по сравнению с методом дву-
дольных графов при условии абсолютной надежности вершин и исполь-
зовании в качестве простых конструкций сечений. На примерах мостико-
вого графа и магистральной сети юга России продемонстрированы воз-
можности предложенного подхода.
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1. Введение

В качестве показателя структурной надежности телекоммуникационных
сетей наиболее часто используют вероятность связности пары вершин графа,
которым она описываетcя [1–3]. При этом для большинства сетей подобная
вероятность не вычисляется по простейшим формулам последовательного и
параллельного соединения элементов.

В целом вероятность связности при условии использования критерия связ-
ности в виде наличия, по крайней мере, одного пути между заданными
парами вершин [1, 2] является эквивалентом коэффициента готовности те-
лекоммуникационной сети [4], который рассматривается и в отечественных
стандартах, и в зарубежных. Так, соответствующая терминология определе-
на в ГОСТ Р 27.102-2021 [5], разработанном с учетом основных норматив-
ных положений международного стандарта IEC 60050-192:2015 [6, 7] и при-
шедшем на смену ГОСТ 27.002-2015 [8]. В ГОСТ Р 27.102-2021 [5] вводит-
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ся частный случай общего понятия «коэффициент готовности» — нестацио-
нарный (мгновенный) коэффициент готовности (instantaneous availability),
а ГОСТ Р 27.101-2021 [9] дополняет его асимптотическим (стационарным)
коэффициентом готовности (steady state availability), усредненным коэффи-
циентом готовности (mean availability) [5, 10]. Близкий по смыслу коэффици-
ент готовности услуг сети из конца в конец (end-to-end) как доля продолжи-
тельности работоспособного состояния используется в ГОСТ Р 27.018-2021
(IEC 62673:2013) [11, 12].

Следует отметить, что в отечественном ГОСТ Р 53111-2008 [13] рассмат-
ривается сразу два коэффициента: готовности и оперативной готовности,
первый из которых характеризует надежность телекоммуникационной сети,
а второй — живучесть. Эти коэффициенты, в свою очередь, определены так-
же и в ГОСТ Р 27.102-2021 [5], и в IEC 61907:2009 [14]. При этом оба коэф-
фициента также рассчитываются в виде вероятности связности с той лишь
разницей, что коэффициент оперативной готовности отдельного канала элек-
тросвязи взвешивается вероятностью сохранения его работоспособности при
воздействии внешних дестабилизирующих факторов. В этой трактовке ко-
эффициент оперативной готовности близок к термину, определенному в [15],
где вероятность сохранения работоспособного состояния задается как вероят-
ность того, что система, будучи исправной в произвольный момент времени,
не выйдет из строя в некотором интервале, начинающемся с этого момента.
Следует однако отметить, что коэффициент оперативной готовности, опре-
деленный в ГОСТ Р 53111-2008, фактически таковым не является, поскольку
не соответствует определению этого показателя в ГОСТ Р 27.102-2021. Так,
в [16] показаны неуместность применения в качестве числового показателя
живучести коэффициента оперативной готовности и непригодность рекомен-
дуемого в ГОСТ Р 53111-2008 метода его расчета, а также сделан общий
вывод о неприемлемости вероятностных показателей для оценки живучести.

Для больших и сложных по структуре телекоммуникационных сетей рас-
чет вероятности связности оказывается весьма громоздким и трудоемким
процессом вследствие огромного числа элементов в результирующем выраже-
нии [17]. Наиболее целесообразным выходом из подобной ситуации является
подход, основанный на представлении события связности сети в виде сумм
произведений несовместных событий [3] (SDP — sum of disjoint product), пред-
ставляющих собой форму перехода к замещению [18], допускающую непо-
средственный переход к вероятностной функции заменой логических пере-
менных (множеств) вероятностями, а логических операций (операций над
множествами) соответствующими арифметическими операциями [19]. Дан-
ное представление приводит к достаточно компактной форме записи резуль-
тирующего уравнения связности и, как следствие, к снижению вычислитель-
ной сложности и уменьшению результирующей ошибки округления [13]. От-
метим, что в отечественной научной литературе данный подход получил на-
звание метода объединения простых цепей с учетом поглощения [1].
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В отличие от метода прямого перебора простых цепей [1] (inclusion-
exclusion technique [3] — метод включения–исключения), использующего ло-
гическую схему “или”, метод сумм произведений несовместных событий SDM
основан на алгоритме ортогонализации [18] и использует схему “либо”. Отме-
тим, что метод прямого перебора простых цепей рекомендован отечественным
ГОСТ для расчета устойчивости функционирования сетей [13].

В целом же рассматриваемые подходы входят в группу, предполагающую
отыскание так называемых простых конструкций [18, 20] графа телекомму-
никационной сети — простых цепей, деревьев или сечений [3] (некоторых со-
бытий), которые используются в том числе для построения кумулятивных
оценок вероятности связности графов, существенно снижающих сложность
расчетов, но позволяющих получать лишь приближенные значения вероят-
ности связности графа. Следует заметить, что метод кумулятивного оцени-
вания берет свое начало еще с работ [1, 2], где описаны общие подходы к
приближенному расчету, хотя непосредственно сам метод описан в [21], где
предложено использовать кумулятивные оценки границ, сходящиеся к точ-
ному значению вероятности связности случайного графа, для однозначного
принятия решения о его надежности. В основу данного метода могут быть по-
ложены все известные методы точного анализа: метод факторизации, логико-
вероятностные методы, метод разложения по остовному дереву [21–29].

Для случаев точных вычислений одним из первых алгоритмов вычисления
суммы событий связности является подход, изложенный в [30]. Данный алго-
ритм значительно сократил объем вычислений, необходимых для получения
сумм произведений несовместных событий, по сравнению с более ранними
подходами. Применение алфавитно-цифрового упорядочивания переменных
состояния приводит к сокращению размеров непересекающихся сумм [31]. Бо-
лее эффективный подход изложен в [32], где используется модификация пра-
вил упорядочивания списка произведений. Компоновка минимальных про-
стых цепей усовершенствована в [33, 34]. В [35] предложен алгоритм инвер-
сии произведений переменных взамен применяемого ранее инвертирования
отдельных переменных. Альтернативой выступает способ, предполагающий
рекурсивную процедуру расчета вероятности объединенного события, изна-
чально разработанный для анализа вероятности блокировки в сетях с вариа-
тивной маршрутизацией [36].

Следует отметить, что даже наиболее совершенным модификациям ме-
тода, использующим многопеременную инверсию (MVI — multiple-variable-
inversion), свойственен существенный недостаток, связанный с необходимо-
стью сравнительного анализа каждого слагаемого со всеми ранее рассмот-
ренными на предмет уникальности содержащихся ребер, а также выполне-
ния в ряде случаев дополнительных операций над множествами [3, 37–40].
Для устранения подобных повторяющихся рутинных процедур целесообразно
рассматривать не объединение событий связности (несвязности), вырождаю-
щееся в сумму несовместных произведений, а пересечение противоположных
событий, приводящее также к подобной сумме, но для получения которой
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нет необходимости выполнять многопеременную инверсию для каждого из
слагаемых над всеми ранее проанализированными.

2. Общий подход к анализу вероятности связности
на основе несовместных событий

В данной работе рассматривается модель телекоммуникационной сети в
форме графа G. В общем случае граф может быть ориентированным, при
этом неориентированный вариант оказывается частным случаем первого.
Здесь предполагается, что узлы телекоммуникационной сети обладают абсо-
лютной надежностью (вероятность работоспособности вершин равна едини-
це), а линии связи ненадежны (вероятность работоспособности ребер отлич-
на от единицы). Сама телекоммуникационная сеть может быть общего вида,
т.е. быть многополюсной, когда необходимо обеспечить связность между за-
данным множеством вершин–полюсов. При этом предельными случаями вы-
ступают варианты двухполюсной и всеполюсной сетей, в первом из которых
число полюсов равно двум, а во втором – совпадает с количеством вершин
графа.

В данном контексте под событием S связности графа G понимается нали-
чие хотя бы одного пути между любыми вершинами–полюсами. Отметим, что
в общем случае для многополюсной сети событие S связности подразумевает
существование хотя бы одного подграфа, связывающего вершины–полюсы,
для двухполюсной — простой цепи, а для всеполюсной — остового дерева.
Первоначально в кумулятивных методах событие S связности представляет-
ся в форме объединения событий связности отдельных связных подграфов,
которые в общем случае являются зависимыми. Основная задача метода мно-
гопеременной инверсии MVI заключается в преобразовании подобного объ-
единения в форму объединения независимых событий ai, i = 1, . . . , s′, кото-
рая является формой перехода к замещению [18]. По сути, аналогом каждого
из данных независимых событий ai является элементарная простая цепь [1].
При этом из всего многообразия булевых преобразований достаточно исполь-
зовать две базовые процедуры — расщепления и поглощения

ab ac = a ∪
(
a b c

)
,

ab ac = abc,

где a, b, c – некоторые взаимонезависимые события [1].
Отметим, что в соответствии с принципом двойственности также можно

рассматривать событие несвязности графа G, под которым понимается отсут-
ствие пути между хотя бы одной парой вершин–полюсов. При этом несколько
изменяется форма объединения событий, которая в данном случае становит-
ся объединением событий полной несвязности сечений графа G. Однако об-
щий подход к расчету не изменяется, поэтому далее подразумевается, если
не оговорено дополнительно, что событие S связности может быть заменено
событием несвязности.

80



После выполнения рекурсивной процедуры формируется конечное выра-
жение для события S связности (или несвязности) графа G, являющееся объ-
единением независимых событий ai, i = 1, . . . , s′, представляющих отрицание
пересечения или пересечение определенных неповторяющихся событий рабо-
тоспособности ребер,

S =

s′⋃
i=1

ai,

что позволяет его считать формой перехода к замещению, т.е.

P (S) =

s′∑
i=1

P (ai).(1)

В свою очередь каждое независимое событие ai является пересечением
нескольких других событий ai,k, i = 1, . . . , s′, k = 1, . . . , gi + 2,

ai =

gi⋂
k=1

⋂
ik∈bi,k

lik
⋂

igi+1∈bi,gi+1

ligi+1 =

gi+1⋂
k=1

ai,k,(2)

где gi – количество групп событий неработоспособности в событии ai;
lj, j = 1, . . . , l – событие работоспособности j -го ребра графа G;
bi,k – множество номеров ребер, образующих k -e событие несвязности в i -м
независимом событии ai;
bi,gi+1 – множество номеров ребер, образующих событие связности в i -м неза-
висимом событии ai.
Их целесообразно сгруппировать по следующему принципу. Первоначально
образуются k групп событий несвязности в событии ai, каждое из которых
определяет обратное событие одновременной работоспособности некоторого
набора ребер,

ai,k =
⋂

ik∈bi,k
lik , k = 1, . . . , gi.(3)

Следующей (gi + 1)-й группой является пересечение событий работоспо-
собности ребер (без отрицания)

ai,gi+1 =
⋂

igi+1∈bi,gi+1

ligi+1 .(4)

Последняя же (gi + 2)-я группа включает все достоверные события (неис-
пользуемые ребра в событии ai, вероятность возникновения которых равна
единице [41])

ai,gi+2 =
⋂

igi+2 /∈
⋃
k bi,k

ligi+2 .(5)
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При этом каждое подобное независимое событие ai содержит лишь одно-
кратное включение простых событий работоспособности отдельного ребра lj,
что позволяет представить его в форме вектора, а набор всех этих незави-
симых событий как матрицу Y = {yj,i}j=1,...,l,

i=1,...,s′
, каждый элемент yj,i которой

соответствует определенному j -му ребру i -го события, а значения задаются
по принципу принадлежности к определенной группе

yj,i =

⎧⎨
⎩

k, j ∈ bi,k,
0, j ∈ bi,gi+1

−1, j /∈
⋃
k bi,k.

(6)

3. Переход от матрицы независимых событий к вероятностной функции

Непосредственно переход от матрицы событий к вероятностной функции
базируется на представлении элементов данной матрицы в виде выраже-
ния (6), а также на уравнении (2) для произвольного независимого события ai
и суммы вероятностей их связности, имеющей аналитическую форму (1).

Вероятность независимого события ai согласно теореме умножения веро-
ятностей для независимых событий и выражению (2) равна произведению
вероятностей составляющих его событий (групп)

P (ai) =

gi+1∏
k=1

P (ai,k).

Для каждой из групп событий также в соответствии с данной теоремой,
формулой для полной группы событий и выражениями (3)–(5) вероятности
факторизуются

P (ai,k) = 1−
∏

ik∈bi,k
pik , k = 1, . . . , gi,

P (ai,gi+1) =
∏

igi+1∈bi,gi+1

pigi+1 ,

P (ai,gi+2) = 1−
∏

igi+2 /∈
⋃
k bi,k

0 = 1,

где pik = P (lik) – вероятность работоспособности ребра lik .
Отметим, что в третьем уравнении P (lik) = 0, поскольку ребра не участ-

вуют в формировании события ai.
Таким образом, вероятность связности графа равна

P (S) = 1−
s′∑
i=1

gi∏
k=1

⎛
⎝1−

∏
ik∈bi,k

pik

⎞
⎠ ∏

igi+1∈bi,gi+1

pigi+1 .
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Выражение для расчета вероятности связности на основе матрицы Y неза-
висимых событий удобно также получить сначала в скалярном виде, а затем
перейти к матричному. Так, для отдельных групп событий соответствующие
вероятности имеют форму:

P (ai,k) = 1−
l∏

j=1

zj ,

где zj =
{
pj, yj,i = k,
1, yj,i �= k,

k = 1, . . . , gi,

P (ai,gi+1) =
l∏

j=1

zj ,

где zj =
{
pj, yj,i = 0,
1, yj,i �= 0.

В матричном виде возможно представить вычисление вероятностей как
операции над векторами и матрицами

P (ai,k) = 1−
∣∣∣dg

{
sign

[(
Y〈i〉 − k1l

)⊙(
Y〈i〉 − k1l

)]⊙
(1l − p) + p

}∣∣∣ ,
k = 1, . . . , gi,

P (ai,gi+1) =
∣∣∣dg

[
sign

(
Y〈i〉⊙Y〈i〉

)⊙
(1l − p) + p

]∣∣∣ ,

где |X| – определитель (детерминант) квадратной матрицы X;
dg (x) – оператор диагонализации вектора x, преобразующий вектор x в диа-
гональную квадратную матрицу, элементы главной диагонали которой равны
соответствующим элементам исходного вектора x;

1l =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
1
...
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
l – вектор размером l, составленный из всех единиц;

⊙
– произведение Адамара;

p = {pi}i=1,...,l – вектор вероятностей работоспособности ребер.
Отметим, что определитель диагонализированного вектора x = {xi}i=1,...,l

равен произведению его элементов, т.е.

|dg (x)| =
l∏
i=1

xi.
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Таким образом, вероятность связности графа на основе деревьев равна

P (S) = 1−
s′∑
i=1

∣∣∣dg
[
sign

(
Y〈i〉⊙Y〈i〉

)⊙
(1l − p) + p

]∣∣∣×(7)

×
max(Y〈i〉)∏

k=1

(
1−

∣∣∣dg
{
sign

[(
Y〈i〉 − k1l

)⊙(
Y〈i〉 − k1l

)]⊙
(1l − p) + p

}∣∣∣
)
.

Если для расчета матрицы Y независимых событий в качестве основы
используется матрица W сечений, то в выражении для вероятности связ-
ности необходимо заменить вектор p вероятностей работоспособности ребер
на вектор (1l − p) вероятностей неработоспособности ребер, а также учесть
сокращение единицы, стоящей в начале правой части выражения (8):

P (S) =

s′∑
i=1

∣∣∣dg
[
sign

(
Y〈i〉⊙Y〈i〉

)⊙
p+ (1l − p)

]∣∣∣×(8)

×
max(Y〈i〉)∏

k=1

(
1−

∣∣∣dg
{
sign

[(
Y〈i〉 − k1l

)⊙(
Y〈i〉 − k1l

)]⊙
p+ (1l − p)

}∣∣∣
)
.

Таким образом, в независимости от применяемого базиса в форме деревьев
либо сечений вероятностная функция имеет один и тот же вид с точностью
до вектора p вероятностей работоспособности ребер и единицы.

4. Оценка вычислительной сложности

Оценка вычислительной сложности рассматриваемого метода проведена
по аналогии с предложенным способом оценки эффективности (объема тру-
дозатрат) метода двудольных графов [15], который в соответствии с оценка-
ми, приведенными в [1, 15], является наиболее эффективным из числа про-
анализированных. В данном случае вычислительная сложность измеряется в
числе конъюнктивных форм, необходимых для представления события связ-
ности графа. Более рационально ее немного уточнить и говорить о количе-
стве анализируемых элементарных конструкций (подграфов) в ходе процесса
редукции исходного графа. Приводимая оценка рассматривается в [15] для
графов регулярной структуры, а точнее полносвязных графов. Тогда чис-
ло nd конъюнктивных форм (элементарных конструкций) на полносвязных
графах с v вершинами и l = v(v−1)

2 ребрами для метода двудольных графов
[2, 15] равно

nd =

v−3∑
i=0

Civ−1

(
2v−1−i − 2

)
,

где Civ−1 – число сочетаний из v − 1 элементов по i [42].
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Рис. 1. Зависимости числа n анализируемых элементарных конструкций (конъюнк-
ций) от количества v вершин полносвязного графа.

Приведенный в работе метод многопеременной инверсии MVI для случая
двухполюсных сетей оперирует с элементарными конструкциями, порождаю-
щими конъюнктивные формы, в виде простых цепей, количество nt которых
определяется как сумма числа размещений [42] по всем неполюсным верши-
нам

nt =

v−2∑
i=0

(v − 2)!

(v − 2− i)!
.

Отметим, что в данных вариантах элементарные конструкции учитывают
также ненадежность вершин. Причем на количество простых цепей абсолют-
ная надежность вершин никоим образом не влияет.

В случае же учета абсолютной надежности вершин количество элементар-
ных конструкций для метода двудольных графов [15] существенно сокраща-
ется:

n′d =
v−3∑
i=0

Civ−1 = 2v−1 − v.

С другой стороны, метод многопеременной инверсии MVI может исполь-
зовать в качестве элементарных конструкций двухполюсные сечения, коли-
чество которых соответствует сумме числа декартовых произведений [3] вер-
шинных неполюсных сечений графа

ns =

v−2∑
i=0

Civ−2 = 2v−2.

Еще раз подчеркнем, что в данном случае все вершины считаются абсо-
лютно надежными.

На рис. 1 приведены зависимости числа n анализируемых элементарных
конструкций (конъюнкций) от количества v вершин полносвязного графа. Их
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анализ показывает наличие выигрыша в вычислительной сложности метода
многопеременной инверсии MVI по сравнению с методом двудольных графов
лишь для полносвязных графов с количеством вершин, меньшим восьми. Од-
нако при использовании сечений и абсолютно надежных вершинах многопе-
ременная инверсия демонстрирует выигрыш

n′d
ns

= 2− 22−vv,

стремящийся к двум при росте количества вершин.

5. Пример анализа вероятности связности для мостикового графа

Рассмотрим реализацию предложенных процедур на примере мостикового
графа G(4, 5) (рис. 2) и определим его вероятность связности. Источник и
сток на рисунке отмечены квадратами: vs = 1, vt = 4. Матрица смежностей
графа данной сети задается формулой

A =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

⎤
⎥⎥⎦ .(9)

Путей (простых цепей) в мостиковом графе всего четыре: 1 — {1, 4}, 2 —
{2, 5}, 3 — {1, 3, 5}, 4 — {2, 3, 4}. Тогда матрица путей есть

Wt =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(10)

2

3

41

1 4

3

2 5

Рис. 2. Мостиковый двухполюсный граф.
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и матрица независимых событий —

Yt =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0
2 0 −1 2
−1 4 −1 3
−1 4 1 1
−1 2 2 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.(11)

Двухполюсных сечений в мостиковом графе тоже четыре: 1 — {1, 2}, 2 —
{4, 5}, 3 — {1, 3, 5}, 4 — {2, 3, 4}. Тогда матрица двухполюсных сечений
равна

Ws =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 0
1 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,(12)

матрица независимых событий несвязности —

Ys =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0
−1 4 1 1
−1 4 −1 3
2 0 −1 2
−1 2 2 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.(13)

Вероятности работоспособности ребер одинаковы: P (lj) = p = 0,9, j =
= 1, . . . , j.

Вектор вероятностей работоспособности ребер составлен из одинаковых
элементов

p = p1l =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0,9
0,9
0,9
0,9
0,9

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

В соответствии с (11) слагаемых в выражении (7) всего четыре, т.е. s′ = 4.
Тогда вероятность связности графа G равна

P (S) = 1−
[
0,12 + 0,9 · 0,12 ·

(
1− 0,92

)
+ 0,9 · 0,12 + 0,92 · 0,13

]
=

= 1− (0,01 + 0,00171 + 0,009 + 0,00081) = 0,97848.

Аналогично получается результат на основе матрицы независимых собы-
тий несвязности (13). В выражении (8) слагаемых также оказывается всего
четыре, т.е. s′ = 4. Тогда вероятность связности графа G будет

P (S) = 0,92 + 0,1 · 0,92 ·
(
1− 0,12

)
+ 0,1 · 0,92 + 0,12 · 0,93 =

= 0,81 + 0,08019 + 0,081 + 0,00729 = 0,97848.

Как и следовало ожидать, результаты оказались идентичными.
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6. Пример анализа вероятности связности
для магистральной сети юга России

Кабельная структура магистральной cети юга России (рис. 3) доступна
на официальном сайте Международного союза электросвязи [43]. На рис. 3
также представлен пронумерованный эквивалентный граф G(12, 21), для ко-
торого при расчетах предполагается абсолютная надежность вершин. Вероят-
ность же работоспособности ребер согласно ГОСТ [13] трактуется как коэф-
фициент готовности, определяемый конструктивными особенностями среды
распространения и их организующих технических средств [44].

Каждая линия связи двунаправленная и соединяет два оптических линей-
ных терминала, установленных на смежных узлах [45]. Коэффициент него-
товности оптического кабеля определяется на основе числа внезапных отка-
зов в среднем на один километр на интервале 109 часов и равен 570 FIT
(Failure in Time) [46], где один FIT — это один отказ за 109 часов. Следует
также учесть ошибку оценки длины линии только на основе географических
координат по топографической карте. Для этого необходимо использовать
коэффициент искривления линий, соответствующий 2,2 [47], отражающий,
во сколько раз реальная длина линий связи между двумя пунктами сети от-
личается от прямой. Тогда исходя из среднего времени восстановления (24 ч)
коэффициент неготовности оптического кабеля произвольной длины d равен
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Рис. 3. Кабельная структура магистральной cети юга России.
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570 · 10−9 · 24 · d · 2,2 = 3,01 · 10−5 · d [45, 48]. Коэффициент неготовности
оптического терминала — 5,12 · 10−7 [45, 49]. Естественно, что линия связи
работоспособна в случае готовности всех составляющих ее элементов. В ре-
зультате коэффициент готовности p отдельных линий связи вычисляется на
основе протяженности d, рассчитанной на основе географических координат
по топографической карте:

p = (1− 3,01 · 10−5 · d)(1 − 5,12 · 10−7)2.

Отметим, что коэффициент готовности подобной линии связи протя-
женностью один километр составляет 0,99996888, а стокилометровой —
0,99698938.

Источник и сток на рис. 3 отмечены квадратами: vs = 1, vt = 12.
Данная двухполюсная сеть содержит двести три простые цепи (s′ = 203)

и сто девять сечений (s′ = 109). Алгоритм поиска простых цепей реализован
на основе процедуры поиска в ширину и отбора соответствий по стокам [50]:
первоначально синтезируется множество цепей от источника ко всем воз-
можным вершинам, а затем отбираются из полученного множества только
те цепи, стоки которых совпадают с заданным стоком. Алгоритм для пере-
числения сечений базируется на методе, использующем в качестве основы
матрицу связностей и предполагающем последовательный перебор всех со-
четаний вершинных сечений начиная с истока и стока [39]. Данный способ
приводит к включению в общий состав сечений неминимальных, что потре-
бовало введения дополнительной процедуры проверки добавляемого сечения
на безызбыточность.

Результаты расчетов коэффициента готовности сети для обоих вариантов
совпали: p = 0,99999489.

7. Заключение

В работе представлен набор независимых событий (связности и несвязно-
сти графа, моделирующего телекоммуникационную сеть), содержащих лишь
однократное включение простых событий работоспособности отдельного реб-
ра в форме матрицы, каждый элемент которой соответствует определенному
ребру события, а значения задаются по принципу принадлежности к опре-
деленной группе. Получены аналитические выражения вероятностной функ-
ции, демонстрирующие идентичность общей формы в независимости от при-
меняемого базиса в форме деревьев либо сечений с точностью до вектора
вероятностей работоспособности ребер и единицы. На примере продемонстри-
рована возможность анализа надежности телекоммуникационной сети на ос-
нове предложенных моделей.
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ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ ХАРАКТЕРИСТИК
СОВМЕСТНОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРАФИКА РЕАЛЬНОГО

ВРЕМЕНИ И ЭЛАСТИЧНОГО ТРАФИКА ДАННЫХ
В МУЛЬТИСЕРВИСНЫХ УЗЛАХ ДОСТУПА

Построена и исследована математическая модель совместного обслу-
живания приоритетного трафика реального времени и эластичного тра-
фика данных в мультисервисных узлах доступа. Приведены определе-
ния показателей качества совместного обслуживания поступающих за-
просов на информационное обслуживание. Сформирована система урав-
нений статистического равновесия и рассмотрено ее использование для
вычисления точных значений введенных характеристик. Предложен ме-
тод приближенного расчета характеристик, основанный на построении
системы упрощенных уравнений равновесия. Установлено, что получен-
ные оценки показателей обслуживания заявок являются асимптотически
точными в области больших и малых потерь. Показано использование
разработанного метода для решения задачи оценки объема трафика, вы-
гружаемого в ситуации перегрузки на другие узлы доступа или в другие
диапазоны частот, с целью достижения заданных показателей QoS и за-
дачи планирования необходимого по нагрузке объема ресурса передачи
информации мультисервисного узла доступа.

Ключевые слова: мультисервисный трафик, трафик реального времени,
эластичный трафик, рекурсивные алгоритмы, асимптотически точные ха-
рактеристики, выгрузка избыточного трафика, планирование ресурса пе-
редачи.
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1. Введение

Развитие сетей связи идет по пути расширения числа сервисов. Набор
услуг, получаемых абонентом, и их качество не должны зависеть от того,
где пребывает абонент, как и с какой скоростью он передвигается и какие
при этом применяются технологии доступа и пересылки информации. Это
положение следует из тенденций развития телекоммуникационного рынка и
закреплено в рекомендациях Международного союза электросвязи [1–6]. По-
нятно, что каждый вид услуг, будь то передача речи, видео или данных, име-
ет свои особенности, которые следует учитывать при исследовании условий
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их совместного предоставления. В простейшем случае сервисы различают-
ся только по величине требуемого ресурса передачи информации. В более
сложных ситуациях необходимо учитывать детали формирования входных
потоков заявок, условия доступа в сеть, наличие приоритета и возможности
перераспределения ресурса в процессе обслуживания и т.д. Рассмотренные
особенности функционирования действующих и перспективных систем связи
анализируются в семействе так называемых мультисервисных моделей. Они
имеют большое значение для практических приложений и являются предме-
том интенсивных исследований специалистов в области связи [4–10].

Важнейшим сегментом мультисервисной сети как фиксированной, так и
подвижной связи является узел доступа, осуществляющий функцию концен-
трации абонентского трафика. Информационные потоки, попадающие в узлы
доступа, можно разделить на две категории: трафик сервисов реального вре-
мени и трафик сервисов передачи эластичных данных. Передача трафика
сервисов реального времени происходит с предварительным резервировани-
ем ресурса, который сохраняется на все время обслуживания заявки [1–3, 6].
Качество обслуживания характеризуется долей потерянных заявок и сред-
ним объемом занятого ресурса. Для пересылки эластичного трафика выде-
ляется минимальный гарантированный ресурс, а также весь или часть ресур-
са, оставшегося свободным от пропуска трафика сервисов реального време-
ни [8–11]. Качество обслуживания эластичных данных оценивается средним
временем передачи файла и средней величиной получаемой пропускной спо-
собности узла доступа.

Обычно предполагается, что трафик реального времени имеет преимуще-
ство в занятии ресурса перед трафиком данных. Оно выражается в умень-
шении скорости передачи эластичных данных до заранее заданного мини-
мального значения, если выполнение этой процедуры способствует приему
заявки на сервис реального времени. При появлении свободного ресурса ско-
рость передачи данных возрастает. Перераспределение ресурса происходит в
моменты времени, определяемые используемым механизмом адаптации ско-
рости пересылки информации к условиям обслуживания заявок. Обычно это
моменты поступления заявок и моменты окончания их обслуживания. Назо-
вем подобную процедуру распределения динамической [7, 8, 10]. Пример ее
реализации показан на рис. 1.

Анализируемый способ разделения ресурса позволяет значительно повы-
сить его загрузку. Этот эффект особенно важен для сетей сотовой подвиж-
ной связи из-за ограниченности диапазона радиочастот, выделяемых для об-
разования радиоканалов. По оценкам экспертов выигрыш может составить
до нескольких десятков процентов от общего объема используемого ресурса.
Отмеченный эффект получен в результате использования процедур управле-
ния трафиком, которые ускоряют передачу эластичных данных в ситуациях,
когда уменьшается число пользователей услуг связи, находящихся на обслу-
живании. В сетях мобильной связи динамическое распределение ресурса вы-
полняется диспетчером пакетов (англ., packet scheduler) и происходит под
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Гарантированный ресурс
для передачи данных

Ресурс, используемый приоритетным
трафиком реального времени

Дополнительный ресурс,
используемый на передачу данных

Дополнительный ресурс,
используемый на передачу данных

Рис. 1. Распределение пропускной способности узла доступа при совместной пере-
даче приоритетного трафика сервисов реального времени и эластичных данных.

контролем программно-аппаратного комплекса RRM (англ., Radio Resource
Management). Управляющие решения комплекса принимаются на основе ин-
формации о состоянии канала, числе и типах заявок, находящихся на обслу-
живании, уровне помех и т.д. [12–15].

Актуальность проблематики привлекла к ней внимание специалистов раз-
ной профессиональной подготовки, которая меняется от инженеров, зани-
мающихся проектированием и эксплуатацией систем связи, до математиков.
Давая общую характеристику опубликованным работам, следует отметить,
что большинство исследований представляют из себя инженерные разра-
ботки, основанные на результатах имитационного моделирования и натур-
ных экспериментов [1–3]. Теоретический анализ особенностей совместного
обслуживания трафика сервисов реального времени и эластичных данных
обычно заканчивается построением математической модели, определением
характеристик качества обслуживания заявок и реализацией численных ал-
горитмов их оценки, основанных на решении системы уравнений равновесия
каким-либо стандартным методом линейной алгебры [4, 5, 7–10, 13, 15, 16].

Для практических приложений, в частности для настройки процедур ди-
намического распределения ресурса, необходимо построить несложные в реа-
лизации приближенные процедуры, имеющие приемлемую точность. К сожа-
лению, таких методов в опубликованных работах представлено мало. Можно
только упомянуть исследования [11, 14]. Особую важность имеют приближен-
ные алгоритмы, которые

• основаны на общих принципах и могут легко обобщаться на другие мо-
дели формирования входных потоков заявок и процедуры распределения
ресурса;

• имеют хорошую точность для значений входных параметров, которые со-
ответствуют практическим приложениям, в частности для значений ма-
лых потерь, где происходит решение задачи планирования необходимого
по нагрузке объема ресурса передачи информации, и для значений боль-
ших потерь, где решается задача оценки объема трафика, выгружаемого
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на другие узлы доступа или в другие диапазоны частот, с целью достиже-
ния заданных показателей QoS;

• построены с использованием простых в реализации аналитических выра-
жений и рекурсивных процедур.
Решению этих задач и посвящена данная работа. В разделе 2 рассмотрено

математическое описание анализируемой модели узла доступа, на примере
которой будут сформулированы принципы приближенной оценки характери-
стик качества совместного обслуживания трафика сервисов реального вре-
мени и эластичного трафика данных. В разделе 3 построена система уравне-
ний равновесия и предложен алгоритм ее численного решения. Полученные
результаты далее используются для оценки погрешности приближенных ме-
тодов. В разделах 4 и 5 сформулированы принципы построения приближен-
ных методов оценки характеристик рассматриваемой модели узла доступа
и численно исследована их погрешность, в частности показано, что оцен-
ки являются асимптотически точными в области больших и малых потерь.
В разделе 6 обсуждаются возможность использования модели для решения
задачи определения объема выгружаемого трафика и задачи планирования
необходимого объема ресурса. В последнем разделе сформулированы выводы
по результатам выполненного исследования.

Новизна полученных результатов заключается в следующем:
• Сформулированы методы построения приближенных процедур оценки ха-
рактеристик совместного обслуживания приоритетного трафика сервисов
реального времени и эластичного трафика данных. Предлагаемые расчет-
ные процедуры основаны на использовании системы упрощенных уравне-
ний равновесия.

• Установлено, что полученные оценки характеристик являются асимптоти-
чески точными в области больших и малых потерь.

• Показано, что идеи, положенные в основу приближенных методов, носят
общий характер и могут легко обобщаться на другие модели формирова-
ния входных потоков заявок и процедуры распределения ресурса.

2. Математическое описание модели

Обозначим через C пропускную способность мультисервисного узла досту-
па, создаваемую используемым стандартом фиксированной или беспроводной
связи и выраженную в бит/с. Узел доступа обслуживает n пуассоновских по-
токов заявок на передачу трафика сервисов реального времени и один пуассо-
новский поток заявок на передачу эластичных данных. Заявки k-го потока на
передачу трафика реального времени поступают с интенсивностью λk, требу-
ют зарезервировать пропускную способность в объеме ck бит/с на все время
обслуживания, имеющее экспоненциальное распределение с параметром μk,
k = 1, . . . , n. Заявки на передачу эластичных данных (файлов) поступают с
интенсивностью λd. Объем файла имеет экспоненциальное распределение со
средним значением F , выраженным в битах.
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Введем понятие виртуального канала, который применим для численной
оценки величины ресурса передачи информации, предоставляемой пользо-
вателям. Обозначим через c скорость передачи информации одного канала,
выраженную в бит/с. Переход к виртуальным каналам упрощает модели-
рование процесса занятия ресурса заявками. Чем меньше значение c, тем
точнее аппроксимация скоростей передачи. Однако в этой ситуации растет
число состояний модели. Выбор величины c зависит от постановки задачи,
например можно использовать такие выражения: c = min(c1, . . . , cn) или c =
= НОД(c1, . . . , cn). В первом случае аппроксимация требований к битовой
скорости более грубая, чем во втором. Общее число v имеющихся виртуаль-
ных каналов и число bk виртуальных каналов, требуемых для обслуживания
заявки k-го потока, находятся из соотношений:

v =

⌊
C

c

⌋
, bk =

⌈ck
c

⌉
.

Обслуживание эластичных данных происходит в соответствии с положе-
ниями дисциплины Processor Sharing. Рассмотрим реализацию этой процеду-
ры. Для простоты предположим, что минимальный объем пропускной спо-
собности, который может быть использован для передачи файла, равен одно-
му виртуальному каналу. Обозначим через μd параметр экспоненциального
распределения времени передачи файла одним каналом. Пусть i число вир-
туальных каналов, занятых на обслуживание трафика реального времени,
а d > 0 — число файлов, находящихся на передаче. Для их обслуживания
используются (v − i) каналов. Пусть s =

⌊
v−i
d

⌋
. Свободные каналы делятся

между d файлами по следующему правилу. Для обслуживания каждого из
(v − i− sd) файлов используется (s+ 1) каналов, а для обслуживания каж-
дого из оставшихся ((s + 1)d− (v − i)) файлов используется s каналов. В ре-
зультате выполнения этой процедуры все (v − i) каналов заняты. Нетруд-
но показать, что в рассматриваемой ситуации время до окончания переда-
чи одного из d файлов имеет экспоненциальное распределение с параметром
(v − i)μd.

Поступившая заявка на передачу трафика реального времени имеет
приоритет в занятии ресурса, уменьшая при необходимости пропускную
способность, используемую одним файлом, до одного канала. Пусть ik(t),
k = 1, . . . , n — число заявок k-го потока на передачу трафика сервисов ре-
ального времени, находящихся в момент времени t на обслуживании, а
d(t) — число файлов, обслуживаемых в момент времени t. Динамика измене-
ния числа обслуживаемых заявок описывается марковским процессом r(t) =
= (i1(t), . . . , in(t), d(t)), определенным на конечном пространстве состояний S,
куда входят состояния (i1, . . . , in, d), с компонентами

i1 = 0, 1, . . . ,

⌊
v

b1

⌋
; . . . in = 0, 1, . . . ,

⌊
v − i1b1 − . . .− in−1bn−1

bn

⌋
;

d = 0, 1, . . . , v − i1b1 − . . .− inbn.

(1)
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Качество обслуживания заявок k-го потока на передачу трафика серви-
сов реального времени определяется значениями доли потерянных заявок πk
и средним числом занятых виртуальных каналов mk. Величина последней
характеристики дает возможность рассчитать среднее число заявок k-го по-
тока, находящихся на обслуживании, yk = mk/bk и занимаемую ими среднюю
величину пропускной способности узла доступа zk = mkc. Обозначим через zr
среднюю величину пропускной способности узла, занимаемую трафикам ре-
ального времени zr =

∑n
k=1 zk. Качество обслуживания заявок на передачу

эластичных файлов определяется значениями доли потерянных файлов πd,
средним числом занятых виртуальных каналов md, средним числом файлов,
находящихся на обслуживании, yd, средней величиной используемой пропуск-
ной способности узла доступа zd = mdc, средним временем передачи фай-
ла hd, средним битрейтом, используемым для передачи файла cd, средним
числом виртуальных каналов b, используемых для передачи файла.

Введенные показатели можно определить и рассчитать, используя зна-
чения стационарных вероятностей p(i1, . . . , in, d) состояний (i1, . . . , in, d) ∈ S.
Обозначим для состояния (i1, . . . , in, d) через i число виртуальных каналов,
занятых на обслуживание трафика реального времени i = i1b1 + · · ·+ inbn.
Приведем расчетные выражения

πk =
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i+d+bk>v

} p(i1, . . . , in, d);

mk =
∑

(i1,...,in,d)∈S
p(i1, . . . , in, d)ikbk; k = 1, . . . , n;

πd =
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i+d+1>v

} p(i1, . . . , in, d);

md =
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | d>0

} p(i1, . . . , in, d)(v − i);

yd =
∑

(i1,...,in,d)∈S
p(i1, . . . , in, d)d;

hd =
yd

λd(1− πd)
; cd =

F

hd
; b =

md

yd
.

(2)

3. Система уравнений статистического равновесия

Для оценки характеристик, заданных выражениями (2), необходимо найти
значения p(i1, . . . , in, d) ∈ S1. Для этого достаточно построить и решить систе-
му уравнений статистического равновесия, связывающую ненормированные

1 Будем использовать строчные буквы для обозначения нормированных значений веро-
ятностей состояний и характеристик и прописные буквы для обозначения их ненормиро-
ванных значений.
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вероятности модели. Она имеет следующий вид:

P (i1, . . . , in, d)

{
n∑
k=1

(
λk I(i+ d+ bk � v) + ik μk

)
+(3)

+ λd I(i+ d+ 1 � v) + (v − i)μdI(d > 0)

}
=

=

n∑
k=1

P (i1, . . . , ik − 1, . . . , in, d)λk I(ik > 0) + P (i1, . . . , in, d− 1)λd I(d > 0) +

+

n∑
k=1

P (i1, . . . , ik + 1, . . . , in, d) (ik + 1)μk I(i+ d+ bk � v) +

+ P (i1, . . . , in, d+ 1) (v − i)μd I(i+ d+ 1 � v), (i1, . . . , in, d) ∈ S.

Здесь и далее I(·) — индикаторная функция, определяемая соотношением

I(·) =

⎧⎨
⎩
1, если выполнено условие, сформулированное

в скобках,
0, если это условие не выполнено.

(4)

Полученные в результате решения системы (3) ненормированные значения
вероятностей P (i1, . . . , in, d) необходимо нормировать.

Система уравнений (3) не обладает какими-либо специальными свойства-
ми, которые обеспечивают рекурсивную оценку стационарных вероятностей.
По этой причине для решения (3) используются стандартные методы линей-
ной алгебры. Исходя из опыта решения подобных систем, для оценки ве-
роятностей состояний рекомендуется использовать итерационный алгоритм
Гаусса–Зейделя. Применение данного подхода позволяет рассчитывать ста-
ционарные вероятности для моделей систем связи с числом состояний до
нескольких миллионов. Стандартная реализация рекурсии Гаусса–Зейделя
для решения (3) не обладает гарантированной сходимостью, но в большинстве
случаев она имеет место. Сходимость исследуется косвенными методами на
основе анализа близости последовательных приближений и выполнения из-
вестных теоретических соотношений, связывающих величины характеристик
исследуемой модели системы связи. К таким соотношениям относится фор-
мула Литтла. Детали реализации данного подхода можно найти в [10, 17–19].
Для обеспечения сходимости достаточно в (3) одну из неизвестных положить
равной единице, убрать соответствующее уравнение (3) и перейти к реше-
нию неоднородной системы линейных уравнений. После проделанных преоб-
разований рекурсия Гаусса–Зейделя всегда сходится (из-за наличия слабого
диагонального преобладания), но требует для своей реализации существенно
большего числа итераций.

Алгоритм Гаусса–Зейделя будет далее использоваться для оценки погреш-
ности построенного в разделе 4 приближенного метода вычисления характе-
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ристик качества совместного обслуживания поступающих заявок исследуе-
мой модели узла. Достаточно обоснованные приближенные методы играют
основную роль в разработке инженерных методик, направленных на решение
задач оценки максимально достаточной нагрузки и минимально необходи-
мого объема ресурса передачи информации мультисервисного узла доступа.
Формулировке, анализу и примерам использования приближенных методов
расчета характеристик построенной модели узла доступа будут посвящены
последующие разделы работы.

4. Оценка характеристик с использованием упрощенных
уравнений равновесия

Принцип упрощенных уравнений равновесия был впервые сформулиро-
ван и использован при построении границ урезанных пространств состояний,
обеспечивающих заданную погрешность вычисления характеристик моделей
с учетом эффекта повторных вызовов [20, 21]. Идея метода заключается в
формировании системы соотношений для приближенного расчета стационар-
ных вероятностей состояний модели исходя из требования о соблюдении для
них локальных законов сохранения, которые для исследуемой модели выпол-
няются в отдельных макросостояниях, выбираемых в соответствии со струк-
турой используемого пространства состояний и физическим смыслом отдель-
ных компонент состояния.

Для построенной модели к таким макросостояниям отнесем (i), где объ-
единены все состояния модели с числом занятых виртуальных каналов, рав-
ным i, i = 0, 1, . . . , v, и (d), где объединены все состояния модели с числом
передаваемых файлов, равным d, d = 0, 1, . . . , v. Действуя аналогичным об-
разом, введем также макросостояние (i, d) и определим стационарную веро-
ятность этого состояния из выражения

p(i, d) =
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

} p(i1, . . . , in, d),

i = 0, 1, . . . , v; d = 0, 1, . . . , v − i.

Если известны значения p(i, d), то можно рассчитать величины характе-
ристик, заданных выражениями (2). Для этого достаточно воспользоваться
соотношениями

πk =
v∑
i=0

v−i∑
d=0

p(i, d)I(i + d+ bk > v); mk =
λk
μk

(1− πk) bk;(5)

πd =
v∑
i=0

v−i∑
d=0

p(i, d)I(i + d+ 1 > v); md =
v∑
i=0

v−i∑
d=1

p(i, d)(v − i);

yd =

v∑
i=0

v−i∑
d=1

p(i, d)d.
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Остальные характеристики обслуживания эластичного трафика определяют-
ся из выражений (2).

Получим вид локальных законов сохранения для макросостояний (i), (d),
которые далее будут использоваться для приближенной оценки p(i, d). Нач-
нем с макросостояния (d). Приравняв интенсивности выхода r(t) из (d) к ин-
тенсивности перехода в макросостояние (d), получаем систему соотношений
следующего вида:

(
P (0, d) + P (1, d) + . . . + P (v − d− 1, d)

)
λd +(6)

+
(
P (0, d)v + P (1, d)(v − 1) + . . . + P (v − d, d)d

)
μdI(d > 0) =

=
(
P (0, d− 1) + P (1, d − 1) + . . .+ P (v − d, d− 1)

)
λdI(d > 0) +

+
(
P (0, d + 1)v + P (1, d+ 1)(v − 1) + . . .+ P (v − d− 1, d + 1)(d+ 1)

)
μd,

d = 0, 1, . . . , v − 1.

Рассмотрев (6) последовательно при d = 0, 1, . . . , v−1 и выполнив неслож-
ные алгебраические преобразования, приводим (6) к следующему виду:

(
P (0, d) + P (1, d) + . . . + P (v − d− 1, d)

)
λd =(7)

=
(
P (0, d + 1)v + P (1, d + 1)(v − 1) + . . .+ P (v − d− 1, d + 1)(d+ 1)

)
μd,

d = 0, 1, . . . , v − 1.

Теперь получим вид локальных законов сохранения для макросостоя-
ния (i). Приравняв интенсивности выхода r(t) из (i) к интенсивности перехода
в макросостояние (i), получаем систему соотношений следующего вида:

∑
{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

}
n∑
k=0

(
P (i1, . . . , ik − 1, . . . , in, d)λkI(ik > 0) +(8)

+ P (i1, . . . , ik + 1, . . . , in, d)(ik + 1)μkI(i+ bk + d � v)
)
=

=
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

}
n∑
k=0

(
P (i1, . . . , in, d)λkI(i+ bk + d � v) +

+ P (i1, . . . , in, d)ikμkI(ik > 0)
)
, i = 0, 1, . . . , v.

Перейдем к построению системы упрощенных уравнений равновесия, ко-
торую далее будем использовать для приближенного вычисления характе-
ристик исследуемой модели узла доступа. Обозначим через P̂ (i1, . . . , in, d),
(i1, . . . , in, d) ∈ S получаемые при этом оценки вероятностей стационарных
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состояний модели. Сохраним для оценок введенных характеристик (2), ве-
роятностей P (i, d) и т.д., получаемых с использованием P̂ (i1, . . . , in, d), ра-
нее введенные обозначения, только добавим в их запись символ ˆ . Величины
P̂ (i1, . . . , in, d) находятся из требования о выполнении для P̂ (i1, . . . , in, d) ло-
кального закона сохранения (6)

(
P̂ (0, d) + P̂ (1, d) + · · · + P̂ (v − d− 1, d)

)
λd =(9)

= P̂ (0, d+ 1)vμd + P̂ (1, d + 1)(v − 1)μd + . . .+ P̂ (v − d− 1, d+ 1)(d + 1)μd,

d = 0, 1, . . . , v − 1,

и соотношений

P̂ (i1, . . . , in, d)ik = P̂ (i1, . . . , ik − 1, . . . , in, d)I(ik > 1)ak,(10)

(i1, . . . , in, d) ∈ S, ak =
λk
μk
, k = 1, . . . , n.

Выражения (10) по форме совпадают с соотношениями детального балан-
са при формировании и обслуживании заявок на передачу трафика серви-
сов реального времени в мультисервисной модели Эрланга [7, 10, 22, 23]. Они
определяют приближенный характер получаемых оценок, поскольку для ис-
ходной модели они не выполняются.

Воспользовавшись равенствами (10), можно показать, что для P̂ (i1, . . .
. . . , in, d) выполняется локальный закон сохранения (8), т.е. справедливы со-
отношения

∑
{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

}
n∑
k=1

P̂ (i1, . . . , ik − 1, . . . , in, d)λkI(ik > 0) +(11)

+ P̂ (i1, . . . , ik + 1 . . . , in, d)(ik + 1)μkI(i+ bk + d � v) =

=
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

}
n∑
k=1

P̂ (i1, . . . , in, d)λkI(i+ bk + d � v) +

+ P̂ (i1, . . . , in, d)ikμkI(ik � v), i = 0, 1, . . . , v.

Далее покажем, что соотношения (9), (10) позволяют единственным об-
разом определить значения P̂ (i1, . . . , in, d), (i1, . . . , in, d) ∈ S, а с ними и вве-
денные оценки показателей совместного обслуживания заявок в исследуе-
мой модели узла доступа. Таким образом, оценки стационарных вероят-
ностей P̂ (i1, . . . , in, d), (i1, . . . , in, d) ∈ S, также как и их точные значения
P (i1, . . . , in, d), (i1, . . . , in, d) ∈ S удовлетворяют одинаковым по форме ло-
кальным законам сохранения (7), (8) и (9), (11), что позволяет ожидать хоро-
шую точность оценивания. Исходя из вероятностной интерпретации (9), (10),
назовем эти соотношения системой упрощенных уравнений равновесия.
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Построим рекурсивный алгоритм вычисления значений P̂ (i, d) при фик-
сированном d. Введем вспомогательную характеристику

Ŷk(i, d) =
∑

{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

} P̂ (i1, . . . , in, d)ik,

i = 0, 1, . . . , v; d = 0, 1, . . . , v − i.

Просуммировав (10) по всем (i1, . . . , in, d) ∈ S, удовлетворяющим условию
i1b1 + . . .+ inbn = i, получаем равенство

Ŷk(i, d) = P̂ (i− bk, d)akI(i � bk).(12)

Умножим (12) на bk и просуммируем по k = 1, 2, . . . , n. Переставив слева по-
рядок суммирования, получаем рекурсивное соотношение, связывающее по-
следовательные значения P̂ (i, d),

∑
{
(i1,...,in,d)∈S | i1b1+...+inbn=i

} P̂ (i1, . . . , in, d)
n∑
k=1

ikbk = P̂ (i, d) i =(13)

=

n∑
k=1

ak bk P̂ (i− bk, d)I(i � bk), d = 0, 1, . . . , v − 1; i = 1, . . . , v − d.

Соотношения (7) и (13) позволяют построить рекурсивный алгоритм оцен-
ки значений P̂ (i, d), d = 0, 1, . . . , v; i = 1, . . . , v − d. Перечислим последова-
тельность действий при его реализации.

1. Положим d = 0, а значение P̂ (0, 0) = 1.
2. Выразим значения P̂ (i, 0), i = 1, . . . , v, через P̂ (0, 0), используя соотно-

шение (13) при d = 0

P̂ (i, 0) =
1

i
×

n∑
k=1

P̂ (i− bk, 0)I(i � bk)

и последовательно увеличивая i от 1 до v. При фиксированном i зна-
чения оценок P̂ (i − bk, 0), k = 1, . . . , n, либо уже представлены через
P̂ (0, 0) (для i− bk � 0), либо равны 0 (для i− bk < 0).

3. Положим d = 1, а значение P̂ (0, 1) = x.
4. Выразим значения P̂ (i, 1), i = 1, . . . , v−1, через x, используя соотноше-

ние (13) при d = 1

P̂ (i, 1) =
1

i
×

n∑
k=1

P̂ (i− bk, 1)I(i � bk)

и последовательно увеличивая i от 1 до v − 1.
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5. Положим в (9) d = 0. Получаем соотношение
(
P̂ (0, 0) + P̂ (1, 0) + · · ·+ P̂ (v − 1, 0)

)
λd =(14)

= P̂ (0, 1)vμd + P̂ (1, 1)(v − 1)μd + . . . + P̂ (v − 1, 1)μd,

которое позволяет выразить значение x через P̂ (0, 0). Воспользовавшись
полученным соотношением и результатами п. 4, получаем выражения
для P̂ (i, 1), i = 0, 1, . . . , v − 1, через P̂ (0, 0).

6. Далее положим d = 2, 3, . . . , v и, реализовав последовательность дей-
ствий, сформулированных в перечисленных выше этапах реализации
алгоритма, находим выражения для P̂ (i, d), d = 0, 1, . . . , v; i = 1, . . .
. . . , v − d через P̂ (0, 0).

7. Находим выражение через P̂ (0, 0) для нормировочной константы

N =

v∑
d=0

v−d∑
i=0

P̂ (i, d).

8. Определяем нормированные значения оценок вероятностей p̂(i, d):

p̂(i, d) =
P̂ (i, d)

N
, d = 0, 1, . . . , v; i = 1, . . . , v − d.

9. Используя p̂(i, d) и выражения (5), находим величины оценок характе-
ристик совместного обслуживания заявок в исследуемой модели муль-
тисервисного узла доступа.

На рис. 2 стрелками отмечена последовательность вычисления p̂(i, d) с
помощью построенного алгоритма для v = 5.

d 
i  

0 1 2 3 4 5 

0 

1

2

3

4

5

Рис. 2. Последовательность реализации алгоритма для v = 5.
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С вычислительной точки зрения реализация построенного алгоритма не
вызывает никаких затруднений. Трудоемкость процедуры сравнима с мно-
гократным использованием рекурсивного алгоритма оценки характеристик
мультисервисной модели Эрланга [7, 10, 22, 23]. Сравним объемы вычислений
при оценке характеристик модели методом Гаусса–Зейделя и построенным
приближенным алгоритмом. На каждом шаге итерационного метода реше-
ния (3) определяются приближенные значения вероятностей всех состояний
модели (i1, . . . , in, d) ∈ S, принадлежащих пространству S, заданному соот-
ношениями (1). В результате применения приближенного метода находятся
оценки вероятностей P (i, d) для состояний (i, d) ∈ Ŝ, где i = 0, 1, . . . , v; d =
= 0, 1, . . . , v− i (см. рис. 2) и расчеты выполняются только один раз. Отсюда
следует примерная оценка эффективности разработанного метода. Объем вы-
числений по сравнению с итерационным методом уменьшается в число раз,
равное числу итераций в реализации метода Гаусса–Зейделя, умноженному на
отношение числа состояний в пространстве S к числу состояний в простран-
стве Ŝ. В зависимости от параметров модели и условий счета эта величина
может существенно превзойти несколько тысяч раз.

5. Погрешность оценки характеристик узла доступа

Проведем численное исследование точности приближенного метода оцен-
ки характеристик узла доступа, построенного в предыдущем разделе. Вы-
берем следующие значения входных параметров: C = 100 Мбит/с; n = 2;
c1 = 2 Мбит/с; c2 = 5 Мбит/с. Исходя из принятых допущений, получаем
структурные параметры модели: c = 1 Мбит/с; v = 100 виртуальных кана-
лов (в.к.); b1 = 2 в.к.; b2 = 5 в.к. Предположим, что F = 80 Мбит. Среднее
время передачи файла с использованием одного канала равно 80 с. При про-
ведении вычислений это время будет принято за единицу. Отсюда μd = 1.
Для сервисов реального времени параметры времени обслуживания выберем
из выражений μ1 = 0,5 и μ2 = 0,5.

Введем параметр ρ, который будем использовать для оценки потенциаль-
ной загрузки одного виртуального канала. Определим ρ из выражения

ρ =
a1b1 + a2b2 +

λd
μd

v
.(15)

Для эластичных данных потенциальную загрузку ресурса рассчитываем из
условия об использовании для передачи файла одного канала2. Будем пред-
полагать, что все три потока заявок создают одинаковую потенциальную
загрузку ресурса. Отсюда следуют выражения для оценки интенсивностей
поступающих заявок:

λ1 =
vρμ1
3b1

; λ2 =
vρμ2
3b2

; λd =
vρμd
3

.(16)

2 Наихудший сценарий обслуживания эластичных данных.
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Рис. 3. Погрешность оценки доли по-
терянных заявок на обслуживание тра-
фика сервисов реального времени.

Рис. 4. Погрешность оценки доли по-
терянных заявок на обслуживание эла-
стичных данных.

30

35

40

45

50

55

60

65

70

Б
и

тр
ей

т 
тр

аф
и

к
а 

с
ер

в
и

со
в
 р

е
ал

ь
н

о
го

 в
р
ем

ен
и

, 
  
М

б
и

т/
с

0,5 1,0 2,01,5
Предложенный трафик, �

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Б
и

тр
ей

т 
эл

ас
ти

ч
н

о
го

 т
р
аф

и
к
а 

д
ан

н
ы

х
, 
 М

б
и

т/
с

0,5 1,0 2,01,5
Предложенный трафик, �

Рис. 5. Погрешность оценки среднего
значения битрейта, использованного на
обслуживание трафика сервисов реаль-
ного времени.

Рис. 6. Погрешность оценки среднего
значения битрейта, использованного на
обслуживание эластичных данных.
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Рис. 7. Погрешность оценки среднего
времени передачи файла.

Рис. 8. Погрешность оценки среднего
каналов, использованных на передачу
одного файла.

Для выбранных значений входных параметров на рис. 3–8 показана зави-
симость точного и приближенного расчета основных характеристик модели
от изменения ρ потенциальной загрузки виртуального канала. Точные значе-
ния характеристик получены из решения системы уравнений равновесия (3)
итерационным методом Гаусса–Зейделя и использования определений (2).
Приближенные величины находились из соотношений (5) после подстанов-
ки в них вместо p(i, d) оценок p̂(i, d), полученных в результате реализации
рекурсивного алгоритма, основанного на использовании упрощенных урав-
нений равновесия (9), (10) (см. раздел 4). Соответствующие кривые обозна-
чены пунктиром. Цифра у кривой обозначает номер потока заявок сервисов
реального времени. На рис. 3–4 оценивалась погрешность вычисления до-
ли потерянных заявок на обслуживание трафика сервисов реального време-
ни (рис. 3) и доли потерянных заявок на обслуживание эластичных данных
(рис. 4). На рис. 5–6 оценивалась погрешность вычисления среднего значе-
ния битрейта, использованного на обслуживание трафика сервисов реального
времени (рис. 5), и среднего значения битрейта, использованного на обслу-
живание эластичных данных (рис. 6). На рис. 7–8 оценивалась погрешность
вычисления среднего времени передачи файла (рис. 7) и среднего каналов,
использованных на передачу одного файла (рис. 8).

Из анализа численных данных следует, что полученные оценки обладают
следующими свойствами.

1. Они имеют хорошую точность, которая возрастает при малой и большой
нагрузке. Далее эти результаты будут исследованы более подробно.
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2. С увеличением нагрузки на канал величины анализируемых характе-
ристик увеличиваются за исключением среднего значения битрейта,
используемого на обслуживание трафика сервисов реального времени
(см. рис. 5). Это свойство объясняется тем, что с ростом ρ эластичные
данные все чаще используют для передачи файла один канал, вытес-
няя тем самым из обслуживания трафик сервисов реального времени,
требующий больших значений числа каналов.

3. Как правило, полученные приближенные значения характеристик при
малой загрузке дают оценку снизу для характеристик исследуемой мо-
дели узла доступа, а при большой загрузке — оценку сверху.

Как было отмечено ранее, точность оценок характеристик возрастает в об-
ласти больших и малых потерь. Приведем численные данные, подтверждаю-
щие этот вывод. В табл. 1 и 2 показаны величины характеристик качества
обслуживания трафика сервисов реального времени и эластичных данных
для модели узла доступа со значениями входных параметров, использован-
ными при расчете кривых, показанных на рис. 3–8 и перечисленных в начале

Таблица 1. Точная и приближенная оценки характеристик модели узла доступа
в условиях большой нагрузки

ρ
π2 πd hd zr zd

Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл.
1,00 0,1051 0,0496 0,0264 0,0085 0,3270 0,2546 61,58 64,42 10,61 8,41
1,25 0,3484 0,3624 0,0930 0,0806 0,6972 0,7713 61,81 61,68 26,34 29,54
1,50 0,5538 0,5716 0,1600 0,1493 0,8594 0,8811 57,99 57,46 36,09 37,47
1,75 0,6877 0,7021 0,2173 0,2081 0,9157 0,9233 54,33 53,80 41,81 42,65
2,00 0,7760 0,7873 0,2668 0,2591 0,9414 0,9449 51,12 50,60 46,01 46,67
2,50 0,8778 0,8848 0,3493 0,3437 0,9649 0,9661 45,77 45,30 52,32 52,84
3,00 0,9290 0,9334 0,4154 0,4112 0,9756 0,9762 41,53 41,12 57,03 57,47
4,00 0,9723 0,9742 0,5147 0,5122 0,9853 0,9855 35,28 34,96 63,76 64,09
5,00 0,9875 0,9884 0,5853 0,5838 0,9897 0,9898 30,88 30,63 68,39 68,66
7,50 0,9974 0,9975 0,6956 0,6951 0,9942 0,9943 23,90 23,76 75,65 75,80

Таблица 2. Точная и приближенная оценки характеристик качества обслуживания
эластичного трафика в условиях малой нагрузки

ρ
hd zr zd b

Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл. Точно Прибл.
0,500 0,02124 0,02000 33,33 33,33 0,35401 0,33333 47,078 50,000
0,400 0,01717 0,01666 26,66 26,66 0,22899 0,22222 58,225 60,000
0,300 0,01451 0,01428 20,00 20,00 0,14512 0,14285 68,908 70,000
0,200 0,01259 0,01250 13,33 13,33 0,08398 0,08333 79,378 80,000
0,150 0,01182 0,01176 10,00 10,00 0,05912 0,05882 84,565 85,000
0,100 0,01114 0,01111 6,666 6,666 0,03714 0,03703 89,728 90,000
0,075 0,01083 0,01081 5,000 5,000 0,02708 0,02702 92,302 92,500
0,050 0,01054 0,01052 3,333 3,333 0,01756 0,01754 94,871 95,000
0,025 0,01026 0,01025 1,666 1,666 0,00855 0,00854 97,437 97,500

108



данного раздела. Приведенные численные данные подтверждают асимптоти-
ческие свойства оценок. Погрешность оценок быстро уменьшается с увеличе-
нием ρ (табл. 1) и с его уменьшением (табл. 2). В области больших потерь
асимптотические свойства проявляют себя для всех характеристик, перечис-
ленных в (2). В области малых потерь — только для характеристик передачи
эластичных данных.

Приведенные численные данные показали, что разработанный метод имеет
хорошую точность для величин входных параметров, которые соответствуют
практическим приложениям, в частности для значений малых потерь, где
происходит решение задачи планирования необходимого по нагрузке объема
ресурса передачи информации, и для значений больших потерь, где решается
задача оценки объема трафика, выгружаемого на другие узлы доступа или
в другие диапазоны частот, с целью достижения заданных показателей QoS.
Приведем примеры решения сформулированных задач.

6. Практическое использование полученных результатов

Оценка требуемого ресурса узла доступа для заданной нагрузки и мак-
симально допустимой нагрузки для заданной величины ресурса являются
близкими задачами и решаются методом перебора. В первом случае начиная
с некого начального значения увеличивается пропускная способность узла
доступа, пока не будет достигнут требуемый результат по качеству обслу-
живания, во втором — в ситуации перегрузки с этой же целью уменьшается
входной поток заявок. Начнем с решения второй задачи.

Изменим в исследуемой модели мультисервисного узла доступа описание
процедуры формирования входного потока. Предположим, что узел доступа
обслуживает пуассоновский поток заявок интенсивности λ, разделенных на
n+1 сервисных категорий. Первые n категорий представляют из себя заявки
на передачу трафика сервисов реального времени. Последняя (n+ 1)-я кате-
гория — это заявки на передачу эластичного трафика данных. Примем, что
λ = λ1 + . . . + λn + λd. С вероятностью pk = λk

λ , k = 1, . . . , n заявка принад-
лежит k-й категории, требует ck бит/с, k = 1, . . . , n и занимает ресурс слу-
чайное время, имеющее экспоненциальное распределение с параметром μk.
С вероятностью pd =

λd
λ заявка принадлежит категории эластичного трафи-

ка и обслуживается по соответствующим правилам, введенным при описании
исходной модели узла (см. раздел 2). Понятно, что рассмотренное изменение
процедуры формирования входного потока не изменило математическое опи-
сание исследуемой модели узла доступа.

Предположим, что имеющийся или запланированный трафик приводит
к перегрузке передаточных возможностей узла доступа. С хорошей точно-
стью эту ситуацию можно отследить, используя метод оценки характеристик
качества обслуживания заявок, основанный на использовании упрощенных
уравнений равновесия (см. раздел 4 и табл. 1). Допустим, что в сложившей-
ся ситуации нельзя просто увеличить пропускную способность узла доступа.
С возникшими трудностями можно справиться, перенаправив (говорят так-
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Рис. 9. Зависимость оценки среднего
времени передачи файла от poff.

Рис. 10. Оценка доли выгружаемого
трафика для обеспечения заданных
показателей QoS.

же выгрузив) какую-то часть входного потока на другие узлы доступа с тем,
чтобы характеристики качества обслуживания оставшейся части трафика на
имеющемся ресурсе не превышали нормативных значений [24]. Обозначим
через poff вероятность выгрузки поступившей заявки.

Формальная постановка задачи выглядит следующим образом. Необходи-
мо определить величину poff, которая обеспечивает заданный уровень каче-
ства обслуживания оставшихся заявок в форме выполнения неравенств

π = max(π1, . . . , πn, πd) < πnorm, hd < hnorm
d .(17)

Здесь πnorm и hnorm
d — требуемые по условиям соглашения об обслуживании

величины соответственно максимальных потерь заявок и среднего времени
передачи эластичных данных.

Рассмотрим модель узла доступа для значений входных параметров, ис-
пользованных при расчете содержания табл. 1. Величины характеристик об-
служивания заявок при ρ = 1,5 говорят о том, что узел находится в состоянии
перегрузки и надо уменьшать поступающий поток заявок. Возьмем следую-
щие значения нормативных показателей: πnorm = 0,01, hnorm

d = 0,2.
Задачу оценки вероятности выгрузки решим в два этапа. Вначале найдем

величину poff, которая обеспечивает выполнение неравенства (17) для сред-
него времени передачи файла. Отметим, что выбор hnorm

d = 0,2 означает, что
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среднее время передачи файла выбирается в 50 раз меньшим, чем среднее
время передачи файла на одном канале, и составляет 1,6 с. На рис. 9 пока-
зано изменение hd с увеличением poff в диапазоне от 0 до 0,9. Приводятся
точное значение характеристики, найденное в результате решения системы
уравнений равновесия (3) итерационным методом Гаусса–Зейделя, и ее оцен-
ка, найденная с использованием упрощенных уравнений равновесия (кривая
выделена пунктиром). Отметим, что начальное и конечное значения диапа-
зона изменения poff принадлежат области, где используемые оценки харак-
теристик являются асимптотически точными. Это обусловливает высокую
точность вычисления характеристик исходной модели, свидетельством чего
являются кривые, приведенные на рис. 9. Более детально решение задачи
определения poff показано на рис. 10, где установлено, что poff ≈ 0,7.

Вторая часть вычисления доли выгружаемого трафика заключается в
необходимости выполнения неравенства π � 0,01. Чтобы установить этот
факт, построим верхнюю оценку для π, предположив, что эластичные файлы
передаются только с использованием одного канала. Это означает, что все
заявки, поступающие в узел доступа, обслуживаются по правилам трафи-
ка сервисов реального времени. В данной ситуации величины характеристик
можно рассчитать с использованием рекурсии, построенной для мультисер-
висной модели Эрланга [7, 10, 22, 23]. Полученные результаты подтверждают
выполнение неравенства π � 0,01. Таким образом, решение задачи достиг-
нуто для вероятности выгрузки poff ≈ 0,7. Аналогичным образом решается
задача в ситуации, когда выгрузке подвергается только трафик сервисов ре-
ального времени или только эластичный трафик.

Оценка требуемого ресурса узла доступа для заданной нагрузки решается
такой же последовательностью, поэтому эту часть исследования опустим.

7. Заключение

Разработана и исследована математическая модель совместного обслужи-
вания трафика реального времени и эластичного трафика данных в мульти-
сервисном узле доступа. Поступление заявок всех сервисных категорий под-
чиняется пуассоновскому закону, длительности обслуживания заявок на пе-
редачу трафика реального времени имеют экспоненциальное распределение,
как и объемы передаваемых эластичных данных. Обслуживание эластич-
ных данных происходит в соответствии с положениями дисциплины Processor
Sharing. Поступившая заявка на передачу трафика реального времени имеет
приоритет в занятии ресурса, уменьшая при необходимости пропускную спо-
собность, используемую одним файлом, до заранее заданного минимального
значения. Построен марковский процесс, описывающий изменение состояний
модели. Приведены определения показателей качества совместного обслужи-
вания поступающих запросов на информационное обслуживание. Сформи-
рована система уравнений статистического равновесия и рассмотрено ее ис-
пользование для оценки введенных характеристик. Предложен метод прибли-
женной оценки характеристик, основанный на построении системы упрощен-
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ных уравнений равновесия. Показано использование разработанных методов
для решения задачи оценки объема трафика, выгружаемого в ситуации пе-
регрузки на другие узлы доступа или в другие диапазоны частот, с целью
достижения заданных показателей QoS и задачи планирования необходимо-
го по нагрузке объема ресурса передачи информации мультисервисного узла
доступа. Полученные результаты также применимы к анализу пропускной
способности узлов концентрации абонентской нагрузки в системах спутнико-
вой связи [25], дата-центрах [26], в справочно-информационных центрах [21].

Отметим положительные характеристики разработанного приближенного
метода.
• Формирование упрощенных уравнений равновесия основано на использо-
вании локальных законов сохранения, которые выполняются в отдельных
макросостояниях модели, выбираемых в соответствии со структурой ис-
пользуемого пространства состояний и физическим смыслом отдельных
компонент состояния. Тем самым можно утверждать, что данный подход
основан на общих принципах функционирования моделей систем связи,
описываемых марковскими процессами, что дает возможность обобщать
полученные результаты на другие модели формирования входных пото-
ков заявок и процедуры распределения ресурса, в частности на модели с
групповым поступлением заявок и ожиданием.

• Полученные оценки характеристик качества обслуживания поступающих
заявок имеют хорошую точность для значений входных параметров, кото-
рые соответствуют практическим приложениям, в частности, для значе-
ний малых потерь, где происходит решение задачи планирования необхо-
димого по нагрузке объема ресурса передачи информации, и для значений
больших потерь, где решается задача оценки объема трафика, выгружае-
мого на другие узлы доступа или в другие диапазоны частот, с целью
достижения заданных показателей QoS.

• Используемые в процессе реализации метода вычислительные алгоритмы
основаны на использовании простых рекурсивных процедур.
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АДАПТИВНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ СОСТОЯНИЙ
И ВОЗМУЩЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С ПЕРЕПАРАМЕТРИЗАЦИЕЙ1

Рассматривается проблема восстановления состояний для класса ли-
нейных систем с постоянными неизвестными параметрами и перепара-
метризацией при действии внешних возмущений, формируемых извест-
ным генератором с неизвестными начальными условиями. Предлагается
расширенный адаптивный наблюдатель состояний, в отличие от суще-
ствующих подходов позволяющий решать задачи оценивания состояний
и возмущений для систем, не представленных в канонической наблюдае-
мой форме. Полученные теоретические результаты проиллюстрированы
в рамках математического моделирования.

Ключевые слова: оценивание, идентификация, адаптивный наблюдатель,
неисчезающее возбуждение, сходимость, перепараметризация.

DOI: 10.31857/S0005231023110077, EDN: OPGNVN

1. Введение

Одной из задач теории автоматического управления является восстанов-
ление неизмеряемых состояний полностью наблюдаемых линейных систем:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = CTx(t)
(1.1)

с неизвестными матрицами A ∈ R
n×n, B ∈ R

n, C ∈ R
n.

Для ее решения в отечественной и зарубежной литературе предложены
различные наблюдатели, основанные на технике инвариантных эллипсои-
дов [1], методах сильной обратной связи [2, 3], разделения движений по тем-
пам [3, 4] и теории параметрической идентификации [5, 6].

В отличие от других подходов наблюдатели, построенные на основе ме-
тодов теории идентификации [5, 6], реализуют алгоритмы параметрической

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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адаптации и поэтому обычно требуют меньшего объема априорной инфор-
мации о параметрах системы. Однако, начиная с базовых решений [7–10],
класс систем, подходящих для синтеза адаптивных наблюдателей, традици-
онно ограничивается моделями в канонической форме наблюдаемости:

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψay(t) + ψbu(t) = Aaξ(t) + ψbu(t),

y(t) = CT
0 ξ(t),

(1.2)

A0 =

[
0n

In−1

0Tn−1

]
, Aa =

[
ψa

In−1

0Tn−1

]
,

ψa =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−an−1

−an−2
...

−a0

⎤
⎥⎥⎥⎦, ψb =

⎡
⎢⎢⎢⎣

bn−1

bn−2
...
b0

⎤
⎥⎥⎥⎦, C0 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎦,

где ψa и ψb – параметры характеристических полиномов линейного оператора

Wuy (s) =
bn−1s

n−1 + bn−2s
n−2 + . . .+ b0

sn + an−1sn−1 + . . .+ a0

и связаны c матрицами модели (1.1) через матрицу подобия T :

ψa = TAT−1C0, ψb = TB, CT
0 = CTT−1,

On = O
[
01×(n−1) 1

]T
,(1.3)

O−1 =
[
C ATC · · ·

(
An−1

)T
C
]T
, T−1 =

[
An−1On An−2On · · · On

]
.

Дело в том, что по измеряемому управлению u(t) и выходу y(t) однознач-
но идентифицируемы параметры только данной формы пространства состоя-
ний [5, с. 269]. Состояния ξ(t) ∈ R

n модели (1.2) являются виртуальными и
связаны с физическими координатами объекта x(t) ∈ R

n через неособое пре-
образование ξ(t) = Tx(t).

Поэтому оценки ξ̂(t), формируемые классическими адаптивными наблю-
дателями состояний [5, 6] в форме (ψ̂a(t), ψ̂b(t) – оценки параметров (1.3), L –
матрица коррекции, а конкретные виды функций fa (.) , fb (.) , fv (.) определе-
ны в [5, 6]):

˙̂
ξ(t) = A0ξ̂(t) + ψ̂a(t)y(t) + ψ̂b(t)u(t) + L (ŷ(t)− y(t)) + v(t),

ŷ (t) = C0
Tξ̂ (t) ,

˙̂
ψa(t) = fa

(
u, y, ŷ, ψ̂a

)
,

˙̂
ψb(t) = fb

(
u, y, ŷ, ψ̂b

)
,

Re
{
λi
(
A0 + LCT

)}
< 0,

v(t) = fv

(
u, y,

˙̂
ψa,

˙̂
ψb

)
или v(t) = 0n,

(1.4)
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не только не совпадают c x(t), но и оказываются бесполезными, например, для
использования в задачах диагностики отказов, мониторинга и регистрации
неизмеряемых переменных технологических процессов, построения и онлайн
настройки цифровых двойников и решения других прикладных задач.

Решение данной проблемы заключается в идентификации вместе с пара-
метрами ψa и ψb матрицы линейного подобия T . Для одного специально-
го класса линейных систем в [7] предложен алгоритм, формирующий оцен-
ку T̂ (t) на основе оценок ψ̂a(t) и ψ̂b(t). В общем случае отображение T̂ (t) =
= fT

(
ψ̂a(t), ψ̂b(t)

)
может быть вырожденным при определенных значениях

оценок ψ̂a(t), ψ̂b(t) (см. раздел VIII из [7]). В более поздних работах [10–12],
посвященных развитию методов синтеза адаптивных наблюдателей (и даже
в базовых книгах по адаптивным наблюдателям линейных систем [5, 6]), на-
сколько известно авторам, проблема оценивания с помощью адаптивных на-
блюдателей физических состояний x(t) и идентификации матрицы линейного
подобия T более не затрагивалась.

В недавней работе [13] вместо идентификации матрицы линейного подо-
бия предложен новый подход к адаптивному восстановлению физических со-
стояний линейных систем. Предлагается перепараметризовать матрицы си-
стемы (1.1) относительно некоторых физических параметров θ ∈ R

nθ (та-
кое переобозначение всегда возможно, если модель (1.1) получена непосред-
ственно на основании законов математической физики — Кирхгофа, Эйлера–
Лагранжа и пр.):

ẋ(t) = A (θ)x(t) +B (θ)u(t) = ΦT (x, u)ΘAB (θ) ,

y(t) = CTx(t),
(1.5)

и с помощью переобозначений ψa := ψa (θ) , ψb := ψb (θ) также учесть зави-
симость параметров модели (1.1) от θ.

Учет перепараметризации позволяет связать матрицы моделей (1.1) и (1.2)
не через преобразование подобия, а через некоторые новые функциональ-
ные преобразования вида (θ = F (ψab) – обратная функция, Lab ∈ R

nθ×2n –
матрица, задающая некоторое линейное преобразование, обеспечивающее
dim{ψab} = dim{θ})

ΘAB (θ) = (ΘAB ◦ F) (ψab) ,

ψab (θ) = Lab
[
ψa (θ)
ψb (θ)

]
: Rnθ → R

nθ ,

что открывает широкие возможности для проектирования адаптивных на-
блюдателей физических состояний x(t).

В [13] показано, что при выполнении условия

det2 {∇θψab (θ)} > 0, ψab (θ) = Lab
[
ψa (θ)
ψb (θ)

]
: Rnθ → R

nθ(1.6)

117



существования обратной функции F : Rnθ → R
nθ , а также полиномиальной

зависимости ψab (θ) и ΘAB (θ) от θ оказывается возможно без идентификации
параметров ψab (θ) и θ исключительно по измереямым сигналам y(t), u(t) и
известному вектору C получить регрессионные уравнения (где YAB(t), YL(t),
MAB(t), ML(t) – измеряемые сигналы)

YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ) ,

YL(t) = ML(t)L (θ)

и, как следствие, реализовать адаптивный наблюдатель состояний системы
(1.5) в следующей форме:

˙̂x(t) = ΦT (x̂, u) Θ̂AB(t)− L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) ,

˙̂
ΘAB(t) = fΘAB

(
YAB,MAB , Θ̂AB

)
,

˙̂
L(t) = fL

(
YL,ML, L̂

)
,

(1.7)

где L̂(t) – оценка матрицы L (θ) такой, что A (θ)− L (θ)CT – гурвицева.
Другими словами, благодаря связи ΘAB (θ) и ψab (θ), через физические

параметры θ при выполнении условия (1.6) в соответствии с [13] оказывает-
ся возможно идентифицировать ΘAB (θ), L (θ), причем без непосредственной
идентификации θ или ψab (θ). В отличие от (1.4) наблюдатель (1.7) позво-
ляет формировать оценки физических координат x(t), а в отличие от [7] –
применим для более широкого класса систем и не требует выполнения про-
межуточной идентификации параметров ψab (θ).

Целью данной работы является расширение результатов [13] на класс ли-
нейных систем с перепараметризацией при действии на уравнение состояний
внешних возмущений, формируемых известным генератором с неизвестными
начальными условиями.

Основные определения
Определение неоднородного отображения, условия постоянного возбуж-

дения регрессора и свойство фильтрации Крейссельмейера [10], приведенные
ниже, будут использованы в данной работе2.
Опр е д е л е н и е 1. Отображение F : Rnθ → R

nF×mF неоднородно с по-
рядком �F � 1, если существуют ΠF (ω) ∈ R

nF×nF , ΞF (ω) = ΞF (ω)ω(t) ∈
∈ R

ΔF×nθ и отображение TF : RΔF → R
nF×mF такие, что для любых ω(t) ∈

∈ R и θ ∈ R
nθ разрешимо функциональное уравнение

ΠF (ω)F (θ) = TF (ΞF (ω) θ) ,(1.8)

так что

det {ΠF (ω)} � ω�F (t),

ΞF ij (ω) = cijω
�ij (t), ΞFij (ω) = cijω

�ij−1(t),

cij ∈ {0, 1} , �ij � 1.

2 Для сокращения записи зависимость от θ или t далее может опускаться.
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Например, F(θ) = col{θ1θ2, θ1} с ΠF (ω) = diag{ω2, ω}, ΞF (ω) = diag{ω, ω}
неоднородно с порядком �F = 3.

Основное свойство ΞF (ω) θ = ΞF (ω)ω(t)θ из определения 1 позволяет с
помощью известной функции Yθ(t) = ω(t)θ параметризовать линейное регрес-
сионное уравнение относительно F (θ) следующим образом:

ΠF (ω)F (θ) = TF
(
ΞF (ω)Yθ

)
,

[
ω2(t) 0

0 ω(t)

]
F (θ) =

[Y1θ(t)Y2θ(t)

Y1θ(t)

]
.

Элементы отображения F(θ) удовлетворяют определению 1, если они
представляют собой многочлены или мономы от θ, а также некоторые из
иррациональных функций.
О п р е д е л е н и е 2. Регрессор ϕ(t) ∈ R

n возбуждается постоянно
(ϕ(t) ∈ PE), если ∃T > 0 и α > 0 такие, что ∀t � t0 � 0 верно неравенство

t+T∫

t

ϕ (τ)ϕT (τ) dτ � αIn,(1.9)

где α > 0 – степень возбуждения, In – единичная матрица.
Для определителя состояний устойчивого (l > 0) динамического фильтра

ϕ̇(t) = −lϕ(t) + ϕ(t)ϕT(t), ϕ (t0) = 0n×n,

верно следующее
Утв е ржд е ни е 1. а) Если ϕ(t) ∈ PE, тогда для всех t � t0 + T выпол-

няется неравенство

(1.10) Δ(t) = det {ϕ(t)}� αne−nlT = Δmin > 0.

б) Если существует te ∈ [t0,∞), такое что для всех t � te верно (1.10),
то ϕ(t) ∈ PE.

Доказательство утверждения 1 получено в [14].

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующий класс SISO-систем с перепараметризацией при
действии ограниченного внешнего возмущения:

ẋ(t) = A (θ)x(t) +B (θ)u(t) +D (θ) δ(t) = ΦT (x, u, δ)ΘAB (θ) ,

y(t) = CTx(t), x (t0) = x0,
(2.1)

где

ΦT (x, u, δ) =
[
In ⊗ xT(t) In ⊗ uT(t) In ⊗ δT(t)

]
DΦ ∈ R

n×nΘ,

ΘAB (θ) = LΦ

[
vecT

(
AT (θ)

)
BT (θ) DT (θ)

]T ∈ R
nΘ,
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x(t)∈R
n – физические состояния системы с неизвестными начальными усло-

виями x0, δ(t) – внешнее ограниченное возмущение, ΘAB ∈R
nΘ, θ∈R

nθ – неиз-
вестные векторы, такие что nΘ�nθ, DΦ ∈R

(n2+2n)×nΘ , LΦ ∈R
nΘ×(n2+2n) – из-

вестные матрицы, вектор C ∈ R
n и отображение ΘAB : Rnθ → R

nΘ известны.
Для измерения доступны только управление u(t) ∈ R и выход y(t) ∈ R.

Относительно управления и возмущения принимаются выполненными сле-
дующие допущения.
Допущени е 1. Управление u(t) для всех t � t0 гарантирует существо-

вание и ограниченность всех траекторий системы (2.1).

Допущени е 2. Возмущение δ(t) непрерывно и формируется устойчи-
вым генератором с постоянными параметрами:

ẋδ(t) = Aδxδ(t), xδ (t0) = xδ0,

δ(t) = hTδ xδ(t),
(2.2)

где xδ(t) ∈ R
nδ – состояния генератора c неизвестными начальными усло-

виями xδ0, hδ ∈ R
nδ , Aδ(t) ∈ R

nδ×nδ – известные вектор и матрица, состав-
ляющие наблюдаемую пару

(
hTδ ,Aδ

)
.

На основе двойственности задач наблюдения и управления, а также сле-
дуя результатам теории обобщенного модального синтеза [15, 16], выдвинем
допущение о выполнении условий существования вектора L (θ) ∈ R

n, приво-
дящего алгебраический спектр σ{.} матрицы AT (θ)− CLT (θ) к желаемому.
Допущени е 3. Пара

(
AT (θ) , C

)
управляема, существует и известна

матрица состояний Γ ∈ R
n×n модального генератора

χ̇(t) = Γχ(t),

v(t) = BT (θ)χ(t)
(2.3)

такая, что пара
(
BT (θ) , Γ

)
наблюдаема и σ {A (θ)} ∩ σ {Γ} = 0.

Выполнение допущений 1–3 позволяет ввести наблюдатель состояний и
возмущений:

˙̂x(t) = ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) ,

δ̂(t) = hTδ Φδ(t)x̂δ0(t),

Φ̇δ(t) = AδΦδ(t), Φδ (t0) = Inδ .

(2.4)

Требуется дополнить наблюдатель (2.4) законами идентификации, обеспе-
чивающими выполнение предельных равенств

lim
t→∞ ‖x̃(t)‖ = 0 (exp) , lim

t→∞

∥∥∥δ̃(t)
∥∥∥ = 0 (exp) , lim

t→∞ ‖κ̃(t)‖ = 0 (exp) ,

κ̃(t) =
[
x̃Tδ0(t) Θ̃T

AB(t) L̃T(t)
]T
,

(2.5)
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где x̃(t) = x̂(t)− x(t) — ошибка восстановления состояний системы (2.1),
δ̃(t) = δ̂(t)− δ(t) — ошибка восстановления возмущения, Θ̃AB(t) = Θ̂AB(t)−
−ΘAB (θ) — ошибка оценки параметров системы (2.1), x̃δ0(t) = x̂δ0(t)− xδ0 —
ошибка оценки начальных условий генератора (2.2), L̃(t) = L̂(t)− L (θ) —
ошибка оценки L (θ).
Зам е ч а ни е 1. Допущения 1 и 3 являются стандартными соответ-

ственно в задачах адаптивного наблюдения [10–12] и модального синте-
за [15, 16]. Допущение 2 ограничивает класс допустимых внешних возму-
щений.

3. Предпосылки и предварительные преобразования

Прежде чем представить решение задачи (2.5), исследуем идентифици-
руемость неизвестных параметров κ по измерениям y(t) и u(t). Для этого с
помощью преобразований (1.3) представим систему (2.1) в форме (1.2):

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψa (θ) y(t) + ψb (θ)u(t) + ψd (θ) δ(t),(3.1)

y(t) = CTx(t) = CT
0 ξ(t), ξ (t0) = Tx0 = ξ0,(3.2)

где ψd(θ) = TD(θ), ξ(t)∈R
n – виртуальные неизмеряемые координаты со-

стояния канонической наблюдаемой формы пространства состояний, вектор
C0 ∈R

n и отображения ψa, ψb, ψd: Rnθ → R
n известны.

Для неизвестных параметров η(θ) = col{ψa(θ), ψb(θ)} уравнения (3.1) при
выполнении допущений 1 и 2 оказывается возможно выполнить следующую
параметризацию.
Лемма 1. Неизвестные параметры η (θ) удовлетворяют линейной ре-

грессионной модели3

Y(t) = Δ(t)η (θ) + ε(t),

Y(t) = k(t) · adj {ϕ(t)} q(t), Δ(t) = k(t) · det {ϕ(t)} ,
(3.3)

где

q̇(t) = −k2q(t) + ϕf (t)(q(t)− k1qf (t)− βT(Ff (t) + lyf (t))), q(t0) = 02n,

ϕ̇(t) = −k2ϕ(t) + ϕf (t)ϕ
T
f (t), ϕ (t0) = 02n×2n,

(3.4)

q̇f (t) = −k1qf (t) + q(t), qf (t0) = 0,

ϕ̇f (t) = −k1ϕf (t) + ϕ(t), ϕf (t0) = 02n,

Ḟf (t) = −k1Ff (t) + F (t), Ff (t0) = 0nδ ,

ẏf (t) = −k1yf (t) + y(t), yf (t0) = 0,

(3.5)

3 Без потери общности далее экспоненциально затухающее слагаемое ε(t) не учитыва-
ется.
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q(t) = y(t)− CT
0 z(t), ϕ(t) =

[
Ω̇T(t)C0 +NT(t)β

ṖT(t)C0 +HT(t)β

]
,

ż(t) = AKz(t) +Ky(t), z (t0) = 0n,

Ω̇(t) = AKΩ(t) + Iny(t), Ω (t0) = 0n×n,

Ṗ (t) = AKP (t) + Inu(t), P (t0) = 0n×n,

Ḟ (t) = GF (t) +Gly(t)− lCT
0 ż(t), F (t0) = 0nδ ,

Ḣ(t) = GH(t)− lCT
0 Ṗ (t), H (t0) = 0nδ×n,

Ṅ(t) = GN(t)− lCT
0 Ω̇(t), N (t0) = 0nδ×n,

(3.6)

и при ϕ(t) ∈ PE для всех t � t0 + T выполняется Δmax � Δ(t) � Δmin > 0.
Здесь ε(t) – экспоненциально затухающее слагаемое, k(t) � kmin > 0 – ко-

эффициент усиления (может быть нестационарным), k1 > 0, k2 > 0 – по-
стоянные фильтров, AK = A0 −KCT

0 , G – устойчивые матрицы соответ-
ствующих размерностей, вектор l ∈ R

nδ такой, что пара (G, l) управляе-
ма, а G выбрана из условия σ {Aδ} ∩ σ {G} = 0, параметр β ∈ R

nδ задается
решением системы уравнений

MδAδ −GMδ = lh
T
δ , h

T
δ = hTδ Aδ,

β = h
T
δM

−1
δ .

Доказательство леммы 1 приведено в Приложении.

В общем случае поставленная цель (2.5) недостижима, поскольку по изме-
ряемым сигналам u(t), y(t) на основании параметризации (3.3) при ϕ(t) ∈ PE
идентифицируемы [5] только параметры ψa, ψb характеристических полино-
мов передаточной функции Wuy (s) = CT(sIn −A (θ))−1B (θ). Однако в важ-
ном для приложений частном случае и в соответствии с постановкой задачи
параметры ΘAB, ψd, L известным образом нелинейно зависят от физических
параметров θ. В свою очередь, параметры ψa, ψb характеристических поли-
номов передаточной функции Wuy (s) тоже нелинейно зависят от θ. Поэтому
при выполнении условия

det2 {∇θψab (θ)} > 0, ψab (θ) = Labη (θ) ∈ R
nθ ,(3.7)

по теореме об обратной функции [17] существует обратное преобразование
θ = F (ψab), а значит, становится возможно: i) рассчитать параметры систе-
мы ΘAB и наблюдателя L по параметрам ψab, ii) построить оценки x̂δ0(t)
начальных условий генератора (2.2), iii) реализовать адаптивный наблюда-
тель (2.4), формирующий оценки x̂(t) и δ̂(t).

В данной работе для разрешимости задачи восстановления неизмеряемых
состояний x(t) и внешнего возмущения δ(t) при выполнении условия (3.7) до-
полнительно выдвигаются следующие предположения относительно ψab (θ),
ΘAB (θ), и ψd (θ).
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Предп о л ожени е 1. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения G: Rnθ → R

nθ×nθ , S: Rnθ → R
nθ , такие что:

S (ψab) = G (ψab)F (ψab) = G (ψab) θ,

Πθ (ω)G (ψab) = TG (ΞG (ω)ψab) ,
Πθ (ω)S (ψab) = TS (ΞS (ω)ψab) ,

(3.8)

где ΞG (ω) ∈ R
ΔG×nθ , ΞS (ω) ∈ R

ΔS×nθ , det {Πθ (ω)} � ω�θ(t), rank {G (ψab)} =
= nθ, �θ � 1, TG : RΔG → R

nθ×nθ , TS : RΔS → R
nθ и все отображения извест-

ны.

Предп о л ожени е 2. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения X : Rnθ → R

nΘ×nΘ , Z: Rnθ → R
nΘ , такие что:

Z (θ) = X (θ)ΘAB (θ) ,

ΠΘ (ω)X (θ) = TX (ΞX (ω) θ) ,

ΠΘ (ω)Z (θ) = TZ (ΞZ (ω) θ) ,

(3.9)

где ΞX (ω)∈R
ΔX×nθ , ΞZ(ω)∈R

ΔZ×nθ , det{ΠΘ(ω)}�ω�Θ(t), rank{X (θ)} = nΘ,
�Θ � 1, TX : RΔX → R

nΘ×nΘ , TZ : RΔZ → R
nΘ и все отображения известны.

Предп о л ожени е 3. Существуют неоднородные в терминах (1.8)
отображения W : R

nθ → R
n, R : R

nθ → R
n×n, такие что:

W (θ) = R (θ)ψd (θ) ,

Πψd (ω)R (θ) = TR (ΞR (ω) θ) ,

Πψd (ω)W (θ) = TW (ΞW (ω) θ) ,

(3.10)

где ΞW(ω)∈R
ΔW×nθ, ΞR(ω)∈R

ΔR×nθ, det{Πψd(ω)}�ω�ψd (t), rank{R(θ)}= n,
�ψd � 1, TR : R

ΔR → R
n×n, TW : R

ΔW → R
n и все отображения известны.

Предположения 1–3 выполняются, если соответствующие отображения за-
даны с использованием элементарных алгебраических функций в полиноми-
альном виде. Например, для векторов ΘAB (θ) = col

{
θ22θ

2
1+(θ2 + θ1)

3, θ2

}
и

ψab (θ) = col
{
θ1θ2+θ

2
1, θ2 + θ1

}
преобразования соответственно из (3.9) и (3.8)

примут вид

TX (ΞX (Mθ) θ) =

[M4
θ 0

0 Mθ

]
, TZ (ΞZ (Mθ) θ) =

[
M4

θθ
2
2θ

2
1 +M4

θ(θ2 + θ1)
3

Mθθ2

]
,

S (ψab) =

[
ψ1ab

ψ2
2ab − ψ1ab

]
, G (ψab) =

[
ψ2ab 0

0 ψ2ab

]
,(3.11)

TG (ΞG (Δ)ψab) =

[
Δψ2ab 0

0 Δ2ψ2ab

]
, TS (ΞS (Δ)ψab) =

[
ψ1abΔ

Δ2ψ2
2ab −Δ2ψ1ab

]
.
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Основной смысл предположений 1–3 состоит в возможности в силу свой-
ства Ξ(.) (ω) = Ξ(.) (ω)ω(t) параметризации линейных регрессионных уравне-
ний относительно неизвестных параметров θ, ΘAB (θ) , ψd (θ) с помощью из-
меряемых сигналов Yab(t) = LabY(t) = Δ(t)ψab (θ) и Yθ(t) = Mθ(t)θ соответ-
ственно.

Например, (3.11) может быть переписано в следующем виде:

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
=

[
Y2
2θY2

1θ+Mθ(Y2θ + Y1θ)
3

Y2θ

]
,

TG
(
ΞG (Δ)Yab

)
=

[Y2ab 0

0 ΔY2ab

]
, TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
=

[ Y1ab

Y2
2ab −ΔY1ab

]
,

а значит, для прямого измерения доступны линейные регрессионные уравне-
ния

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
= TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)
ΘAB (θ) ,

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
= TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
θ,

где сигналы Yθ(t) и Mθ(t) вычислены по второму уравнению следующим
образом:

Yθ(t) = adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
,

Mθ(t) = det
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
.

Требование (3.7) и предположения 1–3 хотя и ограничительны с матема-
тической точки зрения, но являются практико-ориентированными и выпол-
няются для большого числа моделей реальных технических систем.

4. Основной результат

Будем считать выполненными условия разрешимости (3.7)–(3.10) и запи-
шем уравнения в отклонениях между (2.4) и (2.1), δ̂(t) и δ(t):

˙̃x(t) = ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT (x, u, δ)ΘAB =

= ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̂AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT(x, u, δ)ΘAB ± ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
ΘAB =

= ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̂(t)ỹ(t)− ΦT(x, u, δ)ΘAB +ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
ΘAB =

= A (θ) x̃(t) +D (θ) δ̃(t) + ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̂(t)ỹ(t)± L (θ) ỹ(t) =(4.1)

= Amx̃(t) +D (θ)hTδ Φδ(t)x̃δ0(t) + ΦT
(
x̂, u, δ̂

)
Θ̃AB(t)− L̃(t)ỹ(t) =

= Amx̃(t) + φT(t)κ̃(t),

δ̃(t) = hTδ Φδ(t)x̂δ0 − hTδ Φδ(t)xδ0 = hTδ Φδ(t)x̃δ0(t),
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где

φT(t) =
[
D (θ)hTδ Φδ(t) ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
−ỹ(t)In

]

и Am = A (θ)− L (θ)CT – гурвицева по допущению 3 матрица.
Для достижение цели (2.5) в соответствии с уравнениями (4.1) требует-

ся построить закон идентификации, гарантирующий экспоненциальную схо-
димость к нулю ошибки κ̃(t) и экспоненциальную устойчивость положения
равновесия ошибки наблюдения x̃(t). Таким образом, задача восстановления
возмущения δ(t) и неизмеряемых состояний x(t) системы (2.1) сводится к за-
даче параметрической идентификации. Задача параметрической идентифи-
кации, в свою очередь, может быть разрешена при выполнении предпосылок
(3.7)–(3.10). Чтобы построить закон идентификации, гарантирующий дости-
жение цели (2.5), на основании выдвинутых предположений 1–3 и результа-
тов леммы 1 сначала выполним параметризацию статического регрессионного
уравнения относительно κ.
Лемма 2. Вектор неизвестных параметров κ удовлетворяет линейно-

му регрессионному уравнению

Yκ(t) = Mκ(t)κ,

Yκ(t) = adj {blkdiag {Mxδ0(t)Inδ , MAB(t)InΘ
, ML(t)In}}

⎡
⎣
Yxδ0(t)
YAB(t)
YL(t)

⎤
⎦,

Mκ(t) = det {blkdiag {Mxδ0(t)Inδ , MAB(t)InΘ
, ML(t)In}} ,

(4.2)

где:
1) регрессионная функция YAB(t) = MAB(t)Θ (θ) с учетом вспомогатель-

ных вычислений

Yθ(t) = adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
TS

(
ΞS (Δ)Yab

)
,

Mθ(t) = det
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}

определена следующим образом:

YAB(t) = adj
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
TZ

(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
,

MAB(t) = det
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
.

2) регрессионная функция YL(t) = ML(t)L (θ) вычислена по формулам

YL(t) = adj
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
TQ

(
ΞQ (MAB)YAB

)
,

ML(t) = det
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
,

TP (ΞP (MAB)YAB) = vec−1
{
MAB adj

{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB) −

−MABΓ
T ⊗ In

}
vec

(
C(LBDΦYAB)T

)}T
,

TQ (ΞQ (MAB)YAB) =

= det
{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB)−MABΓ

T ⊗ In

}
LBDΦYAB.
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3) регрессионная функция Yxδ0(t) = Mxδ0(t)xδ0 с учетом выражений

p(t) = Δ(t)q(t)− CT
0 Ω(t)LaY(t)− CT

0 P (t)LbY(t),

Yψd(t) = adj
{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
TW

(
ΞW (Mθ)Yθ

)
,

Mψd(t) = det
{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}

и фильтраций

V̇ (t) = AKV (t) +
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
, V (t0) = 0n×nnδ ,

ṗf (t) = −k2ϕ(t) + Δ(t)(Inδ ⊗ Yψd(t))TV T(t)C0Mψd(t)p(t), pf (t0) = 0nδ ,

V̇f (t) = −k2Vf (t) + Δ2(t)(Inδ ⊗ Yψd(t))
TV T(t)C0 ×

× CT
0 V (t) (Inδ ⊗ Yψd(t)) , Vf (t0) = 0nδ×nδ

(4.3)

задана следующим образом:

Yxδ0(t) = Mxδ0(t)xδ0,

Yxδ0(t) = adj {Vf (t)} pf (t), Mxδ0(t) = det {Vf (t)} ,

а при выполнении условий ϕ(t) ∈ PE,
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE для всех t � t0+T

верно неравенство |Mκ(t)| � Mκ > 0.
Доказательство леммы 3 и определения матриц LAT ,LB ,La,Lb приведе-

ны в Приложении.
Имея регрессионное уравнение (4.2) cо скалярным регрессором Mκ(t), от-

деленным от нуля для всех t � t0 + T , с использованием результатов [13, 18]
возможно построить закон идентификации, обеспечивающий достижение це-
ли (2.5).
Те ор ем а 1. Пусть известен вектор Dmax ∈ R

n такой, что ‖D (θ)‖ �
� ‖Dmax‖, тогда при ϕ(t) ∈ PE,

(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE и γ0 > 0, γ1 > 0 закон

оценки

˙̂κ(t) = ˙̃κ(t) = −γ(t)Mκ(t) (Mκ(t)κ̂(t)− Yκ(t)) = −γ(t)M2
κ(t)κ̃(t),

γ(t): =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, если Δ(t) < ρ ∈ [Δmin; Δmax) ,

γ0λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
+ γ1

M2
κ(t)

иначе ,

φTmax(t) =
[
Dmaxh

T
δ Φδ(t) ΦT

(
x̂, u, δ̂

)
−ỹ(t)In

]

(4.4)
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обеспечивает следующие свойства:
1) ∀t � t0

[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T ∈ L∞;

2) ∀t � t0 + T ошибка
[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T экспоненциально сходится к нулю
со скоростью, минимальное значение которой прямо пропорционально
γ1 > 0.

Доказательство первой части теоремы осуществляется аналогично до-
казательству второй части теоремы 1 из [18], доказательство второй ча-
сти теоремы с точностью до обозначений совпадает с доказательством
теоремы 1 из [13].

Из результатов теоремы в силу ограниченности hTδ Φδ(t) следует экспонен-
циальная сходимость ошибки δ̃(t), что вместе с экспоненциальной сходимо-
стью

[
x̃T(t) κ̃T(t)

]T свидетельствует о достижении поставленной цели (2.5).
Зам е ч а ни е 2. Результаты леммы 2 описывают процедуру преобразо-

вания регрессионного уравнения (3.3) со скалярным регрессором относитель-
но параметров числителя и знаменателя передаточной функции Wuy (s)
в новое уравнение (4.2) относительно параметров наблюдателя (2.4). При
таком пересчете операции деления на зависящие от времени сигналы не
используются, идентификация промежуточных параметров η(θ), ψab(θ)
или θ не выполняется, а Yκ(t) и Mκ(t) рассчитываются исключительно
с помощью сигналов Y(t) и Δ(t), измеряемых в соответствии с результа-
тами леммы 1.

Зам е ч а ни е 3. Условия экспоненциальной устойчивости из теоремы
консервативны. На практике знание Dmax ∈ R

n и ρ, как и реализация про-
цедуры вычисления собственного числа λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
не требуются,

а цель (2.5) может быть достигнута при использовании любого достаточ-
но большого постоянного коэффициента γ �

(
γmin ∼ 1

M2
κ(t)

)
> 0, мажори-

рующего λmax

(
φmax(t)φ

T
max(t)

)
.

5. Обсуждение результатов

В этом разделе приведем четыре дополнительных технических коммента-
рия к результатам, полученным в работе.
Комментарий 1. В соответствии с оценкой снизу из (Π.48) регрессор Mκ(t)

пропорционален степенной функции Δ�θ�ΘnΘ+�θ�Θn(n
3+n)+n2

δ(2�θ�ψd+2)(t). По-
этому при Δ(t)� 1 или Δ(t)� 1 возможна вычислительная ликвидация воз-
буждения регрессора в соответствующей программной реализации:

Δ(t)� 1 ⇒ Mκ(t) → 0 или Δ(t)� 1 ⇒ Mκ(t) → ∞,

т.е. Mκ(t) может быть настолько малым или большим числом, что является
непригодными для машинного счета ввиду ограниченной разрядности реги-
стров процессора (например, в Matlab/Simulink числа менее 10−309 и более
10309 считаются равными соответственно нулю и бесконечности).
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Эта проблема не имеет отношения к теоретическим результатам работы,
а связана исключительно с несовершенством существующих вычислительных
устройств. Для предотвращения вычислительной ликвидации возбуждения
регрессора следует выбирать нестационарный амплитудный модулятор k(t)
в соответствии с методом нормализации возбуждения регрессора:

k(t) ∼ 1

Δ(t)
или k(t): =

⎧⎨
⎩

1, если Δ(t) < ρ ∈ [Δmin;Δmax) ,

1

Δ(t)
иначе ,

или k(t): =

⎧⎨
⎩

1, если t < te ∈ [t0;∞) ,

1

Δ(t)
иначе.

(5.1)

Более того, при реализации параметризации (4.2) на практике желательно
выполнять умножение на амплитудный модулятор, аналогичный (5.1), после
каждого умножения на союзную матрицу adj{.}. Подробней проблема вычис-
лительной ликвидации возбуждения регрессора обсуждалась в разделе 3.3
работы [18].

Комментарий 2. Существующие методы идентификации с ослабленными
требованиями к возбуждению регрессора не позволяют гарантировать пара-
метрическую сходимость при наличии в параметризованном регрессионном
уравнении даже экспоненциально затухающего возмущения [19].

Для решения этой проблемы в [20] предложено использовать интеграль-
ную фильтрацию с периодическим сбросом на заданном интервале времени.
Метод [20] позволяет итеративно уменьшать оценку сверху на значение уста-
новившейся параметрической ошибки.

Альтернативный подход состоит в расширении задачи идентификации пу-
тем параметризации экспоненциально затухающего возмущения в виде ли-
нейной регрессии с измеряемым регрессором и неизвестными параметрами —
неизмеряемыми начальными условиями [11–13]. Этот подход позволяет обес-
печить экспоненциальную сходимость параметрической ошибки к нулю при
выполнении ослабленных требований к возбуждению регрессора, но приме-
ним только для возмущений, допускающих приведение к линейной регрес-
сионной модели. Экспоненциально затухающее возмущение ε(t) из (3.3) не
допускает такого представления.

Поэтому в этой работе в отличие от результатов [11–13] для достижения
поставленной цели (2.5) вместо ослабленных условий требуется выполнение
более строгого условия неисчезающего возбуждения регрессора (1.9), при вы-
полнении которого допустимо не использовать фильтры с памятью из [11–13]
и гарантировать экспоненциальную сходимость параметрической ошибки да-
же при наличии в используемой параметризации экспоненциально затухаю-
щего возмущения.
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Ослабить требование постоянного возбуждения регрессора представляется
возможным, использовав вместо (3.4) следующий фильтр:

q̇(t) =

t∫

tε

e−k2τϕf (τ)(q(τ)−k1qf (τ)−βT(Ff (τ)+ lyf (τ)))dτ , q (tε) = 02n,

ϕ̇(t) =

t∫

tε

e−k2τϕf (τ)ϕ
T
f (τ) dτ, ϕ (tε) = 02n×2n,

(5.2)

где tε � t0 — известный момент времени начала фильтрации.
Если момент времени tε подобран из условия выполнения в (Π.26) для всех

t � tε условия ε(t) = o (ϕ(t)η(θ)), а на интервале [tε, te] выполняется условие
конечного возбуждения регрессора, то удается обеспечить достижение по-
ставленной цели (2.5) при ослабленном требовании к возбуждению регрессо-
ра. Подробней свойства расширенного наблюдателя при использовании па-
раметризации с фильтрацией (5.2) изучены в [21].
Комментарий 3. Согласно теореме 1 предложенный наблюдатель

(2.4)+ (4.4) обеспечивает сходимость ошибки оценивания состояний к ну-
лю только при выполнении условий постоянного возбуждения ϕ(t) ∈ PE и(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE. Поскольку сигнал hTδ Φδ(t)⊗ In известен для всех t ∈

∈ [t0,∞), то условие
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE может быть проверено оффлайн —

до непосредственной реализации наблюдателя. Условие ϕ(t) ∈ PE, строго го-
воря, непроверяемо как оффлайн, так и онлайн, поскольку зависит от всех
предыдущих и будущих значений регрессора ϕ(t). Обычно выполнение усло-
вия постоянного возбуждения регрессора в параметризациях вида (Π.25) ли-
нейных систем связывают с ограничением управления системы в классе ча-
стотно богатых функций [5, 6], т.е. функций, содержащих в разложении Фу-
рье достаточное число гармоник. Для используемой в этой работе парамет-
ризации (Π.25), (3.4), к сожалению, на данном этапе, затруднительно указать
точное число гармоник, которое должно содержать управление для выполне-
ния условия ϕ(t) ∈ PE. Это является одним из основных недостатков пред-
лагаемого решения и существенно понижает его практическое значение.

Однако на основании импликации из утверждения 1

ϕ(t) ∈ PE ⇔ ∃t � te ∈ [t0,∞) Δ(t) � ΔLB > 0

можно порекомендовать дополнить предлагаемый наблюдатель следующей
эвристической процедурой поиска управления, доставляющего ϕ(t) ∈ PE

Инициализация. Задать k = 1 и m = 1.
Шаг 1. Выбрать

(5.3) u(t) = ub(t) +

m∑
i=1

aisin (ωit),
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где ub (t) – стабилизирующая компонента управления, например П-регуля-
тор, ai – произвольная амплитуда i-й гармоники, а частоты ωi (t) такие,
что ωi �= ωj для всех i �= j.

Шаг 2. Подать на систему u(t) и вычислить величину Δ(t) на [tk−1, tk],
где tk − tk−1 – достаточно большое число.

Шаг 3. Если существует ΔLB > 0 такое, что Δ(t) � ΔLB для всех
t ∈ [tk−1, tk], то согласно утверждению 1 верно

(5.4)
t+T∫

t

ϕ (τ)ϕT (τ) dτ � αIn

для всех t ∈ [tk−1, tk].
Предположим, что результат, полученный на [tk−1, tk], можно интер-

полировать на всю ось времени [t0, ∞), тогда на основании утверждения 1
найдено управление, доставляющее выполнение условия ϕ(t) ∈ PE.

Если не существует ΔLB > 0 такого, что Δ(t) � ΔLB для всех t ∈
∈ [tk−1, tk], то установить m = m+ 1 и k = k + 1, вернуться на шаг 1.

Суть приведенного алгоритма состоит в последовательном увеличении
числа гармоник в сигнале управления до тех пор, пока на достаточно боль-
шом интервале времени скалярный регрессор Δ(t) не будет отделен от нуля.
Если предположить, что существует mmax такое, что при m = mmax управле-
ние (5.3) обеспечивает выполнение условия ϕ(t) ∈ PE, то можно утверждать,
что данный алгоритм за конечное число итераций mmax позволяет сформиро-
вать управление, обеспечивающее выполнение условия ϕ(t) ∈ PE. Отметим,
что приведенная процедура является нестрогой, поскольку построена в суще-
ственном предположении, что выполнение условия (5.4) на достаточно боль-
шом интервале времени позволяет сделать вывод о выполнении условия (5.4)
на всей оси времени. Вообще говоря, такой вывод сделать нельзя. Однако в
практических задачах упомянутое упрощение допустимо, а описанная проце-
дура может быть работоспособной.
Комментарий 4. Если дополнительно к требованиям допущений 1–3 в рас-

ширенной системе

ẋe(t) = (Ae (θ) +Aδ) xe(t) +Beu(t) = ΦT (xe, u)ΘAB (θ) +Aδxe(t),

y(t) = CT
e xe(t), xe (t0) =

[
x0 xδ0

]T
,

(5.5)

Ae (θ) =

[
A (θ) D (θ)hTδ
0nδ×n 0nδ×nδ

]
, Aδ =

[
0n×n 0n×nδ
0nδ×n Aδ

]
,

Be (θ) =

[
B (θ)
0nδ

]
, xe(t) =

[
x(t)
xδ(t)

]
, Ce =

[
C
0nδ

]
,

ΦT (xe, u) =
[
In+nδ ⊗ xTe (t) In+nδ ⊗ uT(t)

]
DΦ ∈ R

(n+nδ)×nΘ,

ΘAB (θ) = LΦ

[
vecT

(
AT
e (θ)

)
BT
e (θ)

]T ∈ R
nΘ
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пара
(
CT
e , Ae

)
наблюдаема, то расширенный наблюдатель в форме

˙̂xe(t) = ΦT (x̂e, u) Θ̂AB(t) +Aδx̂δ(t)− L̂e(t) (ŷ(t)− y(t)) ,(5.6)

дополненный только законами идентификации ΘAB (θ) и Le (θ), не тре-
бует параметризации (4.3) регрессионного уравнении Yxδ0(t) = Mxδ0(t)xδ0,
идентификации начальных условий xδ0 генератора (2.2) и при выполнении
условия (1.9) при использовании (3.4) или конечного возбуждения при ис-
пользовании (5.2) обеспечивает экспоненциальную сходимость к нулю оши-
бок x̃(t), δ̃(t). В (5.5) L̂e(t) является оценкой вектора Le (θ) ∈ R

n+nδ , достав-
ляющего желаемый алгебраический спектр матрице Ae(θ) +Aδ. Параметри-
зация линейного регрессионного уравнения относительно Le (θ) осуществля-
ется аналогично параметризации YL(t) = ML(t)L (θ), но только в простран-
стве n+ nδ. Более подробно свойства альтернативной версии расширенного
наблюдателя изложены в [21].

6. Математическое моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенного адап-
тивного наблюдателя. Моделирование будем проводить, используя численное
интегрирование методом Эйлера c постоянным шагом дискретизации τs =
= 10−4 секунды.

В качестве примера рассмотрим двухмассовую упругую механическую си-
стему, приведенную на рис. 1.

Здесь c0 > 0, c1 > 0 – жесткости пружин, d > 0 – коэффициент демпфи-
рования, m1 > 0, m2 > 0 – приведенные массы тел.

Математическая модель рассматриваемой системы описывается следую-
щей системой дифференциальных уравнений:

ẋ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
−θ1 (θ2 + θ3) −2θ1θ4 θ1θ3 θ1θ4

0 0 0 1
θ5θ3 θ5θ4 −θ3θ5 −2θ4θ5

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣
x1
x2
x3
x4

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣
0
0
0
θ5

⎤
⎥⎥⎦u+

⎡
⎢⎢⎣
0
θ1
0
0

⎤
⎥⎥⎦δ,

y =
[
0 0 1 0

]
x,

(6.1)

где θ = col
{
m−1

1 , c0, c1, d, m
−1
2

}
,

Θ(θ) = col {1, θ1 (θ2 + θ3) , θ1θ4, θ1θ3, θ3θ5, θ4θ5, θ1, θ5}.

Рис. 1. Двухмассовая упругая механическая система.
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В канонической наблюдаемой форме (3.1) параметры системы (6.1) опре-
делены следующим образом:

ψa (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

−2θ1θ4θ5 (θ2 + θ3)

−θ1θ2θ3θ5

⎤
⎥⎥⎥⎦, ψb (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0

θ5

2θ1θ4θ5
θ1θ5 (θ2 + θ3)

⎤
⎥⎥⎥⎦,

ψd (θ) =
[
0 0 θ1θ4θ5 θ1θ3θ5

]T
,

(6.2)

откуда следует выполнение условия (3.7) для

ψab (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

θ1θ5 (θ2 + θ3)

2θ1θ4θ5
θ5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Выполним параметризацию регрессионного уравнения (4.2) с помощью
преобразований, введенных в предположениях 1–3 и лемме 2.

Шаг 1.Параметризация Yθ(t) = Mθ(t)θ. Разрешив относительно θ систему
нелинейных алгебраических уравнений

ψab (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2θ4 (θ1 + θ5)

−θ1
(
3θ5θ

2
4 + θ2 + θ3

)
− θ3θ5

θ1θ5 (θ2 + θ3)

2θ1θ4θ5

θ5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ1ab

ψ2ab

ψ3ab

ψ4ab

ψ5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

получаем преобразования S (ψab) и G (ψab) из (3.10):

S (ψab) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ4abψ5ab

ψ3abψ5ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)+

+ ψ4ab

(
(ψ2abψ5ab + ψ3ab)ψ5ab +

3
4ψ4ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)

)

(ψ2abψ5ab + ψ3ab)ψ5ab +
3
4ψ4ab (−ψ4ab − ψ1abψ5ab)

−ψ4ab − ψ1abψ5ab

ψ2
5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

G (ψab) = diag

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ψ4ab − ψ1abψ5ab

ψ4abψ
3
5ab

−ψ3
5ab

2ψ2
5ab

ψ5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Тогда преобразования TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
, TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
задаются следующим

образом:

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
=

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y4abY5ab

Y3abY5ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)+

+ Y4ab

(
(Y2abY5ab +ΔY3ab)Y5ab +

3
4ΔY4ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)

)
(Y2abY5ab +ΔY3ab)Y5ab +

3
4Y4ab (−ΔY4ab − Y1abY5ab)

−ΔY4ab −Y1abY5ab

Y2
5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

TG
(
ΞG (Δ)Yab

)
= diag

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ΔY4ab − Y1abY5ab

Y4abY3
5ab

−Y3
5ab

2Y2
5ab

ΔY5ab

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

что позволяет вычислить Yθ(t) и Mθ(t).
Шаг 2. Пользуясь полученным на предыдущем шаге выражением Yθ(t) =

= Mθ(t)θ, составляем преобразования

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
=

= col {Mθ, Y1θ (Y2θ + Y3θ) , Y1θY4θ, Y1θY3θ, Y3θY5θ, Y4θY5θ, Y1θ, Y5θ} ,

TX
(
ΞX (Mθ)Yθ

)
= blkdiag

{
Mθ, M2

θI5, Mθ, Mθ

}
,

что позволяет вычислить YAB(t) и MAB(t).
Шаг 3. Имея уравнение YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ), с помощью формул из

второй части леммы 2 можем вычислить YL(t) и ML(t).
Шаг 4. Пользуясь полученным на первом шаге выражением Yθ(t) =

= Mθ(t)θ, составляем преобразования:

TW
(
ΞW (Mθ)Yθ

)
= col {0, 0, Y1θY4θY5θ, Y1θY3θY5θ} ,

TR
(
ΞR (Mθ)Yθ

)
= diag

{
Mθ, Mθ, M3

θ, M3
θ

}
,

что по формулам из третьей части леммы 2 позволяет вычислить Yψd(t),
Mψd(t) и Yxδ0(t), Mxδ0(t).

Теперь, имея YAB(t),YL(t),Yxδ0(t), можем составить уравнение (4.2) с из-
меряемыми функцией Yκ(t) и регрессором Mκ(t), а также реализовать на-
блюдатель (2.4) и закон идентификации (4.4).
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Рис. 2. Временные диаграммы по x̃(t) и δ̃(t).

Рис. 3. Временные диаграммы по Θ̃AB(t), L̃(t), x̃δ0(t).

Неизвестные параметры системы (6.1), параметры генератора возмущения
(2.2) и модальной модели (2.3) установим следующим образом:

θ = [1 0,5 0,75 0,25 0,5]T, x0 =
[
0 0 −1 0

]T
, xδ0 =

[
−4 1

]T
,

Aδ =

[
0 1
−5 0

]
, hTδ =

[
1 0

]
, σ {Γ} =

[
−1 −1 −1 −1

]T
.

(6.3)

Управление u(t) будем формировать по П-закону с экспериментально по-
добранным заданием, обеспечивающим ϕ(t) ∈ PE:

u(t) = 50 (r(t)− y(t)) ,

r(t) = 25 sin (10t) + 25 sin (20t) + 100 cos (0, 1t) .
(6.4)
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Параметры фильтров (3.4)–(3.6), (4.3) и закона настройки (4.4) установим
в соответствии с выражением

det {sI4 −AK} = (s+ 1)4, G =

[
−4 1
−2 0

]
, l =

[
1 2

]T
,

β =
[
15 −5,5

]T
, k(t) =

{
1, если t < 5

Δ−1(t), если t � 5,
k1 = 25, k2 = 0,1,

ρ = 10−4, γ0 = 10−9, γ1 = 1.

(6.5)

На рис. 2 представлены временные диаграммы по ошибкам восстановления
координат состояний x̃(t) и внешнего возмущения δ̃(t).

Выбросы по x̃(t) на отрезке [5, 15] объясняются прежде всего замыканием
обратной связью L̂(t) (ŷ(t)− y(t)) уравнения в отклонениях (4.1) с ненуле-
выми начальными условиями [22]. Выбросы по δ̃(t) объясняются влиянием
возмущения ε(t) на переходные процессы по x̃δ0(t).

На рис. 3 приведены графики изменения параметрических ошибок Θ̃AB(t),
L̃(t) и x̃δ0(t).

Колебания в полученных переходных процессах по параметрическим
ошибкам Θ̃AB(t), L̃(t), x̃δ0(t) вызваны влиянием экспоненциально затухаю-
щего возмущения ε(t) из параметризации (3.3). В целом результаты модели-
рования свидетельствуют о достижении поставленной цели (2.5).

7. Заключение

Разработан адаптивный наблюдатель состояний и возмущений линейных
систем с перепараметризацией. Решение при выполнении условия неисче-
зающего возбуждения регрессора (частотном богатстве управления/задания)
обеспечивает экспоненциальную сходимость к нулю ошибок восстановления
состояний системы и внешнего возмущения, формируемого известным гене-
ратором с неизвестными начальными условиями. В отличие от ближайших
аналогов [10–12] предложенный наблюдатель позволяет восстанавливать не
виртуальные, а физические координаты системы в произвольной форме про-
странства состояний.

Целью дальнейших исследований может являться:
— применение разработанного наблюдателя в задачах управления по ди-

намической обратной связи;
— ослабление условия (1.9) путем замены (3.3) на параметризацию, не со-

держащую ε(t) (предварительный результат в этом направлении полу-
чен в комментарии 2 и работе [21]);

— расширении полученных результатов на системы с новыми, возможно
нелинейными, моделями внешних возмущений;

— учет возмущений, аддитивно действующих непосредственно на измеряе-
мый выход y(t);
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— следуя подходу [12], уменьшение всплесков ошибок в переходном про-
цессе путем формирования оценок состояний x(t) с помощью алгебраи-
ческого, а не дифференциального уравнения (предварительный резуль-
тат в этом направлении для систем без возмущений получен в [23]).

ПРИЛОЖЕНИЕ
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1.Параметризация (3.3) получена объедине-

нием результатов [12, 24] с процедурой динамического расширения и смеши-
вания [14, 19]. Доказательство леммы 1 выведено на основе результатов лем-
мы 1 и теоремы 2 из [24]. Для облегчения понимания принятых обозначений
и обеспечения вложенности результатов работы далее приведем доказатель-
ство леммы в соответствии с доказательством, изложенным в [24]. В отличие
от результатов из [24] в данной работе по допущению 2 параметер β известен,
что позволяет избавиться от перепараметризации в (3.3) (см. (Π.23)).

Шаг 1. Рассмотрим ошибку:

ξ̃(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa (θ)− P (t)ψb (θ) .(Π.1)

Запишем производную (Π.1):
˙̃
ξ(t) = A0ξ(t) + ψa(θ)y(t) + ψb(θ)u(t) + ψd(θ)δ(t) −AKz(t)−
−Ky(t)− (AKΩ(t) + Iny(t))ψa(θ)− (AKP (t) + Inu(t))ψb(θ) =

= A0ξ(t)−AKz(t)−Ky(t)−AKΩ(t)ψa(θ)−AKP (t)ψb(θ)+ψd(θ)δ(t) =
= AK ξ̃(t) + ψd(θ)δ(t).

(Π.2)

Решение дифференциального уравнения (Π.2) примет вид

ξ̃(t) = eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t),(Π.3)

где внешнее возмущение δ(t) описывается системой уравнений
{
δ̇(t) = AKδ(t) + ψd (θ) δ(t),

vf (t) = CT
0 δ(t).

(Π.4)

Подставив (Π.3) в (Π.1), можем записать:

eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa (θ)− P (t)ψb (θ) ,

�
ξ(t) = eAK(t−t0)ξ̃ (t0) + δ(t) + z(t) + Ω(t)ψa (θ) + P (t)ψb (θ) .

(Π.5)

Умножив (Π.5) на CT
0 , получаем:

y(t) = CT
0 ξ(t) =

= CT
0 z(t) + CT

0 Ω(t)ψa (θ) + CT
0 P (t)ψb (θ) + vf (t) +CT

0 e
AK(t−t0)ξ̃ (t0) .

(Π.6)

В силу уравнения (Π.6) продифференцируем функцию q = y(t)− CT
0 z(t):

q̇(t) = CT
0 Ω̇(t)ψa (θ) + CT

0 Ṗ (t)ψb (θ) + v̇f (t) + CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) .(Π.7)
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Шаг 2. Параметризуем составляющую v̇f (t) уравнения (Π.7) в виде линей-
ной регрессионной функции с измеряемым регрессором. Для этого перепишем
систему (Π.4) в виде вход-выход:

vf (t) = CT
0 (sIn −AK)

−1ψd (θ) δ(t) =Wf [δ(t)] .(Π.8)

Представим производную возмущения δ(t) в следующем виде:

δ̇(t) = hTδ Aδxδ(t) + δ (t0)Dδ(t),(Π.9)

где Dδ(t) – функция Дирака.
Введем в рассмотрение виртуальную переменную δd(t) = hTδ Aδxδ(t). Тогда

оказываются верны равенства

ẋδ(t) = Aδxδ(t),

δd(t) = h
T
δ xδ(t), h

T
δ = hTδ Aδ.

(Π.10)

Продифференцировав (Π.8) и подставив (Π.9), (Π.10), имеем:

v̇f = sWf [δ(t)] =Wf

[
δ̇(t)

]
=

=Wf

[
hTδ Aδxδ(t) + δ (t0)Dδ(t)

]
=Wf [δd(t)]︸ ︷︷ ︸

υf (t)

+Wf [δ (t0)Dδ(t)] .(Π.11)

Таким образом, в силу гурвицевости матрицы AK для параметриза-
ции v̇f (t) достаточно параметризовать составляющую υf (t). Для этого рас-
смотрим вспомогательную переменную ζ(t) =Mδxδ(t), где матрица линейно-
го подобия Mδ является решением уравнения Сильвестра

MδAδ −GMδ = lh
T
δ ,(Π.12)

которое имеет единственное решение [15, 16, 24], так как по допущению 2
пара

(
hTδ , Aδ

)
наблюдаема, а по условию леммы (G, l) управляема и σ {Aδ} ∩

∩σ {G} = 0.
Дифференцируя ζ(t), получим:

ζ̇(t) =MδAδxδ(t) = GMδxδ(t) + lh
T
δ xδ(t) = Gζ(t) + lδd(t),(Π.13)

откуда в силу xδ(t) =M−1
δ ζ(t) следует

δd(t) = h
T
δM

−1
δ ζ = βTζ, β = h

T
δM

−1
δ .(Π.14)

С учетом выражения (Π.14) можем переписать (Π.11) в следующем виде:

v̇f (t) =Wf

[
βTζ(t)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] =

= βTWf [ζ(t)] +Wf [δ (t0)Dδ(t)] = βTζw(t) +Wf [δ (t0)Dδ(t)] .
(Π.15)

Вместо δd(t) пропустим через фильтр (Π.13) сигнал υf (t):

ζf (t) = (sI −G)−1l [υf (t)] + eG(t−t0)ζf (t0) ,(Π.16)
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тогда с учетом ζ(t) = (sI −G)−1l [δd(t)]+e
G(t−t0)ζ (t0) имеет место равенство:

ζw(t) =Wf [ζ(t)] =Wf

[
(sI −G)−1l [δd(t)] + eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= (sI −G)−1lWf [δd(t)] +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= (sI −G)−1lυf +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
=

= ζf (t)− eG(t−t0)ζf (t0) +Wf

[
eG(t−t0)ζ (t0)

]
.

(Π.17)

Подставив выражение (Π.17) в (Π.15), имеем:

v̇f (t) = βTζf (t)− βTeG(t−t0)ζf (t0)+

+ βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] .

(Π.18)

Введем наблюдатель состояний ζf (t) в следующем виде:

ζ̂f (t) = F (t) +H(t)ψb (θ) +N(t)ψa (θ) + ly(t).(Π.19)

Дифференцируя ошибку ζ̃f (t) = ζf (t)− ζ̂f (t), в силу уравнений (Π.7),
(Π.11), (Π.16), (Π.19) имеем:

˙̃ζf = Gζf (t) + lυf (t)−GF (t)−Gly(t) + lCT
0 ż(t)−

−
(
GH(t)− lCT

0 Ṗ (t)
)
ψb (θ)−

(
GN(t)− lCT

0 Ω̇(t)
)
ψa (θ)−

− lCT
0 ż(t)− lCT

0 Ω̇(t)ψa (θ)− lCT
0 Ṗ (t)ψb (θ)−

− l (υf (t) +Wf [δ (t0)Dδ(t)])− lCT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= Gζf (t)−GF (t)−Gly(t)−GH(t)ψb (θ)−GN(t)ψa (θ)︸ ︷︷ ︸
Gζ̂f (t)

−

− lWf [δ (t0)Dδ(t)]− lCT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= Gζ̃f − lCT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0)− lWf [δ (t0)Dδ(t)] .

(Π.20)

Решим систему (Π.20):

ζ̃f (t) = ζf (t)− ζ̂f (t) =

= eG(t−t0)ζ̃f (t0)− H
[
CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]
]
,

(Π.21)
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что позволяет переписать (Π.18) следующим образом:

v̇f (t) = βTζ̂f (t) + βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)−

−βTH
[
CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]
]
−

−βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] =

= βT (F (t) + ly(t)) + βTH(t)ψb (θ) + βTN(t)ψa (θ)+

+βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)− βTH
[
CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]
]
−

−βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+Wf [δ (t0)Dδ(t)] ,

(Π.22)

где H [.] = (sInδ −G)−1l [.] .

Подставив выражение (Π.22) в (Π.7) имеем:

q̇(t) = CT
0 Ω̇(t)ψa (θ) + CT

0 Ṗ (t)ψb (θ)+

+ βT (F (t) + ly(t)) + βTH(t)ψb (θ) + βTN(t)ψa (θ)+

+ βTeG(t−t0)ζ̃f (t0)− βTH
[
CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) +Wf [δ (t0)Dδ(t)]
]
−

− βTeG(t−t0)ζf (t0) + βTWf

[
eG(t−t0)ξ (t0)

]
+

+Wf [δ (t0)Dδ(t)] + CT
0 AKe

AK(t−t0)ξ̃ (t0) =

= ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t),

(Π.23)

где ε(t) – агрегированные экспоненциально затухающие функции.
Шаг 3. Теперь с использованием процедуры динамического расширения

и смешивания приведем регрессионное уравнение (Π.23) к виду (3.3). Для
этого, дифференцируя χ(t) = q(t)− k1qf (t) в силу (Π.23), (3.5), получим:

χ̇(t) = ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t)− k1
(
−k1qf (t) + q(t)

)
=

= −k1χ(t) + ϕT(t)η (θ) + βT (F (t) + ly(t)) + ε(t).
(Π.24)

Решение дифференциального уравнения (Π.24) позволяет записать:

q(t)− k1qf (t)− βT (Ff (t) + lyf(t)) =

= e−k1(t−t0)q (t0) + ϕT
f (t)η (θ) + εf (t),

(Π.25)

где ε̇f (t) = −k1εf (t) + k1ε(t), εf (t0) = 0.

Решение первого дифференциального уравнения из (3.4) в силу (Π.25) удо-
влетворяет выражению

q(t) = ϕ(t)η (θ) + ε(t),(Π.26)

где ε̇(t) = −k2ε(t) + ϕf (t)
(
εf (t) + e−k1(t−t0)q (t0)

)
, ε (t0) = 02n.
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Умножив выражение (Π.26) на k(t)adj {ϕ(t)} и применив свойство

adj {ϕ(t)}ϕ(t) = det {ϕ(t)} I2n,

имеем выражение (3.3) при ε(t) = k(t)adj {ϕ(t)} ε(t).
В соответствии с леммой 6.8 из [6] при ϕ(t) ∈ PE также верно ϕf (t) ∈ PE.

По утверждению 1 при ϕf (t) ∈ PE выполняется неравенство Δ(t) � Δmin >
> 0. Поскольку сигналы y(t), u(t) ограничены по допущению 1, то в силу
устойчивости фильтров (3.4)–(3.6) для всех t � t0 верно неравенство Δmax �
� Δ(t). Откуда для всех t � t0 + T верно Δmax � Δ(t) � Δmin > 0, что завер-
шает доказательство леммы.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. В соответствии с определением 1 и пред-

положением 1 в силу

ΞS (Δ) = ΞS (Δ)Δ(t), ΞG (Δ) = ΞG (Δ)Δ(t),

Yab(t) = LabY(t) = Δ(t)Labη (θ) = Δ(t)ψab (θ) ,

ΞS (Δ)Δ(t)ψab (θ) = ΞS (Δ)Yab(t),
ΞG (Δ)Δ(t)ψab (θ) = ΞG (Δ)Yab(t)

из (3.9) имеет место равенство

TS
(
ΞS (Δ)Yab

)
= TG

(
ΞG (Δ)Yab

)
θ.(Π.27)

Тогда, домножив выражение (Π.27) на adj
{
TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}
, имеем регрес-

сионное уравнение

Yθ(t) = Mθ(t)θ,(Π.28)

пользуясь которым вместе с выражением (3.8), можем получить:

TZ
(
ΞZ (Mθ)Yθ

)
= TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)
ΘAB (θ) ,(П.29a)

TW
(
ΞW (Mθ)Yθ

)
= TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)
ψd (θ) .(П.29b)

Умножив выражение (П.29a) на adj
{
TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}
, получаем регрес-

сионное уравнение YAB(t) = MAB(t)ΘAB (θ).
Параметризуем уравнение относительно L (θ). При выполнении допуще-

ния 2 в соответствии с результатами теории обобщенного модального синте-
за [15, 16] вектор L (θ) может быть определен решением системы

{
AT(θ)M −MΓ = CBT(θ),

BT(θ) = LT(θ)M,
(Π.30)

которая имеет единственное решение [15, 16], так как по допущению 3 пара(
AT(θ), C

)
управляема, пара

(
BT(θ), Γ

)
наблюдаема и σ

{
AT(θ)

}
∩σ {Γ} = 0.

Векторизовав первое уравнение из (Π.30), с учетом свойств vec (AB) =
= (I ⊗A) vec (B) =

(
BT ⊗ I

)
vec (A) имеем:

(
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

)
vec (M) = vec

(
CBT(θ)

)
.(Π.31)
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Так как уравнения (Π.30), (Π.31) имеют единственное решение, то

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
�= 0,

а значит, домножив (Π.31) на союзную матрицу adj
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
,

можем записать:

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec (M) =

= adj
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)
.

(Π.32)

Выполним операцию, обратную векторизации
(
vec−1 {.}

)
, и подставим ре-

зультат во второе уравнение системы (Π.30):

det
{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
B(θ)︸ ︷︷ ︸

Q(ΘAB)

=

= vec−1
{
adj

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)}T
︸ ︷︷ ︸

P(ΘAB)

L(θ),
(Π.33)

где det {P (ΘAB)} �= 0.

Введем равенства:

MAB(t)A
T(θ) = vec−1 (LATDΦYAB(t)) ,

MAB(t)B
T(θ) = [LBDΦYAB(t)]T,

MAB(t)B(θ) = LBDΦYAB(t).
(Π.34)

Умножив (Π.33) на ΠL (MAB) = Mn2+1
AB In, воспользовавшись свойствами

cndet {A} = det {cA}, cn−1adj {A} = adj {cA}, A ∈ R
n×n, и подставив (Π.34),

получим:

TP (ΞP (MAB)ΘAB) = ΠL (MAB)P (ΘAB) = Mn2+1
AB P (ΘAB) =

= Mn2+1
AB vec−1

{
adj

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
vec

(
CBT(θ)

)}T
=

= vec−1
{
MABadj

{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB)−

−MABΓ
T ⊗ In

}
vec

(
C(LBDΦYAB)T

)}T
,

TQ (ΞQ (MAB)ΘAB) = ΠL (MAB)Q (ΘAB) = Mn2+1
AB Q (ΘAB) =

= Mn2+1
AB det

{
In ⊗AT(θ)− ΓT ⊗ In

}
B(θ) =

= det
{
In ⊗ vec−1 (LATDΦYAB(t))−MAB(t)Γ

T ⊗ In
}
(LBDΦYAB(t)) ,

(Π.35)

где ΞP (MAB) = ΞQ (MAB) = MAB(t).
На основании уравнений (Π.33) и (Π.35) можем записать регрессионное

уравнение:

TQ
(
ΞQ (MAB)YAB

)
= TP

(
ΞP (MAB)YAB

)
L(θ),(Π.36)

где ΞP (MAB) = ΞQ (MAB) = 1.
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Умножив выражение (Π.36) на adj
{
TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}
, имеем регрес-

сионное уравнение YL(t) = ML(t)L(θ).
Получим регрессионное уравнение относительно xδ0. Используя свойства

операции векторизации

vec
(
ψd(θ)h

T
δ Φδ(t)xδ0

)
=
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
︸ ︷︷ ︸

n×nδ

vec
(
hTδ Φδ

)
︸ ︷︷ ︸

nδ

,

vec
((
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
vec

(
hTδ Φδ(t)

))
=
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
︸ ︷︷ ︸

n×nnδ

vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
︸ ︷︷ ︸

nnδ

,

выражение (3.1) возможно переписать следующим образом:

ξ̇(t) = A0ξ(t) + ψa(θ)y(t) + ψb(θ)u(t) +

+
(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
vec

(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.37)

Зададим ошибку:

e(t) = ξ(t)− z(t)− Ω(t)ψa(θ)− P (t)ψb(θ)− V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.(Π.38)

Дифференцируя (Π.38), аналогично (Π.2) получаем ė(t) = AKe(t). Тогда,
домножив (Π.38) на CT

0 , можем записать:

q(t) = CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) + CT
0 Ω(t)ψa(θ) +

+ CT
0 P (t)ψb(θ) + CT

0 V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.39)

С помощью свойств

xTδ0 ⊗ ψd(θ) = ψd(θ)xδ0,

vec (ψd(θ)xδ0) = (Inδ ⊗ ψd(θ))︸ ︷︷ ︸
nnδ×nδ

xδ0

выражение (Π.39) приводится к виду

q(t) = CT
0 e

AK(t−t0)e (t0) + CT
0 Ω(t)ψa(θ) +

+ CT
0 P (t)ψb(θ) + CT

0 V (t)vec
(
xTδ0 ⊗ ψd(θ)

)
.

(Π.40)

Для компенсации неизвестных слагаемых CT
0 Ω(t)ψa(θ)+CT

0 P (t)ψb(θ) вве-
дем вспомогательный сигнал

pe(t) = Δ(t)CT
0 Ω(t)ψa(θ) + Δ(t)CT

0 P (t)ψb(θ) =

= CT
0 Ω(t)LaY(t) + CT

0 P (t)LbY(t),
(Π.41)

где

LaY(t) = LaΔ(t)η(θ) = Δ(t)Laη(θ) = Δ(t)ψa(θ),

LbY(t) = Δ(t)Lbη(θ) = Δ(t)ψb(θ).
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Умножив (Π.40) на Δ(t) и вычитая из полученного выражения (Π.41),
имеем:

p(t) = Δ(t)q(t)− pe(t) =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ ⊗ ψd(θ))xδ0 +Δ(t)CT

0 e
AK(t−t0)e (t0) =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ ⊗ ψd(θ))xδ0 +Δ(t)CT

0 e
AK(t−t0)e (t0) .

(Π.42)

Для получения возможности косвенной реализации множителя ψd(θ)
умножим выражение (П.29b) на adj

{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
:

Yψd(t) = Mψd(t)ψd(θ),

Yψd(t) = adj
{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
TW

(
ΞW (Mθ)Yθ

)
,

Mψd(t) = det
{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
.

(Π.43)

Умножение (Π.42) на Mψd(t) и подстановка (Π.43) позволяют получить:

Mψd(t)p(t) = Mψd(t)Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ ⊗ ψd(θ))xδ0 =

= Δ(t)CT
0 V (t) (Inδ ⊗Yψd(t)) xδ0.

(Π.44)

Пропустив (Π.44) через фильтр (4.3) и умножив на adj {Vf (t)}, имеем ре-
грессионное уравнение Yxδ0(t) = Mxδ0(t)xδ0, что завершает доказательство
возможности формирования уравнения (4.2) на основании измеряемых сиг-
налов.

По доказанному в лемме 1 при ϕ(t) ∈ PE для всех t � t0 + T верно Δ(t) �
� Δmin > 0, а по предположениям 1–3 и доказанным выражениям:

det2 {X (θ)} > 0, det2 {R(θ)} > 0,

det2 {G (ψab)} > 0, det2 {P (ΘAB)} > 0,

det {Πθ (Δ)} � Δ�θ(t), det {ΠΘ (Mθ)} � M�Θ
θ (t),

det {Πψd (Mθ)} � M�ψd
θ (t), det {ΠL (MAB)} � Mn3+n

AB (t)

следует выполнение для всех t � t0+T следующих неравенств при ϕ(t) ∈ PE:

|Mθ(t)| =
∣∣det{TG

(
ΞG (Δ)Yab

)}∣∣ = |det {Πθ (Δ)}det {G (ψab)}| �
� |det {G (ψab)}|Δ�θ

min = Mθ > 0,

|MAB(t)| =
∣∣det{TX

(
ΞX (Mθ)Yθ

)}∣∣ = |det {ΠΘ (Mθ)} det {X (θ)}| �

�
∣∣∣det�Θ {G (ψab)}

∣∣∣ |det {X (θ)}|Δ�θ�Θ
min = MAB > 0,

|Mψd(t)| = det
{
TR

(
ΞR (Mθ)Yθ

)}
= |det {Πψd (Mθ)} det {R(θ)}| �

�
∣∣∣det�ψd {G (ψab)}

∣∣∣ |det {R(θ)}|Δ�θ�ψd
min = Mψd > 0,

|ML(t)| =
∣∣det{TP

(
ΞP (MAB)YAB

)}∣∣ = |det {ΠL (MAB)} det {P (ΘAB)}| �
� |det {P (ΘAB)}|Mn3+n

AB � |det {P (ΘAB)}|Mn3+n
AB = ML > 0.
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Чтобы оценить регрессор Mxδ0(t), сначала получим оценку снизу на реше-
ние дифференциального уравнения для Vf (t) при ϕ(t)∈PE и

(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈

∈PE:

Vf (t) =

t∫

t0

e−k2(t−τ)Δ2(τ)(Inδ ⊗ Yψd(τ))
TV T(τ)C0C

T
0 V (τ) (Inδ ⊗Yψd(τ)) dτ =

= (Inδ ⊗ ψd(θ))
T

t∫

t0

e−k2(t−τ )M2
ψd
(τ)Δ2(τ)V T(τ)C0C

T
0 V (τ)dτ (Inδ ⊗ ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ ⊗ ψd(θ))
T

t∫

t0

e−k2(t−τ)V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ (Inδ ⊗ ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ ⊗ ψd(θ))
T

⎡
⎢⎣
t−kT∫

t0

e−k2(t−τ)V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ+

+
k∑
k=1

t−kT+T∫

t−kT
e−k2(t−τ)V T(τ)C0C

T
0 V (τ)dτ

⎤
⎦ (Inδ ⊗ ψd(θ)) �

�M2
ψd
Δ2

mine
−k2t(Inδ ⊗ψd(θ))T

k∑
k=1

t−kT+T∫

t−kT
ek2τV T(τ)C0C

T
0 V (τ)dτ (Inδ ⊗ψd(θ)) �

� M2
ψd
Δ2

min(Inδ ⊗ ψd(θ))
T

k∑
k=1

e−k2kT
t−kT+T∫

t−kT
V T(τ)C0C

T
0 V (τ)dτ (Inδ ⊗ ψd(θ)) ,

где k � k � 1 – целые числа.
В соответствии с леммой 6.8 из [6] при

(
hTδ Φδ(t)⊗ In

)
∈ PE выполняется

неравенство

t+T∫

t

V T(τ)C0C
T
0 V (τ)dτ � αInnδ ,(Π.45)

а пользуясь свойствами кронекеровского произведения, имеем равенство:

(Inδ ⊗ ψd(θ))
T (Inδ ⊗ ψd(θ))︸ ︷︷ ︸

nnδ×nδ

=
(
ITnδ ⊗ ψT

d (θ)
)
(Inδ ⊗ ψd(θ)) =

= Inδ ⊗ ψT
d (θ)ψd(θ) = ψT

d (θ)ψd(θ)︸ ︷︷ ︸
>0

Inδ .
(Π.46)
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Тогда для всех t � t0 + T верно неравенство:

Vf (t) � M2
ψd
Δ2

minα

k∑
k=1

e−k2kTψT
d (θ)ψd(θ)

︸ ︷︷ ︸
>0

Inδ � nδ

√
Mxδ0Inδ ,(Π.47)

откуда для всех t � t0 + T имеем Mxδ0 � Mxδ0 > 0, что позволяет получить:

∀t � t0 + T |Mκ(t)| =
∣∣MnΘ

AB(t)M
n
L(t)Mnδ

xδ0
(t)
∣∣ �

� MnΘ
ABM

n
LMnδ

xδ0
= Mκ > 0.

(Π.48)

Доказательство леммы 3 завершено.
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АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ГАРАНТИЕЙ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ.

ЧАСТЬ III. ОБЪЕКТЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ1

Предлагается адаптивная система управления по вектору состояний
классом линейных систем в канонической управляемой форме с перемен-
ными неизвестными параметрами, описываемыми известными нестацио-
нарными генераторами с неизвестными начальными условиями. Решение
гарантирует глобальную экспоненциальную устойчивость замкнутой си-
стемы при конечном возбуждении регрессора, а также не требует апри-
орной информации о знаке коэффициента усиления. Полученные теоре-
тические результаты проиллюстрированы в рамках математического мо-
делирования.

Ключевые слова: адаптивное управление, переменные параметры, пара-
метрическая ошибка, конечное возбуждение, идентификация, экспонен-
циальная устойчивость.

DOI: 10.31857/S0005231023110089, EDN: OOHZIG

1. Введение

Классические алгоритмы адаптивного беспоискового управления при по-
стоянных неизвестных параметрах объекта гарантируют асимптотическую
устойчивость ошибки слежения (разницы между регулируемыми координа-
тами и координатами эталонной модели) [1]. Однако в приложениях реаль-
ные физические системы часто описываются моделями с переменными па-
раметрами. В этих условиях стандартные решения встречают сложности,
связанные с необходимостью компенсации в производной функции Ляпуно-
ва слагаемого, пропорционального скорости изменения неизвестных парамет-
ров [1, c. 552].

Если неизвестные переменные параметры экспоненциально сходятся к по-
стоянному значению, то асимптотическая устойчивость ошибки слежения со-

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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храняется [2, c. 339]. При произвольном изменении неизвестных параметров и
выполнении ограничительного условия неисчезающего возбуждения регрес-
сора базовые решения гарантируют ограниченность всех сигналов и сходи-
мость ошибки слежения в ограниченную область. Если упомянутое условие не
выполняется, то применение робастных модификаций базовых законов поз-
воляет обеспечить аналогичные свойства замкнутой системы [1, 2].

Рассмотрим основные существующие подходы к улучшению свойств базо-
вых решений.

В [3, 4] предлагается метод «заморозки переменных — congelation of vari-
ables», позволяющий заменить задачу оценки переменных неизвестных па-
раметров задачей оценки их постоянного математического ожидания. Оцен-
ка сверху на величину дисперсии параметров считается известной, а управ-
ление строится с применением статического нелинейного демпфирования.
В этой схеме закон адаптации компенсирует влияние математического ожи-
дания неизвестных параметров, а нелинейный демпфер обеспечивает подав-
ление влияния дисперсии. Решение обеспечивает асимптотическую устой-
чивость ошибки слежения и ограниченность всех сигналов замкнутой си-
стемы. Недостатком описанного метода является использование в управ-
лении степенных функций от координат объекта (регрессора) [5, c. 222–
223]. В качестве еще одного недостатка метода заморозки переменных вы-
деляют [6] невозможность компенсации параметрической неопределенности
вида θ(t)ϕ (x(t)) с ϕ (0) �= 0.

В [7–9] предложен подход, основанный на использовании комбинирован-
ных законов адаптации, в которых настройка параметров осуществляется с
использованием ошибки слежения и ошибки предсказания. По сравнению с
базовыми решениями [1, 2] комбинированные законы при тех же допущениях
(выполнение условия неисчезающего возбуждения регрессора или примене-
ние робастных модификаций) обеспечивают сходимость ошибки слежения в
область меньшего размера. В отличие от метода заморозки переменных [3, 4]
асимптотическая устойчивость не достигается. Подробный обзор некоторых
комбинированных законов идентификации переменных параметров приведен
во введении [10].

Также стоит отметить исследования [11–15]. В [11] предлагается простая
схема настройки среднегеометрического корня замкнутой системы, гаран-
тирующая асимптотическую устойчивость ошибки слежения. Недостатком
решения является необходимость знания коэффициента усиления объекта.
В [12] разработан закон адаптации с астатизмом первого порядка, расширяю-
щий применимость базовых законов настройки на класс систем с линейным
изменением неизвестных параметров. В [13–15] предлагается схема робастно-
го управления нестационарными линейными системами в форме вход-выход.
Ограничением подхода является необходимость знания знака высокочастот-
ного коэффициента усиления объекта и оценок сверху на все неизвестные
переменные параметры системы.
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Рассмотренные подходы [3–15], не используют априорную информацию о
функциональном характере изменения неизвестных параметров системы. Од-
нако, как известно [16], учет такой информации может существенно улучшить
свойства замкнутой системы. Недавно в [17, 18] был предложен основанный
на параметрической идентификации наблюдатель состояний нестационарных
систем. Параметры системы описываются известными нестационарными ге-
нераторами с неизвестными начальными условиями. Задача оценки состоя-
ний системы приводится к задаче идентификации начальных условий гене-
раторов и объекта. При выполнении условия конечного возбуждения регрес-
сора (наблюдаемости системы на конечном интервале) гарантируется экспо-
ненциальная или финитная сходимость параметрической ошибки и ошибки
наблюдения.

На основе результатов [17, 18] в этой работе предлагается свести задачу
управления к задаче оценки начальных условий генераторов параметров си-
стемы.

Рассматривается класс линейных полностью управляемых систем с пере-
менными параметрами, описываемыми известными нестационарными генера-
торами с неизвестными начальными условиями. Разница между идеальным и
формируемым управлением представляется в виде линейного регрессионного
уравнения с неизвестным регрессором относительно неизвестных начальных
условий генераторов. Затем по измеряемым состояниям и управлению в со-
ответствии с результатами [18] строится измеримое регрессионное уравнение
со скалярным невырожденным регрессором относительно начальных условий
генераторов. По полученной регрессии с использованием результатов первой
части [19] вводится закон настройки, в отличие от [3–15] при конечном воз-
буждении регрессора гарантирующий экспоненциальную сходимость ошибки
слежения к нулю.

Предложенное расширение результатов первой части [19] на класс систем
с переменными параметрами, кроме конечного возбуждения регрессора, до-
полнительно требует:

— знания оценок снизу и сверху на модуль коэффициента усиления объ-
екта;

— постоянства знака коэффициента усиления;
— использования проекционного оператора, предотвращающего деление

на ноль в управлении.
По сравнению с [3–11, 13–15] предложенный подход требует знания мат-

риц состояний и выхода нестационарных генераторов, а значит и физической
природы процессов, вызывающих изменения параметров системы.

Основные определения

При доказательстве теорем и утверждений будут использованы опреде-
ление конечного возбуждения регрессора и следствие из леммы Калмана–
Якубовича–Попова [1, 2].
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Опр е д е л е н и е 1. Регрессор ω(t) возбуждается конечно ω(t)∈FE на от-
резке [t+r ; te] , если существуют t+r � 0, te > t+r и α такие, что верно нера-
венство

te∫

t+r

ω (τ)ωT (τ) dτ � αIn×n,(1.1)

где α > 0 — степень возбуждения, In×n — единичная матрица.

Сл ед с т в и е 1. Для любой матрицы D > 0 управляемой пары (A, B)
с B ∈R

n×m, гурвицевой матрицей A∈R
n×n существуют матрицы P =

= PT > 0, Q∈R
n×m, K ∈R

m×m и число μ > 0 такие, что

ATP + PA = −QQT − μP, PB = QK,

KTK = D +DT.
(1.2)

2. Постановка задачи

Рассмотрим класс непрерывных линейных систем с переменными пара-
метрами2:

∀t � t+0 ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x
(
t+0
)
= x0,

A(t) = A0 + e1ϑ
T(t), B(t) = e1β(t),

A0 =

[
0(n−1)×1 In−1

01×n

]
, e1 =

[
0(n−1)×1

1

]
,

(2.1)

где x(t)∈R
n — координаты состояния с неизвестными начальными условия-

ми x0, u(t)∈R — управляющее воздействие, A0 ∈R
n×n — известная матрица

состояний, B(t)∈R
n, ϑ(t)∈R

n — неизвестные векторы, t+0 — известный на-
чальный момент времени. Пара (A(t), B(t)) полностью управляема для всех
t � t+0 в смысле критерия [20].

Относительно неизвестных переменных параметров системы (2.1) прини-
маются следующие допущения.
Допущени е 1. Векторы ϑ(t), B(t) ограничены, непрерывны и форми-

руются нестационарными генераторами3:
{
ẋϑ(t) = Aϑ(t)xϑ(t), xϑ

(
t+0
)
= xϑ0 ,

ϑ(t) = hϑxϑ(t),{
ẋB(t) = AB(t)xB(t), xB

(
t+0
)
= xB0 ,

B(t) = hBxB(t),

(2.2)

2 Результаты могут быть обобщены на MIMO системы в случае, если известна конкрет-
ная структура матриц A(t)∈R

n×n и B(t)∈R
n×m.

3 Матрицы Aϑ(t), AB(t) в общем случае могут нелинейно зависеть от состояний систе-
мы x(t).
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где xϑ(t)∈R
nϑ , xB(t)∈R

nB — координаты генераторов c неизвестны-
ми начальными условиями xϑ

(
t+0
)
, xB

(
t+0
)
, hϑ ∈R

n×nϑ , hB ∈R
n×nB ;

Aϑ(t)∈R
nϑ×nϑ , AB(t)∈R

nB×nB — известные векторы и матрицы.

Допущени е 2. Для |β(t)| известны оценки снизу βmin > 0 и сверху
βmax > βmin.

Допущени е 3. Коэффициент усиления β(t) имеет постоянный, но неиз-
вестный знак (sgn (β(t)) = const).

Требуемое качество управления в замкнутой управлением u(t) систе-
ме (2.1) зададим эталонной моделью с постоянными параметрами:

∀t � t+0 ẋref (t) = Arefxref (t) +Brefr(t), xref
(
t+0
)
= x0ref ,(2.3)

где xref(t)∈R
n — вектор координат состояния эталонной модели с известны-

ми начальными условиями x0ref ; r(t)∈R — сигнал задания; Aref ∈R
n×n —

гурвицева матрица состояний эталонной модели; Bref ∈R
n — вектор коэф-

фициентов усиления эталонной модели.
Для объекта (2.1) и эталонной модели (2.3) при управляемости пары

(A(t), B(t)) и выполнении допущения 3 возможно предположить выполнение
условия идеального отслеживания.
Допущени е 4. Существуют матрица Kx(t) = Aref −A(t)∈R

n×n и век-
тор Kr(t) =

[
BT(t)B(t)

]−1
BT(t)∈R

1×n такие, что верно

A(t) +B(t)Kr(t)Kx(t) = Aref , B(t)Kr(t)Bref = Bref .(2.4)

С учетом допущения 2 уравнение в отклонениях между уравнением объ-
екта (2.1) и эталонной модели (2.3) имеет вид

ėref (t) = Areferef (t) +B(t)u(t)− (Aref −A(t)) x(t)−Brefr(t) =

= Areferef (t) +B(t) (u(t)− u∗(t)) ,
(2.5)

где eref (t) = x(t)− xref (t), u∗(t) = Kr(t) (Kx(t)x(t) +Brefr(t)) .
Требуется построить закон управления u(t), гарантирующий достижение

цели экспоненциального регулирования:

Φ(t)∈FE ⇒ lim
t→∞ ‖eref (t)‖ = 0 (exp) ,(2.6)

где Φ(t) — некоторый обобщенный вектор измеримых сигналов.
Зам е ч а ни е 1. Допущение 1 из общего класса линейных систем с пере-

менными параметрами выделяет группу систем, для которых в работе ста-
вится и решается задача экспоненциального регулирования (2.6). В предло-
женном решении задачи используется информация о βmax > βmin > 0, что
требует принятия допущения 2. Математическое моделирование показы-
вает возможность выбора βmax → ∞, βmin → 0, что несколько ослабляет
строгость этого требования. Допущение 3 гарантирует непрерывность ко-
эффициентов Kx(t), Kr(t) управления u∗(t). Допущение 4 накладывает тре-
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бование структурного соответствия матриц эталонной модели (2.3) мат-
рицам объекта (2.1).
Зам е ч а ни е 2. Cистемы (2.1) с согласованной параметрической неопре-

деленностью (2.4) часто встречаются на практике. Например, уравнения
динамики углов Эйлера твердого тела при допущении его симметричности
описываются звеном второго порядка с согласованной неопределенностью.
Другим хорошим примером задачи управления при согласованных неопреде-
ленностях является регулирование координат манипулятора в формализме
Эйлера–Лагранжа.

3. Основной результат

В разделе 3.1 поставленную задачу экспоненциального регулирования (2.6)
сведем к задаче идентификации начальных условий xB0 , xϑ0 . В разделе 3.2
из измеримых сигналов составим регрессионное уравнение относительно
xB0 , xϑ0 и введем закон идентификации, доставляющий выполнение це-
ли (2.6).

3.1. Параметризация управления

Запишем управление u∗(t) через измеримые состояния объекта (2.1), (2.2)
и неизвестные параметры xB0 , xϑ0 . Для этого получим решения уравне-
ний (2.2):

ϑ(t) = hϑΦϑ(t)xϑ0 ,

B(t) = hBΦB(t)xB0 ,
(3.1.1)

где при выполнении допущений 2 и 3 выполняется неравенство

0 < β2min � xT
B0
G(t)xB0 � λmax (G(t)) ‖xB0‖2,

G(t) = ΦT
B(t)h

T
BhBΦB(t),

(3.1.2)

а фундаментальные матрицы Φϑ(t) и ΦB(t) измеримы и определены уравне-
ниями

Φ̇ϑ(t) = Aϑ(t)Φϑ(t), Φϑ
(
t+0
)
= Inϑ ,

Φ̇B(t) = AB(t)ΦB(t), ΦB
(
t+0
)
= InB .

С учетом (2.4) и (3.1.1) можем переписать уравнение идеального управле-
ния u∗(t) в требуемом виде

u∗(t) = Kr(t) (Kx(t)x(t) +Brefr(t)) =

=
xT
B0

ΦT
B(t)h

T
B

xT
B0

ΦT
B(t)h

T
BhBΦB(t)xB0

(
(Aref −A0)x(t)− e1ϑT(t)x(t)+Brefr(t)

)
=

=
xT
B0

ΦT
B(t)h

T
B

F (t)
e1

(
eT1 (Aref −A0)x(t)−xT

ϑ0Φ
T
ϑ (t)h

T
ϑx(t)+ e

T
1 Brefr(t)

)
,

(3.1.3)

где F (t) = xT
B0
G(t)xB0 > 0.
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Поскольку в соответствии с описанием системы (2.5) параметры xB0 и xϑ0
неизвестны, то выражение (3.1.3) мотивирует использование управления с
настраиваемыми параметрами:

u(t) =
x̂T
B0

(t)ΦT
B(t)h

T
B

F̂ (t)
e1

(
eT1 (Aref −A0) x(t)− x̂T

ϑ0
(t)ΦT

ϑ (t)h
T
ϑx(t) +

+ eT1Brefr(t)
)
,

(3.1.4)

где F̂ (t) = x̂T
B0

(t)G(t)x̂B0(t).

Утв е ржд е ни е 1. Ошибка u(t)− u∗(t) между формируемым (3.1.4) и
идеальным управлением (3.1.3) имеет вид

u(t)− u∗(t) = θ̃T(t)ω(t),(3.1.5)

где θ̃(t) =
[
x̃T
ϑ0
(t) x̃T

B0
(t)
]T ∈Rnϑ+nB — параметрическая ошибка, ω(t)∈

∈ R
nϑ+nB — неизмеримый регрессор.

Доказательство утверждения 1 и функциональное определение регрессо-
ра ω(t) приведены в Приложении.

Подставив (3.1.5) в (2.5), имеем:

ėref (t) = Areferef (t) +B(t)θ̃T(t)ω(t).(3.1.6)

Тогда в соответствии с результатами первой части работы требуется опре-
делить преобразования

Φ(t) = F1 (t, x(t), u(t),Φϑ(t),ΦB(t)) , z(t) = F2 (x(t)) ,

˙̂
θ(t) = G (Φ(t), z(t)) ,

совместно гарантирующие достижение цели экспоненциального регулирова-
ния в расширенном пространстве ошибок:

Φ(t)∈FE ⇒ lim
t→∞ ‖ξ(t)‖ = 0 (exp) ,(3.1.7)

где ξ(t) =
[
eTref (t) θ̃T(t)

]T
— обобщенная ошибка слежения.

3.2. Синтез адаптера

Получим регрессионное уравнение относительно неизвестных постоянных
параметров xB0 и xϑ0 идеального закона управления (3.1.3). Результат такой
параметризации представим в виде утверждения.
Утв е ржд е ни е 2. На основании состояний набора фильтров (AK ∈

∈ R
n×n — гурвицева матрица)

(3.2.1)

˙̄x(t) = AK x̄(t)− AKx(t), x̄
(
t+0

)
= 0n,

ϕ̇(t) =AKϕ(t)+ e1x
T(t)hϑΦϑ(t), ϕ(t+0 ) = 0n×nϑ ,

ψ̇(t) = AKψ(t) + hBΦB(t)u(t), ψ
(
t+0

)
= 0n×nB ,

υ̇(t) = AKυ(t) +A0x(t), υ
(
t+0

)
= 0n,

AK =

[
K ∈R

n I(n−1)×(n−1)

01×(n−1)

]
,
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процедур нормализации

z(t): =
eT1 (x(t)− x̄(t)− υ(t))

1 + ΦT(t)Φ(t)
ΨT(t): =

ΦT(t)

1 + ΦT(t)Φ(t)
,

ΦT(t): =
[
eT1 e

AK(t−t+0 ) eT1 ϕ(t) eT1 ψ(t)
]
,

(3.2.2)

динамического расширения

Δ̇(t) = e−σ(t−t
+
0 )Ψ(t)ΨT(t), Δ

(
t+0
)
= 0(nϑ+nB+n)×(nϑ+nB+n),(3.2.3a)

ẏ(t) = e−σ(t−t
+
0 )Ψ(t)z(t), y

(
t+0
)
= 0(nϑ+nB+n)(3.2.3b)

и смешивания

(3.2.3c) Y (t): = adj {Δ(t)} y(t), Ω(t): = det {Δ(t)}

имеем регрессионное уравнение относительно параметров xB0 и xϑ0 :

Υ(t) := LY (t) = Ω (Φ(t)) θ, L =
[
0(nϑ+nB)×n I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

]
,(3.2.4)

где если Φ(t)∈FE, то ∀t � te верно неравенство ΩUB(t) � Ω(t) � ΩLB > 0.
Доказательство утверждения 2 приведено в Приложении.
По уравнению (3.2.4) в соответствии с результатами теоремы 1 из [19] при

измеримом ω(t) возможно ввести закон настройки, гарантирующий достиже-
ние цели (3.1.7). В следующей теореме опишем закон настройки, решающий
задачу (3.1.7) при неизмеримом ω(t).
Те ор ем а 1. Пусть выполнены допущения 1–4 и Φ(t)∈FE, тогда закон

настройки

˙̂
θ(t) = −γ(t)Ω(t)

(
Ω(t)θ̂(t)−Υ(t)

)
= −γ(t)Ω2(t)θ̃(t), θ̂

(
t+0
)
= θ̂0,

γ(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, если Ω(t) < ρ∈ (0; ΩLB] ,

γ0λmax

(
ω̂(t)ω̂T(t)

)
+ γ1

Ω2(t)
иначе

(3.2.5)

при выборе γ0 > 0, γ1 � 0 гарантирует:

1)
∣∣∣θ̃i (ta)

∣∣∣ �
∣∣∣θ̃i (tb)

∣∣∣ ∀ta � tb;

2)

{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣

}
⇒ F̂ (t) > 0;

3) ∀t � t+0 ограниченность ξ(t)∈L∞;
4) экспоненциальную сходимость ξ(t) к нулю для всех t � te.
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Доказательство теоремы и определение величин V1(t), ω̂(t) приведены в
Приложении.

При невыполнении условий второго пункта теоремы в управлении (3.1.4)
возможно деление на ноль. Поэтому на практике закон управления (3.1.4)
следует дополнить проекционным оператором:

u(t) =
x̂T
B0

(t)ΦT
B(t)h

T
B

F̂prj(t)
e1 ×

×
(
eT1 (Aref −A0)x(t)− x̂T

ϑ0
(t)ΦT

ϑ (t)h
T
ϑx(t) + eT1Brefr(t)

)
,

F̂prj(t): =

{
x̂T
B0

(t)G(t)x̂B0(t), если x̂
T
B0

(t)G(t)x̂B0(t) > β2min > 0,

β2min иначе.

(3.2.6)

Предложенные преобразования F1 (.) и F2 (.) описываются выражениями
(3.2.1), (3.2.2), а преобразование G (.) — соответственно (3.2.3)–(3.2.5). В це-
лом разработанная адаптивная система управления состоит из закона управ-
ления (3.1.4), процедур обработки измеримых сигналов (3.2.1)–(3.2.4) и зако-
на адаптации (3.2.5). Фильтрация (3.2.1) позволяет по измеримым сигналам
x(t), u(t), Φϑ(t), ΦB(t) построить статическое регрессионное уравнение отно-
сительно неизвестных параметров xB0 , xϑ0 , x0. Нормализация (3.2.2) гаран-
тирует ограниченность регрессора Ψ(t), что по доказанному в утверждении 1
из [19] достаточно для ограниченности сверху Ω(t). Процедуры расширения и
смешивания (3.2.3) позволяют перейти от векторного регрессора Ψ(t) сначала
к матричному Δ(t), а затем и к скалярному Ω(t). Деление в законе настрой-
ки (3.2.5) на Ω2(t) является безопасной операцией в силу Ω(t) � ΩLB > 0 и
при правильном выборе параметра ρ позволяет обеспечить заданное величи-
ной γ0λmax

(
ω̂(t)ω̂T(t)

)
+ γ1 значение скорости сходимости параметрической

ошибки θ̃(t) к нулю.
Согласно результатам теоремы предложенная система, в отличие от боль-

шинства известных подходов [3–15] к управлению линейными системами
с переменными параметрами, обеспечивает экспоненциальное регулирова-
ние (2.6).
Зам е ч а ни е 3. Использование проекционного оператора (3.2.6) являет-

ся классическим и хорошо известным приемом для устранения сингуляр-
ности в схемах адаптивного управления (см., например, [1, с. 400]). При
выполнении условий второго пункта теоремы выбор βmin → 0 обеспечивает
отсутствие переключений в (3.2.6). В противном случае выбор βmin → 0 га-
рантирует конечное число переключений.

Зам е ч а ни е 4. На интервале
[
t+0 ; te

]
или при Φ(t) /∈ FE контур на-

стройки (3.2.5) параметров управления (3.1.4) разомкнут, а при произволь-
ном выборе начальных условий θ̂

(
t+0
)
качество управления может быть

произвольно плохим вплоть до потери устойчивости. Поэтому на прак-
тике при использовании предложенной адаптивной системы:
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i) выбор начальных условий θ̂
(
t+0
)
должен осуществляться с примене-

нием техник робастного управления таким образом, чтобы было априорно
известно об асимптотической устойчивости системы

ẋ(t) =
(
A(t) +B(t)K̂r(t)K̂x(t)

)
x(t) при ˙̂

θ(t)≡ 0 для всех t � t+0 ,

ii) закон управления (3.1.4) должен быть снабжен дополнительной ро-
бастной составляющей, гарантирующей ограниченность ошибки ξ(t) и удо-
влетворительное качество управления.

Например, a) при известном sgn (β(t)) и оценках βmin, βmax можно ис-
пользовать закон управления

u(t) = {(3.1.4) , (3.2.6)} − γ3 sgn (β(t)) eref (t)Pe1ω̂(t)ω̂
T(t), γ3 > 0

(см. лемму 2.2 из [5]), б) при неизвестном sgn (β(t)), но известных оценках
βmin, βmax можно воспользоваться управлением с демпфером и функцией
Нуссбаума [21]:

u(t) = {(3.1.4) , (3.2.6)} − γ3N (w(t)) eTref (t)Pe1ω̂(t)ω̂
T(t), γ3 > 0,

N (w(t)) = w2(t)cos (w(t)) ,

ẇ(t) = γ3γ4e
T
ref (t)Pe1e

T
1 Peref (t)ω̂(t)ω̂

T(t), γ4 > 0.

4. Численное моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенной адап-
тивной системы управления при выполнении и нарушении условий второго
пункта теоремы. Моделирование будем проводить, используя численное ин-
тегрирование явным методом Эйлера c постоянным шагом дискретизации
τs = 10−4 с.

4.1. sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)

и
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣
Матрицы объекта управления (2.1) для всех t � 0 зададим следующим

образом:

A(t) =

[
0 1

a1sin (a2t) a4e
a3t + a5

(
1− ea3t

)
]
,

B(t) =

[
0

b1cos (b2t) + b4e
b3t + b5

]
, x

(
t+0
)
=

[
−1
1

]
,

(4.1.1)

где a2 =1, a3 = b3 = −0,25, b2 =
√
12 — известные постоянные, a1 = −10,

a4 = 1, a5 = 7, b1 = 0,25, b4 = −2, b5 = −4 — неизвестные постоянные.
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Рис. 1. Переходные процессы по V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
)
и V T

1 (t)xB0 — а, F̂ (t) и F (t) — б .

Тогда матрицы и начальные условия генераторов (2.2) примут вид:

Aϑ(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0

−a22 0 0 0

0 0 a3 0

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦, xϑ0 =

⎡
⎢⎢⎣
−a1a2

0
a4 − a5
a5

⎤
⎥⎥⎦, hϑ =

[
1 0 0 0
0 0 1 1

]
,

AB(t) =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0

−b22 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 b3

⎤
⎥⎥⎦, xB0 =

⎡
⎢⎢⎣
0
b1
b5
b4

⎤
⎥⎥⎦, hB =

[
0 0 0 0
0 1 1 1

]
.

(4.1.2)

Матрицы эталонной модели (2.3), параметры фильтров (3.2.1), (3.2.3) и
некоторые параметры закона настройки (3.2.5) установим следующим обра-
зом:

Aref =

[
0 1
−8 −4

]
, Bref =

[
0
8

]
, AK =

[
−20 1
−100 0

]
, σ = 5,

ρ = 10−62, βmin = 0,1, βmax = 10, γ0 = 10−8, γ1 = 0,

θ̂0 =
[
0 0 0 0 0 1 −8 1

]T
.

(4.1.3)

Прежде всего проверим выполнение в эксперименте требований второй
части теоремы. На рис. 1 представлено сравнение функций V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)
и

V T
1 (t)xB0 , и F̂ (t) с F (t).
Разрывы на рис. 1 вызваны изменением направления собственного векто-

ра V1(t) (переходом элементов матрицы G(t) через ноль). Из рис. 1,a следу-
ет, что сделанный выбор начальных условий (4.1.3) гарантирует в проводи-
мом эксперименте выполнение условий второго пункта теоремы. Совместно
рис. 1,а и 1,б подтверждают импликацию

{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣

}
⇒ F̂ (t) > 0.
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Рис. 2. Переходные процессы по x(t) и xref (t) — а, u∗(t) и u(t) — б .
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Рис. 3. Переходные процессы по xϑ0 и x̂ϑ0(t) — а, xB0 и x̂B0(t) — б .
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Рис. 4. Переходные процессы по K̂x(t) и Kx(t) — а, K̂r(t) и Kr(t) — б .

Удостоверившись в выполнении условия F̂ (t) > 0, продолжим моделирова-
ние адаптивной системы. На рис. 2,а приведено сравнение координат состоя-
ния эталонной модели xref (t) (при x0ref = x0) и координат объекта управле-
ния x(t), а на рис. 2,б идеального u∗(t) и настраиваемого u(t) управлений.

На рис. 3,a приведены сравнения параметров xϑ0 и x̂ϑ0(t), на рис. 3,б —
xB0 и x̂B0(t).

На рис. 4 приведены сравнения параметров Kx(t), Kr(t) и их оценок
K̂x(t), K̂r(t), рассчитанных с помощью x̂ϑ0(t), x̂B0(t).
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Результаты моделирования подтверждают теоретические выводы, полу-
ченные в теореме 1. Действительно, при γ0 > 0, γ1 � 0 предложенная адап-
тивная система гарантирует достижение поставленной цели (2.6).

Переходные процессы, представленные на рис. 2–4, подтверждают от-
меченный в замечании 3 недостаток предложенной системы. На интервале
[0; 1] система управления функционирует с разомкнутым контуром адапта-
ции (3.2.5), что приводит к осцилляциям по x(t).

4.2. sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)

Рассмотрим тот же объект управления (4.1.1), (4.1.2) при тех же па-
раметрах (4.1.3) эталонной модели (2.3), фильтров (3.2.1), (3.2.3), зако-
на настройки (3.2.5), но при более реалистичном для практики сценарии
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
. Будем использовать модифицирован-

ный закон управления (3.2.6) и в соответствии с результатами первой се-
рии экспериментов установим γ0 = 10−10, γ1 = 10 и βmin = 1, ρ = 10−81, θ̂0 =
=
[
0 −8 −2 −2 0 1 −8 1

]T.
На рис. 5 представлено сравнение функций V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)
и V T

1 (t)xB0 ,
а также F̂ (t), F̂prj(t) с F (t).

Разрывы на рис. 5 вызваны изменением направления собственного век-
тора V1(t) (переходом элементов матрицы G(t) через ноль). Из рис. 5,a сле-
дует, что сделанный выбор начальных условий доставляет выполнение усло-
вию sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
. Рисунок 5,б демонстрирует работу

проекционного оператора (3.2.6). Совместно рис. 5,а и 5,б подтверждают им-
пликацию

sgn
(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
⇒ F̂ (t) � 0.

На рис. 6 приведено сравнение координат эталонной модели xref (t) (при
x0ref = x0) и координат объекта управления x(t), а также параметров Kx(t),
Kr(t) и оценок K̂x(t), K̂r(t).
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Рис. 6. Сравнение: x(t) и xref (t) — а, Kx(t) и K̂x(t) — б , Kr(t) и K̂r(t) — в.

Результаты эксперимента подтверждают способность настраиваемого за-
кона управления (3.2.6) эффективно противостоять возможному делению на
ноль при sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

�= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
.

Проведенные эксперименты полностью подтвердили теоретические выво-
ды, сделанные в теореме 1, замечаниях 3 и 4.

5. Заключение

Результаты первой части работы распространены на класс линейных си-
стем с переменными неизвестными параметрами, описываемыми известными
нестационарными генераторами с неизвестными начальными условиями.

Для этого класса систем предложено управление, решающее задачу отсле-
живания траекторий стационарной эталонной модели нестационарным объ-
ектом. Такое управление вычисляется по измеримым сигналам и неизвест-
ным начальным условиям генераторов параметров системы. Для идентифи-
кации начальных условий генераторов предложен закон идентификации, га-
рантирующий экспоненциальную устойчивость ошибки слежения eref (t) при
конечном возбуждении регрессора. Решение не требует знания знаков коэф-
фициента усиления, но требует оценок на его модуль.

Результат имеет общий с [19, 22] недостаток, а именно требует выполнения
условия конечного возбуждения регрессора даже для обеспечения ограничен-
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ности ошибки слежения. В замечании 4 приведены некоторые способы реше-
ния этой проблемы для систем с одним входом. Для систем с несколькими
входами обеспечение ограниченности без знания знака элементов матрицы
усиления является открытой проблемой.

Целью дальнейших исследований может являться распространение ре-
зультатов на а) задачи управления по выходу системами с переменными па-
раметрами, б) задачи управления при нарушении условий согласованности,
в) системы с несколькими входами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Введем следующие обозначения:

ϑ̂(t) = hϑΦϑ(t)x̂ϑ0(t),

B̂(t) = hBΦB(t)x̂B0(t),

v(t) = eT1 (Aref −A0) x(t) + eT1 Brefr(t).

(Π.1)

С учетом (Π.1) разница u(t)− u∗(t) имеет вид (для краткости зависимости
от времени временно опущены):

u− u∗ =
B̂T

F̂
e1

(
v − ϑ̂Tx

)
− BT

F
e1
(
v − ϑTx

)
±

±B
T

F
e1

(
v − ϑ̂Tx

)
= −B

Te1
F

ϑ̃Tx+

(
B̂Te1

F̂
− BTe1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
.

(Π.2)

Приведем разность B̂Te1
F̂

− BTe1
F к виду с линейной зависимостью относи-

тельно B̃ и F̃ :

B̂Te1

F̂
− BTe1

F
=
B̂Te1F ± B̂Te1F̂ −BTe1F̂

F̂F
=

=
−B̂Te1

(
F̂ − F

)
+
(
B̂T −BT

)
e1F̂

F̂F
=

=
−B̂Te1F̃ + B̃Te1F̂

F̂F
=

−B̂Te1

F̂F
F̃ + B̃T e1

F
.

(Π.3)

Рассмотрим ошибку F̃ отдельно:

F̃ = B̂TB̂ −BTB +BTB̂ −BTB̂ =

=
(
B̂T −BT

)
B̂ +BT

(
B̂ −B

)
= B̃TB̂ +BTB̃.

(Π.4)
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Подстановка выражений (Π.4), (Π.3) в (Π.2) позволяет получить:

u− u∗ = −B
Te1
F

ϑ̃Tx−
(
B̂Te1

F̂F
B̃TB̂ +

B̂Te1

F̂F
BTB̃ − B̃T e1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
=

= −B
Te1
F

xTϑ̃−
(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
B̃ =

(Π.5)

= −B
Te1
F

xThϑΦϑx̃ϑ0 −

−
(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT1

F

)(
v − ϑ̂Tx

)
hBΦBx̃B0 = θ̃Tω,

где

θ̃ =
[
x̃T
ϑ0

x̃T
B0

]T
, ω =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
(
BTe1
F

xThϑΦϑ

)T

−ΦT
Bh

T
B

[(
B̂Te1

F̂F
B̂T +

B̂Te1

F̂F
BT − eT1

F

)(
v− ϑ̂Tx

)]T

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

что завершает доказательство утверждения 1.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Введем в рассмотрение ошибку

χ(t) = x(t)− x̄(t). Дифференцируя χ(t) по времени, получим:

χ̇(t) = ẋ(t)− ˙̄x(t) =

= A(t)x(t) +B(t)u(t)−AK x̄(t) +AKx(t) =

= AK (x(t)− x̄(t)) +A(t)x(t) +B(t)u(t) =

= AKχ(t) +A0x(t) + e1x
T(t)ϑ(t) +B(t)u(t) =

= AKχ(t) +A0x(t) + e1x
T(t)hϑΦϑ(t)xϑ0 + hBΦB(t)u(t)xB0 .

(Π.6)

Решение дифференциального уравнения (Π.6) с учетом домножения на eT1
имеет вид:

eT1 [χ(t)− υ(t)] = eT1 [x(t)− x̄(t)− υ(t)] =

= eT1 e
AK(t−t+0 )x

(
t+0
)
+ eT1 ϕ(t)xϑ0 + eT1 ψ(t)xB0 =

= eT1 e
AK(t−t+0 )x0 + eT1 ϕ(t)xϑ0 + eT1 ψ(t)xB0 =

=
[
eT1 e

AK(t−t+0 ) eT1 ϕ(t) eT1 ψ(t)
]⎡⎣

x0
xϑ0
xB0

⎤
⎦: = ΦT(t)η.

(Π.7)
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Применив к регрессионному уравнению (Π.7) процедуры нормализации
(3.2.2), динамического расширения (3.2.3a), (3.2.3b) и смешивания (3.2.3c),
пользуясь свойством adj {Δ(t)}Δ(t) = det {Δ(t)} I(nϑ+nB+n)×(nϑ+nB+n), име-
ем измеримое регрессионное уравнение (3.2.4).

Доказательство выполнения для всех t � te неравенства ΩUB(t) �
� Ω(t) � ΩLB > 0 при выполнении условия Φ(t)∈FE было получено в утвер-
ждении 4 из [23].
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство первой части теоремы

совпадает с доказательством первой части теоремы из [19].
В целях доказательства второй части теоремы выполним собственное раз-

ложение матрицы G(t):

∀t � t+0 F (t) = xT
B0
V (t)Λ(t)V T(t)xB0 =

= xT
B0
V1(t)Λ1(t)V

T
1 (t)xB0 = ΘT(t)Λ1(t)Θ(t),

V (t) =
[
V1(t) V2(t)

]
, Λ(t) =

[
Λ1(t) 0rG(t)×r̄G(t)

0r̄G(t)×rG(t) 0r̄G(t)

]
,

Λ1(t) = diag
{
λ1(t), λ2(t), . . . , λrG(t)(t)

}
, λmin (Λ1(t)) > 0,

где V1(t)∈R
nB×rG(t), V2(t)∈R

nB×r̄G(t), Λ(t)∈R
nB×nB , rG(t) = rank {G(t)},

r̄G(t) = nB − rG(t).

На основании введенного разложения запишем оценку снизу на функцию
F̂ (t):

∀t � t+0 F̂ (t) = B̂T(t)B̂(t) = x̂T
B0

(t)V1(t)Λ1(t)V
T
1 (t)x̂B0(t) =

= Θ̂T(t)Λ1(t)Θ̂(t) � λmin (Λ1(t))
∥∥∥Θ̂(t)

∥∥∥
2
> 0.

(Π.8)

На основании выражения (Π.8) для F̂ (t) > 0 необходимо и достаточно удо-
влетворить неравенство

∀t � t+0

∥∥∥Θ̂(t)
∥∥∥
2
=

rG(t)∑
i=1

(
Θ̂i(t)

)2
�= 0,

�
∀i∈ 1, rG(t)

∣∣∣Θ̂i(t)
∣∣∣ �= 0,

(Π.9)

где Θ̂i(t) — i-й элемент вектора Θ̂(t)∈R
rG(t).

Получим для всех t � t+0 функциональное определение оценки Θ̂i(t). Для
этого решим дифференциальное уравнение (3.2.5)

∀t � t+0 x̃B0(t) = φ
(
t, t+0

)
x̃B0

(
t+0
)
,(Π.10)
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умножим (Π.10) на V T
1 (t) и прибавим Θ(t) к левой и правой частям произве-

дения:

V T
1 x̃B0(t) + Θ(t) = Θ̂(t) = φ

(
t, t+0

)
V T
1 (t)x̃B0

(
t+0
)
+Θ(t),

�
Θ̂i(t) = φ

(
t, t+0

)
Θ̃0
i (t) + Θi(t),

(Π.11)

где φ
(
t, t+0

)
= e

−βmax

t∫

t+
0

{
0, если t<te,
γ0λmax(ω̂(τ)ω̂T(τ))+γ1 иначе dτ

, Θ̃0
i (t) = Θ̂0

i (t) − Θi(t),
Θ̂0
i (t) — i-й элемент вектора V T

1 x̂B0

(
t+0
)
.

Тогда (П.9) выполняется, если верно

Θ̂i(t) = φ
(
t, t+0

)
Θ̃0
i (t) + Θi(t) �= 0 ⇒ φ

(
t, t+0

)
Θ̃0
i (t) �= −Θi(t) ⇒

⇒ sgn
(
φ
(
t, t+0

))
︸ ︷︷ ︸

=1

�= sgn

(
−Θi(t)

Θ̃0
i (t)

)
= sgn

(
−Θi(t)

Θ̂0
i (t)−Θi(t)

)
⇒

⇒ sgn
(
Θ̂0
i (t)−Θi(t)

)
�= −sgn (Θi(t)) ⇒

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

sgn
(
Θ̂0
i (t)

)
= sgn (Θi(t))

∣∣∣Θ̂0
i (t)

∣∣∣ > |Θi(t)|

⎫⎪⎬
⎪⎭

⇒

⇒
{
sgn

(
V T
1 (t)x̂B0

(
t+0
))

= sgn
(
V T
1 (t)xB0

)
∣∣V T

1 (t)x̂B0

(
t+0
)∣∣ > ∣∣V T

1 (t)xB0

∣∣
}
,

(Π.12)

что подтверждает справедливость второй части теоремы.
Перейдем к доказательству третьей и четвертой частей теоремы. Соглас-

но следствию из леммы Калмана–Якубовича–Попова для пары (Aref , In×n),
любой постоянной матрицы D > 0 найдутся матрицы Q∈R

n×n, K ∈R
n×n и

постоянная μ > 0, такие что существует решение системы уравнений

AT
refP + PAref = −QQT − μP, PIn×n = QK,

KTK = D +DT,
(Π.13)

или эквивалентного в частном случае D = 0,5k2In×n,K = k2In×n, k = 1 урав-
нения Риккати

AT
refP + PAref + PPT + μP = 0.(Π.14)
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Для анализа устойчивости введем следующую квадратичную форму:

V = ξTHξ = γ0e
T
refPeref +

β2max

2
θ̃Tθ̃,

H = blockdiag
{
γ0P,

β2max

2
I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

}
,

λmin (H)︸ ︷︷ ︸
λm

‖ξ‖2 � V (‖ξ‖) � λmax (H)︸ ︷︷ ︸
λM

‖ξ‖2,

(Π.15)

где матрица P соответствует решению системы (Π.13) при K = k2In×n,
D = 0,5k2In×n, k = 1 или эквивалентному уравнению Риккати (Π.14).

Производная квадратичной формы (Π.15) в силу уравнений (3.1.6) и (3.2.5)
имеет вид

V̇ = γ0

[
eTref

(
AT
refP + PAref

)
eref + 2θ̃TωeTrefPB

]
− β2maxθ̃

TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeTrefPeref −eTrefQQTeref +2θ̃TωeTrefPIn×nB

]
−β2maxθ̃

TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeTrefPeref − eTrefQQ

Teref + 2θ̃TωBTQTeref

]
− β2maxθ̃

TγΩ2θ̃.

(Π.16)

Дополнив выражение (Π.16) до полного квадрата, получим:

V̇ = γ0

[
− μeTrefPeref − eTrefQQ

Teref + 2eTrefQBω
Tθ̃ ±

± 2θ̃TωBTBωTθ̃
]
− β2maxθ̃

TγΩ2θ̃ =

= γ0

[
−μeTrefPeref −

(
eTrefQ−BωTθ̃

)2
+ θ̃TωBTBωTθ̃

]
−

− β2maxθ̃
TγΩ2θ̃ �

� γ0

[
−μeTrefPeref + θ̃TωFωTθ̃

]
− β2maxθ̃

TγΩ2θ̃.

(Π.17)

Теперь рассмотрим две ситуации t < te и t � te. В первой ситуации, в
наиболее консервативном случае, согласно утверждению 1 верно Ω(t) = 0 и∥∥∥θ̃(t)

∥∥∥ =
∥∥∥θ̃ (t+0

)∥∥∥.
Тогда для любого t < te можем переписать уравнение (Π.17) в виде

V̇ � −μγ0eTrefPeref + γ0θ̃
T (t+0

)
ωFωTθ̃

(
t+0
)
± β2maxθ̃

Tθ̃ �
� −μγ0eTrefPeref − β2maxθ̃

Tθ̃ + γ0θ̃
T (t+0

)
ωFωTθ̃

(
t+0
)
+

+ β2maxθ̃
T (t+0

)
θ̃
(
t+0
)
.

(Π.18)

Введем понятие максимального собственного числа матрицы
ω(t)BT(t)B(t)ωT(t) на интервале времени [0; te):

δ = supmax
∀t<te

λmax

(
ω(t)F (t)ωT(t)

)
.(Π.19)
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Функция F (t) ограничена по допущению 2, скорость изменения регрес-
сора ω(t) при выполнении допущения 1 не превосходит экспоненциальной,
а поэтому верно δ ∈L∞.

С учетом (Π.19) уравнение (Π.18) для t < te может быть переписано в виде

V̇ � −μγ0λmin (P ) ‖eref‖2 − β2max

∥∥∥θ̃
∥∥∥

2
+
(
γ0δ + β2max

) ∥∥∥θ̃ (t+0
)∥∥∥

2
�

� −η1V + rB ,
(Π.20)

где η1 = min
{
μλmin(P )
λmax(P ) ; 2

}
, rB =

(
γ0δ + β2max

) ∥∥∥θ̃ (t+0
)∥∥∥

2
.

Решив дифференциальное уравнение (Π.20), имеем:

∀t < te: V (t) � e−η1(t−t
+
0 )V

(
t+0
)
+
rB
η1
.(Π.21)

Учитывая λm‖ξ(t)‖2 � V (t) и V
(
t+0
)
� λM

∥∥ξ (t+0
)∥∥2, из (Π.21) имеем оцен-

ку для всех t < te на вектор обобщенной ошибки слежения:

‖ξ(t)‖ �
√
λM
λm

e−η1(t−t
+
0 )
∥∥ξ (t+0

)∥∥2 + rB
λmη1

�
√
λM
λm

∥∥ξ (t+0
)∥∥2 + rB

λmη1
.(Π.22)

Откуда следует ограниченность ξ(t) для всех t < te.
Для второй ситуации, учитывая справедливость по утверждению 1 для

всех t � te неравенства 0 < ΩLB � Ω(t) � ΩUB и определение коэффициента
усиления γ, из (Π.18) для t � te получим:

V̇ � −μγ0eTrefPeref + γ0θ̃
TωFωTθ̃ −

− β2maxθ̃
T
(
γ0λmax

(
ω̂ω̂T)+ γ1

)
Ω2

Ω2
θ̃ =

= −μγ0eTrefPeref + γ0θ̃
TωFωTθ̃ − β2maxθ̃

T [γ0λmax

(
ω̂ω̂T)+ γ1

]
θ̃.

(Π.23)

Определим регрессор ω̂(t) следующим образом:

ω̂(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−
(
βmax

β2
min

xThϑΦϑ

)T

−ΦT
Bh

T
B

[(
B̂Te1

β2
minF̂ e

T
1 e1

B̂T +
B̂Te1

β2
minF̂ e

T
1 e1

βmaxe
T
1 − eT1

β2
mine

T
1 e1

)(
v − ϑ̂Tx

)]T

⎤
⎥⎥⎥⎦.

Учтем справедливость для любого ω(t) неравенства

γ0θ̃
TωFωTθ̃ − θ̃Tγ0β

2
maxλmax

(
ω̂ω̂T) θ̃ =

= θ̃T (γ0ωFωT − γ0β
2
maxλmax

(
ω̂ω̂T) I(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

)
︸ ︷︷ ︸

�−κI(nϑ+nB)×(nϑ+nB)

θ̃ � 0(Π.24)
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и перепишем (Π.23) в виде

V̇ � −γ0μeTrefPeref − θ̃T (κ+ β2maxγ1
)
θ̃ �

� −μγ0λmin (P ) ‖eref‖2 −
(
κ+ β2maxγ1

) ∥∥∥θ̃
∥∥∥

2
� −η2V,

(Π.25)

где η2 = min
{
μλmin(P )
λmax(P ) ; 2

(
κ

β2
max

+ γ1

)}
.

Решив неравенство (Π.25), для t � te имеем V (t) � e−η2(t−te)V (te) .

Учитывая λm‖ξ(t)‖2 � V (t), V (te) � λM‖ξ (te)‖2 и выражение (Π.22), по-
лучим для t � te оценку на вектор обобщенной ошибки слежения:

‖ξ(t)‖ �
√
λM
λm

e−η2(t−te)‖ξ (te)‖2 �
√
λM
λm

(
λM
λm

∥∥ξ (t+0
)∥∥2 + rB

λmη1

)
.(Π.26)

Откуда вместе с (Π.22) следует ξ(t)∈L∞ и экспоненциальная сходимость
для всех t � te ошибки ξ(t) к нулю со скоростью, прямо пропорциональной
параметрам γ0, γ1, что и требовалось доказать в третьем и четвертом пунктах
теоремы.
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