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В 2023 г. научная общественность отмечает 110 лет со дня рождения ве-
ликого ученого в области автоматического управления, теоретика ракетно-
космической техники и организатора науки вице-президента Академии наук
СССР Бориса Николаевича Петрова.
Б.Н. Петров родился 11 марта 1913 г. в Смоленске. После окончания шко-

лы в 1930 г. он уехал в Москву. После обучения в фабрично-заводском учи-
лище с октября 1932 г. по сентябрь 1933 г. работал токарем по металлу.
В 1933 г. поступил в МЭИ на электромеханический факультет. В 1939 г.
Борис Николаевич с отличием закончил МЭИ. Дипломный проект на тему
«Автоматическое регулирование котлов с пылеугольной топкой» он писал
под руководством своего учителя — академика Виктора Сергеевича Кулеба-
кина. Проект был признан выдающимся. По предложению В.С. Кулебакина
в 1939 г. Б.Н. Петров был направлен на работу в Комитет телемеханики и
автоматики АН СССР, на базе которого в том же году был создан Инсти-
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тут автоматики и телемеханики (ИАТ), ныне Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН (ИПУ РАН). В этом институте Б.Н. Петров про-
работал всю жизнь, пройдя путь от младшего научного сотрудника до дирек-
тора Института. В октябре 1940 г. Борис Николаевич поступил в аспирантуру
ИАТ, его научным руководителем был Вадим Александрович Трапезников.
В годы Великой Отечественной войны ИАТ был эвакуирован в Ульяновск,
где Б.Н. Петров активно вел научную работу, занимался проблемой авто-
матизации отбраковки изделий. В 1945 г. Б.Н. Петров представил к защите
кандидатскую диссертацию на тему «Анализ автоматических копироваль-
ных систем», за которую ему сразу была присуждена ученая степень доктора
технических наук. После защиты диссертации Борис Николаевич вел актив-
ную научную и педагогическую деятельность. Он рано приобрел огромный
приоритет в среде ведущих ученых, обладал выдающимися организаторски-
ми способностями. Это было замечено руководством АН СССР, и в 1947 г. по
представлению бюро Отделения технических наук Б.Н. Петров был назначен
исполняющим обязанности директора ИАТ. В 1949 г. он стал заведующим ка-
федрой «Системы автоматического управления летательными аппаратами»
Московского авиационного института им. С. Орджоникидзе (МАИ), руково-
дил кафедрой до конца жизни и воспитал большое число известных ученых
и специалистов авиационной и космической техники.
Основные научные труды Б.Н. Петрова относятся к теории управления

динамическими объектами: теории инвариантности систем автоматического
управления, теории адаптивных и терминальных систем, нелинейных серво-
механизмов и систем с переменной структурой, системам автоматического
управления авиационными и космическими аппаратами, основам построения
высокоточных измерительных устройств.
Плодотворная деятельность Б.Н. Петрова получила высокую оценку в на-

шей стране и за рубежом. Он был удостоен званий Героя Социалистического
Труда, Ленинской премии и двух Государственных премий, награжден отече-
ственными и зарубежными наградами. Б.Н. Петров был действительным чле-
ном Международной академии астронавтики, членом Чехословацкой, Вен-
герской, Болгарской и Польской академий наук. Ленинская премия (1966 г.)
была присуждена Б.Н. Петрову за участие в создании и изготовлении много-
местных пилотируемых кораблей-спутников «Восход-1» и «Восход-2», прове-
дении их запусков и осуществлении первого в мире выхода человека в косми-
ческое пространство; за участие в создании и изготовлении автоматических
станций «Луна-9» и «Луна-10», их запуске и осуществлении мягкой посад-
ки на поверхность Луны, передачу на Землю фотографий лунной панорамы
и выводе на окололунную орбиту первого в мире искусственного спутника
Луны.
Б.Н. Петров был одним из активных организаторов международных сим-

позиумов IFAC по тематике, посвященной управлению в пространстве и
мирному использованию космоса: Норвегия (1965), Австрия (1967), Фран-
ция (1970), Италия (1973), СССР (1974), ФРГ (1975), Англия (1979). С 1966 по
1980 г. Б.Н. Петров был Председателем Совета по международному сотруд-
ничеству и использованию космического пространства «Интеркосмос». В ка-
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честве председателя «Интеркосмоса» при Академии наук СССР академик
Б.Н. Петров принял активное участие в организации и реализации совместно-
го экспериментального пилотируемого полета советского корабля «Союз-19»
и американского корабля «Apollo». Борис Николаевич был не только круп-
ным ученым, но и выдающимся организатором науки. С 1963 г. он бессмен-
но был академиком-секретарем Отделения механики и процессов управления
АН СССР, а в 1979 г. его избрали вице-президентом Академии наук СССР.
Вся научная жизнь Б.Н. Петрова была связана с ИПУ РАН, в котором

развиваются основные современные теоретические направления по управ-
лению космическими объектами, летательными аппаратами и динамически-
ми объектами, инициированные академиком Б.Н. Петровым. К ним относит-
ся теория терминального и адаптивного управления космическими объекта-
ми в штатных и нештатных условиях эксплуатации с различным уровнем
априорной и текущей информации. В 70-х годах Б.Н. Петровым была по-
ставлена проблема разработки формальных моделей и методов проектирова-
ния информационно-управляющих систем космических аппаратов и их про-
граммного обеспечения. На основе единой методологии разработаны методы
и средства формализации, алгоритмы и программы проектирования опти-
мальных модульных систем обработки данных реального времени. Получи-
ла дальнейшее развитие теория оптимального управления с использованием
векторного критерия при синтезе алгоритмов, обеспечивающих реализацию
желаемых траекторий движения динамических объектов. При решении за-
дач подавления влияния внешних возмущений на систему управления, кроме
классических методов, используется теория анизотропийного управления и
фильтрации для линейных дискретных стохастических систем. Для решения
задач информационного обеспечения систем управления летательными аппа-
ратами предложен и развивается метод пространственного и углового отно-
сительного позиционирования при использовании в качестве измерительной
информации параметров градиента индукции магнитного поля.
Настоящий сборник содержит статьи, в которых представлены результа-

ты решения задач, возникающих в рамках указанных выше теоретических
направлений.

В.М. Глумов, доктор технических наук
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЗАИМНОГО РАСПОЛОЖЕНИЯ ОБЪЕКТОВ
НА ОСНОВЕ МАГНИТОГРАДИЕНТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

Работа посвящена решению актуальной задачи определения взаимно-
го пространственного расположения объектов и их взаимной ориента-
ции. Поставлена задача: на основе исследования особенностей диффе-
ренциальной пространственной структуры магнитного поля локального
дипольного источника показать принципиальную возможность простран-
ственного и углового относительного позиционирования при использова-
нии в качестве измерительной информации параметров градиента индук-
ции магнитного поля в тензорной форме и в форме вектора градиента
абсолютной величины. Приведено решение задачи, рассмотрены особен-
ности и ограничения для обеих форм представления. Кратко представ-
лены принципы построения магнитоградиентных измерительных систем,
рассмотрены ограничения технической реализации, показана целесооб-
разность использования источника переменного магнитного поля. Приве-
дены результаты демонстрационных экспериментов, доказывающих воз-
можность применения предложенного метода позиционирования для раз-
личных инженерных задач.

Ключевые слова: относительное позиционирование, индукция магнитного
поля, градиент магнитного поля, тензор градиента.
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1. Введение

Решение многих инженерных задач так или иначе связано с необходи-
мостью определения относительного взаимного расположения объектов при
их взаимодействии. Так, высокоточный контроль необходим для управления
движением при дозаправке топливом в воздухе; швартовке судна к причалу,
наливному терминалу или буровой платформе; посадке летательного аппа-
рата на ограниченную площадку, стыковке космических и подводных аппара-
тов [1–3]. Решение задачи относительного позиционирования предполагает,
что в системе координат, связанной с одним из объектов, требуется опреде-
лить радиус-вектор точки расположения другого объекта, а также их взаим-
ную угловую ориентацию. Сегодня для решения такого рода задач приме-
няются гироинерциальные системы, многоантенные ГНСС-приемники, опти-
ческие системы и т.п., однако во многих случаях техническое решение суще-
ственно осложняется особенностями условий применения, становясь при этом
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избыточно громоздким. Во многих случаях точность позиционирования ока-
зывается недостаточной. Значительные перспективы в развитии методов от-
носительного позиционирования открывает возможность использования маг-
нитоградиентных измерений. Основу идеи составляет тот факт, что направ-
ление и абсолютная величина вектора индукции магнитного поля точечного
дипольного излучателя в некой точке пространства в полной мере опреде-
ляются величиной и направлением вектора дипольного магнитного момента
источника и положением точки измерения. Характер зависимости напряжен-
ности поля позволяет по данным, полученным измерителем поля локального
излучателя, определить одновременно их взаимное пространственное и угло-
вое расположение.

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующую схему. Пусть в начале системы координат распо-
лагается локальный дипольный излучатель магнитного поля с произвольным
направлением вектора дипольного магнитного момента М, а измерение поля
осуществляется в произвольной точке пространства, определяемой радиус-
вектором r в этой системе координат (рис. 1).

Рис. 1. Вектор дипольного магнитного момента и вектор индукции поля в системе
координат, связанной с диполем-излучателем.

Для потенциала магнитного поля UB локального дипольного излучателя
в связанной с ним системе координат справедливо соотношение:

UB =
μμ0r

TM

4π (rTr)3/2
.(1)

Здесь μ и μ0 — магнитная проницаемость среды и магнитная постоянная в
междунарожной системе единиц (СИ) соответственно.
Дифференцируя (1), получим значения для вектора индукции поля:

∇UB =
μμ0 |M|
4π|r|5

⎛
⎜⎝
3y21 − |r|2
3y1y2

3y1y3

⎞
⎟⎠ ,(2)
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а также тензора его градиента:

U = ∇∇TUB =
3μμ0 |M|
4π|r|7 ×

×

⎛
⎜⎝
−2y31 + 3y1y

2
2 + 3y1y

2
3 −4y21y2 + y32 + y2y

2
3 −4y21y3 + y22y3 + y33

−4y21y2 + y32 + y2y
2
3 y31 − 4y1y

2
2 + y1y

2
3 −5y1y2y3

−4y21y3 + y22y3 + y33 −5y1y2y3 y31 + y1y
2
2 − 4y1y

2
3

⎞
⎟⎠ .(3)

Пусть параметры магнитного поля в точке наблюдения определяются тензор-
ным градиентометрическим измерителем, система координат которого ориен-
тирована относительно источника поля произвольно. Определение парамет-
ров тензора градиента заключается в измерении значений поля в нескольких
точках пространства вблизи точки с радиус-вектором r [5].
Поставим задачу: зная величину и направление вектора дипольного маг-

нитного момента источника поля в связанной с ним системе координат, а так-
же располагая результатами измерений параметров тензора градиента поля
в области расположения точки наблюдения в системе координат измерителя,
определить параметры радиус-вектора между источником и измерителем по-
ля, а также направление вектора дипольного магнитного момента излучателя
в системе координат измерителя.

3. Позиционирование по измерениям тензора
градиента магнитного поля

Важные для решения задачи позиционирования параметры тензора (3)
могут быть получены измерением поля в пространственно разнесенных, од-
нако достаточно близких по отношению к расстоянию до источника, точках
пространства (чтобы можно было ограничиться линейным приближением за-
висимости изменения поля от расстояния).
Потенциал магнитного поля — гармоническая функция. Поэтому тен-

зор (3) симметричен, а его след равен нулю. Таким образом, он содержит
не девять, а всего пять независимых компонент. Более того, ортогональными
преобразованиями система координат измерителя может быть приведена к
главным осям тензора. В этой системе отличны от нуля только его диаго-
нальные элементы.
Угловое расхождение α систем координат главных осей тензора y′ и систе-

мы y определяется углом ϕ между вектором дипольного магнитного момента
и радиус-вектором r (рис. 2). При знании угла ϕ между радиус-вектором r и
направлением вектора M из (3) следует, что значения углов α и ϕ связаны
с соотношениями главных компонент тензора (рис. 3). Также из (3) следует,
что при повороте системы координат измерителя вокруг оси y3 на 180◦ зна-
чение тензора остается неизменным, только поменяются местами и сменят
знак его главные компоненты. Рисунок 3 это наглядно показывает.
Тот факт, что значения углов α и ϕ определяются одними и теми же со-

отношениями значений главных компонент тензора (угол α при этом опре-
деляется с точностью до 180◦), дает основания для определения по данным
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Рис. 2. К параметрам тензора градиента поля точечного диполя: главные оси тен-
зора в точке измерения поля.
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Рис. 3. Зависимость параметров тензора от значения угла ϕ: а) — углового расхож-
дения систем координат (угол α), б ) — значений главных компонент тензора U′.

магнитоградиентных измерений направлений радиус-вектора r и вектора ди-
польного момента M. При известном значении абсолютной величины диполь-
ного магнитного момента может быть определено и расстояние между излу-
чателем и измерителем, что и составляет решение задачи относительного
позиционирования.
К сожалению, решение задачи позиционирования неоднозначно. Распола-

гая результатами измерений компонент тензора U′ в некой точке простран-
ства, задачу позиционирования диполя-излучателя в системе главных осей
тензора можно рассматривать следующим образом:
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Рис. 4. Неопределенность при определении ДММ по измерениям тензора градиента
магнитного поля.

В интервале от 0◦ до 90◦ по ϕ компонента U′
11, отвечающая значению вто-

рой производной по первой компоненте, максимальна по амплитуде и отрица-
тельна. Задав соответствующим образом направление первой оси, необходи-
мо так выбрать направление третьей, чтобы ей соответствовала минимальная
амплитуда градиента. Вторая ось дополняет тройку до правой.
В интервале от 90◦ до 180◦ по ϕ компонента U′

22, отвечающая второй
производной по второй компоненте, максимальна по амплитуде и положи-
тельна. Задав соответствующим образом направление второй оси, необходимо
так выбрать направление третьей оси, чтобы ей соответствовала минималь-
ная амплитуда градиента. Направление первой оси должно задавать правую
тройку.
В интервале от 360◦ до 180◦ по ϕ компоненты тензора ведут себя так же,

как и в интервале от 0◦ до 180◦. Таким образом, угол ϕ можно определить
лишь с точностью до знака. При этом если для ϕ от 0◦ до 180◦ определяется
угол α, то для ϕ от 360◦ до 180◦ это угол — α.
В силу нечувствительности к повороту на 180◦ компоненты тензора гради-

ента определяют два возможных направления точки расположения диполей-
излучателей, которые могли бы создать измеренный градиент —M иM′. Эти
возможные излучатели расположены оппозитно относительно точки наблю-
дения, одинаковы по величине и противоположны по направлению. Кроме
того, результатам измерений так же отвечают еще два диполя M′′ и M′′′
в силу симметрии относительно оси диполя (рис. 4).
Таким образом, задача определения положения дипольного излучателя

по измерениям тензора градиента однозначно решается только в случае, ес-
ли априори известен квадрант его расположения. Из рис. 4 также видно,
что дополнительная информация о направляющих косинусах вектора поля B
позволит сразу же отбросить неверные гипотезы, а если считать известной
абсолютную величину дипольного магнитного момента излучателя, то со-
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гласно (2) и (3) можно определить и расстояние до диполя, т.е. получить
необходимую информацию для решения задачи относительного позициони-
рования.
Заметим, однако, что результат измерений параметров тензора градиен-

та поля точечного излучателя инвариантен к повороту системы координат,
связанной с источником поля, вокруг оси, направление которой совпадает
с направлением вектора дипольного магнитного момента. Это означает, что
для определения взаимной угловой ориентации объектов проведенных изме-
рений недостаточно.
Для решения этой задачи может быть привлечена дополнительная инфор-

мация, для некоторых условий вполне органичная. Так, при сближении судна
с причалом, направления вертикальных осей в системах, связанных с источ-
ником поля и измерителем, можно считать совпадающими. Если источник
поля размещен на конусе заправочного шланга, а вектор дипольного момен-
та направлен вдоль него, то влияние поворота системы координат вокруг
вектора момента ничего не меняет с точки зрения процесса стыковки при
дозаправке в воздухе.
Полное же решение задачи позиционирования может быть получено, если

расположить на одном из взаимодействующих объектов не один, а несколько
дипольных излучателей. Техническая возможность выполнения корректных
измерений в этом варианте рассмотрена ниже.

4. Позиционирование с использованием векторного
магнитоградиентометра

Важно заметить, что на аппаратном уровне измерение компонент тензо-
ра (3) предполагает использование трех пространственно разнесенных век-
торных датчиков — измерителей индукции поля. Сегодня такого рода при-
боры характеризуются невысокими показателями точности.
Некоторым образом большей точностью обладают скалярные магниточув-

ствительные датчики, непосредственно измеряющие абсолютное значение ин-
дукции поля. Их функционирование основано на квантовых эффектах пре-
цессии атомов в поляризованном свете (квантовый магнитометр с оптической
накачкой) или протонов (протонный и оверхаузеровский магнитометры) [6].
В связи с этим интересно рассмотреть возможность определения простран-
ственного расположения и ориентации источника поля по результатам опре-
деления вектора градиента абсолютной величины вектора индукции магнит-
ного поля. Компоненты этого вектора могут быть измерены системой, со-
ставленной из четырех пространственно разнесенных скалярных датчиков.
Значение вектора градиента абсолютной величины индукции поля и тензора
градиента связаны соотношением

∇ |B| = (∇BT
)
(B/ |B|) .(4)

Это соотношение получается при дифференцировании |B| =
√
BTB. Полу-

чается, что для решения задачи позиционирования по данным векторной гра-
диентометрии при измерениях необходимо определить не только скалярные
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ной индукции.
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Рис. 6. Расхождение направлений радиус-вектора и вектора градиента.

значения поля в четырех точках, но и направление вектора поля (отношение
B/ |B| в (4)).
Расчеты показывают, что вектор градиента направлен преимущественно

в сторону источника (рис. 5). Величина углового расхождения β между век-
тором градиента и направлением на излучатель зависит от угла ϕ между
направлениями радиус-вектора r и вектора дипольного момента M. Макси-
мальное значение расхождения составляет порядка 15◦.
Зависимость углового расхождения β радиус-вектора и вектора градиен-

та от направления на диполь показана на рис. 6. Хорошо видно, что даже
при непосредственных измерениях вектора градиента задача определения на-
правления на диполь-излучатель решается хотя и грубо, однако без неодно-
значности, присущей тензорным измерениям.
По данным измерений вектора при известном значении дипольного маг-

нитного момента может быть вычислено расстояние до источника, но для
определения радиус-вектора необходима дополнительная информация. Эта
дополнительная информация может быть получена по серии измерений при
движении объектов друг относительно друга. Также можно использовать по-
казания нескольких разнесенных градиентометров. Поскольку осями симмет-
рии эквивалентных решений являются линии, проведенные через точку изме-
рений параллельно и перпендикулярно оси диполя, то уже для трех не лежа-
щих на одной прямой градиентометров результатом определения положения
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источника будет единственная точка. Заметим, что такая схема, хотя и слож-
на технически, не требует задания величины дипольного момента источника,
т.е. позволяет не только избавиться от неоднозначности, но и локализовать
источник, определив при этом величину его дипольного момента.

5. Ограничения технической реализации

Выбор формы представления магнитоградиентной информации, а значит,
и способа измерений, и структуры магнитоизмерительной установки для ре-
шения задачи относительного позиционирования во многом определяется осо-
бенностями условий применения. Немалую роль играют особенности функ-
ционирования датчиков, динамика движения объектов, наличие помех в зоне
применения и многое другое. Однако важно, что кроме поля, обусловленного
работой искусственного диполя-излучателя, измеритель неизбежно регистри-
рует естественное магнитное поле земли, очень большое по величине, обыч-
но имеющее существенный градиент, а также непредсказуемо изменчивое во
времени под действием естественных геомагнитных возмущений.
Этот факт, тем не менее, не следует считать существенным препятствием

для приведения в действие рассмотренных выше методов и алгоритмов, по-
скольку в качестве источника поля можно использовать катушку индуктив-
ности (петлевой диполь), питаемую переменным током определенной фор-
мы. Такой подход позволяет использовать двух- и трехдипольный излуча-
тель, преодолев тем самым неоднозначность в определении направления на
источник в случае применения тензорного измерителя. Задача выделения на
приеме вектора поля каждого из излучателей в отдельности существенной
сложности не представляет.
Другого рода сложности в применении рассмотренных алгоритмов ока-

зываются связанными с особенностями функционирования магниточувстви-
тельных датчиков и, в первую очередь, влиянием магнитных помех в процес-
се измерений. Использование переменного магнитного поля позволяет при-
менить алгоритмы узкополосной фильтрации, что существенно уменьшает
это негативное влияние. Более того, указанный подход позволяет в качестве
измерителей использовать индукционные магнитометры, не способные изме-
рить постоянную составляющую поля, однако обладающие существенно более
высокой чувствительностью по отношению к датчикам других типов.
Важно также отметить, что рассмотренные алгоритмы являются базовы-

ми и не учитывают принципиально важных аспектов возможной технической
реализации. Так, источник поля предполагается локальным, а точнее, точеч-
ным дипольным излучателем. Однако технически реализуемый излучатель
неизбежно имеет ненулевой размер, а потому его поле отличается от поля
идеального диполя. Степень отличия по мере удаления уменьшается, однако
при значительном удалении существенно снижается амплитуда измеряемого
поля, в полной мере проявляются ограничения чувствительности и точности
датчиков, негативное влияние различных внешних помех.
Аналогичные сложности технической реализации характерны и для гради-

ентных измерителей поля. Само определение градиента как второй производ-
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ной потенциала предполагает, что приращения вектора индукции поля вдоль
выделенных направлений измерены в точке на бесконечно малых приращени-
ях расстояния. В технической реализации даже при небольших расстояниях
между точками измерений поля расхождение значений, скажем, производ-
ной ∂B

∂x и отношения
�B
�x присутствует непременно и вследствие существенно

нелинейной зависимости величины поля от расстояния (|B| ∼ 1/ |r|3) неиз-
бежно растет по мере приближения к источнику поля. В этом же контексте
отдельного внимания заслуживает рассмотрение возможности использования
скалярных датчиков для построения векторного градиентометра. Высокоточ-
ные и высокочувствительные скалярные квантовые магнитометры с оптиче-
ской накачкой могли бы использоваться при малом расстоянии между ними
в структуре установки, однако их устройство таково, что приближение дат-
чиков друг к другу ближе 1,5 м радикально искажает показания. Не менее
важными факторами, способными разрушить стройную схему базовых алго-
ритмов, являются и другие несовершенства различных магниточувствитель-
ных датчиков и измерительной системы в целом: ориентационные ошибки,
различного рода нелинейности, температурный дрейф нулей и масштабных
коэффициентов и т.п.

6. Эксперименты по оценке точности определения
взаимного положения

Приведенные особенности технической реализации делают не вполне оче-
видной саму возможность приведения базовых алгоритмов в действие и объ-
ясняют стремление к проведению экспериментов, способных пролить свет на
реально достижимые возможности в части: требуемых характеристик дат-
чиков и измерительной системы в целом, доступного диапазона расстояний
между источником и измерителем поля, степени влияния различного рода
помех, потенциально достижимой точности определения геометрических па-
раметров, быстродействия. Для оценки технической реализуемости и под-
тверждения эффективности рассмотренных алгоритмов была проведена се-
рия экспериментов, задачей которых являлась оценка точности определения
расстояний и направлений в реальных условиях с учетом естественных маг-
нитных помех и ограниченной точности магниточувствительных датчиков,
а также ограниченной точности контроля дипольного магнитного момента
излучателя.
В качестве источника поля использовался петлевой излучатель — плоская

катушка индуктивности диаметром 500 мм, 100 витков, питаемая током в
форме меандра частотой 4 Гц. Амплитуда дипольного магнитного момента
составляла порядка 35 Ам2, для упрощения контроля направление вектора
было установлено горизонтальным. Магнитоградиентный измеритель тензор-
ного типа был составлен из трех векторных феррозондовых магнитометров
НВ0302 [7], обладающих чувствительностью на уровне 1,0–5,0 нТл. Датчики
устанавливались на вращающейся платформе в горизонтальной плоскости по
вершинам равностороннего треугольника с длиной ребра 1,0 м. Выполнению
экспериментов предшествовала серия калибровочных процедур, освещение
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теоретических основ и технологии которых выходят за рамки темы данной
статьи. Последовательность же измерительных процедур в финальной схеме
эксперимента была представлена следующими сериями.
При известном расстоянии от центра треугольника магнитоградиентной

системы до источника поля (это расстояние составляло от 5 м) выполнялась
серия измерений, в которых магнитоградиентная измерительная установка
оставалась неподвижной, а петлевой излучатель, сохраняя свое расположение
в пространстве, последовательно изменял направление дипольного момента
в азимуте. Затем измерительная установка, оставаясь на месте, изменяла свое
положение в азимуте. Эта серия позволяла оценить точность определения на-
правления на источник и направления вектора его дипольного момента. Из-
мерения в этой последовательности были выполнены дважды. Первая часть
служила основанием для проведения процедур калибровки, а по данным дру-
гой осуществлялся контроль точности.
Вторая серия экспериментов заключалась в контроле точности определе-

ния расстояния до источника поля при различных направлениях вектора ди-
польного магнитного момента. Магнитоизмерительная установка оставалась
неподвижной, а петлевой излучатель с шагом 2,0 м отдалялся от измерителя
на расстояние от 5 до 13 м. В каждом положении выполнялось четыре из-
мерения при разных направлениях вектора дипольного магнитного момента.
В данной серии оценивалась точность определения расстояния до источника
на различных дистанциях и при различных направлениях вектора дипольно-
го момента.
В ходе экспериментов получены следующие результаты.
На рис. 7 показаны результаты эксперимента по определению расстояния

до источника по данным измерения градиента. По горизонтали отложены за-
данные значения расстояния между диполем-излучателем и измерительной
установкой, по вертикали — счисленные. Кривой показано счисленное значе-
ние, горизонтальными отрезками — осредненное для каждого из интервалов
времени, соответствующих удалению диполя от точки к точке с шагом 1,0 м.
Из рисунка видно, что расстояние до источника в представленной схе-

ме эксперимента вычисляется в целом достоверно. Небольшое расхождение
объясняется несовершенством условий эксперимента: существенным влияни-
ем магнитных помех в зоне измерений, а также погрешностью размещения
диполя-излучателя относительно измерительной системы. Результирующая
точность в данном эксперименте составила 4–9% в зависимости от величины
определяемого расстояния.
На рис. 8 приведены два графика, показывающие возможность опреде-

ления по данным магнитоградиентных измерений параметров взаимной уг-
ловой ориентации приемной системы и излучателя. На графиках показаны
результаты изменения во времени определения значений углов азимутальной
ориентации вектора дипольного магнитного момента (направление вектора
момента) и выделенной оси измерительной установки (ориентация измерите-
ля). Счисленные значения отложены по вертикальной оси. Отрезками пря-
мых на графиках показаны предустанавливаемые значения. Из рисунка хо-
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Рис. 7. Вычисление расстояния до источника поля.
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Рис. 8. Вычисление параметров угловой ориентации.

рошо видно, что в данном эксперименте направление на диполь-излучатель
определено по результатам магнитоградиентных измерений в целом точнее,
чем направление вектора дипольного момента, однако, принимая во внима-
ние простоту схемы измерений, в целом показана достаточная достоверность
работы алгоритмов определения обоих направлений.
Результирующая точность определения ориентации измерителя составила

3–10◦ в зависимости от расстояния. Результирующая точность определения
направления вектора дипольного момента зависит не только от расстояния,
но и от ориентации измерителя. Она составила 10–30◦ в зависимости от рас-
стояния.
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7. Заключение

Приведенное в работе исследование позволило сформулировать базовые
принципы перспективного метода относительного углового и пространствен-
ного взаимного позиционирования объектов. Приведенные расчеты показы-
вают принципиальную возможность построения конструктивно и функцио-
нально простых высокоточных систем, полезных для решения задач управ-
ления движением объектов при их взаимодействии: причаливании, стыков-
ке, дозаправки в воздухе, контроле положения корабля относительно якоря
и т.п. Проведенные на практике и кратко представленные в данной рабо-
те эксперименты подтвердили техническую возможность построения систем,
работающих на принципах рассмотренных в работе алгоритмов.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПЛАНА ПЕРЕХВАТА ПРЯМОЛИНЕЙНО
ДВИЖУЩИХСЯ ЦЕЛЕЙ1

Рассматривается задача комбинаторной оптимизации поиска плана пе-
рехвата в простых движениях прямолинейно движущихся целей как мо-
дификация динамической задачи коммивояжера. Вводятся новые для та-
кой задачи макрохарактеристики и определения, которые используются
для классификации полученных решений. Описаны векторные критерии,
составленные из нескольких функционалов, имеющих прикладное зна-
чение. Для двух типов критериев доказаны принципы неоптимальности
простоя и максимальной скорости. Предложен и реализован интеллек-
туальный полнопереборный алгоритм с элементами динамического про-
граммирования для поиска оптимальных планов по введенным крите-
риям перехвата. Для набора различных начальных обстановок собрана
статистика решений разработанного алгоритма, на которой исследованы
предложенные макрохарактеристики и сделаны выводы об их примени-
мости в качестве локальных правил для жадного алгоритма поиска суб-
оптимального плана перехвата.

Ключевые слова: динамическая задача коммивояжера, комбинаторная
оптимизация, перехват в простых движениях.
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1. Введение

Непрерывное развитие интеллектуальных технологий в сфере автономных
беспилотных аппаратов делает возможным их совместное использование в
различных миссиях и сценариях, которые еще в недавнем времени рассмат-
ривались как невозможные. Одним из таких сценариев применения служит
задача предотвращения проникновения прямолинейно движущихся целей в
заданную точку пространства посредством их перехвата. Оказывается, что
при формализации и дальнейшем решении задачи перехвата множества це-
лей важную роль играет проблема оптимального выбора порядка их обхода.
Строго говоря оптимальный, с точки зрения одного критерия, выбор может
оказаться плохим при использовании другого критерия. Например, если под

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 23-19-00134).
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оптимальным выбором порядка обхода движущихся целей наивно понимается
такой выбор порядка обхода, что все вражеские цели должны быть перехваче-
ны за наименьшее время на наибольшей от защищаемой точки дистанции, то
можно показать внутреннюю противоречивость такого требования. Действи-
тельно, если представить ситуацию, в которой один защитник противостоит
двум вражеским целям, причем одна из них быстрая, а другая медленная,
то при атаке места старта защитника с диаметрально противоположных сто-
рон, быстрее всего по времени будет сначала перехватить медленную цель,
дав быстрой подобраться ближе, но если перехватить сначала быструю цель,
а потом медленную, то наименьшее расстояние до защищаемой точки будет
больше, чем в первом случае.
Известная в литературе под названием “динамическая задача коммивоя-

жера” (ДЗК) [1, 2] или Moving Targets Traveling Salesman Problem (MTTSP)
[3, 4] является самой близкой по смыслу к исследуемой в данной работе задаче
построения оптимального плана перехвата движущихся целей. ДЗК является
обобщением задачи коммивояжера (ЗК). В 1972 г. была показана NP-полнота
задачи о гамильтоновом цикле, что подразумевает NP-полноту ДЗК [5]. Од-
ной из первых постановок ДЗК для прямолинейно движущихся целей стала
работа [1], в которой было установлено, что аппарат динамического програм-
мирования может применяться для построения эффективного алгоритма по-
иска оптимального плана перехвата.
В ДЗК, как правило, предполагается, что объект управления имеет ди-

намику простых движений (управляемым входом служит вектор скорости).
При определенных условиях [1, 4] такое предположение позволяет перейти
от дискретно-непрерывной задачи оптимизации к дискретной. Модель про-
стых движений может быть достаточно грубым приближением для построе-
ния опорных траекторий реального объекта управления, однако использо-
вание более точных моделей, учитывающих, например, маневренность объ-
екта управления, не позволяют перейти от дискретно-непрерывной задачи
к дискретной для получения точного решения даже в случае неподвижных
целей [6, 7]. При этом, если объект управления достаточно маневренный и ди-
станции при перемещении между целями велики (в сравнении с минималь-
ным радиусом разворота такого объекта), то учет маневренности в задаче
планирования обхода целей не оказывает влияния на структуру оптимально-
го плана.
Методы решения ДЗК можно разделить на следующие категории:

• с дискретизацией времени [3, 8, 9] или без [1, 4, 8, 10, 11];
• дающие оптимальное решение [3, 4, 8] или субоптимальное [9–11];
• детерминированные [1, 3, 4, 8, 9, 12] или случайные [10, 11, 13].
Для задачи предотвращения достижения целями заданной точки с воз-

вращением коммивояжера в нее после каждой встречи с целью на основе
понятия опасности цели предложен алгоритм построения гарантированного
плана перехвата [4].
В настоящей работе будет рассмотрена задача оптимизации плана пере-

хвата для векторного критерия, формализованы понятия опасности, удоб-
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ства и сложности перехвата, предпочтение будет отдано детерминированным
методам без дискретизации времени и дающим оптимальное решение (без
гарантий быстрого завершения).
Статья состоит из введения, четырех разделов и заключения и имеет сле-

дующую структуру. В разделе 2 формализуется новая постановка задачи по-
иска оптимального плана для перехвата прямолинейно движущихся в одну
защищаемую точку целей, вводятся множество допустимых планов, вектор-
ные критерии задачи, дается определение гарантированного плана перехвата.
В разделе 3 доказываются теоремы о гарантированности перехвата и о прин-
ципе неоптимальности простоя, а также вводятся новые понятия опасности
обстановки, удобства и сложности плана перехвата. Раздел 4 посвящен ин-
теллектуальному алгоритму полного перебора, значительно сокращающего
количество операций вызова функций вычисления перехвата. Далее, в раз-
деле 5 приводятся результаты моделирования на основе предложенного ал-
горитма и статистически исследуются свойства оптимальных планов. В раз-
деле 6 формируются планы дальнейшей работы.

2. Постановка задачи

2.1. Математическая модель

Полагаем, что защищаемая точка расположена на плоскости в начале ко-
ординат, а цели появляются на внешней границе круга радиуса R в слое тол-
щиной 2ΔR в секторе с центральным углом α. Цели движутся прямолинейно
с известными скоростями, находящимися в заданном диапазоне [vmin, vmax].
Коммивояжер в исходный момент времени находится в начале координат и
движется в классе простых движений со скоростью v(t) ∈ [0, V ], при этом
V > vmax. Будем считать, что движущиеся цели нужно обойти и обслужить
коммивояжеру как можно дальше от защищаемого объекта, подвергая его
как можно меньшей опасности.
Опр е д е л е н и е 1. Совокупность начальных условий для движущихся

целей и коммивояжера с фиксацией всех параметров задачи назовем началь-
ной обстановкой.
Обстановка может изменяться, поскольку меняются и уточняются текущие
данные об объектах. Поскольку за начальный момент времени может быть
выбран любой момент, в котором известны все параметры задачи, то ситуа-
цию в этот момент будем называть текущей обстановкой.
Будем считать, что таких целей всего m штук и каждая из них в началь-

ный момент времени расположена в точке

r0j = (x0j , y
0
j ), где j = 1, . . . ,m.

Также будем считать, что каждая цель движется с постоянной скоростью

vj = (vx,j, vy,j).

Таким образом, траектория движения каждой цели представляет собой пря-
мую линию

rj(t) = r0j + vjt, j = 1, . . . ,m(1)
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с ограничениями на параметры следующего вида:

||vj || ∈ [vmin, vmax], vmax < V,

||r0j || ∈ [R−ΔR,R+ΔR],

arctg
y0j
x0j

∈
[π
2
− α

2
,
π

2
+
α

2

]
.

(2)

После момента времени, когда какая-либо цель достигнет начала коорди-
нат, обслуживать ее не имеет смысла. Этот момент времени для цели под
номером j можно вычислить следующим образом:

t0j =
‖r0j‖
‖vj‖ .(3)

Динамика коммивояжера описывается системой дифференциальных урав-
нений следующего вида:

ẋI(t) = v(t) cosψ(t), v(t) ∈ [0, V ];

ẏI(t) = v(t) sinψ(t), ψ(t) ∈ [0, 2π);
(4)

где rI(t) = (xI(t), yI(t)) — положение коммивояжера в момент времени t;
ψ(t) — управление направлением скорости на плоскости. Коммивояжер в на-
чальный момент находится в начале координат, rI(t) = (xI(0), yI (0)) = (0, 0).
Чтобы привести формальную постановку задачи построения плана как за-

дачи оптимизации, требуется привести формальное описание модели задачи,
определить, что подразумевается под решением этой задачи, какие решения
являются допустимыми и какой критерий качества используется при поиске
решения.
Принципы неоптимальности простоя и движения на максимальной скоро-

сти будут доказаны в работе далее. Функция перехвата строится для задачи
наискорейшего перехвата цели, движущейся равномерно по прямой, с помо-
щью коммивояжера, имеющего кинематику простых движений, и сводится к
поиску наименьшего положительного корня следующего квадратного урав-
нения относительно времени перехвата τ :

(rj + vjτ)
2 = V 2τ2.

Здесь rj = rj(t)− rI(t) – вектор относительного положения коммивояжера
и цели с номером j, rI(t) – текущее положение коммивояжера, V – макси-
мальная скорость коммивояжера, vj – вектор скорости цели. Обозначим наи-
меньший неотрицательный корень этого уравнения через τ(rj ,vj). Можно
показать, что в случае v2

j < V 2 справделиво выражение

τ(rj ,vj) =
(vj , rj) +

√
(vj, rj)2 + r2j (V

2 − v2
j )

V 2 − v2
j

.(5)
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2.2. Индивидуальный план

Будем говорить, что для коммивояжера задан индивидуальный план π по
обслуживанию k ∈ {0, . . . ,m} целей, если π является кортежем из k различ-
ных чисел изM = {1, . . . ,m}. Порядок следования чисел в кортеже определя-
ет порядок обслуживания целей. Пространство всех индивидуальных планов
по обслуживанию k ∈ {0, . . . ,m} целей можно описать так:

Πk =
{
(π1, . . . , πk) ∈ Mk : ∀p, q ∈ {1, . . . , k} p 	= q → πp 	= πq

}
.

Рассмотрим пример m = 2:

Π0 = {()},
Π1 = {(1, ), (2, )},
Π2 = {(1, 2), (2, 1)}.

Здесь () обозначает пустой кортеж (индивидуальный план, предписывающий
бездействие). Таким образом, если для коммивояжера задан индивидуальный
план π = (π1, . . . , πk) ∈ Πk, то в соответствии с этим индивидуальным планом
коммивояжер должен обслужить сначала цель с номером π1, затем цель с
номером π2 и т.д.
Пространство всех планов для заданного количества целей m представля-

ет собой следующее множество:

Π =

m⋃
k=0

Πk.

Для начала вычислим минимальное время T (π), которое требуется комми-
вояжеру для того, чтобы исполнить индивидуальный план π = (π1, . . . , πk).
Используя определение τ(rj ,vj) из (5), можно получить следующее рекур-
сивное выражение:

T (π) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, k = 0;

τ(r0π1
,vπ1), k = 1;

t+ τ(rπk
(t)− rI(t),vπk

), k > 1, здесь t = T ((π1, . . . , πk−1)).

(6)

Выпишем также ограничение, которое заключается в том, что всякая во-
шедшая в план цель должна быть обслужена вовремя, т.е. до попадания в
начало координат. Пусть каждый индивидуальный план π = (π1, . . . , πk). То-
гда справедливо

OnTime(π) =
(∀j ∈ {1, . . . , k} : T ((π1, . . . , πj)) � tπj

)
.

Заметим, что последнее ограничение может быть проверенно рекуррент-
но. Пусть для индивидуального плана π = (π1, . . . , πk) выполнено соответ-
ствующее ограничение и цель j не учтена в индивидуальном плане π. Тогда

22



для проверки ограничения для индивидуального плана π + j = (π1, . . . , πk, j)
можно воспользоваться следующим выражением:

OnTime(π + j) = OnTime(π) & T (π + j) � tj.

Таким образом, множество допустимых планов представляет собой сле-
дующее множество:

ΠA = {π ∈ Π : OnTime(π)} .

2.3. Критерии и определения

Будем ассоциировать с критерием качества задачи некоторый функционал
потерь J . Очевидно, что чем ниже потери, тем лучше решение. Функционал
потерь должен быть задан на множестве допустимых планов ΠA, т.е. каж-
дый план, который позволяет вовремя обойти указанные движущиеся цели,
поддается оценке понесенных потерь в результате своего исполнения. Оп-
тимальным решением задачи построения плана обхода является наилучший
план π∗ ∈ ΠA, который минимизирует значение функционала потерь:

π∗ ∈ arg min
π∈ΠA

J [π].(7)

Так как множество допустимых планов ΠA конечно и содержит хотя бы один
элемент (которым является пустой план, заключающийся в абсолютном без-
действии коммивояжера), то поставленная задача минимизации всегда имеет
решение, быть может, не единственное. Знак равенства в выражении π∗ =
= argminπ∈ΠA

J [π] ставится, если решение единственно.
Перечислим основные функционалы, которые могут быть использованы

далее для построения критерия задачи.
• Количество целей, пропущенных в начало координат. Если план π ∈ ΠA,
то начала координат достигнут все цели, которые не вошли в индивиду-
альный план π, т.е. количество пропущенных целей считается так

n0[π] = m− card(π),

где card(π) – длина плана π.
• Время выполнения плана. Вычисляется как время исполнения индивиду-
ального плана

Tsum[π] = T (π).

• Минимальное расстояние приближения целей. Если план π ∈ ΠA, то ми-
нимальное расстояние подлета целей к началу координат вычисляется так

Dmin[π] = min
j∈{1,...,m}

‖rπj (T ((π1, . . . , πj)))‖.

Если план π пустой, то формально будем считать, что Dmin[π] = 0.
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Не все из перечисленных функционалов сами по себе годятся на роль кри-
терия задачи. Действительно, если минимизировать время выполнения плана
само по себе, то пустой план, состоящий в бездействии, будет оптимальным,
так как на его исполнение требуется ноль единиц времени. В целом само-
стоятельную роль из описанных выше функционалов играет лишь функци-
онал потерь, характеризующий количество целей, долетевших до начала ко-
ординат.
Опр е д е л е н и е 2. Назовем план перехвата гарантированным, если

n0[π] = 0. Множество гарантированных планов обозначим через ΠG.
Чтобы адекватно учитывать перечисленные функционалы в итоговом

функционале потерь или критерии задачи, понадобится некоторое обобщение
самого понятия сравнения. Большинство из перечисленных функционалов
обретают смысл в задаче минимизации, если в качестве критерия выступает
некоторая комбинация представленных функционалов. Например, если срав-
нивать два плана в первую очередь по количеству целей, пропускаемых в на-
чало координат, а во вторую очередь, времени обхода целей, то такой комби-
нированный функционал потерь адекватно отражает суть задачи защиты ре-
гиона. Проще говоря, если некоторый план π1 допускает пропуск одной цели
в начало координат, при этом время выполнения плана равно 7, т.е. n0[π1] = 1
и Tsum[π1] = 7, а план π2 допускает пропуск одной цели в начало координат
и время выполнения плана равно 8, т.е. n0[π2] = 1 и Tsum[π2] = 8, то план π1
лучше плана π2, т.е. формально можно сравнить кортежи (1, 7) < (1, 8). Та-
кое сравнение аналогично позиционному сравнению вещественных чисел, где
каждая цифра на соответствующей позиции вещественного числа сравнива-
ется с соответствующей цифрой другого числа до тех пор, пока не найдутся
расхождения в значениях слева направо. Формализуем сказанное выше на
основе понятия лексикографического порядка.
Опр е д е л е н и е 3. Кортеж чисел a = (a1, a2, . . . , ap) меньше кортежа

чисел b = (b1, b2, . . . , bq), если существует такой номер k ∈ {1, . . . ,min(p, q)},
что ai = bi для i < k, и ak < bk. Если для всех k ∈ {1, . . . ,min(p, q)} выполне-
но ak = bk, то при p < q будем считать, что a < b. В остальных случаях
будем считать, что a � b.
Примеры:

(1, 2) < (1, 3), (0, 1) < (1, 2), (1, 2) < (1, 2, 1), () < (1, 2), (1, 2) < (2, ).

Используя определение сравнения кортежей чисел, сформулируем основ-
ные критерии задачи построения плана обхода целей для произвольного до-
пустимого плана π ∈ ΠA.
• Пропущенные цели + Время исполнения. Критерий качества получаемых
планов выглядит так

JT [π] = (n0[π], Tsum[π]).(8)

По смыслу минимизация такого функционала потерь в первую очередь
нацелена на минимизацию количества пропущенных в начало координат
и во вторую очередь — на быстродействие при исполнении плана.
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• Пропущенные цели + Наименьшая близость к началу координат. Крите-
рий качества записывается следующим образом:

JD[π] = (n0[π],−Dmin[π]).(9)

Минимизация такого функционала потерь в первую очередь нацелена на
минимизацию количества пропущенных в начало координат целей и во
вторую очередь — на максимизацию расстояния самой близкой из при-
близившихся к началу координат целей.

• Пропущенные цели + Наименьшая близость к началу координат + Время
исполнения. Критерий сформирован из трех основных функционалов

JDT [π] = (n0[π],−Dmin[π], Tsum[π]).(10)

Минимизация такого критерия в первую очередь нацелена на наименьшее
количество пропущенных в начало координат целей, во вторую очередь —
на максимизацию расстояния самой близкой из приблизившихся целей,
и последняя сортировка осуществляется по быстродействию исполнения
плана.

Сформулируем задачу оптимизации.
Зад а ч а 1. Для m целей, движущихся по траекториям (1) с ограниче-

ниями на параметры движения вида (2), требуется найти оптимальный
по критерию (8) или (10) план перехвата π ∈ΠA коммивояжером с динами-
кой (4).

3. Свойства задачи поиска оптимального плана перехвата

Для описания свойств задачи потребуются следующие определения и по-
нятия.
Введем, используя формулу (5), время τj(t) = τ(rj ,vj) перехвата j-й цели

из текущей обстановки и время tj(t) движения j-й цели до начала координат.

Опр е д е л е н и е 4. Опасностью Kj , которую составляет j-я цель, назо-
вем величину, обратную времени движения до начала координат, а именно

Kj(t) =
1

tj(t)
.

Опасность — это свойство цели. Чем меньше времени остается цели до
проникновения на защищаемый объект, тем она считается опаснее.
Опр е д е л е н и е 5. Удобством перехвата j-й цели Uj назовем величину,

обратную времени перехвата этой цели из текущей обстановки, а именно

Uj(t) =
1

τj(t)
.

Удобство — это свойство действия коммивояжера по отношению к цели. Чем
меньше времени затрачивается на поимку цели, тем цель удобнее для пере-
хвата.
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Опр е д е л е н и е 6. Сложностью перехвата C[π] плана π назовем мак-
симальное время между двумя последовательными перехватами в плане,
а именно

C[π] = max
{πj}∈π,
1<j�m.

τπj(T ((π1, . . . , πj−1))).(11)

Сложность — это свойство плана коммивояжера. Чем меньше времени
он затрачивает между двумя последовательными обходами целей во время
исполнения плана, тем план перехвата менее сложный.
Опр е д е л е н и е 7. Средней сложностью перехвата Ĉ[π] плана π на-

зовем среднее время между двумя последовательными обходами в плане,
а именно

Ĉ[π] =
1

m− 1

∑
{πj}∈π,
1<j�m

τπj(T ((π1, . . . , πj−1))).(12)

Средняя сложность характеризует длительности между последовательны-
ми обходами в плане. Если все цели перехватываются по пути, без длитель-
ных обходов, то такой план менее сложный в среднем, по сравнению с планом,
где есть несколько длительных обходов.
Понятие опасности непосредственно связано с критериями выполнения

плана перехвата, а понятия удобства и сложности связывают между собой
последовательный выбор следующей цели и качество выполнения плана по
критерию быстродействия. Действительно, если удается найти план обхода
целей, при котором последовательные перехваты происходят максимально
удобно и не происходит пропуска цели, то полное время выполнения плана
часто близко к оптимальному.
Понятия опасность и удобство могут быть обобщены на текущую обста-

новку.
Опр е д е л е н и е 8. Опасностью текущей обстановки назовем упорядо-

ченный по уменьшению кортеж из величин опасностей

(Kj1(t), . . . ,Kjm(t)),(13)

составленный для m целей.
Упорядоченность целей в кортеже опасности текущей обстановки не меняется
при выполнении всего плана.
Опр е д е л е н и е 9. Удобством текущей обстановки назовем упорядочен-

ный по уменьшению кортеж из величин удобств

(Uj1(t), . . . , Ujm(t)),

составленный для m целей.
Удобство текущей обстановки зависит от положения коммивояжера и меня-
ется во времени.
При обслуживании целей длины кортежей уменьшаются. Сравнение об-

становок может происходить различными способами, например, по макси-
мальному элементу в каждом из кортежей, или по совокупности элементов

26



кортежей, попавших в заданные диапазоны значений. В свою очередь слож-
ность плана непосредственно связана с удобством обхода. Оптимальный план
сочетает в себе все перечисленные характеристики обстановки.

Те ор ем а 1. Для любой начальной обстановки и любого количества це-
лей в задаче 1 существует план гарантированного перехвата π ∈ ΠG.

Дока з а т е л ь с т в о. Можно провести доказательство, используя теоре-
му 10 из [4], но тогда особенности рассматриваемой задачи останутся за кад-
ром.
Как и в [4], вычисляется опасность начальной обстановки (13), в соот-

ветствии с которой составляется план перехвата. Докажем, что такой план
является гарантированным.
Если в начальной обстановке расстояние ||r0j ||, где индекс j соответству-

ет самой опасной цели, не является минимальным среди всех ||r0k||, k = 1, . . .
. . . , j − 1, j + 1, . . . ,m, то отложим момент старта движения коммивояжера.
Тогда найдется такой радиус R0, что цели его пересекут в порядке умень-
шения опасности (Kj1 , . . . ,Kjm) по перестановке целей (j1, . . . , jm) по отно-
шению к начальной нумерации (1, . . . ,m). В момент перехвата самой опас-
ной цели все остальные находятся вне круга радиусом текущего перехвата.
Из-за превосходства скорости коммивояжера ни одна цель не достигнет на-
чала координат, что показывается на примере обстановки, когда следующая
по опасности цель jd+1 расположена диаметрально противоположно теку-
щей, причем ||rjd(t)|| < ||rjd+1

(t)||, t = T ((j1, . . . , jd)). В этом случае разница
времен, которые требуются цели и коммивояжеру для достижения начала
координат, равна

||rjd+1
(t)||

||vjd+1
|| − ||rjd(t)||

V
=
V · ||rjd+1

(t)|| − ||vjd+1
|| · ||rjd(t)||

V · ||vjd+1
|| > 0.

Это означает, что в крайнем случае, когда перехват происходит по лучам од-
ной прямой, коммивояжер успеет добраться до начала координат, после чего
осуществить перехват следующей цели. В случаях, когда перехват осуществ-
ляется по остальным лучам, очевидно, что цели также не достигают начала
координат. Это полностью доказывает гарантированность плана перехвата
по опасности. Теорема 1 доказана. �
Прим ер 1. Пусть цели равномерно распределены по окружности R и

движутся с одинаковыми скоростями ||v||. Тогда оптимальный перехват по
критериям JT [π] и JDT [π] осуществляется по траектории, близкой к лога-
рифмической спирали [14], по плану π, на котором n0[π] = 0, как показано на
рис. 1. В данном примере опасность и удобство начальной обстановки име-
ют вид (K1, . . . ,Km) = (U1, . . . , Um) = (||v||/R, . . . , ||v||/R) и не позволяют
осуществить начальный выбор цели. После перехвата крайней правой или
крайней левой в секторе цели, оставшиеся цели будут также одинаково рас-
пределены по опасности. Однако кортеж удобства перехвата будет иметь не
только упорядоченный вид, но и очередность оставшихся целей в кортеже не
будет меняться после каждого перехвата.
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Рис. 1. Перехват целей со скоростями ||v|| = {0.2V, 0.4V, 0.5V, 0.7V, 0.9V },
расположенных на границе сектора окружности с центральным углом α = 60◦.

Те ор ем а 2. Для критериев JT [π] и JDT [π] в задаче 1 справедливы
1) принцип неоптимальности простоя,
2) принцип максимальной скорости (на оптимальном плане коммивоя-

жер движется на максимально возможной скорости).

Доказательство. Гарантированный перехват (n0[π] = 0), минимизирую-
щий количество пропущенных целей для критериев JT [π] = (n0[π], Tsum[π])
и JDT [π] = (n0[π],−Dmin[π], Tsum[π]), может быть получен по теореме 1 выбо-
ром плана π = (i1, . . . , im) по опасности начальной обстановки (Ki1 , . . . ,Kim).
Дальнейшая оптимизация векторных критериев JT [π] и JDT [π] происходит

по гарантированным планам, с n0[π] = 0, состоящим как минимум из одного
плана π = (i1, . . . , im).
Справедливость принципов неоптимальности простоя и максимальной ско-

рости при минимизации Tsum[π] показывается в лемме 1 [4], что и заканчивает
доказательство теоремы для функционала JT [π].
Максимизация функционала Dmin[π] в критерии JDT по конечному чис-

лу гарантированных планов приводит к нахождению плана π∗. Зафиксируем
этот план и найдем первый номер цели j в плане, на котором достигается
минимум расстояния до начала координат. План π∗ = (π1,j , πj,m) разбивает-
ся на две части: π1,j до цели j включительно и πj,m после цели j, тогда
Dmin[π

∗] = Dmin[π1,j]. Увеличение времени выполнения части плана π1,j за
счет простоя или движения не на максимальной скорости приводит к умень-
шению значения Dmin[π1,j ] аналогично лемме 1 [4]. Далее, по принципу оп-
тимальности Беллмана часть плана πj,m оптимальна по быстродействию. За
что отвечает часть критерия по функционалу Tsum[π] после достижения ми-
нимума на функционале Dmin[π]. Поэтому простой и замедление движения
коммивояжера невозможно на πj,m и соответственно на всем π∗.
Теорема 2 доказана. �
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4. Алгоритм поиска оптимальных планов перехвата
Алгоритм построения плана обхода одним коммивояжером многих по-

движных целей основан на полном переборе планов с изначальной сортиров-
кой целей по опасности и интеллектуальном правиле отбрасывания заведомо
неоптимальных веток перебора в ходе своей работы. Алгоритм гарантирован-
но находит оптимальный план перехвата.
Для введения некоторых важных понятий, необходимых для понимания

работы алгоритма, рассмотрим сначала простейший случай полного перебо-
ра. Работа алгоритма в этом случае может быть проиллюстрирована матри-
цами переходов в табл. 1, на которых показана полная последовательность
планов, рассмотренная в ходе работы алгоритма. Сама табл. 1 называется
таблицей поиска планов.

Таблица 1. Таблица поиска планов, состоящая из матриц переходов для случая
полного перебора при m = 4

1
1 1 2 3 4
1 2 3 4
1 3 4
1 4

2
1 1 2 3 4
1 2 3 4
*2 3 4
1 3

3
1 1 2 3 4
*2 2 3 4
1 2 4
1 4

4
1 1 2 3 4
2 2 3 4
*2 2 4
1 2

5
1 1 2 3 4
*3 2 3 4
1 2 3
1 3

6
1 1 2 3 4
3 2 3 4
*2 2 3
1 2

7
*2 1 2 3 4
1 1 3 4
1 3 4
1 4

8
2 1 2 3 4
1 1 3 4
*2 3 4
1 3

9
2 1 2 3 4
*2 1 3 4
1 1 4
1 4

10
2 1 2 3 4
2 1 3 4
*2 1 4
1 1

11
2 1 2 3 4
*3 1 3 4
1 1 3
1 3

12
2 1 2 3 4
3 1 3 4
*2 1 3
1 1

13
*3 1 2 3 4
1 1 2 4
1 2 4
1 4

14
3 1 2 3 4
1 1 2 4
*2 2 4
1 2

15
3 1 2 3 4
*2 1 2 4
1 1 4
1 4

16
3 1 2 3 4
2 1 2 4
*2 1 4

1
17

3 1 2 3 4
*3 1 2 4
1 1 2
1 2

18
3 1 2 3 4
3 1 2 4
*2 1 2
1 1

19
*4 1 2 3 4
1 1 2 3
1 2 3
1 3

20
4 1 2 3 4
1 1 2 3
*2 2 3
1 2

21
4 1 2 3 4
*2 1 2 3
1 1 3
1 2

22
4 1 2 3 4
2 1 2 3
*2 1 3
1 1

23
4 1 2 3 4
*3 1 2 3
1 1 2
1 2

24
4 1 2 3 4
3 1 2 3
*2 1 2
1 1
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Критерием задачи в алгоритме выбран критерий (10):

JDT [π] = (n0[π],−Dmin[π], Tsum[π]).

В табл. 1 матрицы переходов пронумерованы от 1 до m! = 24. Для каж-
дой матрицы в столбце слева записан вектор индексов, который определяет
план перехвата. Полученный план — последовательность отмеченных окруж-
ностей в матрице согласно вектору индексов в порядке возрастания номера
строки.
Звездочкой отмечен самый верхний индекс в столбце, с которого начина-

ется новый расчет следующего плана. Промежуточное состояние, характери-
зуемое частью уже рассчитанного плана, сохраняется для экономии вычис-
лительных ресурсов.

Утв е ржд е ни е 1. Полное количество вызовов функции единичного пе-
рехвата (5) при полном переборе всех вариантов в алгоритме с промежу-
точным сохранением расчетов описывается рекуррентной формулой

f(m) = m(f(m− 1) + 1).(14)

Таким образом, существенно удается сократить количество вызовов функ-
ции единичного перехвата. Например, для m = 4:

f(m) = 64,(15)

тогда как для случая полного перебора число вызовов этой функции равно
F (m) = m! ·m = 96. Для большего количества целей m = 10 соответственно
имеем

f(m) = 9 864 100,

F (m) = 36 288 000.
(16)

Видно, что только за счет сохранения текущего состояния плана удается су-
щественно сократить количество вычислений. Однако основной выигрыш в
эффективности предлагаемого алгоритма обусловлен его проблемной ориен-
тацией под специфику задачи и возможностью отбрасывания неоптимальных
цепочек планов, значения функционалов в критерии для которых будут хуже
этих значений в текущем сохраненном плане. Алгоритм состоит в следующей
последовательности действий.

Алг о ри тм 1. Нахождение плана обхода.
1. Цели сортируются по опасности Ki.
2. Заполняется вспомогательная матрица поиска (матрица с индексом 1
в табл. 1), на основе которой будет формироваться последовательность
планов.

3. На каждом новом шаге алгоритма переход по состояниям полной таб-
лицы поиска планов 1 . . . m! (табл. 1) осуществляется согласно крите-
рию (10).

4. Первый вариант: еще не найден план перехвата всех целей. В этом слу-
чае:
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a. Переход в таблице поиска планов осуществляется согласно парамет-
ру количества перехваченных целей.

б. Если очередной план нереализуем (очередная цель перехватывается
за границей красной зоны), и в новом рассматриваемом плане ко-
личество перехваченных целей совпадает, то проверяются критерии
дистанции и времени и сохраняется в память лучший план.

в. При этом ветка может быть отброшена, если количество пропущен-
ных в начало координат целей ухудшилось относительно сохранен-
ного плана.

5. Второй вариант: если найден план, перехватывающий все цели. Тогда:
a. Любая пропущенная в начало координат цель в новом плане приво-
дит к прекращению рассмотрения текущей цепочки планов.

б. Если в новом рассматриваемом плане перехватываются все цели,
проверяются критерии дистанции и времени и сохраняется в память
лучший из двух планов.

6. Последний сохраненный план является оптимальным.

Предложенная начальная сортировка целей по опасности служит для отбра-
сывания неоптимальных цепочек плана на ранних этапах работы алгорит-
ма 1.

5. Моделирование и обсуждение результатов

Алгоритм перехвата 1 был реализован в среде Matlab с использованием
функций (5) и (6). Моделирование показало, что время работы алгоритма
является приемлемым для приложений реального времени и сильно сокра-
щается относительно алгоритма полного перебора. Так, для 1000 эксперимен-
тов время работы составило 200 с, что дает среднее время отработки одной
начальной обстановки в 0,2 с.
Рассматриваются 1000 различных начальных обстановок, для которых вы-

браны следующие основные параметры:
• Количество целей m = 15.
• Центральный угол сектора, где находятся цели α = 60◦.
• Значения ||rj ||, j = 1, . . . ,m распределены равномерно на отрезке

[800, 1000].
• Скорости целей распределены равномерно на отрезке [0,5V, 0,7V ].

Для каждой обстановки находятся ее опасность и удобство, а также по ал-
горитму 1 оптимальные планы обхода по критериям JT [π] и JDT [π], после
чего в табл. 2 и 3 приводится статистика, как часто первые несколько целей
оптимального плана оказываются самыми опасными/удобными.
Таблицы 2 и 3 показывают, что статистика выбора первой цели в плане

отличается от статистики на следующих шагах, поскольку начальная обста-
новка значительно отличается от обстановок, возникающих после каждого
перехвата. Полученные статистики указывают на то, что в более чем 70%
случаев первая цель оптимального плана совпадает с самой опасной или с
самой удобной целью, что может быть использовано для построения жадных
алгоритмов на основе локальных правил по опасности или удобству вместо
полнопереборных алгоритмов.

31



Таблица 2. Процент совпадений первых четырех целей π∗
1 , π

∗
2 , π

∗
3 , π

∗
4 оптимального

по критерию JT [π] плана π∗ с соответствующими опасными и удобными целями
для 1000 различных начальных обстановок

Номера целей
плана π∗

Количество совпадений i-й цели плана π∗ с i-й по
опасности

(Kπ∗
i
= Kji), %

удобству
(Uπ∗

i
= Uji), %

опасности и
удобству, %

опасности или
удобству, %

Первая цель
π∗
1 (i = 1)

65,0 65,9 56,8 74,1

Вторая цель
π∗
2 (i = 2)

32,1 57,6 13,9 75,8

Третья цель
π∗
3 (i = 3)

19,4 58,5 7,1 70,8

Четвертая
цель π∗

4 (i = 4)
16,3 57,0 3,8 69,5

Таблица 3. Процент совпадений первых четырех целей π∗
1 , π

∗
2 , π

∗
3 , π

∗
4 оптимального

по критерию JDT [π] плана π∗ с соответствующими опасными и удобными целями
для 1000 различных начальных обстановок

Номера целей
плана π∗

Количество совпадений i-й цели плана π∗ с i-й по
опасности

(Kπ∗
i
= Kji), %

удобству
(Uπ∗

i
= Uji), %

опасности и
удобству, %

опасности или
удобству, %

Первая цель
π∗
1 (i = 1)

61,2 63,0 52,8 71,4

Вторая цель
π∗
2 (i = 2)

36,6 52,9 13,2 76,3

Третья цель
π∗
3 (i = 3)

27,5 49,2 7,7 69,0

Четвертая
цель π∗

4 (i = 4)
24,6 45,7 6,2 64,1

Для 1000 начальных обстановок было установлено, что в 24,6% случаев
оптимальный план π∗ по критерию JDT [π

∗] совпадает с оптимальным планом
по критерию JT [π

∗].
Дальнейшее моделирование посвящено исследованию планов для одной

начальной обстановки. На рис. 2 представлены зависимости Tsum[π],Dmin[π]

от C[π], Ĉ[π] для допустимых планов π, минимальное расстояние приближе-
ния целей которых Dmin[π] > 0,6Dmin[π

∗], где π∗ – оптимальный по критерию
JDT [π] план. Значения Tsum[π

∗],Dmin[π
∗] дополнительно обведены окруж-

ностями красного цвета, причем все соответствующие допустимым планам
{π : π1 = π∗1} точки также выделены красным цветом.
Как видно из графика, времена исполнения всех допустимых планов вы-

страиваются в линейные зависимости от Ĉ[π], что дает возможность кон-
струирования оптимального полиномиального алгоритма построения плана
перехвата в рассматриваемой задаче. Зелеными окружностями на всех гра-
фиках отмечен оптимальный по критерию JT план, время исполнения кото-
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Рис. 2. Времена исполнения плана и минимальные значения расстояний приближе-
ния целей к началу координат для допустимых планов одной начальной обстановки
в зависимости от сложности и средней сложности плана.

рого меньше Tsum[π∗] на 2%, но по минимальному расстоянию приближения
целей к началу координат такой план хуже π∗ на 54%.
Проанализируем четыре допустимых плана π∗, π1, π2, π3 с одинаковым

значением Dmin = 113,8, которые на рис. 2 слева обозначены одной точкой,
а справа они разнесены по значениям средней сложности. В табл. 4 указаны
рассматриваемые планы обхода целей в явном виде, где выделена их общая
часть.
Из табл. 4 видно, что максимальное время между перехватами C и значе-

ние Dmin в этих планах были достигнуты на участке общего плана. При этом
различающиеся последовательности целей, завершающих планы, привели к
изменению средней сложности каждого из них.

Таблица 4. Допустимые планы со значением Dmin[π] = 113,8

i πi Tsum[π] Dmin[π] C[π] Ĉ[π]

π∗

{10, 1, 6, 12, 2, 13, 3, 5, 15,
8, 11, 9, 4, 14, 7} 1472 113, 8 518, 8 70, 1

1 8, 11, 4, 9, 14, 7} 1496 113, 8 518, 8 71, 9

2 11, 8, 4, 9, 14, 7} 1504 113, 8 518, 8 72, 4

3 11, 8, 9, 4, 14, 7} 1475 113, 8 518, 8 70, 4
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Рис. 3. План оптимального перехвата 15 целей коммивояжером по критерию JDT [π]:
π∗ = (2, 4, 10, 5, 13, 8, 7, 9, 6, 3, 14, 1, 15, 12, 11), Tsum[π∗] = 1471,049,Dmin[π

∗] = 159,168.

400

300

200

100

�100

�200

�200 0 200 400 600 800
888 131313

151515

141414
77

99

11
33

66
55

2244

111111

121212

101010

1000
�300

0

Рис. 4. План оптимального перехвата 15 целей коммивояжером по критерию JT [π]:
π∗ = (2, 4, 10, 6, 1, 3, 9, 5, 13, 8, 7, 14, 15, 12, 11), Tsum[π

∗] = 1448, 051, Dmin[π
∗] = 74, 183.

Раздел моделирования завершает пример построения двух оптимальных
планов перехвата по критериям JDT [π] и JT [π] на рис. 3 и 4 для одной на-
чальной обстановки, где траектория коммивояжера на графиках выделена
синей пунктирной линией.
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Оптимизация по критерию JT [π] приводит к незначительному улучшению
времени исполнения плана по сравнению с оптимальным по JDT [π] планом,
но при этом более чем в два раза уменьшается значение Dmin[π].

6. Заключение

В работе была рассмотрена задача перехвата одним перехватчиком мно-
жества прямолинейно движущихся целей. Были предложены новые макроха-
рактеристики задачи и статистически исследовано их влияние на построение
оптимального плана перехвата для различных начальных обстановок. Для
сбора статистики за адекватное время был предложен алгоритм поиска опти-
мального плана, основанный на интеллектуальном полном переборе и идеях
динамического программирования. На набранной статистике показано влия-
ние новых величин на успешность выполнения миссии и сделаны выводы об
их применимости для создания быстрых жадных алгоритмов перехвата.
В будущем планируется исследовать различные локальные правила, учи-

тывающие информационные и геометрические характеристики распределе-
ния целей, создать субоптимальные алгоритмы перехвата на их основе и
сравнить их с полнопереборными оптимальными алгоритмами.
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1. Введение

Начало творческой деятельности Б.Н. Петрова пришлось на время, ко-
гда наша изнуренная войной страна совершила гигантский прорыв, открыв
человечеству дорогу в космос. В этом прорыве значительную роль сыграла
советская наука. В проблемах, связанных с созданием ракет-носителей, весо-
мую долю занимали задачи теории автоматического управления подвижны-
ми объектами. Глубокие знания в этой области и высокая эрудированность
Б.Н. Петрова позволили ему активно включиться в разработку новых, уни-
кальных для того времени задач автоматического управления, участвовать
в разработке и обсуждении космических программ нашей страны наряду с
ведущими деятелями ракетно-космической науки и техники.
Он по праву вошел в состав основоположников отечественной космонав-

тики, работая в течение многих лет в тесном контакте с С.П. Королевым,
В.П. Глушко, М.К. Янгелем, В.Н. Челомеем, В.Ф. Уткиным, Н.А. Пилюги-
ным.
Результаты работ Б.Н. Петрова и возглавляемого им коллектива Институ-

та по исследованию динамики, разработке методов моделирования и регули-
рования жидкостного ракетного двигателя изменением тяги и коэффициента
соотношения компонентов топлива используются во многих бортовых тер-
минальных системах. Эти системы существенно повышают энергетику ракет
путем резкого сокращения гарантийных запасов топлива. Значимость этих
работ отмечается в книге Б.Е. Чертока «Ракеты и люди» [1].
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Понимание специфики по назначению бортовых терминальных систем и
особенности способа организации процессов управления позволили Б.Н. Пет-
рову и его ученикам выделить эти системы в самостоятельный класс среди
других систем автоматического управления. Принципы построения и элемен-
ты теории этого класса систем развиты в монографии «Бортовые терминаль-
ные системы управления» [2].
Идеи Б.Н. Петрова получили дальнейшее развитие и применение в совре-

менных разработках Института в области ракетно-космической техники и
воплотились в создание терминальных систем управления нового поколения
ракет-носителей и разгонных блоков космического и оборонного назначения
(модернизированных РН «Союз-2», семейства РН «Ангара», РН «Сармат»,
разрабатываемых РН «Союз-5», РН «Амур» и РБ КВТК).
Применительно к ракетам-носителям нового поколения реализуется прин-

цип взаимосвязанного, согласованного терминального управления движени-
ем центра масс и расходованием топлива. Постановка задачи синтеза такого
управления и основных принципов его реализации рассматривается в данной
статье.

2. Постановка задачи
Рассмотрим управление движением центра масс ракеты-носителя на без-

атмосферном участке полета.
В целях упрощения вводятся следующие предположения:
— аэродинамические силы отсутствуют,
— поле земного притяжения является плоскопараллельным, ускорение си-

лы притяжения постоянно для всех высот �g = const,
— вращение Земли отсутствует.
Движение центра масс ступени ракеты-носителя в продольной плоскости

(плоскости выведения) на безатмосферном участке полета описывается сле-
дующими уравнениями:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

V̇x =
P

mκ +m
cos(ϑ), V̇y =

P

mк +m
sin(ϑ)− g, P = wr,

ẋ = Vx, ẏ = Vy, ṁ = −r,
ϑ̇ = ω,

ω̇ = ϕ(ϑ, ω, ϑтр),

(1)

где x, y — горизонтальная и вертикальная координаты, m — масса топлива,
mк — масса сухой ступени, r — секундный расход топлива, w — характе-
ристическая скорость истечения, P — тяга двигателя, g — ускорение силы
притяжения, ϑ — угол тангажа, ϑтр — управляющее воздействие (требуемое
значение ϑ) по изменению угла тангажа, Vx, Vy — горизонтальная и верти-
кальная составляющие скорости.
В (1) уравнение для ϑ угла тангажа и ω угловой скорости упрощенно опи-

сывает работу системы стабилизации.
Координаты x, y, m, ϑ и их производные являются функциями времени t,

t ∈ [t0, tk], tk — терминальный момент времени.
Отметим, что переходные процессы изменения угла тангажа ϑ до значе-

ния ϑтр(t) закачиваются за время, существенно меньшее момента времени tk.
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Для конечной ступени требуется достижение заданной высоты при нуле-
вой вертикальной скорости: {

y(tk) = yk,

Vy(tk) = 0.
(2)

На горизонтальную составляющую скорости конечного условия не задается.
При решении задачи предполагается максимизация горизонтальной состав-
ляющей.
Для нижних ступеней ракеты ставится задача попадания в заданные рай-

оны паления отработанной ступени. В этом случае граничные условия можно
определить для отклонения дальности полета L отработанной ступени из-за
отклонений координат движения в конце полета от заданных значений:

δL = ζx(x(tk)− xk) + ζy(y(tk)− yk) +

+ ζV x(Vx(tk)− Vxk) + ζV y(Vy(tk)− Vyk) = 0,
(3)

где ζx, ζy, ζV x, ζV y — частные производные δL по координатам движения, δ —
отклонение дальности полета от заданного значения.
Уравнения, определяющие изменение кажущейся скорости и процессы рас-

ходования компонентов топлива через двигатель, могут быть записаны в сле-
дующем виде:

Ẇ =
rg

mк +m
Pуд, Pуд =

w

g
, m = mо +mг, r = rо + rг,

ṁо = −rо, ṁг = −rг, Km =
ṁо

ṁг
, Pуд = ϕ(Km),

ṙо = fо(rо, αKm , αR), ṙг = fг(rг, αKm , αR),

(4)

с начальными условиями, определяемыми с учетом погрешностей заправки
и разброса достартовых расходов компонентов топлива, на момент време-
ни, соответствующий включению системы управления расходованием топли-
ва (СУРТ) в работу mо(t0), mг(t0), определяемыми с учетом погрешностей
заправки и разброса достартовых расходов компонентов топлива.
Здесь mо, mг — массы окислителя и горючего, Pуд — удельная тяга двига-

тельной установки, rо, rг — секундные расходы компонентов топлива, опреде-
ляемые уравнениями двигателя, αKm , αR — положения регулирующих орга-
нов двигателя, определяемые заданными значениями коэффициента соотно-
шения расходов компонентов через двигатель Km и режима работы двигателя
по тяге R.
Все координаты W , mо, mг, rо, rг и их производные являются функция-

ми времени, рассматриваются на ограниченном интервале t, t ∈ [t0, tk], tk —
терминальный момент времени.
Положения регулирующих органов двигателя, при которых реализуются

требуемые для цели управления значения коэффициента Km(t) соотноше-
ния расходов компонентов топлива и режима R(t) работы двигателя по тяге,
определяются статическими нелинейными уравнениями двигателя:

αKm(t) = fKm(Km(t), R(t)), αR(t) = fR(Km(t), R(t)), R(t) =
P (t)

Pном
(t).
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Здесь предполагается, что Km(t) вычисляется в алгоритме терминальной си-
стемы для управления объектом (3), а R(t) определяется заданной програм-
мой изменения тяги двигателя.
Отметим, что переходные процессы изменения расходов компонентов топ-

лива rо, rг при изменении положения регулирующих органов двигателя
αKm(t), αR(t) заканчиваются за время, существенно меньшее момента вре-
мени tk.
На величину коэффициента соотношения расходов компонентов топлива,

которая может изменяться в процессе управления, накладываются ограни-
чения. Граничные значения задаются исходя из условий устойчивой работы
двигателя и существенным образом зависят от режима его работы по тяге:
Kmmin(R, t) � Km(t) � Kmmax(R, t).
В данном случае конечные терминальные условия накладываются на

остатки компонентов топлива в момент выключения двигателя и определяют-
ся требованиями безаварийности выключения двигателя. Конечные условия
задаются в виде неравенств, означающих необходимость положительности
остатков компонентов топлива в момент выключения двигателя, формируе-
мый системой управления, относительно уровня топлива, гарантирующего
безаварийный режим останова двигателя:

mо(tk)−mоmin > 0, mг(tk)−mгmin > 0.(5)

Здесь mоmin, mгmin — остатки запасов компонентов топлива, не вырабаты-
ваемые из баков из-за конструктивных особенностей заборного устройства и
учитывающие погрешности работы системы управления.
Величины mоmin, mгmin будем включать в mк, а под m(t), mо(t), mг(t)

будем понимать текущие значения масс компонентов топлива за вычетом
mоmin, mгmin.
Определим вектор невязок заданных граничных условий (2), (3), (5) ре-

шения терминальной задачи и вектор управляющих воздействий:

z0 = (y(tk)− yk, Vy(tk),mо(tk),mг(tk)) — для конечной ступени ракеты,
z0 = (δL,mо(tk),mг(tk)) — для нижних ступеней ракеты,
u = (ϑтр,Km, tk).

(6)

Отметим, что величина R, определяющая режим изменения тяги двига-
теля, является заданной функцией времени и не входит в состав вектора
управляющих воздействий u. Терминальный момент времени tk может варьи-
роваться и использоваться в качестве управляющего параметра для решения
терминальной задачи.
Основная задача терминального управления заключается в минимизации

невязок граничных (краевых) условий. Кроме выполнения граничных усло-
вий, к терминальным системам предъявляются также и другие требования,
физическое содержание которых могут составлять затраты энергетического
ресурса, времени, потери на управление. В данной работе задача критери-
ального синтеза ограничивается краевыми условиями, выполнение которых
является приоритетным.
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Объект управления рассматриваемой терминальной системы в части пе-
реходных процессов в заданное конечное состояние весьма инерционен (пред-
ставляет собой интегрирующие звенья).
Управление этими процессами производится путем воздействия на дру-

гие координаты объекта ϑ, rо, rг с быстро затухающей динамикой переходных
процессов. Суть такого управления состоит в задании требуемых установив-
шихся значений этих координат.
Управление координатами ϑ, rо, rг (путем изменения положением испол-

нительных органов, приводов, рулей и т.д.) заключается в стабилизации этих
координат объекта относительно заданных значений, определяемых векто-
ром u(t). Работа контура стабилизации в замкнутом виде упрощенно описы-
вается системой уравнений для ϑ, rо, rг.
В данном случае работа контура стабилизации рассматривается только

в части переходных процессов реакции на изменение управляющего воздей-
ствия. Предполагается, что переходный процесс завершается на интервале,
существенно меньшем, чем интервал терминального управления.

3. Синтез алгоритмов управления в классе кусочно-постоянных функций
прогнозируемых невязок конечных условий

Задачу синтеза терминального управления объектом (1), (4) будем рас-
сматривать в классе систем с прогнозирующей моделью.
Проинтегрируем (1) на интервале прогнозирования τ ∈ [t, tкпр], где tкпр —

прогнозируемое значение терминального момента времени. Текущие началь-
ные значения координат движения центра масс ракеты x, y, Vx, Vy в момент
времени t определяются в инерциальной системе навигации. Вместо урав-
нения для массы топлива m(t) в (1) принимается уравнение для mмод(t),
которое формируется в алгоритме управления расходованием топлива:

ṁмод(t) = rмод(t),

rмод(t) = rцикл(t)(1 + λ(t)),
(7)

где rцикл — суммарный расход топлива, соответствующий заданной цикло-
грамме режима работы двигателя по тяге, λ(t) — управляемый параметр мо-
дели (физическим аналогом λ(t) является относительное отклонение суммар-
ного расхода от номинального значения), корректирующий rцикл(t) в модели
расходования топлива.
Отметим, что величина суммарного расхода топлива, соответствующего

заданной циклограмме режима работы двигателя по тяге (rцикл(t) ), мо-
жет определяться на основе измерений кажущегося ускорения и уравнения
для Ẇ , приведенного в (4).
При интегрировании (1), (7) на интервале τ ∈ [t, tкпр], где tкпр будем по-

лагать, что ϑ(τ) = ϑ(t), r(τ) = rцикл(τ)(1 + λ(t)), m(t) = mмод(t).
Величину tкпр определим из условия mмод(t)−

∫ tкпр
t rмод(τ)dτ = 0.

Определим значения прогнозируемых невязок y(tкпр)− yk, Vy(tкпр),
δL(tкпр).
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При интегрировании (1) можно воспользоваться выражениями для инте-
гралов, приведенных в [3].
В качестве терминального момента времени tk (выключения двигательной

установки) примем значение момента времени t, при котором mмод(t) = 0.
В части управления расходованием компонентов топлива модель прогно-

зирования включает уравнение (7) и уравнения процессов изменения масс
компонентов топлива (4). Принимая во внимание взаимосвязанность (7) с (4),
определим уравнения для отклонений текущих значений масс окислителя и
горючего от модельных аналогов, образующихся из модельного значения мас-
сы суммарного топлива в соответствии с номинальным значением коэффи-
циента соотношения Km:

Δmо(t) = mо(t)−mмод(t)
Kmном

Km ном + 1
,

Δmг(t) = mг(t)−mмод(t)
1

Km ном + 1
,

(8)

где mо(t), mг(t) определяются по измерениям дискретных датчиков уровня
в баках.
Для отклонений (8) могут быть получены уравнения следующего вида:

Δṁо(t) = rо(t)− rмод(t)
Kmном

Km ном + 1
,

Δṁг(t) = rг(t)− rмод(t)
1

Km ном + 1
.

(9)

Проинтегрируем уравнения (9) на интервале τ ∈ [t, tкпр] при условии
rо(τ) = rо(t), rг(τ) = rг(t), rмод(τ) = rцикл(τ)(1 + λ(t)) и начальных условиях
Δmо(t), Δmг(t).
Определим значения прогнозируемых невязок Δmо(tкпр), Δmг(tкпр).
В силу прогнозирующей модели объекта (1), (4) вектор прогнозируемых

невязок граничных условий (6) определим в виде

z(t)= (ypr(tкпр)− yk, Vypr(tкпр),Δmо(tкпр),Δmг(tкпр)) — для конечной
ступени ракеты,

z(t)= (δL,Δmо(tкпр),mг(tкпр)) — для нижней ступени ракеты,
(10)

а вектор управляющих воздействий в виде u = (ϑтр,Km, λ).
При t→ tk, tкпр → tk, z(t) → z0.
Будем решать задачу терминального управления объектом (1), (4) путем

формирования управления с обратной связью как функции прогнозируемых
невязок краевых условий (10).
Обозначим через xT (t) = (x(t), y(t), Vx(t), Vy(t),Δmо(t),Δmг(t),mмод(t))

вектор координат прогнозируемой модели объекта (1), (7), (9), дополненной
уравнениями для ṁо, ṁг, ṙо, ṙг, по которым формируются невязки краевых
условий, а через xu(t) = (ϑ(t), rо(t), rг(t), λ(t)) — вектор координат, на кото-
рые непосредственно воздействуют управляющие воздействия.

42



Как показано в [4, 5], для вектора прогнозируемых невязок граничных
условий дифференцированием z(t) как сложной функции определяются про-
изводная по времени и дифференциальное уравнение:

dz(t)

dt
=

∂z(t)

∂xT (tкпр)

[
∂xT (tкпр)

∂xu(t)

dxu(t)

d(t)
+
dtкпр

dt

dxT (tкпр)

d(t)

]
.

Управляющие воздействия ϑтр(t), Km(t), λ(t) будем выбирать в классе
кусочно-постоянных функций времени. Управляющее воздействие по углу
тангажа ϑтр изменяется дискретно в моменты времени обновления информа-
ции, поступающей от инерциальной системы навигации. Управляющие воз-
действия Km(t), λ(t) на процессы расходования компонентов топлива изме-
няются в дискретные моменты времени измерений уровней компонентов в
баках. В эти же моменты возникают переходные процессы по rо(t), rг(t) и
скачкообразно изменяются величины rмод(t), tкпр(t).
Для кусочно-постоянного управления из дифференциальных уравнений

могут быть получены разностные уравнения для z(t). Введем обозначения
для компонент вектора невязок:

zy(t) = ypr(tкпр)− yk, zV (t) = Vypr(tкпр),

zmо(t) = Δmо(tкпр), zmг(t) = Δmг(tкпр), zδ(t) = δ(tкпр).

Разностные уравнения для компонент вектора z(t) могут быть записаны
в следующем виде. В части управления движением центра масс разностные
уравнения определяются для дискретных моментов времени ti обновления
навигационной информации, i = 0, 1, 2, . . . , I, tI+1 = tk (при условии λ(t) =
= const, tкпр(t) = const):

zy(ti+1) = zy(ti) +
∂zy
∂ϑ

(ti)Δϑi,

zV y(ti+1) = zV y(ti) +
∂zV y

∂ϑ
(ti)Δϑi,

zδ(ti+1) = zδ(ti) +
∂zδ
∂ϑ

(ti)Δϑ.

(11)

Здесь

Δϑi =

ti+δt∫

ti

ϑ̇(τ)dτ,

где δt — интервал времени переходного процесса в объекте (1) по координа-
те ϑ при скачкообразном изменении управляющего воздействия ϑтр в момент
времени ti.
Кроме того, в моменты времени tj дискретных измерений количества

топлива в баках указанные выше невязки изменяются из-за изменения
λ(t), tкпр(t).
Будем считать, что дискретные измерения датчиков уровней производятся

в один из дискретных моментов времени обновления навигационной инфор-
мации tj = ti. Дополним (11) слагаемыми, учитывающими скачкообразные
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изменения λ(t) и tкпр(t):

zy(ti+1) = zy(ti) +
∂zy
∂ϑ

(ti)Δϑi +
∂zy
∂rмод

(ti)rцикл(tj)Δλj +

+Δtкпрj ẏ(tкпр),

zVy(ti+1) = zVy(ti) +
∂zVy

∂ϑ
(ti)Δϑi +

∂zVy

∂rмод
(ti)rцикл(tj)Δλj +

+Δtкпрj V̇y(tкпр),

zδ(ti+1) = zδ(ti) +
∂zδ
∂ϑ

(ti)Δϑi +
∂zδ
∂rмод

(ti)rцикл(tj)Δλj +

+Δtкпрj(ζxẋ(tкпр) + ζy ẏ(tкпр) + ζV xV̇x(tкпр) + ζV yV̇y(tкпр)).

(12)

Здесь Δtкпрj — разность значений tкпрj , определяемых из уравнения (7) в мо-
мент tj, при λ = λ(tj) и λ = λ(tj)+Δλj . Величина этой разности может быть
определена следующим приближенным выражением: Δtкпрj = ζtk(tj)Δλj .
В части управления расходованием топлива разностные уравнения опре-

деляются для дискретных моментов времени tj обновления информации дат-
чиков уровней:

zmо(tj+1) = zmо(tj) +
∂zmо

∂rо
(tj)Δrоj +

∂zmо

∂rмод
(tj)rцикл(tj)Δλj +

+ (rо(tj)− rмод(tj)
Kmном

Km ном + 1
ζtk(tj)Δλj),

zmг(tj+1) = zmг(tj) +
∂zmг

∂rг
(tj)Δrгj +

∂zmг

∂rмод
(tj)rцикл(tj)Δλj +

+ (rг(tj)− rмод(tj)
1

Km ном + 1
ζtk(tj)Δλj),

(13)

Здесь

Δrоj =

tj+δt∫

tj

fо(rо, αKm, αR)dτ, Δrгj =

tj+δt∫

tj

fг(rг, αKm , αR)dτ,

где δt— интервал времени переходного процесса в объекте (4) по координа-
там rо, rг при скачкообразном изменении αKm при реализации управляющего
воздействия Km(t) в момент времени ti.
Для линеаризованных уравнений двигателя при неизменном режиме по

тяге величины приращений расходов компонентов топлива из-за изменения
коэффициента соотношения Km можно определить следующим выражени-
ем [5]:

Δrоj =
δrо(tj)

δKm
ΔKmj , Δrгj =

δrг(tj)

δKm
ΔKmj .
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Переформулируем исходную задачу терминального управления. Вместо
нахождения управления u(t) в классе кусочно-постоянных функций будем ис-
кать дискретную последовательность приращений координат ϑ(t),Km(t), λ(t)
в моменты времени ti, tj .
На основе разностных уравнений (11)–(13) определяются алгоритмы фор-

мирования вектора управляющих воздействий Δu = (Δϑi,ΔKmj ,Δλj) как
функции прогнозируемых невязок краевых условий.
Основным возмущением в рассмотренной терминальной задаче являют-

ся заранее неизвестные начальные условия по координатам уравнений объ-
екта (1), (4). Возможность парирования этих возмущений при управлении
районами падения нижних ступеней определяется тем, что размерность век-
тора управления равна размерности вектора невязок. При управлении конеч-
ной ступенью размерность вектора краевых условий увеличивается. В этом
случае для решения терминальной задачи необходимо выбирать значения
управляющих воздействий для двух дискретных моментов времени. При этом
число независимых управляющих воздействий оказывается больше размер-
ности вектора невязок. В результате анализа возможных вариантов форми-
рования управляющих воздействий для двух дискретных моментов времени
был принят следующий, наиболее очевидный алгоритм управления. Рассмот-
рим дискретный момент времени tj.
Из разностных уравнений (13) для невязок краевых условий в части

управления расходованием топлива определим значения управляющих воз-
действий Km(tj), Δλ(tj). Алгоритм управления углом тангажа с обратной
связью по прогнозируемым значениям невязок ypr(tкпр)− yk, Vypr(tкпр), обес-
печивающий решение терминальной задачи к заданным краевым услови-
ям по координатам y(tk), Vy(tk) = 0, определим из уравнений (11), (12) для
двух дискретных моментов времени ti+1, ti−p+1. Отметим, что на интервале
[ti, ti−p+1] невязки ypr(tкпр)−yk, Vypr(tкпр) сохраняют свои значения неизмен-
ными.
Алгоритм управления углом тангажа с обратной связью по прогнозируе-

мым значениям невязок ypr(tкпр)− yk, Vypr(tкпр) в дискретные моменты вре-
мени ti, ti−p определяется на основе уравнения (12) с учетом величины Δλ(ti),
вычисленной в алгоритме управления расходованием топлива. Процедура
формирования этого алгоритма изложена в [4]. При этом угол тангажа в
момент времени ti−p получает приращение Δϑ1, а в момент времени ti изме-
няется на величину Δϑ2.
Погрешности терминального управления определяются наличием па-

раметрических возмущений. Эти возмущения парируются путем приме-
нения итеративной процедуры формирования вектора управления Δu =
= (Δϑi,ΔKmj ,Δλj) с обратной связью по вектору прогнозируемых невязок
краевых условий z(t).
Основным результатом решения рассмотренной задачи совместно согласо-

ванного управления движением центра масс и расходованием топлива явля-
ется наиболее полное использование располагаемых запасов топлива [6]. Суть
такого согласованного управления заключается в следующем. Информация
о текущей массе топлива, формируемая в соответствии с (7), где λ(t) опре-
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деляется с учетом измерений датчиков уровней, учитывается при прогнози-
ровании невязок координат траектории центра масс, соответствующих цели
выведения. В этом случае в уравнениях (12) для zy(tj+1), zV (tj+1), zδ(tj+1)
появляется возмущающее воздействие Δλj. За счет дополнительного сжига-
ния топлива увеличивается конечное значение кажущейся скорости W (tкпр).
Возникающая при этом ошибка по району падения устраняется вариацией
скорости в нейтральном направлении путем дополнительного управления по
углу тангажа. Отметим, что эффективность такого управления сохраняется,
пока угол тангажа не приблизится к значению, при котором обеспечивается
максимальная дальность полета отработанной ступени.
Без учета фактического текущего значения массы топлива при управлении

движением центра масс терминальный момент времени tкпр определяется ра-
венством нулю невязок по координатам траектории движения. В этом случае
возмущающие факторы типа отклонений начальной массы, расхода топли-
ва и др., воздействие которых на траекторию движения парируется путем
управления вектором тяги к моменту tкпр, приведут к возникновению значи-
тельных неиспользуемых остатков топлива. Величина этих остатков может
достигать 1% от начальной массы топлива.
В контуре управления расходованием топлива при измерении уровней ком-

понентов топлива в баках имеют место значительные ошибки измерения слу-
чайного характера. Вследствие этого, даже с учетом фильтрации ошибок
измерения, возникают случайные погрешности управления в виде остатков
компонентов топлива в момент tk. Для парирования этих погрешностей вво-
дятся гарантийные запасы компонентов топлива, снижающие эффективность
управления. Тем не менее при реализации согласованного терминального
управления применительно к современным ракетам-носителям РН «Ангара»,
РН «Союз-5» неиспользуемые запасы топлива сокращаются в 3 раза.
Принцип согласованного управления движением центра масс и расходова-

нием компонентов топлива реализован в алгоритмах управления РН «Про-
тон-М» и семейства РН «Ангара».
В зарубежных аналогах терминальное управление движением центра масс

путем воздействия на вектор тяги и итеративной процедуры формирования
управления с обратной связью по прогнозируемым невязкам развивалось по-
чти в одно и то же время (в конце прошлого столетия), как и в СССР и впо-
следствии в РФ. Вместе с тем потребность согласованного управления дви-
жением центра масс и расходованием топлива не возникала. По-видимому,
это связано с тем, что на районы падения отработанных ступеней РН не на-
кладывается жестких ограничений.

4. Заключение

1. Рассмотрена задача синтеза терминального управления движением цен-
тра масс и расходованием топлива жидкостных ракет-носителей. Задача син-
теза управления ограничивается заданными краевыми условиями, выполне-
ние которых является приоритетной задачей.
При решении задачи предполагается возможность декомпозиции систе-

мы на взаимосвязанные процессы управления конечным состоянием и стаби-
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лизации объекта. Декомпозиция позволяет раскрыть содержание процессов
управления в терминальной системе. Терминальное управление производится
путем задания значений координат объекта, поддерживаемых контуром ста-
билизации. Стабилизация объекта относительно заданных значений характе-
ризуется быстрым затуханием динамики переходных процессов. Производная
невязок в декомпозированной системе в явном виде зависит от терминального
управления.
2. Задача синтеза решается в классе систем с прогнозированием невязок

краевых условий — вектор-функции текущих значений координат объекта
и времени. Для вариаций управления в классе кусочно-постоянных функ-
ций проведена дискретизация задачи синтеза. Получены разностные уравне-
ния для вектора прогнозируемых невязок. На основе полученных разностных
уравнений определяются алгоритмы формирования вектора управляющих
воздействий по изменению угла тангажа, коэффициента соотношения рас-
хода компонентов и управляемого параметра модели объекта как функции
прогнозируемых невязок краевых условий.
3. Решением рассмотренной терминальной задачи является совместно со-

гласованное управление движением центра масс и расходованием топлива,
обеспечивающее наиболее полное использование располагаемых запасов топ-
лива. Принцип согласованного управления движением центра масс и рас-
ходованием компонентов топлива реализован в алгоритмах управления РН
«Протон-М» и семейства РН «Ангара».
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КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

В работе представлены основные положения концепции комплексной
отработки программного обеспечения бортового комплекса управления
космическими аппаратами. Выполнена постановка и предложен метод
решения задачи выбора оптимальной стратегии комплексной отработ-
ки бортового комплекса программ. Предложены методы отработки про-
граммного обеспечения по показателям функциональной корректности.
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1. Введение

Широкое разнообразие задач, решаемых при эксплуатации КА, экстре-
мальные условия их функционирования, а также различные технологии и
протоколы информационного взаимодействия между элементами бортовой
аппаратуры и программным обеспечением, включая различные датчики и
индикаторы определяют необходимость создания новых подходов, методов
и технологий поддержки научных и технологических разработок в обла-
сти перспективной космической техники. Проблемам разработки и внедре-
ния методов моделирования в аэрокосмической отрасли посвящены рабо-
ты [1–5]. В этих работах важное место занимают вопросы цифрового мо-
делирования — актуального метода проведения исследований различных ас-
пектов работы бортовых комплексов управления космическими аппаратами
(БКУ КА), включая проектирование, создание и отработку их программно-
го обеспечения (ПО БКУ КА) [6, 7]. Анализ опыта применения современ-
ных организационных, методических и технических решений, используемых
для отработки ПО БКУ КА, выявил необходимость разработки основных
положений методологии комплексной отработки ПО БКУ КА [6]. Решение
данной задачи остро необходимо для эффективной разработки и отработки
ПО БКУ КА за счет использования прототипов ПО, а также ранней функ-
циональной интеграции и итеративной проверки выполнения требований к
ПО. Данная методология отработки ПО БКУ КА используется для оптими-
зации процесса комплексной отработки ПО с использованием стоимостных и
временных критериев с учетом разнообразных технологических ограничений.
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2. Выбор оптимальной стратегии комплексной отработки

В формальных постановках задач выбора оптимальной стратегии ком-
плексной отработки программного обеспечения БКУ КА обычно используют-
ся два критерия оптимальности. Первый критерий — минимум времени, вто-
рой — минимум стоимости проведения отработки. Цель общей задачи выбора
оптимальной стратегии комплексной отработки заключается в определении:
1) оптимального разбиения структуры КП на отдельные части, 2) множе-
ства необходимых подпрограмм – «заглушек» и подпрограмм – «драйверов»,
3) сценария отработки выделенных ранее отдельных частей КП. При поста-
новке задачи используются ограничения, которые определяют допустимые
варианты разбиения и объединения специального графа Γ , вершины которо-
го соответствуют программным модулям ПО, а дуги — это связи по управ-
лению между вершинами. При разработке тестов и при локализации оши-
бок используются графовые модели, которые детализируют граф Γ . Данные
графовые модели применяются для формализации детальных блок-схем КП.
Кроме того, данные графовые модели применяются и для формализации де-
тальных блок-схем отдельных программных модулей (ПМ).
Множество различных стратегий комплексной отработки ПО БКУ опре-

деляется следующим образом. На начальном этапе необходимо определить
множество всех допустимых способов разбиения графа Γ на подграфы. Для
каждого полученного подграфа проводится автономное тестирование. Далее
для полученных подграфов определяется множество всех допустимых вари-
антов их объединения. Эти варианты объединения подграфов используются
для связного тестирования ПО. Каждая из множества стратегий комплекс-
ной отработки определяется следующим образом. Во-первых, это множество
подграфов pm = {p1, . . . , pl, . . . , pM}, полученных при разбиении графа Γ .
Во-вторых, очередностью объединения данных подграфов. Объединение под-
графов в соответствии с данной очередностью позволяет получить исходную
графовую структуру p̃mn = {p̃mn

1 , . . . , p̃mn
k , . . . , p̃mn

N }. Здесь p̃mn
N совпадает с

графом Γ .
Цель решения задачи выбора оптимальной стратегии комплексной отра-

ботки заключается в поиске такого разбиения pm∗ графа Γ и такой последо-
вательности объединения подграфов p̃mn∗ , которые при совместном исполь-
зовании позволяют получить такой сценарий комплексной отработки, кото-
рый обеспечит получение оптимальных значений временных и стоимостных
характеристик стратегий отработки.
В случае, если процесс отработки использует mn-стратегию, то затраты

времени и стоимости на комплексную отладку будут состоять из двух следую-
щих компонент: T p

mn

(
C

p
mn

)
, T

o
mn

(
C

o
mn

)
. Первая компонента T

p
mn

(
C

p
mn

)
—

это время T
p
mn и (стоимость C

p
mn) автономной отработки подграфов гра-

фа Γ , полученных при разбиении графа для mn-стратегии. Вторая компонен-
та T o

mn

(
C

o
mn

)
— время T o

mn и (стоимость C
o
mn) реализации этапов объедине-

ния подграфов и последующей связной отработкой подграфов для mn-стра-
тегии. Величина стоимостных затрат и времени автономной отработки
подграфов, полученных при разбиении графа Γ , рассчитывается при помощи
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следующих двух выражений:

T̄ p
mn =

∑
ν

tνmn; C̄p
mn =

∑
ν

Cνmn,

где tvmn и Cvmn — время и стоимость автономной отработки ν-го подграфа
разбиения графа Γ .
При объединении подграфов связная отработка будет иметь характери-

стики времени и стоимости, значения которых определяются выражениями:

T
o
mn =

∑
k

bkmn; C
o
mn =

∑
k

Skmn.

Здесь bkmn и Skmn — время и стоимость связной отработки на k -м этапе
объединения подграфов.
Задача определения оптимальной стратегии с использованием временного

критерия в общем виде имеет следующую формулировку: необходимо найти
минимум выражения: ∑

mn

(
T

p
mn + T

o
mn

)
xmn.

С учетом ограничения на стоимость отработки
∑
mn

(
C

p
mn + C

o
mn

)
xmn � C.

В данном ограничении используется переменная xmn:

xmn =

{
1, если выбрана mn-стратегия комплексной отработки;
0 в противном случае.

В ограничении также используется константа С , определяющая макси-
мально допустимые затраты на проведение КП.
В процессе решения данной задачи поиск вариантов разбиения на подгра-

фы графа Γ состоит в выборе состава V групп программных модулей КП,
где V – число программных модулей в составе КП БКУ. При решении задачи
требуется соблюдать ограничения на допустимые комбинации программных
модулей для каждой из V групп.
В ходе выбора варианта объединения подграфов из множества подграфов

pm = {p1, . . . , pm, . . . , pM} до исходной структуры графа Γ требуется опре-
делить перечень этапов объединения V * непустых подграфов в исходную
структуру графа Γ . Максимальное число таких этапов должно быть равно
числу непустых подграфов V *.
Однако если количество программных модулей в КПО (компонент про-

граммного обеспечения) велико, то тогда и множество возможных вариан-
тов стратегий системной отработки становится слишком большим. Из-за чего
оценка значений временных и стоимостных характеристик стратегий стано-
вится чрезвычайно ресурсоемкой задачей, требующей много времени. Для
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решения данной проблемы предлагается решать более частные задачи по-
иска оптимальной стратегии системной отработки ПО, так как на практике
именно такие задачи возникают чаще всего.
Определим множество P p вариантов разбиения графа Γ на подграфы та-

ким образом:
P

p
= {Pm} , m = 1,M.

Здесь Pm = {pm1 , . . . , pmν , . . . , pmDm
} — m-й вариант разбиения, pmν — ν-й под-

граф, Dm — это количество подграфов при m-м варианте разбиения.
Множество P o

= {P̃mn}, (n = 1, Nm, m = 1,M ) задает варианты объеди-
нения графа Γ . Элемент P̃mn =

{
p̃mn
1 , . . . , p̃mn

k , . . . , p̃mn
Fmn

}
множества P o —

это n-й вариант объединения при m-м варианте разбиения графа Γ . Величи-
ны Nm и Fmn — это число полученных вариантов объединения подграфов и
число этапов объединения для m-го варианта разбиения графа Γ .
Для n-го варианта объединения элемент p̃mn

k определяется следующим об-
разом:

p̃mn
k =

⋃
v∈R1mn

k

pmv
⋃

i∈R2mn
k

pmi .

Здесь R1mn
k — множество индексов подграфов из Pm, а R2mn

k — множество
индексов подграфов из P̃mn, включенных в k -й этап связной отработки для
m-го варианта разбиения при n-м варианте объединения графа Γ .
Стратегия комплексной отработки, с одной стороны, определяется вари-

антом разбиения графа Γ на подграфы Pm ∈ P
p, а с другой стороны — вари-

антом объединения полученных подграфов P̃mn ∈ P
p в исходную графовую

структуру.
Время tν и стоимость Cν автономной отработки каждого v -го подграфа

разбиения состоят из трех компонент: времени и стоимости (tnν , C
n
ν ) подготов-

ки данных для тестирования, времени и стоимости (tpν , C
p
ν ) процесса тести-

рования и времени и стоимости (tлν , C
л
ν ) локализации ошибок, обнаруженных

при тестировании подграфа:

tν = tnν + tpν + tлν , Cν = Cn
ν + Cp

ν + Cл
ν ,

где
tnν = tгν + tзν + tдν , Cn

ν = Cг
ν + Cз

ν + Cд
ν .

В приведенных выше формулах использованы следующие обозначения:
tгν — время, а Cг

ν — стоимость генерации тестовых данных для v-го подграфа;
tзν — время и Cз

ν — стоимость создания подпрограмм «заглушек», требуемых
для организации отработки v-го подграфа; tдν — время и Cд

ν — стоимость со-
здания подпрограмм «драйвера», необходимых для отработки v-го подграфа;
tpν — время, а Cp

ν — стоимость выполнения тестов для v-го подграфа; tлν — вре-
мя, а Cл

ν — стоимость локализации ошибок, обнаруженных при тестировании
v-го подграфа.
Задача поиска оптимальной стратегии системной отработки может быть

сведена к двум шагам. На первом шаге производится выбор варианта раз-
биения графа Γ на подграфы Pm ∈ P

p для их автономной отработки. На

51



втором шаге выполняется выбор варианта объединения этих подграфов из
множества P o для связной отработки. Эти два шага обеспечивают выполне-
ние комплексной отработки при минимальных затратах времени и стоимости
при ограничениях на стоимость и время отработки.
Определим переменную ymn для ее использования в постановке задачи

выбора оптимальной стратегии отработки следующим образом:

ymn =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, если для m-го варианта разбиения графа Г

выбирается n-й вариант объединения;
0, в противном случае.

При решении данной задачи используются следующие исходные данные:
1) Множества P p

= {Pm} , m = 1,M, P
o
= {P̃mn}, n = 1, Nm, m = 1,M .

2) Временные и стоимостные характеристики автономной, а также и связ-
ной отработки.
При этом время и стоимость для комплексной отработки задаются сле-

дующими выражениями:

T
k
= T

p
m + T

o
mn, C

k
= C

p
m + C

o
mn,

где T p
m – время, а C p

m – стоимость автономной отработки в случае m-го ва-
рианта разбиения графа Γ ; T o

mn – время, а C
o
mn – стоимость этапов связной

отработки в случае m-го варианта разбиения графа Γ и n-го варианта объ-
единения графа Г.
Время T p

m автономной отработки и ее стоимость C p
m определяются с ис-

пользованием следующих формул:

T̄ p
m =

∑
ν

(tгνm + tзνm + tдνm + tлνm) ,

C̄p
m =

∑
ν

(cгνm + cзνm + cдνm + cлνm) .

Если для подграфов pmν ∈ Pm определены наборы тестов, используемые
при их отладке, а также для них известны временные и стоимостные харак-
теристики, то вычисление временных и стоимостных характеристик автоном-
ной отработки выполняется с использованием следующих соотношений:

tгνm =

Jνm∑
j=1

tjνm
г, cгνm =

Jνm∑
j=1

ĉjνm
г,

tрл
m =

Jνm∑
j=1

tjνm
рл, cрл

νm =

Jνm∑
j=1

ĉjνm
рл,

tлm =

Jνm∑
j=1

tjνm
лρ, cлνm =

Jνm∑
j=1

ĉjνm
лρ.

В данных соотношениях используется величина Jνm, которая обозначает
множество тестов, требуемых для проверки подграфа pmν .
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Переменные tзνm, cзνm задают соответственно время и стоимость создания
всех подпрограмм «заглушек», необходимых для проверки подграфа pmν , т.е.

tзνm =

Iνm∑
i=1

t̂зiν ; cзνm =

Iνm∑
i=1

ĉзiν .

В данных выражениях величина Ivm определяет количество подпрограмм
«заглушек», которые требуются при отладке подграфа pmv .
Затраты времени T

o и стоимости C
o выполнения этапов связной отра-

ботки для m-го варианта разбиения и n-го варианта объединения графа Γ
определяются выражениями:

T
o
=

Fmn∑
k=1

(
bnkmn + bрл

kmn + bлkmn

)
;

C
o
=

Fmn∑
k=1

(
Sn
kmn + Sрл

kmn + Sл
kmn

)
.

Предположим, что для проверки подграфов p̃mn
k ∈ P̃mn заданы множества

тестов, для которых определены их характеристики времени и стоимости.
Тогда для определения величины затрат времени и стоимости на выполнение
k -го этапа связной отработки для m-го варианта разбиения и n-го варианта
объединения графа Γ используются следующие формулы:

bnkmn =

Jkmn∑
j=1

b̂гjkmn; bрл
kmn =

Jkmn∑
j=1

b̂рл
jkmn; bлkmn =

Jkmn∑
j=1

bлjkmnρ,

Sn
kmn =

Jkmn∑
j=1

Ŝг
jkmn; Sрл

kmn =

Jkmn∑
j=1

Ŝрл
jkmn; Sл

kmn =

Jkmn∑
j=1

Sл
jkmnρ.

Используя приведенные выше выражения для определения значений вре-
менных и стоимостных характеристик процесса отработки ПО, можно дать
формальную постановку оптимизационной задачи поиска оптимальной стра-
тегии реализации сценария комплексной отработки при использовании ми-
нимума общего времени отработки в качестве критерия оптимизации:

∑
m

(∑
m

T
p
m

Nm∑
n=1

ymn +

Nm∑
n=1

T
o
mymn

)
→ min.

При решении задачи используются следующие ограничения:
— ограничение на стоимость реализации отработки,

∑
m

(
C

p
m

∑
m

ymn +

Nm∑
n=1

C
o
mymn

)
� C,

— множество M следующих ограничений на переменные ymn:
Nm∑
n=1

ymn = 1; m = 1,M.
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Аналогично формулируется задача поиска оптимальной стратегии ком-
плексной отработки с использованием стоимостного критерия оптимизации:

∑
m

(
C

p
m

∑
m

ymn +

Nm∑
n=1

C
o
mymn

)
→ min

при использовании ограничения на время, затраченное на проведение отла-
дочных работ:

∑
m

(∑
m

T
p
m

Nm∑
n=1

ymn +

Nm∑
n=1

T
o
mymn

)
� T

с учетом множества M ограничений на переменные ymn.
Сформулированные выше задачи относятся к классу широко используе-

мых задач линейного математического программирования.

3. Методы отработки ПО БКУ КА с использованием
показателей функциональной корректности

На стадии ранней функциональной интеграции компонент БКУ КА ис-
пользуются показатели функциональной корректности для оценки правиль-
ности реализации функций комплекса программ БКУ КА. Каждый функ-
ционал КП БКУ КА реализуется на использовании некоторого множества
маршрутов обработки данных. При следовании по данным маршрутам вход-
ная область определения функции преобразуется в один выходной результат
данной функции или во множество выходных результатов. С целью полной
проверки корректности работы любой функции необходимо проверить все
множество маршрутов обработки данных, используемых данной функцией,
при заданном множестве входных параметров функции. Для подтвержде-
ния корректности работы функций необходимо, чтобы выходные результаты
этих функций полностью совпадали с эталонными результатами, определен-
ными в спецификациях комплекса программ. Проверка корректности работы
функций на полном множестве всех входных данных и на всех маршрутах
их обработки — это задача очень большой сложности. Поэтому возникает
необходимость выбора ограниченного подмножества маршрутов обработки
данных для их проверки. Это подмножество маршрутов должно позволить
проверить реализацию основных функций КП.
На данный момент для проверки корректности функционирования ПО ис-

пользуются два подхода: функциональный или структурный. Функциональ-
ный подход использует представление программного обеспечения в виде “чер-
ного ящика”. Структурный подход основан на проверке правильности выпол-
нения маршрутов обработки данных и при подготовке тестов учитывает осо-
бенности структуры отдельных модулей КП и особенности межмодульного
взаимодействия в рамках комплекса программ. Как функциональный, так и
структурный подходы имеют существенные недостатки с позиции эффектив-
ности реализации проверки программного обеспечения [2].
С учетом данного обстоятельства предлагается метод, который исполь-

зует положительные свойства обоих подходов. Данный метод предполагает
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выбор такого множества тестов показателей функциональной корректности
комплекса программ, которое необходимо для проверки корректности рабо-
ты комплекса. Оценка качества работы КП делается на основе результатов
выполнения множества отобранных тестов.
Метод подразумевает отбор из множества F комплекса программ, реа-

лизующих все основные и вспомогательные функции, такого подмножества
F < F функций, подлежащих проверке, в результате корректной работы ко-
торых будут получены требуемые значения показателей функциональной
корректности КП.
Для комплекса программ задана область E входных данных. Для каждой

функции Fj ∈ F определено соответствующее подмножество Ej ∈ E области
входных данных КП. Каждая из таких функций выполняет определенное
преобразование данных из входной области Ej ∈ E в соответствующие дан-
ные выходной области yj ∈ Y . Здесь множество yj содержит все возможные
значения выходных данных для функции Fj

(
j = 1, J

)
.

Выходные результаты ykj ∈ Y комплекса программ получаются в ходе
реализации множеств маршрутов Mjk

(
j = 1, J ; k = 1,K

)
, при прохождении

которых происходит обработка данных. Следовательно, можно сделать вывод
о том, что для проверки множества функций F комплекса программ необхо-
димо проверить корректность работы множества маршрутов обработки дан-
ных. В результате реализации этих маршрутов должны бать получены необ-
ходимые выходные результаты ykj соответственно для каждой функции Fj

из множества F с использованием подмножеств входных данных Ej ∈ E.
Функция Fj комплекса программ будет считаться проверенной, если

для всех выходных результатов ykj ∈ Yj этой функции успешно проверена
корректность прохождения множества Mjk

(
j = 1, J ; k = 1,K

)
для всех тех

маршрутов обработки данных, прохождение которых обеспечило получение
выходных результатов для функции Fj . Множества Mjk ∈ Mj , k = 1,K та-
ких маршрутов будут считаться множествами Mj магистральных путей для
функции Fj . Показатель Nkj будет использоваться для определения коррект-
ности получения результата j -й функции. Его значение равно отношению:

Nkj =
nnp
kj

nобщ
kj

.

В данном отношении nnp
kj – это количество проверенных магистральных

путей, а nобщ
kj – общее количество магистральных путей, формирующих ре-

зультаты ykj ∈ Yj. Значение общего количества магистральных путей равно
мощности множества Mkj.
Будем использовать магистральный путь в качестве основной проверяемой

единицы при оценке показателя функциональной корректности ПО и графо-
вую модель Г (V,C) укрупненной блок-схемы КП при выполнении сценария
отработки и определения магистральных путей для функций множества F .
В графовой модели V – множество вершин графа Γ , которое соответствует

множеству блоков укрупненной блок-схемы КП, а C – множество дуг графа.
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Дуги C отображают передачу управления между блоками блок-схемы КП.
Блоки блок-схемы – отдельные процедуры или их совокупности либо про-
граммные модули КП. Дуга между блоками i и j означает переход управ-
ления от блока i к блоку j . В рассматриваемой модели вершине νi ∈ V гра-
фа Γ (V,C) соответствуют как множества ее аргументов Ai = {ain}, так и
множества ее результатов Ri = {rij}.
Маршрут обработки информации m на графе Γ (V,C) – это последователь-

ность вершин и дуг (v0, c0, v1, c1, . . . , cI−1, vI). В данной последовательности vi
(0 � i � I) это вершина графа Γ (V,C), а ci (1 � i � I − 1) это дуга связи от
вершины vi к вершине vi+1. Последовательность (v0, . . . , vI) вершин, в свою
очередь, соответствует тем преобразованиям, которые реализуются по мере
следования маршрута m обработки данных. Такая последовательность на-
зывается преобразователем маршрута m, а последовательность (c0, . . . , cI−1)
дуг соответствует условиям, которые при прохождении маршрута m должны
быть выполнены, и называется условием маршрута m.
Такая последовательность называется преобразователем маршрута m, а

последовательность (c0, . . . , cI−1) дуг соответствует условиям, которые при
прохождении маршрута m должны быть выполнены, и называется условием
маршрута m.
Магистральным путем mjk для результата yjk ∈ Yj функции Fj ∈ F бу-

дем считать такой маршрут, преобразователь маршрута (v0, . . . , vi) которо-
го включает в себя как минимум одну из возможных последовательностей
внешних и внутренних информационных связей. При этом данные внешние
и внутренние связи должны начинаться в вершине v0 и заканчиваться в вер-
шине vi получения результата yjk.

4. Организация отработки программного обеспечения
БКУ РС МКС

В данной главе представлен пример использования изложенной выше кон-
цепции для отработки элементов конфигурации программного обеспечения
(ЭКПО) российского сегмента МКС (БКУ РС МКС) [3].
В ходе отработки ЭКПО поэтапно выполнено:
1) автономное тестирование КПО;
2) комплексная отработка ЭКПО на стенде наземного комплекса отработ-
ки (НКО);

3) отработка ПО совместно с американской системой C&C MDM (муль-
типлексор-демультиплексор бортовой центральной вычислительной ма-
шины (БЦВС) американского сегмента и МКС в целом);

4) квалификационные формальные тесты ЭКПО.
Перечисленные этапы отработки ЭКПО решают задачи по обнаружению,

локализации и устранению ошибок, возникающих в процессе отработки ПО,
задачи по подтверждению работоспособности ПО и по оценке соответствия
функционирования ПО техническому заданию.

Автономное тестирование программного обеспечения производится на
базе автономного рабочего места (АРМ) персонального компьютера и на ком-
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плексе “SDDF” (средства разработки проекта программного обеспечения).
Тестирование выполняется в соответствии с методикой, в которой использу-
ются: описание процедуры проверки, начальные условия тестирования, а так-
же контрольные примеры проверок. После того, как тестирование ПО закон-
чено, оно передается группе конфигурационного контроля, которая интегри-
рует протестированное ПО в состав ЭКПО БЦВМ.

Комплексная отработка ЭКПО выполняется по специально разрабо-
танному сценарию и решает следующие задачи:
1) проверка качества работы операционной системы;
2) сборка ПО БКУ и комплексная отработка ПО в соответствии с пла-
ном полета и режимами работы российского сегмента и служебного мо-
дуля одновременно с контролем обеспечения безопасности полета (т.е.
проверка корректности реализации подграфов графа Г , так и самого
графа Г в целом);

3) выборочные проверки тех магистральных путей, которые соответству-
ют наиболее вероятным нештатным ситуациям, а также локализация
нештатных ситуаций и их устранение;

4) проверка соответствия функционирования ПО БКУ документам (ICD
SSP 50 097);

5) контроль процесса распределения таких ресурсов, как память, процес-
сорное время, работа каналов ввода/вывода.

Совместные тесты с американской системой C&C MDM выполня-
лись на стендах “SITE-C”, “EGSE” и “SVF” по специальным сценариям реали-
зации тестов. В процессе испытаний использовались бортовое ПО БКУ АС и
ПО БКУ РС, модельное ПО БС Американского сегмента и модельное ПО БС
Российского сегмента.

Формальные квалификационные тесты или приемо-сдаточные
испытания (ПСИ) и стыковочные испытания — это процесс, в ходе
которого проверяется соответствие ЭКПО ЦВМ требованиям, указанным в
ТЗ и ICD.
Из множества тестов, которые реализуются на наземном комплексе

НКО, выбирается определенное подмножество тестов, которые используются
для проверки корректности реализации выбранного множества магистраль-
ных путей. По завершении формального квалификационного тестирования
оформляется и подписывается «Заказчиком» заключение о том, что ЭКПО
ЦВМ готов к проведению стыковочных испытаний.
Стыковочные испытания проводились в соответствии с методикой, раз-

работанной для таких испытаний. Аппаратно-программные средства БЦВС
(АПС БЦВС) проходят стыковочные испытания с реальными аппаратны-
ми средствами или с ее аналогами на базе наземного комплекса отработки
НКО-2. Стыковочные испытания АПС БЦВС с АПС БЦВС Американско-
го сегмента проводились на базе наземного комплекса отработки НКО-1.
Эти испытания проводились в соответствии с планом совместной отработ-
ки NASA-RSA Phase 2-3 Bilateral Integration and Verification Plan – SSP50101.
Испытания аппаратно-программных средств БЦВС в составе служебного мо-
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дуля «Звезда» (индекс изделия 17КСМ) проводились на комплексном стенде
№ 24008 и на контрольно-испытательной станции в необходимом объеме.

5. Заключение

В данной работе представлен существующий опыт, организационные, ме-
тодические и технические решения по отработке программного обеспечения
БКУ для космических аппаратов различного назначения. Приведены основ-
ные положения технологии комплексной отработки ПО БКУ КА, которая
обеспечивает эффективную разработку ПО, его отладку на основе исполь-
зования прототипов ПО, итеративную верификацию требований и раннюю
функциональную интеграцию. Предложенная технология реализована в рам-
ках автоматизированной системы разработки и отработки ПО БКУ КА, что
позволило существенно снизить общее число ошибок в процессе разработки
и отработки программного обеспечения российского сегмента МКС.
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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ
АНИЗОТРОПИЙНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ

В работе получено параметрическое описание множества оптимальных
анизотропийных регуляторов для линейных дискретных стационарных
систем. Искомые регуляторы ограничены нестрого неупреждающей ди-
намической обратной связью по измеряемому выходу. Решение зависит
от нескольких настраиваемых параметров, обусловливающих конкретный
вид регулятора, и имеет вид системы уравнений Риккати, соответствую-
щих H2-оптимальному регулятору для системы, образованной последо-
вательным соединением исходной системы и наихудшего формирующего
фильтра, соответствующего предельному уровню средней анизотропии
внешнего возмущения.

Ключевые слова: линейные дискретные системы, анизотропийная теория,
оптимальное управление, параметризация.
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1. Введение

Развивающаяся с середины 90-х гг. анизотропийная теория (более точ-
но — теория анизотропийного управления и фильтрации для линейных дис-
кретных стохастических систем) появилась в ответ на попытки выработать
подходы к решению задач синтеза для линейных систем регуляторов и филь-
тров, обобщающие хорошо известные решения соответствующих H2- и H∞-
задач [4, 12, 13].
В ней явно прослеживаются и черты задач ТАУ, и теории информации, и

различных, уже ставших классическими методов подавления влияния внеш-
них возмущений [5]. Однако в отличие от многих других подходов, в которых
предлагалось использовать заданные в определенном смысле искусственно
функционалы смешанного типа, при создании анизотропийной теории основ-
ное внимание было уделено способу описания внешнего возмущения, дейст-
вующего на систему. Было показано, что использование теоретико-инфор-
мационных функционалов позволяет не только описать очень богатый класс
статистически не полностью определенных случайных возмущений, но и есте-
ственным образом обобщить понятия H2- иH∞-норм, сделав их предельными
случаями анизотропийной нормы.
В настоящей работе поставлена и решена задача параметрического описа-

ния множества оптимальных анизотропийных регуляторов. Решение задачи
базируется на результате, связанном с параметризацией H2-оптимальных ре-
гуляторов, и уравнениях для наихудшего формирующего фильтра, произво-
дящего сигнал с пороговым уровнем средней анизотропии.
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Статья организована следующим образом. В разделе 2 даются основные
сведения из анизотропийной теории. Также в нем идет решение стандартной
задачи H2-оптимального управления, где приводится все множество соответ-
ствующих решений. В разделе 3 ставится и решается задача параметризации
оптимальных анизотропийных регуляторов. Результаты продемонстрирова-
ны на численном примере.

2. Предварительные сведения

2.1. Сокращения и обозначения

Hm×n
2 — пространство Харди аналитичных в открытом единичном дис-

ке {z ∈ C : |z| < 1} дробно-рациональных передаточных функций P (z) =

=
+∞∑
k=0

Pkz
k ∈ C

m×n с конечной H2-нормой

‖P‖2 =

⎛
⎝ 1

2π

π∫

−π

tr
(
P̂ (ω)P̂T(−ω))dω

⎞
⎠

1/2

,

где P̂ (ω) = lim
r→1−0

P (reiω); RHm×n
2 — множество строго правильных устойчи-

вых дробно-рациональных передаточных функций размера m × n; ‖P‖∞ =

= supω∈[−2π;π) σmax(P̂ (ω)) — H∞-норма передаточной функции P (z), где
σmax(X) = maxk σk(X) — максимальное сингулярное число матрицы X, а
σk(X) = λk(X

TX).

2.2. Основные определения анизотропийной теории

Центральным объектом исследования в анизотропийной теории является
устойчивая линейная дискретная стационарная система вида

(1) Pzw ∼
{
xk+1 =Axk +Bwk,

zk =Cxk +Dwk,

с известными матрицами A ∈ R
nx×nx, B ∈ R

nx×nw , C ∈ R
nz×nx, D ∈ R

nz×nw

и, как правило, нулевыми начальными условиями (x0 = 0), описывающая
развитие во времени динамических процессов {xk}k�0 и {zk}k�0, подвер-
женных действию случайного внешнего возмущения {wk}k�0. Далее будем
отождествлять системы вида (1) с их передаточной функцией Pzw(z) = D+
+ C(zInx −A)−1B, а также задавать их упорядоченной четверкой матриц

(2) Pzw ∼
[
A B
C D

]
: w

x→ z,

уточняя, где необходимо, что является состоянием, входом и выходом, и
каким пространствам принадлежат соответствующие матрицы. В задачах
управления под системой (1) понимается замкнутая система.
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Следующие определения дают базовое представление об объектах ис-
следования анизотропийной теории. Для больших деталей смотри, напри-
мер, [4, 12, 13].
Опр е д е л е н и е 1. Анизотропией интегрируемого с квадратом случай-

ного вектора w ∈ L
nw
2 называют число, определяемое формулой

(3) A(w) = min
λ>0

D(f ||pnw,λ),

где D(f ||g) — информационное уклонение Кульбака–Лейблера f относитель-
но g; f(x) — плотность распределения случайного вектора w; pnw,λ(x) =

= (2πλ)−nw/2 exp
(− |x|2

2λ

)
— плотность нормального распределения с нулевым

средним и скалярной ковариационной матрицей λInw .
Опр е д е л е н и е 2. Средней анизотропией стационарного эргодического

случайного процесса W = {wk}k�0 называют число, определяемое формулой

(4) A(W ) = lim
N→+∞

A(W0:N−1)

N
,

где Ws:t = (wT
s , . . . , w

T
t )

T — вектор-фрагмент последовательности W =
= {wk}k�0 при k = s, s+ 1, . . . , t− 1, t.

Предполагается, что на систему (1) действует возмущение с ограничен-
ной числом a � 0 средней анизотропией, т.е. A(W ) � a. Данное ограниче-
ние определяет возможности природы к генерации наиболее неблагоприятно-
го (с точки зрения значения среднеквадратичного коэффициента усиления)
внешнего возмущения, с чем работает H∞-теория, но при этом позволяет ему
иметь и пространственную, и временную корреляции, что не охватывается
H2-теорией.
Опр е д е л е н и е 3. Анизотропийной нормой системы (1) при наложен-

ном на внешнее возмущение ограничении A(W ) � a называют число

(5) |||Pzw|||a = sup

{‖PzwG‖2
‖G‖2

: G ∈ Hnw×nw
2 ∧W = GV ∧A(W ) � a

}
,

где V = {vk}k�0 — стандартный гауссовский белый шум, пропускаемый че-
рез линейную систему с (nw × nw)-мерной передаточной функцией G(z) с
конечной H2-нормой.

Количественно анизотропийная норма отражает способность системы
к усилению в среднеквадратичном смысле поступаемого на ее вход сиг-
нала при наложении на него теоретико-информационного ограничения
A(W ) � a. В случае наиболее жесткого ограничения, т.е. когда A(W ) = 0,
имеем, что W = V и |||Pzw|||0 = ‖Pzw‖2/

√
nw. В случае, когда ограничение

на среднюю анизотропию снято, т.е. A(W ) < +∞, можно показать, что
lim

a→+∞ |||Pzw|||a = ‖Pzw‖∞. Таким образом, анизотропийной теории удается не
только описать в теоретико-информационных терминах широкий класс внеш-
них возмущений, но и естественным образом обобщить подходы к синтезу
управления, разработанные в рамках H2- и H∞-теорий.
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2.3. Параметризация H2-оптимальных регуляторов

Исследованию всевозможных аспектов поведения линейных систем, за-
мкнутых H2-оптимальными оценивающими регуляторами, посвящено огром-
ное множество работ. В ряде из них, в частности, описываются методы пара-
метризации всего множества H2-оптимальных регуляторов. Процедура реше-
ния этой задачи, а также сопровождающие ее сложности подробно описаны
в работах [2, 6, 9, 11] и многих других. Основная идея, на которой основано
решение, состоит в том, что H2-оптимальные регуляторы напрямую связаны
с регуляторами, обеспечивающими инвариантность выхода некоторой вспо-
могательной системы относительно возмущений, и проводя параметризацию
последних, осуществляется параметрическое описание и искомых H2-регу-
ляторов. Постановка задачи параметризации H2-регуляторов и ее решение
могут быть даны в следующей форме.
Рассмотрим систему

(6) F ∼
⎡
⎣
A Bu Bw

Cy 0 Dyw

Cz Dzu 0

⎤
⎦ :

(
u
w

)
x→
(
y
z

)
,

с матрицами A ∈ R
nx×nx , Bu ∈ R

nx×nu, Bw ∈ R
nx×nw , Cy ∈ R

ny×nx , Dyw ∈
∈ R

ny×nw , Cz ∈ R
nz×nx , Dzu ∈ R

nz×nw , где u — управление, w — внешнее воз-
мущение, y — измеряемый выход, z — регулируемый выход. Также рассмот-
рим нестрого неупреждающий динамический стабилизирующий регулятор в
форме обратной связи по выходу

(7) K ∼
[
Ac Bc

Cc Dc

]
: y

h→ u,

где hk ∈ R
nh , а Ac, Bc, Cc, Dc — матрицы, подлежащие определению. Систе-

ма (6), замкнутая регулятором (7), будет иметь (A,B,C,D)-представление

(8) Fcl(K) ∼
⎡
⎣

A+BuDcCy BuCc Bw +BuDcDyw

BcCy Ac BcDyw

Cz +DzuDcCy DzuCc DzuDcDyw

⎤
⎦ : w

(
x
h

)

→ z.

Задача H2-оптимального управления состоит в нахождении таких матриц
регулятора (7), чтоH2-норма замкнутой системы (8) принимает минимальное
значение, т.е. ‖Fcl(K)‖2 → min

K
.

Уже было отмечено, что задача синтеза H2-оптимального регулятора свя-
зана с задачей обеспечения вход-выходной инвариантности (т.е. равенства ну-
лю передаточной функции) некоторой вспомогательной системы [2, 3, 6, 9, 10].
Для решения последней задачи вводят несколько дополнительных определе-
ний, тесно связанных с понятиями управляемого и наблюдаемого инвари-
антов [1, 7]. А именно, для системы F : w

x→ z, заданной четверкой матриц
(A,B,C,D), где x ∈ R

nx , w ∈ R
nw , z ∈ R

nz , определим два множества: W(F )
и S(F ) (см., например, [8]).
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Опр е д е л е н и е 4. Стабилизируемое слабо ненаблюдаемое множество
W(F ) есть наибольшее подпространство W ⊆ R

nx, для которого существу-
ет матрица Π подходящей размерности, такая, что W ⊆ ker(C +DΠ),
(A+BΠ)W ⊆W и ρ(A+BΠ) < 1.

Опр е д е л е н и е 5. Детектируемое сильно управляемое множество
S(F ) есть наименьшее подпространство S ⊆ R

nx, для которого существу-
ет матрица Λ подходящей размерности, такая, что im(B + ΛD)⊆ S,
(A+ ΛC)S ⊆ S и ρ(A+ ΛC) < 1.

Также введем две вспомогательные, связанные с системой (6) матрицы P
и Q как наибольшие в смысле отношения матричного порядка (X � Y ⇔ X−
− Y � 0) матрицы, являющиеся решениями неравенств

M1(P ) =

[
ATPA− P +CT

z Cz CT
z Dzu +ATPBu

DT
zuCz +BT

u PA DT
zuDzu +BT

u PBu

]
� 0,(9a)

M2(Q) =

[
AQAT −Q+BwB

T
w BwD

T
yw +AQCT

y

DywB
T
w + CyQA

T DywD
T
yw + CyQC

T
y

]
� 0.(9b)

Для пары решений (P,Q) определим дополнительно матрицы CP , DP , BQ и
DQ в соответствии с разложениями

(10)

[
CT
P

DT
P

]
[CP DP ] =M1(P ),

[
BQ

DQ

]
[BT

Q DT
Q] =M2(Q)

и при условии, что [CP DP ] и [BT
Q DT

Q] — матрицы полного ранга.
Решение задачи параметризации H2-оптимальных регуляторов приведено

в виде следующей теоремы.

Те ор ем а 1 [2, 10]. Для системы (6) существует H2-оптимальный ре-
гулятор вида (7) тогда и только тогда, когда выполнены следующие усло-
вия:

(i) пара (A,Bu) — стабилизируемая,
(ii) пара (Cy, A) — детектируемая,
(iii) im(BQ −BuD

+
PR)⊆W(FPu

),

(iv) S(FQy
)⊆ ker(CP −RD+

QCy),

(v) S(FQy
)⊆W(FPu

),

(vi) (A−BuD
+
PRD

+
QCy)S(FQy

)⊆W(FPu
),

где

(11) R = (DT
P )

+(DT
zuCzQC

T
y +BT

u PAQC
T
y +BT

u PBwD
T
yw)(D

T
Q)

+,

а системы FPu и FQy заданы соответственно (A,B,C,D)-представлениями

(12) FPu ∼
[
A Bu

CP DP

]
, FQy ∼

[
A BQ

Cy DQ

]
.
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При выполнении условий теоремы множество всех динамических H2-оп-
тимальных регуляторов вида (7) задается выражением

(13) K ∼

⎡
⎢⎢⎣
A+BuΠ+ΛCy −BuD̃Cy BuC̃ BuD̃ − Λ

−B̃Cy Ã B̃

Π− D̃Cy C̃ D̃

⎤
⎥⎥⎦ ,

в котором выбор матриц Ã, B̃, C̃, D̃ ограничен лишь условием принадлеж-
ности передаточной функции

(14) F̃ (z) = D̃ + C̃(zInx − Ã)−1B̃

следующей алгебраической сумме пространств: F̃ (z) ∈ NF +MF , где

NF =
{
N ∈ R

nu×ny : DPNDQ = −R
}
,(15a)

MF =
{
M(z) ∈ RHnu×ny

2 : F1(z)M(z)F2(z) = 0
}

(15b)

с обозначениями

F1(z) = DP + (CP +DPΠ)(zInx −A−BuΠ)
−1Bu,(16a)

F2(z) = DQ + Cy(zInx −A− ΛCy)
−1(BQ + ΛDQ).(16b)

Солидный анализ положений теоремы проделан в [11]. Также могут быть
сформулированы варианты теоремы 1 для невырожденных случаев, связан-
ных с отсутствием инвариантных нулей у обратимых слева/справа систем [2].
При этом в аналогичное утверждение дополнительно будет включено условие
единственности H2-оптимального регулятора в случае его существования.

3. Параметризация анизотропийных регуляторов

3.1. Постановка и решение задачи

Решение задачи оптимального анизотропийного управления для линейных
дискретных стационарных систем было получено в [13]. Условия, при кото-
рых производился синтез регулятора, обеспечивали существование и един-
ственность решения, а сам регулятор был задан в строго неупреждающей
форме. В данном разделе приводится решение похожей задачи, состоящей
в параметризации всех оптимальных анизотропийных регуляторов нестрого
неупреждающего вида.
Зад а ч а 1. Для системы (6), на которую действует внешнее возмуще-

ние с ограничением A(W ) � a, требуется описать параметрически мно-
жество оптимальных анизотропийных регуляторов вида (7), стабилизи-
рующих замкнутую систему и доставляющих минимум ее анизотропийной
нормы.
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Известно, что при решении задач анизотропийного анализа систем и син-
теза для них оптимальных анизотропийных регуляторов возникает необхо-
димость рассмотреть дополнительную математическую конструкцию — наи-
худший формирующий фильтр. Его задачей является генерация наиболее
неблагоприятного для замкнутой системы внешнего возмущения. В соответ-
ствии с полученными в [12, 13] результатами, для систем вида (2) он имеет
вид

(17) G ∼
[
A+BL BΣ1/2

L Σ1/2

]
: v

x→ w,

где L ∈ R
nw×nx и Σ � 0 — матрицы, подобранные с целью максимизировать

среднеквадратичный коэффициент усиления ‖PzwG‖2/‖G‖2 при ограничении
A(W ) � a. Здесь и далее V = {vk}k�0 — стандартный гауссовский белый шум.
Основная идея решения задачи 1 заключается в переходе к рассмотрению

системы, образованной последовательным соединением наихудшего форми-
рующего фильтра и исходной системы F , и дальнейшей параметризации для
нее H2-оптимальных регуляторов. Прежде всего отметим, что система (6) с
учетом формирующего фильтра (17) эквивалентна с точки зрения соответ-
ствующих динамических процессов системе

F ∼

⎡
⎢⎣
A Bu Bw

Cy 0 Dyw

Cz Dzu 0

⎤
⎥⎦ =

=

⎡
⎢⎣

A′ +B′
wL B′

u B′
wΣ

1/2

C ′
y +D′

ywL 0 D′
ywΣ

1/2

C ′
z D′

zu 0

⎤
⎥⎦ :

(
u
v

) (
x
h

)
→

(
y
z

)
,

(18)

где новые переменные определены формулами uk =
(
uTk hTk+1

)T и yk =

=
(
yTk hTk

)T; матрицы, использованные в представлении (18), имеют следую-
щую структуру:

A′ =
[
A 0
0 0nh×nh

]
, B′

u =

[
Bu 0
0 Inh

]
, B′

w =

[
Bw

0nh×nw

]
,(19a)

C ′
y =

[
Cy 0
0 Inh

]
, D′

yw =

[
Dyw

0nh×nw

]
,(19b)

C ′
z = [Cz 0nz×nh

] , D′
zu = [Dzu 0nz×nh

] ;(19c)

матрицы L и Σ соответствуют формирующему фильтру G, являющемуся наи-
худшим для системы (18), замкнутой некоторым регулятором, и производя-
щему окрашенный сигнал со средней анизотропией не выше заданного порога
a � 0 из стандартного гауссовского белого шума V = {vk}k�0.
Те ор ем а 2. Для системы (6) с внешним возмущением, удовлетворяю-

щим ограничению A(W ) � a, существует оптимальный анизотропийный
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регулятор вида (7) тогда и только тогда, когда выполнены условия (i)–(vi)
теоремы 1. При выполнении этих условий множество всех оптимальных
анизотропийных регуляторов вида (7) для системы (6) определяется в со-
ответствии с формулой uk =

(
uTk hTk+1

)T, где управление uk задается сле-
дующим множеством оптимальных анизотропийных регуляторов для си-
стемы (18):

(20) K ∼

⎡
⎢⎣
A+BuΠ+ ΛCy −BuD̃Cy BuC̃ BuD̃ − Λ

−B̃Cy Ã B̃

Π− D̃Cy C̃ D̃

⎤
⎥⎦ .

Матрицы Ã, B̃, C̃, D̃ образуют передаточную функцию

(21) F̃ (z) = D̃ + C̃(zInx+nh
− Ã)−1B̃,

принадлежащую алгебраической сумме пространств F̃ (z) ∈ N
F
+M

F
, где

N
F
= {N ∈ R

(nu+nh)×(ny+nh) : DPNDQ = −R},(22a)

MF = {M (z) ∈ RH(nu+nh)×(ny+nh)
2 : F 1(z)M (z)F 2(z) = 0},(22b)

где в свою очередь

F 1(z) = DP + (CP +DPΠ)(zInx+nh
−A−BuΠ)

−1Bu,(23a)

F 2(z) = DQ + Cy(zInx+nh
−A− ΛCy)

−1(BQ + ΛDQ)(23b)

и

(24) R = (D
T
P )

+(D
T
zuCzQC

T
y +B

T
uPAQC

T
y +B

T
uPBwD

T
yw)(D

T
Q)

+.

Матрицы CP , DP , BQ и DQ введены согласно разложениям (10) для матриц
M1(P ) и M2(Q), связанных с системой (18), а матрицы Π и Λ — согласно
множествам W(F Pu) и S(FQy), введенным соответственно определе-
ниям 4 и 5.
Доказательство теоремы приведено в Приложении.
Сл ед с т в и е 1. Если в рамках теоремы 2 вместе с условиями (i)–(vi)

верно также, что передаточная функция

(25) F ol
yw(z) = Dyw + Cy(zInx −A)−1Bw

является обратимой справа, а передаточная функция

(26) F ol
zu(z) = Dzu + Cz(zInx −A)−1Bu

— обратимой слева, то оптимальный анизотропийный регулятор суще-
ствует и является единственным.
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3.2. Численный пример

В качестве академического примера рассмотрим систему вида (6) с мат-
рицами

A =

[ −1 1
1 0

]
, Bu =

[
0
1

]
, Bw =

[
1
−1

]
,(27a)

Cy =

[
1 0
0 1

]
, Dyw =

[
0
0

]
, Cz =

[
0 0
0 1

]
, Dzu =

[
1
0

]
.(27b)

Будем считать, что внешнее возмущение имеет среднюю анизотропию, огра-
ниченную некоторым числом a � 0. Поставим в качестве цели исследования
решение задачи параметризации оптимальных анизотропийных регуляторов
порядка не выше порядка исходной системы, и для простоты потребуем, что-
бы число дополнительных фиктивных переменных было минимально, т.е.,
согласно (21), F̃ (z) = D̃.
Проделав требуемые вычисления, можно убедиться, что система (18) име-

ет вид

(28) F ∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A+BwL1 BwL2 Bu 02×2 Bw

√
σ

02×2 02×2 02×1 I2 02×1

I2 02×2 02×1 02×2 02×1

02×2 I2 02×1 02×2 02×1

Cz 02×2 Dzu 02×2 02×1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

а соответствующие ей матрицы P и Q, определяемые формулами (9), будут
иметь следующую структуру:

(29) P =

[
P 11 02×2
02×2 02×2

]
, Q =

[
Q11 02×2
02×2 02×2

]
, Q11 = BwB

T
w

√
σ,

где P 11 — решение уравнения Риккати

P 11 = (A+BwL1)
TP 11(A+BwL1) + CT

z Cz(30a)

− (A+BwL1)
TP 11Bu(D

T
zuDzu +BT

u P 11Bu)
−1BT

u P 11(A+BwL1),(30b)

причем для упрощения изложения сразу будем считать, что L2 = 0 (мож-
но действительно показать справедливость этого утверждения). После этого
вычисляются матрицы DP , CP , DQ и BQ:

DP =

[
(DP )11 01×2
02×1 02×2

]
=

[
(DT

zuDzu +BT
u P 11Bu)

1/2 01×2
02×1 02×2

]
,(31a)

CP =

[
(CP )11 01×2
02×2 02×2

]
=

[
(DP )

−1
11 B

T
u P 11(A+BwL1) 01×2
02×2 02×2

]
,(31b)

DQ =

[
(DQ)11 02×2

02×2 02×2

]
=

[
(BwB

T
w)

1/2√σ 02×2
02×2 02×2

]
,(31c)

BQ =

[
(BQ)11 02×2

02×2 02×2

]
=

[
(A+BwL1)(DQ)11 02×2

02×2 02×2

]
.(31d)
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Также сразу вычислим матрицу R, воспользовавшись (11):

(32) R =

[
(CP )11(DQ)11 01×2

02×2 02×2

]
.

Перейдем к проверке условий теоремы 2. Очевидно, что пара (A,Bu) —
стабилизируемая, а пара (Cy, A) — детектируемая. Далее понадобится ввести
в рассмотрение множества W(F P ) и S(FQ). Согласно определениям (4) и (5),
матрицы Π и Λ должны быть выбраны так, чтобы удовлетворять следующим
условиям:

Π =

[
Π11 Π12

Π21 Π22

]
=

[
−(DP )

−1
11 (CP )11 01×2

Π21 Π22

]
, ρ(Π22) < 1,(33a)

Λ =

[
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

]
=

[
−(BQ)11(DQ)

−1
11 Λ12

02×2 Λ22

]
, ρ(Λ22) < 1.(33b)

Далее для упрощения вычислений выберем Π21 = Π22 = 02×2 и Λ12 = Λ22 =
= 02×2. Естественно, нужно иметь в виду, что такого рода выбор в общем
случае приведет к сужению множества искомых оптимальных анизотропий-
ных регуляторов. Сделанный выбор приводит к тому, что W(F P ) = R

4 и
S(FQ) = {0}4, после чего справедливость условий (iii)–(vi) теоремы 2 про-
веряется тривиально.
В рамках данного примера регулятор с представлением (20) при условии

F̃ (z) = D̃ полностью определяется матрицей D̃, удовлетворяющей требова-
нию DP D̃DQ = −R. Подставляя в последнее равенство найденные ранее мат-
рицы, получим, что D̃ будет иметь вид

(34) D̃ =

[
D̃11 D̃12

D̃21 D̃22

]
,

где D̃11 = Π11, что заканчивает процедуру описания всех оптимальных ани-
зотропийных регуляторов (20), связанных с аналогичными для исходной си-
стемы соотношением uk =

(
uTk hTk+1

)T.
Сделаем несколько важных замечаний.
Во-первых, для того, чтобы получить окончательный ответ на поставлен-

ную задачу, полученную систему уравнений необходимо дополнить системой
уравнений для определения наихудшего формирующего фильтра, таким об-
разом находя переменные L1 ∈ R

1×2 и σ > 0 (см., например, [12]).
Во-вторых, поскольку в рамках разобранного примера состояние наблюда-

лось (измерялось) точно, то естественным представляется выбор регулятора
в форме статической обратной связи по состоянию uk = Kxk. В данном слу-
чае оптимальным выбором матрицы K является K = D̃11.
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В заключение приведем также решение данной задачи для a = 0 (дан-
ный случай выбран из простоты, так как отсутствует необходимость решать
вспомогательную задачу, связанную с формирующим фильтром). Можно по-
казать, что все регуляторы с представлением

(35) K ∼
[
Ac Bc

Cc Dc

]
≈
⎡
⎣

0 0 −1 1
−κ − 1,4773 −κ − 1,4773 κ + 1 κ + 2,1823
−κ − 1,4773 −κ − 1,4773 κ κ + 2,1823

⎤
⎦

являются оптимальными, и имеют общую замкнутую систему, не зависящую
от конкретного выбора κ (единственным вполне естественным ограничением
будет κ ∈ (−2,4773; −0,4773), при котором спектральный радиус матрицы Ac

меньше единицы):

xk+1 ≈
[ −1 1
−0,4773 0,7051

]
xk +

[
1
−1

]
wk,(36a)

zk ≈
[ −1,4773 0,7051

0 1

]
xk.(36b)

Заметим, что выбору κ ≈ −1,4773 в (35) как раз соответствует статический
регулятор по состоянию uk = Dcxk.

4. Заключение

В статье получено параметрическое описание множества оптимальных
анизотропийных регуляторов для линейных дискретных стационарных си-
стем. Полученные результаты могут найти применение при решении прак-
тических задач навигации и управления, в частности, в случаях, когда на
управление наложены несколько ограничений или задано требование мини-
мизации нескольких критериев качества. Естественным продолжением ра-
боты является решение задачи параметризации множества субоптимальных
анизотропийных регуляторов и оценивателей.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Сначала покажем, что условия (i)–(vi),
объявленные в формулировке теоремы 2, эквивалентны условиям

(а) пара (A,Bu) — стабилизируемая,
(б) пара (Cy, A) — детектируемая,
(в) im(BQ −BuD

+
PR)⊆W(FPu

),
(г) S(FQy

)⊆ ker(CP −RD
+
QCy),

(д) S(FQy
)⊆W(FPu

),
(е) (A−BuD

+
PRD

+
QCy)S(FQy

)⊆W(F Pu
),

где матрицы CP , DP , BQ, DQ и R, а также системы FPu
и FQy

по аналогии
задаются в соответствии с изложенным в разделе 2.3 материале применитель-
но к системе (18). Заметим, что условия (а)–(е) представляют собой прямой
аналог условий (i)–(vi) теоремы 1 для системы (18).
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Эквивалентность условий (i)⇔(а) и (ii)⇔(б) очевидна в силу обозначе-
ний (19). Для дальнейшего доказательства установим связь множествW(FPu

)

и S(FQy
) из теоремы 1 с множествами W(F Pu

) и S(FQy
), соответственно. За-

крепив в качестве объекта исследования систему F , путем непосредственно-
го использования определений 4 и 5 проверяется, что всегда найдутся такие
матрицы Π и Λ, что

W(FPu
) = W(FPu

)× R
nh , S(FQy

) = S(FQy
)× {0}nh ,(Π.1a)

(A+BuΠ)W(F Pu
)⊆W(F Pu

), (A+ ΛCy)S(FQy
)⊆ S(FQy

),(Π.1b)

ρ(A+BuΠ) < 1, ρ(A+ ΛCy) < 1.(Π.1c)

После этого можно заключить, что эквивалентность условий (iii)⇔(в) и
(iv)⇔(г) справедлива ввиду того, что

ker(CP −RD
+
QCy) = ker(CP −RD+

QCy)× R
nh ,(Π.2a)

im(BQ −BuD
+
PR) = im(BQ −BuD

+
PR)× {0}nh .(Π.2b)

Наконец, в силу (Π.1) доказывается эквивалентность условий (v)⇔(д) и
(vi)⇔(е).
Вид регулятора (20) полностью обусловлен содержанием теоремы 1.
Теорема 2 доказана.

Автор статьи выражает благодарность Игорю Геннадьевичу Владимирову
и Александру Викторовичу Юрченкову, принимавшим участие в обсуждении
части материала.
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ПОВЫШЕНИЕ УГЛОВОГО РАЗРЕШЕНИЯ
И ДАЛЬНОСТИ ДЕЙСТВИЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ,

ИСПОЛЬЗУЮЩИХ СВЕРХШИРОКОПОЛОСНЫЕ СИГНАЛЫ1

Рассмотрена задача получения трехмерных радиоизображений объек-
тов с повышенным разрешением на основе применения сверхширокопо-
лосных импульсных сигналов и новых методов их цифровой обработки.
Численно решена обратная задача восстановления изображения источни-
ка сигналов с разрешением, превышающим критерий Рэлея. Математи-
чески задача сводится к решению интегрального уравнения Фредгольма
первого рода численными методами, основанными на представлении ре-
шения в виде разложения по системам ортогональных функций. Обосно-
ван метод выбора систем используемых функций, повышающий устойчи-
вость решений. Решены вариационные задачи оптимизации формы и дли-
тельности сверхширокополосных импульсов, обеспечивающие максималь-
но возможное отношение сигнал/шум при локационных исследованиях
объектов с полностью или частично известными характеристиками от-
ражения сигналов. Предлагаемые процедуры позволяют увеличить даль-
ность действия измерительных систем, а также дают возможность повы-
сить устойчивость решений обратных задач. Показано, что привлечение
развиваемых методов достижения сверхразрешения к обработке сверхши-
рокополосных сигналов резко улучшает качество 3D-изображений объек-
тов в радиодиапазоне.

Ключевые слова: критерий Рэлея, угловое сверхразрешение, устойчи-
вость решений обратных задач.

DOI: 10.31857/S0005231023100070, EDN: XVLKSX

1. Введение

Увеличение эффективной угловой разрешающей способности систем
радио- и гидролокации, радионавигации, дистанционного зондирования и до-
ведение ее до сверхразрешения дают возможность детализировать изобра-
жения исследуемых объектов, решать задачи их распознавания и иденти-
фикации, раздельно наблюдать единичные цели в составе групповых целей.
Решение этих задач позволяет повысить качество существующих и перспек-
тивных систем управления наземными, надводными, подводными и аэрокос-
мическими объектами. В настоящее время известно немало методов циф-
ровой обработки и анализа сигналов, позволяющих повысить эффективное

1 Работа выполнена при частичной поддержке Российского научного фонда (проект
№ 23-29-00448).
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разрешение. Это, в частности, методы обратной свертки сигналов, фазовых
взвешивающих коэффициентов, углового взвешивания и т.п. Популярными
в настоящее время являются такие методы, как: MUSIC (MUltiple SIgnal
Classification) [1], ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rotational
Invariant Techniques) [2], метод деконволюции [3, 4], метод максимальной эн-
тропии [5], метод максимального правдоподобия [6], методы, использующие
нейросети [7], а также нелинейные методы [8].
Перечисленные методы оказываются эффективными далеко не во всех

случаях. Большинство из них, в том числе MUSIC и ESPRIT, оказываются
неэффективными при использовании активными измерительными система-
ми сложных сигналов, в частности UWB (Ultra Wide Band) сигналов дли-
тельностью в единицы наносекунд. Использование таких сверхширокополос-
ных сигналов потенциально позволяет получить очень высокое разрешение
по дальности — около 1 м. В итоге сочетание применения UWB сигналов и
достижение углового сверхразрешения за счет цифровой обработки сигна-
лов позволят получать качественные трехмерные радиоизображения объек-
тов. Такие системы являются всепогодными и могут работать в любое время
суток.

2. Постановка задачи достижения сверхразрешения

Принятый угломерной системой при сканировании двумерного сектора об-
зора сигнал U(ϕ, θ) может быть выражен в виде линейного интегрального
преобразования [9]

U(ϕ, θ) =

∫

Ω

f(ϕ− φ, θ − ϑ)I(φ, ϑ) dφ dϑ,(1)

где Ω = Ω(ϕ, θ) – угловая область расположения источника сигнала; I(ϕ, θ) –
угловое распределение амплитуды отраженного (или излучаемого) объектом
наблюдения сигнала, равное нулю вне Ω; f(ϕ, θ) – диаграмма направленности
(ДН) измерительной системы. Для удобства здесь и далее используется де-
картова система координат, где углы отсчитываются от нормали к плоскости
антенны.
Известно, что достигаемая при проведении прямых измерений в соответ-

ствии с (1) угловая разрешающая способность, т.е. способность различать два
близко расположенных объекта, измеряется минимальными углами δϕ и δθ,
при которых два точечных источника сигналов еще различаются раздельно.
Эти углы определяются на основе критерия Рэлея

δϕ ∼= λ/Dx, δθ ∼= λ/Dy ,(2)

где Dx и Dy – линейные размеры антенны в соответствующих углам ϕ и θ
направлениях, λ – длина волны.
Углы δϕ и δθ оказываются равны ширине ДН, определяемой по снижению

излучаемой мощности в два раза и обозначаются как ϕ0,5 и θ0,5.
Ставится задача получения изображения источника сигналов I(ϕ, θ) с уг-

ловым разрешением, превышающим критерий Рэлея в возможно большей
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степени, на основе интеллектуального анализа принятого сигнала U(ϕ, θ) и
известной ДН f(ϕ, θ) системы. Математически задача сводится к прибли-
женному решению интегрального уравнения (ИУ) Фредгольма первого рода
типа свертки (1) относительно неизвестной функции I(ϕ, θ) с максимально
достижимой точностью.
В общем случае попытки увеличить разрешение, превосходящее (2), путем

решения ИУ приводят к появлению неустойчивых решений, поскольку по-
ставленная задача относится к классу обратных и не удовлетворяет второму
и третьему требованиям корректности по Адамару (второе — однозначность
решений и третье — их устойчивость).
Перспективными представляются развиваемые авторами методы цифро-

вой обработки сигналов, названные алгебраическими [9–15], позволяющие по-
лучить устойчивое приближенное решение ИУ (1).

3. Алгебраические методы решения

Алгебраические методы заключаются в параметризации задачи посред-
ством представления приближенных решений в виде разложений по выбран-
ным последовательностям функций. Выбор систем функций проводится на
основе априорной информации о решении.
Рассмотрим практически важные задачи, когда сканирование проводится

по одной из угловых координат. Идеология двумерного сканирования анало-
гична.
Итак, искомое распределение I(ϕ) всегда можно представить в виде разло-

жения по какой-либо полной системе ортонормированных в области Ω функ-
ций gm(ϕ) с неизвестными коэффициентами bm

I(ϕ) =

∞∑
m=1

bmgm(ϕ) ∼=
M∑

m=1

bmgm(ϕ).(3)

Тогда принятый сигнал U(ϕ) выражается в виде суперпозиции функций
Gm(ϕ), являющихся образами gm(ϕ) при преобразовании:

Gm(ϕ) =

∫

Ω

f(ϕ− φ)gm(φ) dφ,(4)

U(ϕ) =
∞∑

m=1

bmGm(ϕ) ∼=
M∑

m=1

bmgm(ϕ),(5)

где M – выбранное число членов разложения.
Таким образом, обратная задача оказывается параметризованной, и ее ре-

шение сводится к поиску коэффициентов bm [10–12], которые обычно нахо-
дятся при минимизации среднеквадратического отклонения функции U(ϕ)
из (5) от исследуемого сигнала (1) в секторе углов Φ > Ω, где Φ – сектор, в
котором полезный сигнал превышает шумы и может быть измерен с достаточ-
но высокой точностью. На практике границы сектора Φ часто определяются
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по снижению амплитуды полезного сигнала в два раза по отношению к ее
максимальному значению.
Система функций Gm(ϕ) из (4), вообще говоря, неортогональна и упомя-

нутая выше минимизация сводится к решению следующей системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ):

V = SB,

где B – вектор-столбец коэффициентов bm, а компоненты вектора V и мат-
рицы S равны соответственно

Vj =

∫

Φ

U(ϕ)Gj(ϕ) dϕ, Sjm =

∫

Φ

Gj(ϕ)Gm(ϕ) dϕ,

здесь
∫

Φ

U(ϕ)Gj(ϕ) dϕ =
M∑

m=1

bm

∫

Φ

Gj(ϕ)Gm(ϕ) dϕ, j = 1, . . . ,M.(6)

Принципиальной особенностью СЛАУ (6) является их плохая обусловлен-
ность, что является следствием попытки решения некорректной обратной за-
дачи. Повышение устойчивости решений может быть достигнуто, если функ-
ции Gm(ϕ) оказываются ортогональными в области Φ. В этом случае в мат-
рице S отличны от нуля только элементы на главной диагонали и коэффи-
циенты bm легко находятся:

∫

Φ

U(ϕ)Gm(ϕ) dϕ = bm

M∑
j=1

G2
j (ϕ) dϕ, m = 1, . . . ,M.

Таким образом, возникает задача выбора такой ортонормированной в обла-
сти Φ системы функций g̃m(ϕ), образы G̃m(ϕ) которых являются ортого-
нальными в Φ.

4. Одновременная ортогонализации систем используемых функций

В роли ортогональных функций gm(ϕ) и Gm(ϕ) могут быть использова-
ны собственные функции ИУ (1). Однако численный поиск каждой из них
сводится к решению неустойчивых задач и, следовательно, к появлению зна-
чительных ошибок в решении всей задачи. Даже в наиболее простом случае
поиска собственных функций, когда ядро ИУ вырождено, т.е. ДН f(ϕ) из-
мерительной системы представляет собой ДН одномерной антенной решет-
ки (АР)

f(ϕ) =

n=K∑
n=−K

jn exp(−ikdn sinϕ),(7)

получаемые для поиска собственных функций СЛАУ оказываются плохо
обусловленными. В (7) обозначено: jn – величина тока на n-м излучателе,
d – расстояние между соседними излучателями, 2K + 1 – число элементов АР,
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константа k = 2π/λ, где длина волны λ = 2πc/ω, c – скорость света, ω – ча-
стота излучения. Существенно, что числа обусловленности соответствующих
матриц экспоненциально возрастают с ростом количества определяемых соб-
ственных функций, т.е. с попытками повысить эффективное угловое разре-
шение.
Заметим, что построение ортогональной системы функций G̃m(ϕ) в обла-

сти Φ может быть осуществлено также на основе процесса ортогонализации
Грама–Шмидта. В этом случае, однако, полученные функции оказываются
образами неортогональных в области Φ функций. Источник при этом так-
же оказывается представлен в виде суперпозиции неортогональных функций,
что значительно снижает качество приближенного решения.
Актуальную задачу одновременной ортогонализации систем функций gm

и Gm предлагается решать на основе следующей теоремы, доказательство
которой приводится в Приложении.
Те ор ем а 1. Пусть заданы система из N ортонормированных на отрез-

ке Lg функций gm(x) (здесь и далее m = 1, . . . , N) и произвольный линейный
оператор A, порождающий систему из N функций G = Ag, на отрезке LG.
Здесь G и g — N -мерные вектор-столбцы с компонентами Gm и gm. То-
гда существует линейное преобразование, представимое в виде матрицы T
такое, что системы функций

G̃m(ϕ) =

N∑
j=1

TjmGj(ϕ), g̃m(ϕ) =

N∑
j=1

Tmjgj(ϕ)(8)

на отрезках LG и Lg соответственно оказываются ортогональными при
сохранении условия G̃ = Ag̃.
Результаты теоремы позволяют одновременно представить искомое реше-

ние I(ϕ) рассматриваемой обратной задачи и исследуемый сигнал U(ϕ) в
виде разложений по системам ортогональных функций, что упрощает ана-
лиз задачи, повышает устойчивость численных решений и в конечном счете
позволяет повысить достигаемую степень сверхразрешения.
Используя (П.1)–(П.5) (см. Приложение), получим

G̃m(ϕ) =

∫

Ω

f(ϕ− φ)g̃m(φ) dφ, g̃m(ϕ) =
N∑
j=1

Tmjgj(ϕ).(9)

Далее выражая принятый сигнал в виде разложения

U(ϕ) ∼=
N∑

m=1

CmG̃m(ϕ),

находим в силу ортогональности функций коэффициенты Cm:

Cm =
1

Pm

∫

Φ

U(ϕ)G̃m(ϕ) dϕ, где Pm =

∫

Φ

G̃2
m(ϕ) dϕ.(10)
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С учетом введенных обозначений принятый сигнал (1) можно представить
следующим образом:

U(ϕ) =

∫

Ω

f(ϕ− φ)I(φ) dφ ∼=
N∑

m=1

CmG̃m(ϕ) =

=

∫

Ω

f(ϕ− φ)

(
N∑

m=1

Cmg̃m(φ)

)
dφ.

(11)

Приравнивая подынтегральные выражения в (11), получаем решение рас-
сматриваемой обратной задачи в виде разложений как по введенной системе
функций (П.5), так и по исходной системе N функций (3)

I(ϕ) ∼=
N∑

m=1

Cmg̃m(ϕ), I(ϕ) =

N∑
j=1

bjgj(ϕ), bj =

N∑
m=1

CmTmj .(12)

Далее алгоритм использует итерационный процесс увеличения N для повы-
шения степени достигаемого сверхразрешения до тех пор, пока удается полу-
чать устойчивые решения.
Поскольку рассматривается обратная задача, решение которой после про-

ведения параметризации сведена к решению СЛАУ, все негативные свойства
обратных задач при этом сохраняются и переносятся в итоге на решения
СЛАУ. В рассматриваемых задачах нарушается второй и третий признак
корректности задачи по Адамару, а именно: однозначность решений и их
устойчивость. Матрицы S в (6) оказываются плохо обусловлены. При по-
пытках повысить разрешение размерность матриц S увеличивается, числа
обусловленности при этом возрастают экспоненциально и достигают огром-
ных значений: 1010–1013, так что даже ничтожные ошибки округления при-
водят к неадекватным решениям. Наличие шумов и ошибок измерений еще
более ухудшает ситуацию. Прямое решение СЛАУ известными численными
методами линейной алгебры не приводит к удовлетворительному результату.
В то же время значения чисел обусловленности матриц типа T из (8), (9)
многократно — на порядки — меньше, чем у матриц S. Это обстоятельство
является показателем бо́льшей устойчивости решений, получаемых на осно-
ве теоремы 1, в сравнении с прямом решением СЛАУ (5), (6). Таким обра-
зом, предложенный подход к решению ИУ (1) предоставляет возможность
использовать бо́льшее количество функций в представлении решения (12)
по сравнению с (3)–(6), что повышает угловое разрешение. В альтернатив-
ной формулировке — развиваемый подход позволяет достичь того же уровня
превышения критерия Рэлея, что и другие методы, но при значительно более
высоком уровне шумов и помех.

5. Примеры решений задач

Вначале для представления решения в области Ω = [−θ0, θ0], где 2θ0 = θ0,5,
были выбраны одноступенчатые функции и поиск решения осуществлялся
на основе кратко описанного выше алгебраического метода (3)–(5). Затем
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Рис. 1. а) — Исходные ступенчатые функции; б ) — модифицированные функции.
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Рис. 2. а) — Образы Gm исходных функций; б ) — образы G̃m модифицированных
функций.
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Рис. 3. а) — Решение на основе исходных функций; б ) — решение на основе функций
модифицированных функций.

поиск решений проводился на основе теоремы 1 и соотношений (8)–(12) и
полученные решения сравнивались.
На рис. 1,а из пяти исходных функций gm(ϕ),m = 1, . . . , 5, показаны три —

g1(ϕ), g2(ϕ) и g4(ϕ). На рис. 1,б приведены для иллюстрации преобразован-
ные модификации исходных функций g1(ϕ) и g4(ϕ), т.е. g̃1(ϕ) и g̃4(ϕ). На
рис. 2,а представлены образы Gm(ϕ) исходных функций gm(ϕ) при m =1,3,5,
а на рис. 2,б — образы G̃m(ϕ) функций g̃m(ϕ) в области Φ.
В качестве классических объектов для исследования разрешающей способ-

ности были выбраны две точечные цели с одинаковой амплитудой излучае-
мого сигнала. Расстояние между объектами последовательно уменьшалось
до тех пор, пока удавалось получать достаточно устойчивые, адекватные ис-
ходным объектам решения. При сближении объектов в решении начинают
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появляться ложные источники. Их интенсивность резко возрастает при даль-
нейшем сближении. На рис. 3,б показан предельный случай, когда ими еще
можно пренебречь.
На рис. 3 представлены полученные решения в соответствии с (3)–(6), т.е.

без ортогонализации функций и их образов, а также решения после прове-
дения процедуры одновременной ортогонализации gm(ϕ) и Gm(ϕ). Угловое
положение точечных объектов показано в виде жирной вертикальной линии,
решение — в виде ломаной.
Результаты численных экспериментов показали, что путем одновременной

ортогонализации удается превысить критерий Рэлея в четыре раза (рис. 3,б ).
Попытка получить устойчивое решение той же задачи в соответствии с (3)–(6)
не приводит к удовлетворительному результату. Полученное неадекватное ре-
шение, показанное на рис. 3,а, характеризуется осциллирующим характером
с очень большой амплитудой колебаний. На фоне этого решения истинные
объекты, изображенные в том же масштабе, что и на рис. 3,б , почти неза-
метны. Вид решения характерен для случаев, когда найти адекватное реше-
ние не удается. Числа обусловленности матриц, используемых при решении и
характеризующих устойчивость задач, различаются в представленных при-
мерах на два порядка.
Следует отметить, что при изменении числа M используемых функций

исходной системы в представлении решения (3) изменяются и сами системы
функций gm(ϕ) и Gm(ϕ) (9). Эта особенность мало сказывается на времени
работы программы, поскольку основные расчеты выполняются с помощью
стандартных быстродействующих и хорошо отработанных алгоритмов.
Выбор исходной системы функций gm(ϕ) проводится на основе априор-

ной информации о решении [16] и формы принимаемого при сканировании
сигнала (1). Такой информацией могут быть, в частности, размер и распо-
ложение области локализации источника сигналов, монотонность, гладкость
области непрерывности углового распределения амплитуды излучаемого сиг-
нала, наличие областей с дискретным распределением, динамический диапа-
зон изменения интенсивности, ограничения на градиент и другие характери-
стики [11, 13, 16].
На рис. 4 показано решение рассматриваемой обратной задачи при исполь-

зовании такого рода априорной информации. Было известно, что в задаче ди-
станционного зондирования отражающая поверхность описывается гладкой
функцией с плавным изменением амплитуды отражаемого сигнала при воз-
можном наличии малоразмерного участка с высоким отражением. На основе
этих сведений для представления решения была выбрана система функций
на основе DOG-вейвлетов.
При прямом наблюдении без предлагаемой цифровой обработки представ-

ленный участок имеет некоторую усредненную амплитуду — верхняя точеч-
ная кривая. Обработка сигнала алгебраическим методом позволила выявить
детали амплитудного распределения I(ϕ). В виде сплошной тонкой кривой
на рис. 4 показано истинное распределение отраженного сигнала, штриха-
ми — решение, найденное алгебраическим методом (3)–(6), сплошная жирная
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Рис. 4. Решение на основе DOG-вейвлетов.
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Рис. 5. Решение на основе дельта-функций.

кривая — решение, полученное при использовании рассматриваемого метода
двойной ортогонализации.
Цифровая обработка на основе двойной ортогонализации повысила каче-

ство решения, особенно в области участка с высоким градиентом коэффици-
ента отражения.
Ортогонализация систем функций позволяет не только повысить угловое

разрешение, но за счет хорошей устойчивости получить адекватные решения
при высоких уровнях случайных составляющих.
На рис. 5 в виде жирной ломаной линии показано решение задачи при

высоком уровне шума. Источник сигнала представлял собой два малораз-
мерных объекта, показанных на рисунке тонкой ломаной линией. Амплиту-
ды сигналов, отраженных от объектов, различались в пять раз. Объекты не
разрешались при прямом наблюдении. Для иллюстрации на рисунке показан
принимаемый при сканировании в секторе Ω сигнал — верхняя кривая.
Для представления решений в качестве системы gm(ϕ) была выбрана си-

стема дельта-функций, расположенных на одинаковом расстоянии друг от
друга. В процессе поиска решения эти расстояния можно было изменять.
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В ходе численных экспериментов искалось минимальное значение отноше-
ния сигнал/шум (ОСШ), при котором еще можно было получить удовлетво-
рительное решение. Большая разница в амплитудах отраженных сигналов
значительно осложняла решение задачи. Появились ложные объекты, хотя и
с небольшой амплитудой, величина которой позволяла пренебречь ими при
представлении окончательного решения. В итоге вполне удовлетворительное
устойчивое решение было получено при ОСШ, равном 1/3 или 10,5 дБ. Мно-
гие известные методы, в том числе [1–8], позволяют успешно решать подобные
задачи только при ОСШ не менее 20 дБ.
Применение метода одновременной ортогонализации систем функций поз-

волило детализировать изображения объектов с угловым разрешением, пре-
восходящим критерий Рэлея при значительном уровне случайных составляю-
щих в исследуемом сигнале. Таким образом, разработан новый эффективный
метод решения обратных задач достижения сверхразрешения в условиях воз-
действия шумов и помех.

6. Повышение ОСШ для UWB систем

Дальнейшее повышение достигаемой степени сверхразрешения возможно
при снижении уровня случайных составляющих — шумов в исследуемых сиг-
налах.
Существующие в настоящее время системы генерации UWB сигналов не

обладают достаточной энергетикой для проведения измерений на значитель-
ных расстояниях [17–19]. В этих условиях важной задачей является повыше-
ние дальнодействия систем за счет оптимизации цифровой обработки при-
нимаемых UWB импульсов. Оптимизация состоит в разработке алгоритмов
повышения ОСШ в принимаемых сигналах, что в конечном счете увеличива-
ет дальность действия систем, а также позволяет повысить качество изобра-
жений объектов с угловым сверхразрешением. Повышение ОСШ повышает
устойчивость решений рассмотренных выше обратных задач, которые суще-
ственно больше, чем прямые, чувствительны к наличию и уровню случайных
составляющих в исследуемых сигналах. Любые линейные алгоритмы обра-
ботки UWB-сигналов, повышающие ОСШ, одновременно обеспечивают по-
вышение эффективного углового разрешения.
Известные методы расчетов характеристик и их оптимизации мало при-

годны для решения задач оптимизации характеристик UWB радаров [20–28].
При излучении, приеме и при отражении от объектов сверхширокополосных
импульсов необходимо учитывать дисперсионные зависимости характеристик
отражения исследуемых объектов, а также антенных систем. В результате
дисперсии форма и спектр принимаемого импульса значительно отличаются
от излучаемого, что делает практически невозможным применение традици-
онных методов когерентной обработки сигналов.
Еще одна особенность решения задач анализа и оптимизации UWB им-

пульсов — сложность использования в расчетах хорошо разработанных мето-
дов спектрального анализа, так как для их успешного применения необходи-
мо с высокой точностью задавать амплитудный и фазовый спектры импуль-
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сов. UWB сигнал, однако, имеет сверхширокую полосу частот и, следователь-
но, спектральная плотность импульса оказывается невелика (зачастую близ-
ка к величине ошибок при расчетах и измерениях). В частности, при приеме
сигнала его спектральная плотность часто оказывается ниже спектральной
плотности шума. В этих условиях необходимая для оптимизации точность
измерений амплитудно-фазового спектра не может быть достигнута.
Для преодоления подобных сложностей предлагается применить к рас-

четам, связанным с описанием процессов излучения, приема, отражения и
обработки UWB импульсов, метод анализа во временной области, основан-
ный на представлении антенных систем, систем приема, генерации и т.п. как
линейных систем, описываемых импульсными характеристиками.
Предлагаемый нетрадиционный подход оказывается более удобным и точ-

ным, поскольку при его использовании необходимо знать не спектр, а толь-
ко временную зависимость генерируемого сигнала U(t), которая может быть
определена экспериментально с достаточно высокой точностью.

7. Оптимизация импульсной характеристики приемной системы

Поставим задачу поиска импульсной характеристики hr(t) приемной си-
стемы, обеспечивающей получение максимально возможного ОСШ по мощ-
ности — q2. Заданными считаются форма генерируемого UWB импульса U(t),
ДН передающей и приемной антенных систем на каждой из используемых ча-
стот — fe(ϕ,ω) и fp(ϕ,ω), а также комплексная частотная характеристика от-
ражения объекта — R(ω). Заданные дисперсионные зависимости позволяют с
помощью преобразования Фурье F[·] определить импульсные характеристики
излучения, приема и отражения сигнала:

he(ϕ, t) = F[fe(ϕ,ω)], hp(ϕ, t) = F[fp(ϕ,ω)], hR(t) = F[R(ω)].(13)

Кроме приведенных характеристик для современных систем на основе ан-
тенных решеток (АР) необходимо дополнительно учитывать взаимное влия-
ние излучателей друг на друга. Взаимовлияние принято описывать с помо-
щью взаимных комплексных сопротивлений, т.е. собственное сопротивление
излучателя изменяется на величину некоего вносимого сопротивления. Это
сопротивление, называемое взаимным, зависит от расстояния между излу-
чателями, измеряемого отношением физического расстояния к длине вол-
ны — электрическое расстояние. Без учета взаимовлияния для узкополосных
АР ошибка в расчетах их характеристик составляет 3–6% и ею часто мож-
но пренебречь. При использовании UWB импульсов для низкочастотных со-
ставляющих электрические расстояния между излучателями в несколько раз
уменьшаются и величина сопротивления заметно возрастает. Во избежание
значительных ошибок — вплоть до 40–50% — при построении импульсных
характеристик UWB радаров взаимовлияние необходимо учитывать.
Для двух отдельных излучателей АР под номерами m и n, расположен-

ными на расстоянии dm,n друг от друга с сонаправленными ДН, их взаимное
комплексное сопротивление

z(kdm,n) = r(kdm,n) + ix(kdm,n)
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выражается в виде [29]

r(kdm,n) =
1

B

π∫

0

2π∫

0

φm(ϕ, θ)φ∗n(ϕ, θ) cos
(
kdm,n sin θ

)
sin θ dϕdθ,(14)

x(kdm,n) =
4

kdm,n

π∫

0

φm(θ)φ∗n(θ) dθ −

−
π∫

0

2π∫

0

φm(ϕ, θ)φ∗n(ϕ, θ) sin
(
kdm,n sin θ| sinϕ|

)
sin θ dϕdθ,

(15)

где B — нормирующий множитель, φm(ϕ, θ) — ДН отдельного излучателя,
* – символ комплексного сопряжения.
Обычно слабонаправленные ДН отдельных излучателей АР одинаковы и

часто, особенно для плоских и линейных АР, не зависят от азимутального
угла ϕ. Тогда с высокой точностью они могут быть описаны в виде функ-
ций φ(ϕ, θ) = cosν θ или суперпозиции подобных функций, где параметр ν
описывает направленность излучателя. В этом случае интегралы в (14), (15)
берутся в явном виде [29], и взаимное действительное сопротивление двух
соседних излучателей (14) оказывается равным

r(kdm,n) = Γ(ν + 3/2)
Jν+1/2(kdm,n)

(kdm,n/2)ν+1/2
,(16)

где Γ(ν) – Гамма-функция, Jν – функция Бесселя порядка ν. Взаимная реак-
тивная часть сопротивления, нормированная на собственное сопротивление,
приводится к виду

x(kdm,n) =
2Γ(ν + 3/2)√
πΓ(ν + 1)kdm,n

− Γ(ν + 3/2)Hν+1/2(kdm,n)2
ν+1/2

(kdm,n)ν+1/2
,(17)

где Hν – функция Струве порядка ν [30].
Для больших АР можно пренебречь краевыми эффектами и считать, что

все излучатели находятся в одинаковых условиях. Тогда сопротивления всех
излучателей оказываются одинаковыми, и учет взаимовлияния излучателей
приводит к необходимости вместо he,p(ϕ, t) из (13) использовать

he,p(ϕ, t) = F

[
fe,p(ϕ,ω)

z(ϕ,ω)

]
,(18)

где z(ϕ,ω) – сопротивление излучателя на частоте ω, учитывающее влияние
всех остальных излучателей АР.
Найдем частотную зависимость сопротивления излучателя z(ϕ,ω). С этой

целью рассмотрим вначале линейную АР. Для больших AР числом излучате-
лей 2N +1, сфокусированных в направлении ϕ к оси АР (7), активное сопро-
тивление r(ϕ,ω) каждого элемента представляет собой следующую сумму,
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которую практически без ошибки можно распространить до бесконечности:

r(ϕ,ω) =

N∑
n=−N

r(kdn) cos
(
kdn sinϕ

)≈
∞∑

n=−∞
r(kdn) cos

(
kdn sinϕ

)
.(19)

Сумма ряда (19) может быть представлена в виде замкнутого выражения.
Для этого предварительно необходимо найти сумму следующего ряда

W =

∞∑
n=1

Jν(kdn)

(kdn/2)ν
cos(kdn sinϕ),(20)

который называется обобщенным рядом Шлемильха (Schlömilch) [30]. Заме-
тим, что значения суммы (20) приведены в справочниках только для несколь-
ких частных случаев. В общем случае сумма ряда найдена в [22]. Показа-
но, что при условии kd < 2π/(1 + sinϕ), которое выполняется для АР, сумма
обобщенного ряда Шлемильха равна

W = − 1

2Γ(ν + 1)
+

√
π

Γ(ν + 1/2)kd
cos2ν−1 ϕ.(21)

В итоге

r(ϕ,ω) =
2
√
πΓ(ν + 3/2)

Γ(ν + 1)kd
cos2ν ϕ.(22)

Мнимая часть сопротивления каждого элемента большой линейной АР имеет
представление

X =

∞∑
n=−∞

x(kdn) cos(kdn sinϕ) ∼=
N∑

n=−N

x(kdn) cos(kdn sinϕ).(23)

Численные оценки (23) для различных ν и kd из (17) показывают, что значе-
ниеX для больших линейных АР оказывается близко к нулю. Таким образом,
сопротивление каждого элемента в составе большой линейной АР z(kd) с хо-
рошей точностью принимает значение (22), что позволяет найти импульсную
характеристику (18).
Сопротивления излучателя в большой плоской АР получим, дважды ис-

пользовав сумму (22):

r(ϕ,ω) =
4π(ν + 1/2)

(kd)2
cos2ν−1 ϕ.(24)

Теперь, используя найденные значения сопротивлений, находим импульсные
характеристики излучения и приема АР в виде (18).
Обычно ОСШ для импульсных сигналов определяется как отношение

квадрата максимального значения полезного сигнала к среднеквадратиче-
скому значению U2

n шума

q2 =
U2
M

U2
n

.(25)
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Тогда для узкополосных сигналов, когда полоса частот много меньше основ-
ной частоты Δω� ω0, для угла наблюдения ϕ = 0 получим

q2 =
f4(0, ω0)|R(ω0)|2

N0(ω0)
,(26)

где N0 – спектральная плотность шума на частоте ω0. Для UWB сигналов,
считая шум стационарным случайным процессом, (25) принимает вид

q2 =

(∫∞
−∞ hr(t)Ur(t0 − t) dt

)2
∫∞
−∞

∫∞
−∞ hr(t)hr(T )K(t− T ) dt dT

,(27)

где Ur(t) – принимаемый сигнал, t0 – момент времени, когда полезный сигнал
достигает максимального значения UM , K(t) – автокорреляционная функ-
ция шума на входе приемника. Часто в практически значимых задачах, ко-
гда шум может быть описан как белый, функция K(t) представляет собой
дельта-функцию. Тогда решая вариационную задачу поиска hr(t) из (27),
обеспечивающую максимально возможное ОСШ q2 с точностью до констан-
ты, получим

hr(t) = U0(t0 − t), Ur(t) = he(0) � hR(t) � he(0) � Ug(t),(28)

где Ug(t) – генерируемый сигнал, а символ � обозначает свертку функций.
Заметим, что первые две свертки образованы заданными функциями и могут
быть заменены одной зависимостью

Hr(t) = he(0) � hR(t) � he(0), Ur(t) = Hr(t) � Ug(t),(29)

что и определяет hr(t) из (28), которую можно назвать импульсной характе-
ристикой оптимального фильтра (ОФ).
Чаще всего в задачах связи, радиолокации, дистанционного зондирования

шум считается белым. Однако в сверхширокой полосе частот спектральная
плотность шума может заметно отличаться от константы, и тогда ее форма
должна учитываться при синтезе ОФ. В этом случае вместо (29) из (27) с
точностью до константы следует

Ur(t0 − t) =

∞∫

−∞
hr(τ)K(t− τ) dτ,(30)

и теперь для определения hr(t) ОФ необходимо численно решить полученное
интегральное уравнение (30).

8. Результаты численных экспериментов

Рассматривалась задача оптимального приема UWB импульсов при отра-
жении от объекта с плавным возрастанием значения модуля коэффициента
отражения от частоты R(ω) и быстропеременной фазовой характеристикой.
В качестве спектральной плотности шумаN0(ω) было выбрано распределение
атмосферных шумов в диапазоне длин волн 1 м–3 см. ДН антенной системы
на каждой из используемых частот соответствовала ДН антенной решетки с
шириной луча 2θ0 = 3◦ на средней частоте используемого диапазона.
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Рис. 6. Формы генерируемого и принимаемых UWB импульсов.

Результаты решения задачи представлены на рис. 6. Показаны: исходный
UWB импульс — штриховая кривая; принятый UWB импульс без применения
ОФ — тонкая сплошная кривая; принятый UWB импульс после оптимальной
обработки в приемнике (28), (29) — жирная кривая. В принимаемом сигнале
за счет дисперсии происходят заметные изменения: значительно увеличивает-
ся длительность импульса, исчезают ярко выраженные в исходном импульсе
максимальные по модулю значения отраженного сигнала, форма принято-
го импульса, а значит и форма его спектра, становятся мало похожими на
генерируемый сигнал.
Использование оптимального приемника для UWB сигналов оказывает-

ся высокоэффективным, так как применяется в сверхширокой полосе частот.
В приведенном примере оптимизации приема с направления ϕ = 0 ОСШ уве-
личилось более чем в 150 раз, что соответствует повышению дальности дей-
ствия системы в 3,7 раза.
При приеме сигнала с направления, отличного от ϕ = 0, характеристика

фильтра hr(t) в соответствии с (28)–(30) уже не является оптимальной и
повышает пиковое значение сигнала в меньшей степени, чем с направления
ϕ = 0. В приведенном примере выигрыш от оптимизации для ϕ = 0 снизился
в 5 раз на границе передающего луча ϕ = θ0. Выявленная закономерность
при оптимальной фильтрации UWB импульсов показывает, что эффективная
ширина приемной ДН для рассматриваемого сигнала становится существенно
меньше θ0. Этот эффект может быть использован для повышения точности
и углового разрешения UWB систем при поиске и слежении за объектами с
известными характеристиками отражения.
На практике трудно ожидать, что комплексный коэффициент отражения

исследуемого объекта, особенно его фазовая характеристика, точно извест-
ны. Однако, как показали численные эксперименты, учет даже частичной
информации об отражающих свойствах объекта позволяет существенно по-
высить ОСШ — до 0,2–0,5 от значения оптимального q2. В приведенном при-
мере фазовая характеристика отражения задавалась в виде очень прибли-
женной оценки. Тем не менее удалось значительно повысить ОСШ — при-
мерно в 50 раз.
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Результаты численных экспериментов на различных математических мо-
делях объектов при полностью или частично известной информации об их
дисперсионных характеристиках отражения показывают, что предлагаемая
оптимизация приема UWB импульсов повышает ОСШ от 10 до 250 раз. Полу-
ченный результат позволяет в 2–4 раза увеличить дальность действия систем.
Кроме того, повышается вероятность правильного обнаружения и идентифи-
кации исследуемых объектов.

9. Заключение

1. Предложенный новый метод численного решения обратных задач, поз-
воляющий угломерным системам превысить критерий Рэлея в несколько раз.
2. Алгоритмы на основе предложенного метода двойной ортогонализации

дают возможность получать удовлетворительные решения при отношении
сигнал–шум 15–20 дБ, а иногда и при 11–12 дБ, т.е. при значительно бо́льших
значениях случайных составляющих, чем известные, описанные в отечествен-
ной и зарубежной литературе методы.
3. Показано, что априорная информация об источниках сигналов дает воз-

можность проводить целенаправленный отбор систем функций для представ-
ления решений и тем самым повышать адекватность и устойчивость получае-
мых решений.
4. Относительная простота алгоритмов восстановления изображений объ-

ектов обеспечивает возможность их использования в режиме реального вре-
мени.
5. Решена вариационная задача оптимизации импульсных характеристик

приемника зондирующих UWB импульсов. Показана эффективность исполь-
зования предложенных алгоритмов обработки UWB сигналов, которая поз-
воляет в 2–4 раза повысить дальность действия UWB-систем и улучшить
качество радиоизображений.
6. Показано, что оптимизация формы принимаемых UWB импульсов поз-

воляет для известных заранее типов объектов одновременно повысить даль-
ность действия систем, улучшить их угловые характеристики и характери-
стики обнаружения и идентификации.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Система функций Gm(x) в общем слу-
чае неортогональна на LG. Составим на ее основе матрицу Грама, т.е. мат-
рицу P скалярных произведений с элементами Pmn:

Pmn = (Gm, Gn) =

∫

Φ

Gm(φ)Gn(φ) dφ.(Π.1)

Поскольку матрица P – симметрична и положительно определена, существу-
ет преобразование T, приводящее ее к диагональному виду

P̃ = T∗PT.(Π.2)
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Используя найденную матрицу T, вводим новую систему функций G̃m(x) в
виде (9). Полученная система оказывается ортогональной на отрезке LG, что
легко проверяется при непосредственном вычислении скалярных произведе-
ний:

(G̃m, G̃n) =

N∑
j,i=1

TjmTin

∫

Φ

Gj(φ)Gi(φ) dφ =

N∑
j,i=1

TjmTinPji = P̃mn,

где P̃mn – элементы диагональной матрицы (П.2).
Найдем теперь систему функций g̃m(x), которая порождает полученную

ортогональную в области LG систему G̃m(x), т.е.

G̃m = Ag̃m.(Π.3)

Из требуемого представления (9) следует

G̃m =

N∑
j=1

TmjAgj = A

⎛
⎝

N∑
j=1

Tmjgj

⎞
⎠ .(Π.4)

Сравнивая (П.3) и (П.4), получаем

g̃m(x) =
N∑
j=1

Tmjgj(x).(Π.5)

Найденная система (П.5) оказывается ортогональной на отрезке Lg. Дей-
ствительно, в силу ортогональности функций gm(x) и ортогональности соб-
ственных векторов матрицы P, образующих матрицу T, имеем

(
g̃m(x), g̃n(x)

)
=

N∑
j=1

TmjTnj
(
gj , gi

)
=

{
0, m 	= n
λm, m = n,

λm =

N∑
j=1

T 2
mj .

Отметим, что найденная система ортогональных функций g̃m(x) опреде-
ляется тем же линейным преобразованием T, что и система функций G̃m(x).
В итоге на основе заданной системы из N ортогональных на отрезке Lg

функций gm(x) построена новая ортогональная на том же отрезке систе-
ма функций, порождающая в области Lg ортогональную систему функ-
ций g̃m(x). Теорема доказана.
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УПРАВЛЕНИЕ МАНИПУЛЯТОРОМ СВОБОДНО ЛЕТАЮЩЕГО
КОСМИЧЕСКОГО РОБОТА С ПОЛЕЗНЫМ ГРУЗОМ

Рассматриваются режимы управления свободно летающим космиче-
ским манипуляционным роботом при транспортировке и установке эле-
мента на большую космическую конструкцию. Предлагается решение за-
дачи экономии рабочего тела газо-реактивных двигателей корпуса робота
при движении по траектории за счет использования подвижности манипу-
лятора с электромеханическими приводами для угловой стабилизации ме-
ханической системы, состоящей из робота и транспортируемого элемента.
Получены условия обеспечения устойчивости движения манипулятора в
рабочей зоне при установке элемента на собираемую конструкцию. Опре-
деляется область устойчивости, которая позволяет выбирать начальную
конфигурацию манипулятора перед установкой элемента и допустимое ее
изменение в процессе установки. Синтез алгоритмов управления основан
на принципе построения динамических систем с обратной связью.

Ключевые слова: свободно летающий космический манипуляционный ро-
бот, рабочая зона, техническая управляемость, алгоритм управления,
устойчивость движения.
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1. Введение

В космической технологии для обслуживания и сборки на орбите кос-
мических аппаратов (КА) различного назначения предполагается исполь-
зовать космические роботы с манипуляторами (КРМ), которые имеют воз-
можность свободно перемещаться в космическом пространстве благодаря соб-
ственной системе передвижения независимо от КА, доставившего робот в за-
данную точку пространства [1]. Целесообразность разработки именно этого
типа устройств космической робототехники была заявлена в 1974 г. на шестом
Симпозиуме ИФАК по управлению в пространстве, который проходил под ру-
ководством академика Б.Н. Петрова [2]. В настоящее время известны [3] два
способа соединения в космосе кораблей и модулей: прямая стыковка и прича-
ливание с помощью манипулятора. Последний термин используется при опре-
делении целого ряда операций, например при мягкой стыковке, при укладке
полезного груза в приемный отсек грузового корабля и т.п. К этому же типу
операции относится рассматриваемая в данной работе задача присоединения
строительного элемента к собираемой на орбите большой космической кон-
струкции (БКК) с помощью КРМ. Как и в [3], предполагается, что масса
элемента БКК может заметно превышать массу манипулятора, схват кото-
рого с удерживаемым грузом может находиться на значительном удалении от
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центра масс корпуса КМР и механической системы в целом. Используемый
для управления манипулятором кинематический алгоритм, преобразующий
сигналы управления в требуемые скорости вращения приводов, учитывает
геометрические и кинематические ограничения, определяемые текущей кон-
фигурацией манипулятора.
Конструктивно свободно перемещающийся КРМ выполняется в виде плат-

формы с присоединенным к ней манипулятором (или несколькими манипуля-
торами). Платформа оснащается устройствами управления и совокупностью
исполнительных органов, обеспечивающих требуемую ориентацию и желае-
мую траекторию движения платформы в космическом пространстве. Подоб-
ные КРМ получили в зарубежной литературе название Free-flying robot [4, 5].
В одной из первых отечественных публикаций предложена методика анализа
динамики манипулятора на подвижном основании и приведены результаты
решения задачи захвата в инерциальном пространстве полезного груза с по-
мощью свободно летающего космического манипуляционного робота (СКМР)
для случаев его стабилизируемого и нестабилизируемого корпуса [6].
При выполнении в космосе сборочной операции существует два этапа. На

первом этапе решается задача сближения СКМР с зоной установки строи-
тельного элемента, завершающаяся зависанием робота в окрестности точки
стыковки элемента с БКК. Граница рабочей зоны определяется с одной сто-
роны условиями безопасности (отсутствием возможных контактов СКМР с
БКК при выполнении операции установки элемента из состояния «зависа-
ния») и условиями достижимости цели (установка элемента с заданной ори-
ентацией в требуемой точке БКК) [7, 8]. Последнее определяет содержание
второго этапа сборочной операции. Первый этап сборочной операции реализу-
ется с помощью системы управления поступательным и угловым движениями
СКМР за счет реактивных сил и моментов, прикладываемых со стороны ис-
полнительных органов к корпусу робота. Манипулятор с транспортируемым
элементом на данном этапе является неподвижным, а его конфигурация по
возможности должна быть максимально близка к оптимальной [7].
Перечень задач, возникающих при синтезе системы управления СКМР,

можно найти в [1]. Из указанного перечня в настоящей работе рассматри-
ваются задачи, возникающие при управлении манипулятором во время дви-
жения СКМР к рабочей зоне и внутри нее. При управлении манипулятором
СКМР в его рабочей зоне в режиме свободного дрейфа робота (free-floating
mode), когда отключена система управления угловым положением его корпу-
са, возникают сложности, к которым относятся сужение рабочей зоны [4, 9]
и наличие динамических сингулярностей [10, 11]. Динамика и кинематика
механической структуры СКМР в таком режиме существенно усложняются
из-за возмущающего влияния движений манипулятора на положение кор-
пуса [12, 13]. Поэтому в данной работе рассматривается вариант управления
манипулятором на основе принципа обратной связи с использованием инфор-
мации об угловом положении корпуса робота и оценок отклонения концевой
точки манипулятора от точки цели [14, 15].
В предлагаемой статье предлагаются решения двух задач. Первая зада-

ча возникает при необходимости экономии рабочего тела газо-реактивных
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двигателей СКМР во время движения по траектории. Для решения задачи
предлагается использовать подвижность манипулятора. Вторая задача свя-
зана с обеспечением устойчивости движения манипулятора СКМР в рабочей
зоне при установке транспортируемого элемента на БКК.

2. Особенности механической структуры СКМР

Механическая структура СКМР представляет собой совокупность соеди-
ненных с помощью шарниров элементов. Основной элемент — корпус, осна-
щенный системой управления и реактивными двигателями. К корпусу при-
соединяются многозвенные манипуляторы. На концевом звене каждого ма-
нипулятора жестко закрепляется схват — устройство для захвата и удержа-
ния груза во время манипуляционных операций СКМР. Данная механиче-
ская структура характеризуется большим числом степеней свободы и взаим-
ным влиянием движений ее элементов. Корпус СКМР реагирует на динами-
ческие силы реакции, возникающие при движениях звеньев манипуляторов.
При управлении конфигурацией и угловыми движениями в такой механиче-
ской системе необходимо учитывать динамическую связь между корпусом и
манипуляторами [15].
Для иллюстрации характерных особенностей механической структуры

СКМР рассматривается вариант ее плоского движения с одним трехзвенным
манипулятором [16]. В качестве обобщенных координат, определяющих по-
ложение корпуса СКМР в инерциальной системе координат (СК) CXY , оси
которой связаны с БКК, приняты X0, Y0 — координаты центра масс корпу-
са, ϑ — угол поворота корпуса, которые являются элементами вектора qK =
= (X0, Y0, ϑ)

T. Вектор обобщенных координат qα = (α1, α2, α3)
T межзвенных

углов, определяющих конфигурацию манипулятора. Вектор ρBA = (Xε, Yε)
T

регулируемых координат, содержащий отклонения концевой точки переноси-
мого груза B = (XB , YB) от точки цели A = (XA, YA), определенных в инер-
циальной СК, Xε = XA −XB , Yε = YA − YB.
Плоское движение рассматриваемого варианта механической структу-

ры СКМР описывается следующим уравнением относительно вектора q =
= (qK , qα)

T [15, 16]:

A(q)q̈ =M(q, u) + F (q, q̇),(1)

где A(q)∈R6×6 — матрица, содержащая блоки симметричных матриц массо-
во-инерционных параметров корпуса A11(q)∈R3×3 и манипулятора A22(q) ∈
∈ R3×3, а также коэффициентов динамического взаимодействия корпуса
A12(q)∈R3×3 и звеньев манипулятора A21(q)∈R3×3, при этом A12(q)=A21(q);
M(q, u) = (MK ,Mα)

T,MK ∈R3 — вектор управляющих воздействий, прикла-
дываемых к корпусу робота, Mα ∈R3 — вектор управляющих воздействий
приводов на звенья манипулятора, возникающих при подаче на входы при-
водов управляющих напряжений u(t); F (q, q̇) = (fK(q, q̇), fα(q, q̇))

T — вектор
нелинейных функций возмущений от Кориолисовых и центробежных сил.
Выражения для вычисления элементов матриц и векторов приведены в [16].
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В данной работе предполагается использование в приводах звеньев ма-
нипулятора электрических двигателей постоянного тока с независимым воз-
буждением [16]. Динамика каждого j-го привода (j = 1, 3) в первом прибли-
жении, когда не учитываются постоянная времени двигателя и механические
нелинейности, описывается уравнениями вида [16, 17]

Jjipjα̈j = (kbjkaj)
−1uj(t)− k−1

aj ipjα̇j −MRj(t), j = 1, 3,(2)

где αj ∈ qα, Jj — приведенный к валу двигателя момент инерции j-го при-
вода, ipj — передаточное число редуктора, MRj — момент динамической на-
грузки на валу двигателя, действующего со стороны манипулятора, kbj , kaj —
постоянные коэффициенты.
Для снижения энергетических затрат при управлении манипулятором

СКМР часто используются в приводах звеньев самотормозящиеся механиче-
ские передачи [15, 16]. Свойство самоторможения обеспечивается наложением
импульсной связи на перемещающееся звено манипулятора, в результате чего
имеем α̇j = 0 и uj = 0. Следствием самоторможения является исчезновение
в (1) уравнения по координате αj , что математически выражается в пониже-
нии (или повышении) порядка системы (1) на 2× r единицы, где r — число
одновременно заторможенных (или расторможенных) звеньев манипулято-
ра. Модель СКМР (1), (2) используется для синтеза алгоритмов управления
движением робота на режимах функционирования манипулятора [15].
При синтезе алгоритмов управления угловым движением СКМР необхо-

димо учитывать наличие свойства технической управляемости, которое явля-
ется необходимым условием работоспособности робота [18]. Для СКМР свой-
ство технической управляемости заключается в том, что угловое движение
корпуса робота и движения звеньев манипулятора должны быть управляе-
мыми. Это означает, что при подаче сигналов управления на изменение их
положения эти изменения осуществлялись бы в требуемом направлении и с
заданной скоростью. Анализ свойства управляемости объектов типа СКМР
целесообразно проводить на основе упрощенной модели углового движения
механической системы робота при следующих предположениях [18]: для каж-
дого qi существует Mi с ограничением |Mi| �Mmax

i > 0, i = 1, 6; желаемой
реакцией на Mmax

i > 0, при Mj = 0, i, j = 1, 6, j 	= i, в момент времени t = t0
при qi(t) = 0, q̇i(t) = 0, q̈i(t) = 0 (t < t∗) является qi(t) � 0 при t > t∗; q̇ до-
статочно малые, чтобы считать равными нулю члены полной модели движе-
ния, которые зависят от произведений скоростей q̇; допускается линеаризация
уравнений модели движения относительно положения q = q∗, где q∗i = const,
i = 1, 6.
Линеаризованная в положении q∗ модель углового движения имеет вид

A(q∗)Δq̈ = P (q∗)M(q),(3)

где Δq = q − q∗, A(q∗) — положительно определенная матрица, P (q∗) — мат-
рица связи обобщенных сил с вектором управляющих сил и моментов [18].
СКМР с моделью (3) является управляемым по Δqi i = 1, 6 в положе-

нии q = q∗, если при нулевых начальных условиях Δqi(t) = 0, Δq̇i(t) = 0,
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Δq̈i(t) = 0 ∀t < t0 и при подаче в момент времени t0 максимального по мо-
дулю управления |Mi(t)| =Mmax

i ∀t � t0 возникает ускорение Δq̈i(t) � ηi 	= 0
одного знака с Mi(t), причем это происходит независимо от присутствия или
отсутствия других управляющих воздействий Mi(t) (j = 1, 6; j 	= i), ηi — ха-
рактерные для механической системы известные величины. В [18] доказана
теорема, в соответствии с которой управляемость СКМР в окрестности точ-
ки q = q∗ определяется только конструктивными параметрами механической
системы робота, а не вектором ограничений на управление Mmax.

3. Управление траекторным движением СКМР

Рассмотрим часть траектории движения СКМР, которая начинается с мо-
мента выключения маршевого двигателя и заканчивается в момент дости-
жения границы рабочей области манипулятора. На этом участке траектории
система управления движением СКМР должна решать задачу устранения
остаточной боковой скорости и бокового отклонения робота от линии визиро-
вания, а также стабилизацию углового положения его корпуса. Если в каче-
стве исполнительных органов используются газовые реактивные двигатели,
то возникает задача сокращения расхода находящегося на борту СКМР ра-
бочего тела двигателей. Указанную задачу при формировании управления
предлагается решать методом совместного использования газовых реактив-
ных сопел и моментных приводов манипулятора. В дальнейшем такое управ-
ление для краткости будем называть экономичным управлением.
При движении СКМР с переносимым элементом БКК по траектории его

манипуляторы должны быть зафиксированы в положении, обеспечивающем
совмещение центра масс механической системы робота с центром приложе-
ния управляющих сил [7]. Манипулятор с переносимым элементом являет-
ся неподвижным, и задачи управления траекторным и угловым движением
СКМР решаются с помощью базовых алгоритмов, формирующих управляю-
щие воздействия Mϑ, прикладываемые к корпусу робота со стороны газовых
реактивных сопел. При экономичном управлении на рассматриваемом участ-
ке траектории предлагается обеспечить ограниченную подвижность манипу-
лятора. В этом случае требуемая угловая стабилизация корпуса осуществ-
ляется за счет реализации обмена движениями между корпусом робота и
звеньями манипулятора путем приложения управляющих моментов со сто-
роны электромеханических приводов манипулятора, электрическая энергия
которых может восстанавливаться. Наличие ограничений на допустимые пе-
ремещения звеньев манипулятора при управлении с их помощью угловым
положением корпуса СКМР может привести к состоянию, при котором уг-
лы поворотов звеньев достигают предельных значений, и дальнейшее управ-
ление указанным электромеханическим способом становится невозможным.
В процессе восстановления исходной конфигурации манипулятора требуемая
угловая ориентация корпуса обеспечивается с помощью газовых реактивных
сопел. Для краткости этот процесс восстановления назовем режимом «раз-
грузки» манипулятора.
При формировании алгоритмов экономичного управления необходимо

учитывать следующие особенности: существуют ограниченные области изме-
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нения координат звеньев манипулятора (|αi(t)| � αimax, |α̇i(t)| � α̇imax); от-
клонение звеньев манипулятора от исходного положения приводит к смеще-
нию центра масс СКМР относительно центра приложения сил и, следователь-
но, является параметрическим возмущением в системе ориентации робота;
газовые реактивные исполнительные органы — релейные, моменты электро-
механических приводов ограничены; во всей области изменения координат
системы (1) выполнены условия технической управляемости по отношению к
вектору qα.
Пусть uϑ(ϑ, ϑ̇, t) — базовые алгоритмы управления ориентацией СКМР и

uα(α, t) — алгоритмы управления конфигурацией манипулятора. При эконо-
мичном управлении, предполагая первоначально использовать только управ-
ляющее воздействие Mα1 от привода плечевого звена манипулятора, уравне-
ния движения СКМР представим в виде

A1(q)q̈1 = Fq + F d
q ,(4)

где q1 = (ϑ, α1,X0, Y0)
T, Fq = (0,Mα1, 0, Fy)

T — вектор используемых управ-
лений, F d

q = (Md
ϑ , 0, 0, 0)

T — вектор учитываемых возмущений, A1(q) =
= [aij(α1, λ)] — симметричная матрица, λ — вектор параметров СКМР и эле-
мента БКК.
Изменение координаты ϑ определяется решением уравнения (4) в виде

ϑ̈ = k0(kαMα1 + kdM
d
ϑ + kyFy),(5)

где k0 = (det[A1(q)])
−1; kα(α1, λ) = −D21q — коэффициент эффективности

воздействияMα1 на ϑ, является алгебраическим дополнением элемента a21(q)
для det[A1(q)]; kd(α1, λ) = D11(q) — коэффициент влияния внешнего воз-
мущения Md

ϑ на ϑ является алгебраическим дополнением элемента a11(q)
для det[A1(q)]; ky(α1, λ) = −D41(q) — коэффициент влияния канала управ-
ления Fy является алгебраическим дополнением a41(q) для det[A1(q)].
Управление Mα1, стабилизирующее координату ϑ, предлагается формиро-

вать в виде

Mα1[uα1(t)] = −k̃0kA(ϑ + kϑ̇ϑ̇),(6)

где kA = (kmkb)
−1 — статический коэффициент усиления привода; k̃0 — пе-

рестраиваемый (при необходимости) параметр алгоритма управления uα1(t),
kϑ̇ — постоянный коэффициент.
Если управление (6) реализуемо, то задача синтеза линейной части базо-

вого алгоритма сводится к обеспечению устойчивости и желаемого качества
движения (5). Учитывая (6), перепишем (5) в виде

ϑ̈+ kAkϑ̇k̃0k̄α(α1, λ)ϑ̇ + kAk̃0k̄α(α1, λ)ϑ = M̄d
Σ(α1, λ, t),(7)

где k̄α(α1, λ) = k0kα(α1, λ) — приведенный коэффициент эффективности
управления Mα1, который, в соответствии с теоремой о технической управ-
ляемости и [18], удовлетворяет условию k̄α(α1, λ) > 0∀(α1, α2) ∈ (0,±π);
M̄d

Σ(α1, λ, t) = k̄d(α1, λ)M
d
ϑ + k̄y(α1, λ)Fy — результирующий приведенный

возмущающий момент; k̄y(α1, λ) = k0ky(α1, λ), k̄d(α1, λ) = k0kd(α1, λ).
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Если известны параметры λ и α1(t) измеряется, то предлагается в (6) фор-
мировать алгоритм изменения k0(t) из условия постоянства соотношения

k̃0(t)k̄α(α1, λ) = K,(8)

где K — постоянная величина, удовлетворяющая желаемому качеству дви-
жения ϑ.
При реализации (8) коэффициенты в (7) являются постоянными, что га-

рантирует устойчивость движения по ϑ. Достижение требуемой статической
точности ориентации СКМР |ϑ(t)| � ϑmin, где ϑmin — заданное значение, при
движении (7) с (8) обеспечивается выполнением условия kA � (Kϑmin)

−1×
× [Md

Σ(α1, λ, t)
]
max

.
Управление (5) реализуется при алгоритме изменения напряжения uα1(t),

подаваемого на вход электропривода (2) плечевого звена манипулятора, в
виде [16]

uα1(t) = − k̃0
ig

[(
1 +

kϑ̇
kmJm

)
ϑ+ (kmJm)−1

∫
ϑdt+ kϑ̇ϑ̇+

kbJL

k̃0Jm
α̇1

]
,(9)

где ML ≈−JLα̈1, JL — момент инерции нагрузки, приведенный к плечевому
шарниру.
Алгоритм (9) используется до момента достижения ϑ области |ϑ(t)| < ϑmin.

Затем система переключается на нелинейный алгоритм, который содержит
нелинейности типа зоны нечувствительности и гистерезиса, что позволяет ор-
ганизовать внутри указанной координатой области высокоэкономичные, од-
носторонние автоколебания.
В общем случае остаточные ненулевые начальные условия ϑ0, ϑ̇0 и вы-

нужденные движения, порождаемые внешними возмущениями, гасятся в
соответствии с алгоритмом вида (9) изменением координат αi(t). Процесс
гашения завершается либо установившимися малыми колебаниями в обла-
сти |ϑ(t)| � ϑmin, либо выходом αi(t) на ограничения. В последнем случае
возникает необходимость возвращения манипулятора в исходное положе-
ние (режим “разгрузки” манипулятора), чтобы иметь возможность опять
использовать подвижность манипулятора для реализации принятого спо-
соба управления ориентацией СКМР. В режиме “разгрузки” манипулято-
ра под действием собственного управления Mα(uα) его звенья переводят-
ся в исходное состояние αi(t) → α∗

i с одновременным удержанием ϑ в обла-
сти |ϑ(t)| � ϑmin. Угловая стабилизация корпуса осуществляется с помощью
момента Mϑ(uϑ) �Mmax

ϑ , где Mmax
ϑ — существующее ограничение. Задача

управления роботом в таком режиме представляет собой задачу многосвяз-
ного регулирования в существенно нелинейной системе с ограничениями на
управляющие воздействия.
При описании режима «разгрузки» в (4) необходимо принять

Fq = (Mϑ,Mα1, 0, Fy)
T.

Тогда поведение координаты ϑ описывается уравнением

ϑ̈ = k̄Mϑ(α1, λ)Mϑ(uϑ) + fp(α1, λ),(10)
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Рис. 1. Предельные циклы в режиме разгрузки манипулятора.

где k̄Mϑ(α1, λ) — коэффициент эффективности воздействия Mϑ(uϑ), вычис-
ляемый аналогично для (5); fp(α1, λ) = M̄d

Σ(α1, λ, t) + k̄α(α1, λ)Mα1 — возму-
щения при |ϑ(t)| � ϑmin.
При синтезе алгоритмов управления координатами ϑ и α необходимо учи-

тывать противоречивость требований к работе каждой из подсистем. Мини-
мизация времени перекладки вышедшего на ограничение звена манипулятора
предполагает использование максимально достижимых (с учетом существую-
щих ограничений) скоростей α̇1max выходного вала привода. Однако возни-
кающие при этом в подсистеме регулирования ϑ возмущения fp(α1, λ) при
ограничении Mmax

ϑ могут привести к нарушению требований точности ори-
ентации. В этом случае скорость перекладки звена манипулятора должна
быть ограничена величиной, меньшей α̇1max. Для определения оптимальных
значений параметров регулятора, обеспечивающих желаемую динамику ре-
жима «разгрузки» целесообразно использовать метод фазовой плоскости на
основе (10).
Пусть базовый нелинейный алгоритм стабилизации углового положения

СКРМ uϑ(ϑ, ϑ̇, t) формирует односторонние автоколебания, отображаемые
на фазовой плоскости (ϑ, ϑ̇) в виде предельного цикла Γ0, показанный на
рис. 1. В режиме «разгрузки» манипулятора под влиянием fp(α1, λ) невозму-
щенный цикл Γ0 трансформируется в другой устойчивый цикл Γ1. Цикл Γ1

формируется таким образом, чтобы при максимально возможном значе-
нии fp,max(α1, λ), его фазовая траектория не пересекала бы границ допу-
стимых отклонений регулируемых координат (|ϑ| = ϑp, |ϑ̇| = ϑ̇p), отмечен-
ных на рис. 1 пунктирным прямоугольником. После завершения «разгруз-
ки» восстанавливается исходный цикл (Γ1 → Γ0) и следует возврат к управ-
лению Mα(uα).
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Одновременно с управлением ориентацией СКРМ продолжает функцио-
нировать система коррекции поперечных смещений корпуса, которая при
превышении уровня отклонения Y0 = Y0min формирует управляющее воздей-
ствие Fy в (4). Поскольку при этом конфигурация механической структуры
СКМР не является сбалансированной, то в канале управления ориентацией
появляется возмущающий моментMd

Fy = Fyxc, компенсация которого воздей-
ствием Mα(uα) может оказаться недостаточной. Поэтому при действии Fy в
системе управления ориентацией необходимо обеспечить автоматический пе-
реход на эффективное нелинейное управление Mϑ(uϑ).

4. Управление манипулятором при установке элемента на объект

При управлении манипулятором СКМР в режиме мягкой установки эле-
мента на БКК в рабочей зоне движение корпуса робота при использовании са-
мотормозящихся приводов манипулятора не вызывает изменения qα. Управ-
ляемое движение каждого звена не должно изменять величины других меж-
звенных углов. Это характерное для рассматриваемого класса механических
систем свойство обеспечивается, если в процессе проектирования выполнены
условия технической управляемости, позволяющие не учитывать взаимовли-
яние шарниров и, как следствие, считать матрицу A22 диагональной. Движе-
ние координат механической системы СКМР с переносимым элементом БКК
в рабочей зоне при t � t0, где t0 — момент времени входа в рабочую зону,
происходит с достаточно малыми скоростями, что позволяет использовать
для синтеза алгоритмов линейные математические модели [15]. При наличии
указанных особенностей движение (1) в первом приближении, пренебрегая
влиянием на динамику СКМР функций fK(q, q̇) и fα(q, q̇), слагаемые кото-
рых содержат произведения малых величин (q̇iq̇j), i, j = 1, 6, описывается в
виде

Ar(q)q̈ =M(q, u),(11)

где матрица Ar(q) содержит блоки, Ar,11 = A11, Ar,12 = A12, Ar21 = 0,
q̇(t0) = 0.
При выборе в качестве регулируемых координат Xε, Yε управление мани-

пулятором по координатам qα является разомкнутым и существует возмож-
ность достижения области |Xε| � Xε,min и |Yε| � Yε,min за счет целенаправлен-
ного изменения qα(t), где Xε,min, Yε,min — заданные значения. Использование
только вращающихся степеней свободы механической системы СКМР поз-
воляет пренебречь смещением центра масс корпуса и считать q1, q2 постоян-
ными. Если в режиме мягкой установки элемента формируются управления
по α1, α2 и концевое звено манипулятора зафиксировано (α3 — постоянная
величина), то движение по Xε и Yε на основе (11) описывается в виде

Ẍε = d11(q)Mα1 + d12(q)Mα2,

Ÿε = d21(q)Mα1 + d22(q)Mα2,
(12)
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где

d11(q) = bΔa
−1
44

[
(bm − a223)(a14a33 − a13a34) + b3(a24a33 − a23a34)

]
,

d12(q) = bΔa
−1
55

[
(bm − a223)(a15a33 − a13a35) + b3(a25a33 − a23a35)

]
,

d21(q) = bΔa
−1
44

[
(bm − a213)(a24a33 − a23a34) + b3(a14a33 − a13a34)

]
,

d22(q) = bΔa
−1
55

[
(bm − a213)(a25a33 − a23a35) + b3(a15a33 − a13a35)

]
,

bΔ =
[
a33mS(bm − a213 − a223)

]−1, bm = a33m
2
S, b3 = a13a23, mS — масса СКМР.

Изменение коэффициентов dij(q) i, j = 1, 2 обусловлено их зависимостью
от углового положения корпуса СКМР через ϑ и от шарнирных углов α1, α2.
В процессе управления манипулятором в рабочей зоне могут возникнуть по-
ложения его звеньев, при которых коэффициенты dij(q) < 0, что вызовет
неустойчивость по Xε, Yε. Если доступна информация о Xε, Yε и Ẋε, Ẏε, то
устойчивое управление по Xε, Yε обеспечивается ПД-алгоритмами вида

Mα1 = k0x(k1xXε + k2xẊε),

Mα2 = k0y(k1yYε + k2yẎε),
(13)

в которых коэффициенты kjx, kjy (j = 0, 2) должны выбираться с учетом вы-
полнения требований к устойчивости нулевого решения системы (12), (13).
Эти требования определяются при анализе характеристического уравнения
вида

4∑
j=0

cjλ
j = 0,

где

c0 = Δdk1xk1y; c1 = Δd(k1yk2x + k1xk2y);

c2 = Δdk2xk2y − (k1xk0xd11 + k2xk0yd22);

c3 = −(k1yk0xd11 + k2yk0yd22); c4 = 1;

Δd = k0xk0y(d11d22 − d12d21).

Необходимое условие устойчивости cj > 0 ∀j = 0, 4 соблюдается при
Δd > 0 и signd11 	= signk0x, signd22 	= signk0y. Выполнение условия Δd > 0 не
зависит от значений kjx, kjy, j = 0, 2 и определяется соотношениями

(signd11 	= signd22 ∧ signd12 = signd21) ∨
∨ (signd11 = signd22 ∧ signd12 	= signd21);

(signd11 = signd22 ∧ signd12 = signd21 ∧ |d11d22| > |d12d21|) ∨
∨ (signd11 	= signd22 ∧ signd12 	= signd21 ∧ |d11d22| < |d12d21|).

(14)

Если изменения dij(q) не нарушают условия Δd > 0, то выполнение усло-
вий устойчивости обеспечивается изменением значений коэффициентов (13).
Если при управлении манипулятором СКМР α1 и α2 являются измеряемыми,
то dij(q) могут вычисляться, что позволяет контролировать условия устойчи-
вости и в соответствующие моменты времени перестраивать коэффициенты
в (13).
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Рис. 2. Влияние угла ϑ на границы области устойчивости.

На основе (14) целесообразно сформировать область устойчивости в коор-
динатах α1, α2, информация о которой позволяет выбирать начальную кон-
фигурацию манипулятора перед установкой элемента и допустимое измене-
ние α1 и α2 в процессе его установки. На топологию области устойчивости
влияют значения ϑ и α3, которые определяют взаимное положение корпуса и
устанавливаемого элемента. На рис. 2 показана, в качестве примера по дан-
ным из [15], часть области устойчивости при α3 = −0,2π и трех начальных по-
ложениях корпуса СКМР (ϑ = [−0,35; 0; 0,35]). Точкой F0 на рис. 2 обозначено
начальное положение звеньев α1(t0) = −1,26; α2(t0) = 1,58. Из рис. 2 видно,
что увеличение положительной величины угла ϑ уменьшает область устой-
чивости, где Δd > 0 (на рис. 2 область устойчивости обозначена DD > 0),
что сокращает диапазон изменения углов α1 и α2 при установке элемента
манипулятором.
Следует отметить, что изменение угла α3, который определяет положение

схвата, в меньшей степени влияет на изменение границ области устойчивости,
чем изменение углового положения корпуса СКМР.

5. Заключение

На основе проведенного анализа особенностей механической структуры
СКМР предложено решение задачи сокращения расхода находящегося на
борту СКМР рабочего тела газовых реактивных двигателей при транспор-
тировке элемента БКК при сборке ее на орбите. Решение задачи основано на
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использовании подвижности манипулятора, что позволяет обеспечить ста-
билизацию углового положения корпуса СКМР. Формирование управления
на отдельных участках траектории движения СКМР реализуется путем сов-
местного использования двух типов исполнительных органов: газовых реак-
тивных сопел и моментных электромеханических приводов манипулятора.
Используемые в работе математические модели движения СКМР являют-
ся удобными для синтеза алгоритмов управления на основе принципа об-
ратной связи и исследования процессов манипуляционного функционирова-
ния СКМР. Алгоритмы управления СКМР, которые удовлетворяют условиям
технической управляемости, поддерживают требуемую конфигурацию меха-
нической структуры робота при транспортировке элемента БКК и его уста-
новке. При достаточно малых шарнирных скоростях манипулятора приве-
денные в работе алгоритмы обеспечивают в рабочей зоне мягкую установку
элемента в заданную точку БКК. Предлагается предварительно определить
область устойчивости в пространстве шарнирных углов манипулятора, ко-
торая позволит выбрать начальную конфигурацию механической системы
робота перед манипуляционной операцией и диапазон изменения шарнирных
углов при выполнении операции, обеспечивающий устойчивость движения.
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ПОДАВЛЕНИЕ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ
В ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЕ УПРАВЛЕНИЯ

КАК ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ

Предложен новый подход к задаче синтеза статического регулятора
по состоянию или по выходу, оптимально подавляющего ограниченные
внешние возмущения в линейной дискретной системе управления. Под-
ход основан на сведении проблемы к задаче матричной оптимизации, где
одной из переменных является матрица обратной связи. Далее эта за-
дача решается градиентным методом; его сходимость теоретически обос-
новывается для ряда важных частных случаев. Рассмотренный пример
демонстрирует эффективность предложенной итерационной процедуры.

Ключевые слова: линейная дискретная система, внешние возмущения, об-
ратная связь по выходу, обратная связь по состоянию, оптимизация, гра-
диентный метод, метод Ньютона, сходимость.
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1. Введение

Рассмотрим линейную дискретную систему управления

xk+1 = Axk +Buk +Dwk,

yk = Cxk,

zk = C1xk,

(1)

где A∈R
n×n, B ∈R

n×p, D∈R
n×m, C ∈R

l×n, C1 ∈R
r×n, с начальным состоя-

нием x0, состоянием xk ∈R
n, наблюдаемым выходом yk ∈R

l, регулируемым
выходом zk ∈R

r, управлением uk ∈R
p и внешним возмущением wk ∈R

m, огра-
ниченным в каждый момент времени:

|wk| � 1 для всех k = 0, 1, 2, . . .(2)

Задача о подавлении ограниченных внешних возмущений состоит в нахожде-
нии стабилизирующей обратной связи, минимизирующей величину maxk |zk|.
В настоящей работе будем искать статическую линейную обратную связь по
состоянию uk = Kxk или по выходу uk = Kyk (если она существует).
Точное решение этой задачи затруднительно; следуя подходу, предложен-

ному в [1–3], будем искать субоптимальное решение этой задачи в терминах
инвариантных эллипсоидов. При этом исходную задачу будем рассматривать
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как задачу оптимизации, где одной из переменных является матрица обрат-
ной связи, а минимизируемая функция определяет критерий качества — ве-
личину эллипсоида, содержащего регулируемый выход системы. Такой под-
ход восходит к работам [4, 5], посвященным проблеме линейно-квадратичного
регулирования.
Настоящая работа является естественным продолжением статьи [6], в ко-

торой с тех же позиций рассматривается и решается задача подавления огра-
ниченных внешних возмущений для линейной системы управления в непре-
рывном времени.
Структура статьи следующая. В разделе 2 обсуждается алгоритм реше-

ния задачи анализа (нахождения минимального ограничивающего эллипсои-
да для замкнутой системы). В разделе 3 задача синтеза регулятора записыва-
ется как задача невыпуклой матричной оптимизации, даются формулировка
и обоснование итеративного алгоритма ее решения, а раздел 4 содержит де-
монстрационный пример.

2. Задача анализа

Рассмотрим дискретную динамическую систему

xk+1 = Axk +Dwk,

zk = Cxk
(3)

с устойчивой (шуровской) матрицей A ∈ R
n×n, начальным состоянием x0, со-

стоянием xk ∈ R
n, выходом zk ∈ R

l и внешним возмущением wk ∈ R
m, удо-

влетворяющим ограничению (2).
Напомним, что эллипсоид вида

Ex =
{
x ∈ R

n : xTP−1x � 1
}
, P � 0

называется инвариантным для системы (3), если из условия x0 ∈ Ex следует
xk ∈ Ex для всех моментов времени k = 1, 2, . . . При этом, если Ex — ин-
вариантный эллипсоид с матрицей P , то выход zk системы (3) при x0 ∈ Ex
принадлежит так называемому ограничивающему эллипсоиду

Ez =
{
z ∈ R

r : zT(CPCT)−1z � 1
}
,

а при x0 /∈ Ex будет стремиться к нему.
Задача анализа состоит в оценке степени влияния внешних возмущений

на вектор выхода системы. В рамках предлагаемого похода будем интере-
соваться минимальными эллипсоидами, содержащими выход системы; в ка-
честве критерия минимальности эллипсоида обычно принимается величи-
на trCPCT, равная сумме квадратов его полуосей. Имеет место следующий
результат.
Те ор ем а 1 [1, 3]. Пусть матрица A шуровская, ρ = maxi |λi(A)| < 1,

а матрица P (α) � 0, ρ2 < α < 1, удовлетворяет дискретному уравнению
Ляпунова

1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT = 0.
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Тогда задача об оптимальном ограничивающем эллипсоиде для системы (3)
сводится к минимизации одномерной функции

f(α) = trCP (α)CT

на интервале ρ2 < α < 1, и если α∗ — точка минимума и x0 удовлетворяет
условию xT0 P

−1 (α∗) x0 � 1, то гарантируется оценка

|zk| �
√
f(α∗), k = 1, 2, . . .

В статье [7] было предложено применять метод Ньютона для решения оп-
тимизационной задачи, сформулированной в теореме 1. А именно, зададим-
ся начальным приближением ρ2(A) < α0 < 1, например α0 =

(
1 + ρ2(A)

)
/2, и

применим итерационный процесс

αj+1 = αj − f ′(αj)

f ′′(αj)
,(4)

где

f ′(α) = trY

(
1

(1− α)2
DDT − 1

α2
APAT

)
,

f ′′(α) = 2 tr Y

(
1

(1− α)3
DDT +

1

α3
A(P −X)AT

)
,

а P , Y и X — решения дискретных уравнений Ляпунова

1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT = 0,

1

α
ATY A− Y + CTC = 0

и
1

α
AXAT −X +

1

(1− α)2
DDT − 1

α2
APAT = 0.

Следующая теорема гарантирует глобальную сходимость алгоритма; ее
справедливость устанавливается аналогично сходному результату в [6].
Те ор ем а 2. В методе (4) справедливы оценки

|αj − α∗| � f ′′(α0)

2jf ′′(α∗)
|α0 − α∗|, |αj+1 − α∗| � c|αj − α∗|2,

где c > 0 — некоторая константа.

3. Задача синтеза

Вернемся к системе (1) и будем далее предполагать, что матрицы D и C1 —
квадратные невырожденные.1 Задача состоит в нахождении статической ли-
нейной обратной связи по выходу

uk = Kyk
1 Это техническое предположение безусловно можно ослабить, но цель сейчас — полу-

чить наиболее простые и наглядные результаты.
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(а в случае C = I — обратную связь по состоянию), которая стабилизиру-
ет замкнутую систему (1) и подавляет воздействие внешних возмущений (2),
минимизируя размер ограничивающего эллипсоида для регулируемого выхо-
да zk. В качестве критерия оптимальности примем величину

trC1PC
T
1 + ρ‖K‖2F ,

первая компонента которой определяет размер ограничивающего эллипсои-
да, а вторая представляет собой штраф, позволяющий избежать появления
больших значений матрицы регулятора (коэффициент ρ > 0 регулирует его
важность).
С учетом теоремы 1 исходная задача сводится к матричной оптимизаци-

онной задаче

min f(K,α), f(K,α) = trC1PC
T
1 + ρ‖K‖2F ,

при ограничении

1

α
(A+BKC)P (A+BKC)T − P +

1

1− α
DDT = 0(5)

относительно матричных переменных P = PT ∈ R
n×n, K ∈ R

p×n и скалярно-
го параметра 0 < α < 1.
Как было показано в разделе 2, минимизацию по параметру α можно про-

водить достаточно эффективно (нужно лишь матрицу A заменить на A+
+BKC), поэтому займемся минимизацией функции

f(K) = min
α
f(K,α).

Сделаем следующее предположение.

Предп о л ожени е . Известен стабилизирующий регулятор K0, т.е.
такой, что матрица A+BK0C шуровская.

Отметим, что функция f(K) определена и положительна на множестве S
стабилизирующих регуляторов. Множество S ее определения может быть
невыпуклым и несвязным, причем его границы могут быть негладкими; здесь
ситуация полностью аналогична непрерывному случаю (см. [6]).

Лемма 1. Функция f(K) коэрцитивна на множестве S стабилизирую-
щих регуляторов (т.е. стремится к бесконечности на его границе), причем

f(K) � 1

1− ρ2(A+BKC)

λmin(CC
T)

1− σ2min(A+BKC)
‖D‖2F ,(6)

f(K) � ρ‖K‖2.
Сл ед с т в и е 1. Множество уровня

S0 = {K ∈ S : f(K) � f(K0)}
ограничено для любого регулятора K0 ∈ S.
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C другой стороны, у функции f(K) на множестве S0 существует точка
минимума (как у непрерывной функции на компактном множестве), но мно-
жество S0 не имеет общих точек с границей S в силу (6). Далее будет показа-
но, что f(K) дифференцируема на S0, следовательно, справедлив следующий
результат.
Сл ед с т в и е 2. Существует точка минимума K∗ на множестве S, и в

ней градиент обращается в нуль.
Свойства градиента и гессиана функции f(K,α) устанавливаются следую-

щими двумя леммами.
Лемма 2. Функция f(K,α) определена и дифференцируема на множе-

стве S стабилизирующих регуляторов K и для ρ2(A+BKC) < α < 1. При
этом

1

2
∇Kf(K,α) = ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT,(7)

∇αf(K,α) = trY

(
1

(1− α)2
DDT − 1

α2
(A+BKC)P (A+BKC)T

)
,

где матрицы P и Y — решения дискретных уравнений Ляпунова

1

α
(A+BKC)P (A+BKC)T − P +

1

1− α
DDT = 0(8)

и
1

α
(A+BKC)TY (A+BKC)− Y + CT

1 C1 = 0.(9)

Минимум функции f(K,α) достигается во внутренней точке множе-
ства S × (ρ2(A+BKC), 1

)
и определяется условиями

∇Kf(K,α) = ∇αf(K,α) = 0.

При этом f(K,α) как функция от α строго выпукла на интервале ρ2(A +
+BKC) < α < 1 и достигает минимума в его внутренней точке.
Лемма 3. Функция f(K,α) дважды дифференцируема по K, причем дей-

ствие гессиана функции на произвольную матрицу 2 E ∈ R
p×l дается выра-

жением
1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] =

= ρ〈E,E〉 + 1

α
〈BTY BECPCT, E〉+ 2

α
〈BTY (A+BKC)P ′CT, E〉,

где P ′ — решение дискретного уравнения Ляпунова

1

α
(A+BKC)P ′(A+BKC)T − P ′+

+
1

α

(
(A+BKC)P (BEC)T +BECP (A+BKC)T

)
= 0.

(10)

2 Понимаемое в смысле второй производной по направлению.
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Градиент функции f(K,α) как функция от K не является липшицевым на
множестве S стабилизирующих регуляторов, однако можно показать, что —
как и в непрерывном случае — он обладает этим свойством на его подмноже-
стве S0.
Полученные свойства минимизируемой функции позволяют построить ме-

тод минимизации и обосновать его сходимость. А именно, предлагается итера-
тивный подход к решению этой задачи, в основе которого лежит применение
градиентного метода по переменной K и метода Ньютона по переменной α.
Приведем принципиальную схему алгоритма.

1. Задаемся параметрами ε > 0, γ > 0, 0 < τ < 1 и начальным стабилизи-
рующим приближением K0. Вычисляем величину

α0 =
1 + ρ2(A+BK0C)

2
.

2. На j-й итерации заданы Kj и αj . Вычисляем Aj = A+BKjC, решаем
уравнения (8), (9) и находим матрицы P , Y ; вычисляем градиент

Hj = ∇Kf(Kj, αj)

из соотношения (7).
Если ‖Hj‖ � ε, то регулятор Kj принимаем за приближенное решение.

3. Делаем шаг градиентного метода

Kj+1 = Kj − γjHj.

Длину шага γj > 0 подбираем дроблением γ до выполнения условий:
а. Kj+1 — стабилизирующий регулятор: матрица (A + BKj+1C)/

√
αj

шуровская;
б. f(Kj+1) � f(Kj)− τγj‖Hj‖2.

4. Для полученного Kj+1 решаем задачу минимизации f(Kj+1, α) по α и
находим αj+1.
Переходим к п. 2.

Предлагаемый метод сходится в следующем смысле.

Те ор ем а 3. На каждой итерации реализуется лишь конечное число
дроблений γj , функция f(Kj) монотонно убывает и градиент стремится
к нулю

lim
j→∞

‖Hj‖ = 0

со скоростью геометрической прогрессии.

Доказательство полностью аналогично непрерывному случаю и использу-
ет обычную схему анализа градиентного метода для безусловной минимиза-
ции функций с липшицевым градиентом [8].
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4. Пример

Рассмотрим систему вида (1) с матрицами

A =

⎛
⎜⎝

0,9950 0,0050 0,0998 0,0002
0,0050 0,9950 0,0002 0,0998
−0,0997 0,0997 0,9950 0,0050
0,0997 −0,0997 0,0050 0,9950

⎞
⎟⎠ ,

B =

⎛
⎜⎝
0,0050
0,0000
0,0998
0,0002

⎞
⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎝
0,0050 0,0000
0,0000 0,0050
0,0998 0,0002
0,0002 0,0998

⎞
⎟⎠ ,

C =

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
, C1 =

(
0 1 0 0
0 0 0 1

)
,

представляющую собой слегка видоизмененный пример 4.3.2 из моногра-
фии [3].
Положим ρ = 0,1 и возьмем в качестве начального некоторый стабилизи-

рующий регулятор

K0 =

(−2,9823
−3,9608

)
.

Итерационный процесс завершается на 25-м шаге и предоставляет регулятор

K∗ =
(−0,6519
−1,8166

)

и соответствующий ограничивающий эллипс по регулируемому выходу си-
стемы с матрицей (

19,2309 −3,4643
−3,4643 10,3506

)
.

Динамика итерационного процесса показана на рис. 1.
Взяв в качестве начального приближения стабилизирующий регулятор

K ′
0 =

(−0,3675

−0,7106

)
,

на 24-м шагу получаем регулятор

K ′
∗ =

(−0,6527

−1,8166

)

и соответствующий ограничивающий эллипс с матрицей
(
19,2293 −3,4638

−3,4638 10,3543

)
.
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Рис. 1. Оптимизационная процедура.

Обратим внимание, что регуляторы K∗ и K ′∗ отличаются по норме на доли
процента, так же, как и найденные ограничивающие эллипсы (по критерию
следа).
Для сравнения решим эту же задачу, построив обратную связь в виде

динамического регулятора
uk = Kx̂k

при помощи наблюдателя

x̂k+1 = Ax̂k +Buk + L(yk − Cx̂k), x̂0 = 0.

Следуя подходу [3], основанному на использовании техники линейных мат-
ричных неравенств, получаем матрицу обратной связи

K =
(−39,0055 −46,7193 −8,5074 −98,0176

)
,

матрицу наблюдателя

L =

⎛
⎜⎜⎝

0,5655 0,0759

−6,7183 1,8722

−2,2061 1,0573

−2,8715 0,7224

⎞
⎟⎟⎠

и матрицу (
32,2165 −14,9238

−14,9238 36,3654

)

эллипса, содержащего регулируемый выход.
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Рис. 2. Ограничивающие эллипсы.

Небольшое техническое различие между постановками этих задач состо-
ит в том, что в последнем случае вместо регуляризующей добавки ρ‖K‖2F в
минимизируемой функции с теми же целями в регулируемый выход системы
вводится дополнительный член с управлением: zk = C1xk +B1uk.
На рис. 2 сплошной линией показан ограничивающий эллипс, найденный

в соответствии с предлагаемой итерационной процедурой, а пунктиром — эл-
липс, предоставляемый динамическим регулятором. Довольно большая раз-
ница в размерах эллипсов объясняется тем, что при построении динамической
обратной связи приходится производить ряд загрублений для того, чтобы ли-
неаризовать матричные неравенства, что и приводит к излишнему консерва-
тизму.

5. Заключение

Предложен новый подход к задаче синтеза регулятора, оптимально по-
давляющего ограниченные внешние возмущения в линейной дискретной си-
стеме. Он основан на сведении проблемы к задаче матричной оптимизации,
где переменной является матрица обратной связи. Далее эта задача решает-
ся градиентным методом; его сходимость теоретически обосновывается для
ряда важных частных случаев. Рассмотренный пример демонстрирует эф-
фективность предложенной процедуры.
В работе рассмотрена проблема подавления внешних возмущений при до-

статочно жестких ограничениях: в частности, предполагается, что размер-
ность возмущений и регулируемых выходов совпадает с числом состояний.
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Однако метод работает и достаточно эффективен и при отсутствии таких
ограничений; его обоснование представляет собой важную задачу.
Поскольку область определения f(K) может быть даже несвязной, труд-

но рассчитывать на сходимость к глобальному минимуму. Однако для задачи
управления по состоянию, как и в непрерывном случае, по-видимому, можно
ожидать, что минимизируемая функция удовлетворяет условию градиентно-
го доминирования и ожидать глобальную сходимость к единственной точке
минимума.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Рассмотрим последовательность допусти-
мых регуляторов {Kj} ∈ S такую, что Kj → K ∈ ∂S, т.е. ρ(A+BKC) = 1.
Это означает, что для любого ε > 0 найдется число N = N(ε) такое, что нера-
венство

|ρ(A+BKjC)− ρ(A+BKC)| = 1− ρ(A−BKjC) < ε

справедливо для всех j � N(ε).
Пусть Pj — решение уравнения (5), ассоциированного с регулятором Kj :

1

αj
(A+BKjC)Pj(A+BKjC)T − Pj +

1

1− αj
DDT = 0,

а Yj — решение двойственного к нему дискретного уравнения Ляпунова

1

αj
(A+BKjC)TYj(A+BKjC)− Yj + C1C

T
1 = 0.

Тогда с учетом [6, леммы П.1, П.2] и [7, лемма П.1.2] имеем:

f(Lj) = trC1PjC
T
1 + ρ‖Kj‖2F � trPjC1C

T
1 = tr

(
Yj

1

1− αj
DDT

)
�

� 1

1− αj
λmin(Yj)‖D‖2F � 1

1− αj

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2min(A+BKjC)
‖D‖2F �

� 1

1− ρ2(A+BKjC)

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2min(A+BKjC)
‖D‖2F �

� 1

ε

1

1 + ρ(A+BKjC)

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2min(A+BKjC)
‖D‖2F −−−→

ε→0
+∞,

поскольку ρ2(A+BKjC) < αj < 1.
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C другой стороны,

f(Kj) = trC1PjC
T
1 + ρ‖Kj‖2F � ρ‖Kj‖2F � ρ‖Kj‖2 −−−−−−−→‖Kj‖→+∞

+∞.

Лемма 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Дифференцирование по α производится

в соответствии с результатами, приведенными в разделе 2, с заменой A на
A+BKC.
Придадим в уравнении (5) величине K приращение ΔK и обозначим со-

ответствующее приращение P через ΔP :

1

α

(
A+B(K +ΔK)C

)
(P +ΔP )

(
A+B(K +ΔK)C

)T −

− (P +ΔP ) +
1

1− α
DDT = 0.

Оставляя обозначение ΔP для главной части приращения, получаем

1

α

(
(A+BKC)P (A+BKC)T +BΔKCP (A+BKC)T +

+ (A+BKC)P (BΔKC)T + (A+BKC)ΔP (A+BKC)T
)
−

− (P +ΔP ) +
1

1− α
DDT = 0.

После вычитания уравнения (5) из этого уравнения имеем

(Π.1)
1

α
(A+BKC)ΔP (A+BKC)T −ΔP+

+
1

α

(
(A+BKC)P (BΔKC)T +BΔKCP (A+BKC)T

)
= 0.

Вычислим приращение функционала f(K), линеаризуя соответствующие
величины:

Δf(K) = f(K)− f(K +ΔK) =

= trC1(P +ΔP )CT
1 + ρ‖K +ΔK‖2F − ( trC1PC

T
1 + ρ‖K‖2F ) =

= trC1ΔPC
T
1 + ρ trKTΔK + ρ tr (ΔK)TK = trΔPCT

1 C1 + 2ρ trKTΔK.

По лемме [6, лемма П.1] из двойственных уравнений (Π.1) и (9) имеем

Δf(K) = 2 trY
1

α
BΔKCP (A+BKC)T + 2ρ trKTΔK =

= 2 tr

(
ρKT +

1

α
CP (A+BKC)TY B

)
ΔK =

= 2

〈
ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT,ΔK

〉
.
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Таким образом, приходим к соотношению (7). Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Вычислим величину

∇2
Kf(K,α)[E,E] = 〈∇2

Kf(K,α)[E], E〉,
взяв производную от ∇Kf(K,α)[E] = 〈∇Kf(K,α), E〉 по направлению
E ∈ R

p×l.
Линеаризуя соответствующие величины, вычислим приращение функци-

онала ∇Kf(K,α)[E] по направлению E:

Δ∇Kf(K,α)[E] =

= 2

(
ρ(K + δE) +

1

α
BT(Y +ΔY )

(
A+B(K + δE)C

)
(P +ΔP )CT

)
−

−2

(
ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT

)
=

= 2δ

(
ρE +

1

α
BT
(
Y BECP + Y ′(K)[E](A +BKC)P +

+ Y (A+BKC)P ′(K)[E]
)
CT

)
,

где

ΔP = P (K + δE)− P (K) = δP ′(K)[E],

ΔY = Y (K + δE)− Y (K) = δY ′(K)[E].

Таким образом, обозначая P ′ = P ′(K)[E] и Y ′ = Y ′(K)[E], имеем

1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] =

=

〈
ρE +

1

α
BT
(
Y BECP + Y ′(A+BKC)P + Y (A+BKC)P ′)CT, E

〉
.

Далее, P = P (K) есть решение дискретного уравнения Ляпунова (5); за-
пишем его в приращениях по направлению E:

1

α

(
A+B(K + δE)C

)
(P + δP ′)

(
A+B(K + δE)C

)T −

− (P + δP ′) +
1

1− α
DDT = 0

или
1

α

(
(A+BKC)P (A+BKC)T + (A+BKC)δP ′(A+BKC)T +

+ (A+BKC)P (BδEC)T +BδECP (A+BKC)T
)
−

− (P + δP ′) +
1

1− α
DDT = 0,

откуда с учетом (5) приходим к уравнению (10).
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Далее, Y = Y (K) есть решение дискретного уравнения Ляпунова (9); за-
пишем его в приращениях по направлению E:

1

α

(
A+B(K + δE)C

)T
(Y + δY ′)

(
A+B(K + δE)C

)− (Y + δY ′) + CT
1 C1 = 0

или

1

α

(
(A+BKC)TY (A+BKC) + (A+BKC)TδY ′(A+BKC) +

+ (A+BKC)TY BδEC + (BδEC)TY (A+BKC)
)
− (Y + δY ′) + CT

1 C1 = 0.

С учетом (9) имеем

1

α
(A+BKC)TY ′(A+BKC)− Y ′+

+
1

α

(
(A+BKC)TY BEC + (BEC)TY (A+BKC)

)
= 0.

(Π.2)

Из (10) и (Π.2) имеем соотношение

trP ′(A+BKC)TY BEC = trY ′BECP (A+BKC)T,

так что

1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] = ρ〈E,E〉 + 1

α
〈BTY BECPCT, E〉+

+
2

α
〈BTY (A+BKC)P ′CT, E〉.

Лемма 3 доказана.
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ИНФОРМАЦИОННАЯ ПОДДЕРЖКА ЭКИПАЖА ВОЗДУШНОГО
СУДНА НА ВЗЛЕТНО-ПОСАДОЧНЫХ РЕЖИМАХ

С целью снижения стрессовых нагрузок на экипаж разработаны мето-
ды оценивания текущего состояния и прогнозирования критических собы-
тий. Методы основаны на энергетическом подходе к управлению полетом.
Получены алгоритмы прогнозирования возможности безопасного взлета
при наличии высотных препятствий на траектории. Введены алгоритмы
коррекции прогноза. На режимах посадки или экстренного торможения
на взлете найдены алгоритмы вычисления длины тормозного пути в зави-
симости от состояния взлетно-посадочной полосы. Предложены способы
коррекции результатов прогнозирования, учитывающие последователь-
ность и время работы всех средств торможения. Выполнены модельные
испытания алгоритмов во всей области эксплуатационных условий.

Ключевые слова: взлет, посадка, методы прогнозирования, информацион-
ная поддержка, энергетический подход.
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1. Введение

Вопросы организации пассажирских перевозок в последнее время стано-
вятся все более острыми и актуальными. Основными направлениями совер-
шенствования перевозок являются интенсификация трафика и расширение
уровня разрешенных погодных условий для полетов воздушных судов (ВС).
Поэтому безопасность авиационной техники выдвигается на первый план.
Технический и коммуникационный прогресс во всех сферах деятельности

человека имеет тенденцию к ускорению. Проявления этого прогресса наблю-
даются как в увеличении трафика перевозок, так и в расширении пределов
допустимых уровней атмосферных или климатических условий.
По статистическим данным ФГБУ «Авиаметтелеком Росгидромета» [1]

за первые три месяца 2023 г. имели место 9 авиационных происшествий (АП),
в том числе
— катастроф – 3, в воздушном пространстве (ВП) класса «G» – 3 всего
погибло – 5;

— аварий – 1, в том числе в ВП класса «G» – 1;
— авиационных инцидентов всего – 2 (посадка ВС ниже эксплуатационно-
го минимума – 1, поражение ВС атмосферным электричеством – 1);

— производственных происшествий всего – 2 (чрезвычайные происше-
ствия);
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— аварийных ситуаций (АС) без расследования всего – 1 (поражение ВС
атмосферным электричеством).

Фирма Boeing в статистических исследованиях АП на пассажирских рейсах
во всей мировой авиации показала, что более половины всех аварий проис-
ходит на этапах взлета и посадки [2]. Управление полетом на этих этапах
осуществляется при непосредственном участии пилота, который находится
в сильном психологическом напряжении, и поэтому «человеческий фактор»
становится решающим. Статистика АП по материалам последних зарубеж-
ных и отечественных исследований [3–5] показывает, что доля АП, обуслов-
ленных участием человека в процессе выполнения полетного задания, варьи-
руется в зависимости от методов оценки от 50 до 70%.
Одним из направлений повышения безопасности является оборудова-

ние самолетов бортовыми системами, обеспечивающими приборный кон-
троль критических координат движения на этапах пробега после посадки
по взлетно-посадочной полосе (ВПП), а также на этапах разбега на взле-
те. Стали необходимыми информационная поддержка экипажа и создание
дружественной среды взаимодействия пилота с оборудованием кабины. Для
этого в [6–8] были разработаны методы прогнозирования и новые алгоритмы
расчета перемещения ВС на наземных участках траектории.
В частности, было принято решение включить в состав бортового оборудо-

вания информационно-измерительную систему (ИИС) контроля разбега [6],
осуществляющую наблюдение одновременно продольного ускорения, скоро-
сти и дальности до достижения заданной скорости. Прогноз дальности до
контрольной точки принятия решения помогает пилоту принять своевремен-
ное решение. Но если прогнозная дальность отличается от нормативной на
недопустимую величину, ИИС формирует сигнал оповещения экипажа и ко-
мандный сигнал запрещения взлета. В [7, 8] разработаны варианты выпол-
нения безопасного прогнозного взлета и экстренного торможения в небла-
гоприятных климатических условиях и географических координатах. Кон-
цептуальной базой разработок принят энергетический подход к управлению
пространственным движением летательного аппарата (ЛА), впервые изло-
женный в [9].
В настоящей работе получили дальнейшее развитие методы оценки си-

туации и прогноза движении ВС по ВПП как на режимах торможения по-
сле посадки или прерванного взлета, так и на этапе разбега перед взлетом,
а также разработаны методы повышения ситуационной осведомленности для
исключения стрессовых нагрузок и снижения рисков ошибочных действий
экипажа ВС.

2. Уравнение баланса энергий движения ЛА

Исторически сложившимися основными управляемыми координатами са-
молета являются высота, скорость и направление полета. Они являются есте-
ственными для управления полетом как в режиме визуальной ориентации,
так и в полете по приборам. Теория и практика автоматического управле-
ния развивались в том же направлении. И в авиации утвердилась концеп-
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ция управления полетом в продольном канале воздушного судна посредством
двух контуров — траекторного и скоростного. В системах автоматического
управления полетом функции регуляторов выполняют независимые устрой-
ства — автомат тяги и автопилот. В задачах синтеза регуляторов класси-
ческими методами не учитывается нелинейная взаимосвязь двух основных
переменных (скорости и высоты полета), обеспечиваемая фундаментальным
законом сохранения энергии тела, движущегося в потенциальном поле сил.
В отличие от традиционного описания пространственного движения ЛА в

форме уравнений Коши в [10] предложена концепция управления, в которой
управляемой величиной является полная энергия движения E:

E = mgh+
mV 2

2
,

где m – масса ЛА, h – высота полета, V – скорость в инерциальной системе
координат (СК).
В дальнейшем будем рассматривать движение в терминах нормированной

по весу удельной энергии движения HE, которая называется также «псевдо-
энергией» или энергетической высотой:

HE =
E

mg
= h+

V 2

2g
.

Из совместного решения динамических уравнений переносного движения в
возмущенной атмосфере и уравнения полной энергии объекта образуется
уравнение баланса энергий, которое имеет вид

ΔHE = ΔHдв
E +ΔHD

E +ΔHshass
E +ΔHw

E .

Это уравнение описывает количественные соотношения между источником
энергии и всеми ее потребителями в системе объектов «летательный аппа-
рат — силовая установка — внешняя среда». Уравнение записано в форме
приращений и содержит члены: ΔHE – приращение энергетической высо-
ты ЛА, ΔHдв

E – удельная работа двигателя, ΔHD
E – затраты энергии на

преодоление сопротивления аэродинамических сил, ΔHshass
E – затраты энер-

гии на преодоление сопротивления шасси, ΔHw
E – работа ветра. Для каж-

дого члена в [8, 9] найдены выражения: ΔHE =
∫ t2
t1
VB(θ +

V̇B
g )dt где VB –

воздушная скорость, θ – угол наклона траектории в инерциальной СК;
ΔHdv

E =
∫ t2
t1
VBPH cos(αB + φdv)dt, где PH = P

mg – нормированная сила тя-
ги, αB – угол атаки, φdv – угол установки двигателя; ΔHD

E =
∫ t2
t1
VBDHdt,

где DH = D
mg – нормированное лобовое сопротивление; ΔHw

E =
∫ t2
t1
VBfwdt

множитель fw ≈ ẇx
g − ẇy

VB
, называется фактором ветра или индексом опас-

ности, wx и wy – проекции скорости ветра на оси инерциальной СК;
ΔHshass

E =
∫ t2
t1
V ktormfwdt, где ktorm – обобщенный нормированный коэффи-

циент торможения, равный отношению суммарной силы сопротивления со
стороны шасси к весу самолета.
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3. Базовые алгоритмы энергетической системы управления

Энергетическая высота HE имеет две компоненты, одна из которых ха-
рактеризует потенциальную энергию, а другая — кинетическую. При движе-
нии в пространстве изменение каждой из компонент не является независи-
мым, а подчинено закону сохранения полной энергии. Поэтому задача синтеза
алгоритмов управления полетом ставится в естественной форме как задача
многокритериального управления. Первым критерием является минимиза-
ция отклонения энергетической высоты ΔH → min, вторым — рассогласова-
ние между ее составляющими, кинетической и потенциальной:

ΔHkin
E −ΔHpot

E → min .

Единственной управляющей переменной в энергетической системе управ-
ления (ЭнСУ), влияющей на полную энергию ЛА, является тяга P , а откло-
нение руля высоты δB вызывает перераспределение потенциальной и кинети-
ческой составляющих.
Уравнение сил в проекциях на оси воздушной СК имеет вид

mV̇B = P cos(αB + φdv)−D −mg sin θB −m(Ẇxg cos θB + Ẇyg sin θB),

где VB – воздушная скорость, αB – угол атаки в воздушной СК, D – лобовое
сопротивление, θB – угол наклона траектории в воздушной СК, Wxg,Wyg –
проекции скорости ветра на оси земной СК. Разрешив это уравнение отно-
сительно P в предположении малости углов и переходя к нормированным
переменным, получим

PH = θ +
V̇B
g

+ fw +DH .

В режиме установившегося полета при отсутствии ветра упрощенный закон
управления тягой двигателя в ЭнСУ в приращениях относительно заданных
значений получен в виде

ΔPEnSU
H = Δθ +

ΔV̇B
g

.

Для минимизации рассогласования между потенциальной и кинетической со-
ставляющими используется управление рулем высоты, что не влияет на вы-
полнение первого критерия:

ΔδEnSU
H = Δθ − ΔV̇B

g
.

Для обеспечения астатизма по управляемым координатам к пропорциональ-
ным членам добавляются интегральные.
Управление полетом с ЭнСУ естественным образом учитывает взаимное

влияние между скоростным и траекторным каналами и не требует введения
корректирующих цепей для учета этих связей.
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4. Энергетический метод прогнозирования взлета
и безопасного пролета над препятствием

Целью пилотирования на этапе взлета является пролет над верхней точкой
высотного препятствия со скоростью не ниже скорости устойчивого горизон-
тального полета. В осложненных условиях пилоту требуется априори оценить
способность самолета осуществить разбег до взлетной скорости в пределах
ВПП и набрать достаточную высоту для пролета над высотными препятст-
виями по курсу взлета. Схема взлета показана на рис. 1. На рисунке обозна-
чено: x(t) – текущая координата самолета; Hprep и Lprep – высота препятствия
и дальность до него от обреза ВПП; V2 – минимальная скорость устойчивого
горизонтального полета; S – дистанция накопления энергии; LV PP – длина
взлетно-посадочной полосы; DTBB – дальность до точки возможности взлета
(ТВВ), DTPR – дальность до точки принятия решения (ТПР); xTPR – ко-
ордината точки принятия решения; Lres – резерв разбега от ТПР до обреза
ВПП.
Согласно Руководству по летной эксплуатации (РЛЭ) взлет разрешает-

ся при последовательном достижении регламентной минимальной скорости
горизонтального полета V1 и скорости подъема носового колеса Vr безотноси-
тельно к положению самолета на ВПП. Однако указанная процедура взлета
не гарантирует безопасного пролета над препятствием, так как скорость Vr
может быть достигнута в точке, расположенной в недопустимой близости к
обрезу ВПП или за его пределом.
Найдем способ информирования пилота о возможности безопасного взле-

та с опережением, используя прогнозирование энергетического состояния
самолета, соответствующего требуемым обобщенным координатам в точке
пролета.
Для безопасного пролета над препятствием самолет должен иметь ско-

рость не менее скорости устойчивого горизонтального полета V2 для дан-
ного самолета. Тогда полная энергия самолета в момент преодоления пре-
пятствия EHprep должна содержать необходимый минимум кинетической со-
ставляющей и запас потенциальной составляющей, которая и сообщает ВС

LВППLВППLВПП
LпрепLпрепLпреп

HпрепHпрепHпреп

V2V2V2

LрезLрезLрез
DТВВDТВВDТВВ

DТПРDТПРDТПР

xТПРxТПРxТПР

x(t)x(t)x(t) ТВВ ТПР Capture Image Ptint Screen

ОпережениеТочка
возможности

взлета

Точка
принятия
решения Длина

траектории S

Рис. 1. Координаты характерных точек на траектории взлета.
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необходимую высоту Hprep пролета над препятствием:

(1) EHprep = m
V 2
2

2
+mgHprep.

Величина полной накопленной энергии ЛА складывается из текущих кине-
тической и потенциальной составляющих и работы всех внешних сил Fi на
траектории длиной S. Тогда спрогнозированная накопленная энергия равна

(2) E(t)prog = m
V (t)2

2
+mgh(t) + S

∑
i

Fi(t),

где
∑

i Fi(t) – равнодействующая всех внешних сил: тяги двигателя, аэроди-
намического сопротивления, силы ветра и силы торможения шасси. Уравне-
ние (2) в явном виде связывает энергетическое состояние объекта управления
и длину траектории для достижения этого состояния.
Величина результирующей силы естественным образом вычисляется через

продольную перегрузку:

(3)
∑
i

Fi(t) = mgnx(t).

Из условий равенства необходимой (1) и прогнозной (2) энергий с учетом
измерений всех сил (3) в процессе разбега находим длину впередилежаще-
го участка траектории до ТПР, необходимого для накопления недостающей
полной энергии:

DTPR =
(g(Hprep − h(t)) + 0,5(V 2

2 − V (t)2))

gnx(t)
− Lprep.

Заметим, что это выражение инвариантно относительно массы. Точка траек-
тории, где прогнозируемая длина этого участка обнуляется, и является ТПР
о безопасном взлете: XTPR = x(t)|D=0. Координата этой точки вычисляется
просто:

XTPR(t) = x(t) +DTPR(t).

Метод прогнозирования полной энергии указывает на возможность взлета не
в момент достижения скорости принятия решения, а раньше и в координатах
дальности, привязанных к ВПП.
Метод прогнозирования на базе энергетического подхода позволил полу-

чить прогнозную оценку еще одной характерной точки на траектории разбе-
га. Для каждого типа ВС известна минимальная скорость на разбеге Vr, при
которой разрешен подъем передней стойки шасси. В нештатных ситуациях
пилот должен оценивать не только возможность продолжения разбега, но и
положение самолета на полосе, в котором можно начинать подъем передней
стойки. Длина дистанции от текущего положения самолета до достижения
скорости подъема вычисляется по формуле

DVr(t) =
V 2
r − V 2(t)

2gn(t)
.

При достижении нулевой величины этой прогнозной дальности возникает
возможность подъема передней стойки шасси для разворота самолета на
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Рис. 2. Накопление энергий на наземном и воздушном сегментах траектории.

взлетный угол атаки. В процессе разбега предложено выдавать сообщение
пилоту на дисплее о дальности до точки подъема передней опоры шасси. Ин-
струментальная оценка этой дальности в отличие от интуитивной улучшает
ситуативную осведомленность пилота и снижает предпосылки для ошибоч-
ных действий. В процессе разбега предлагается выдавать пилоту на прибор-
ной панели или на дисплее сообщение о дальности до точки подъема передней
стойки.
Для повышения ситуативной осведомленности и снижения психологиче-

ской напряженности служит также прогноз резерва дальности до обреза ВПП
в ТПР:

Lres(t) = LV PP − x(t)−DTPR(t).

Весьма полезной особенностью энергетического метода прогнозирования яв-
ляется учет в текущем прогнозе полной энергии, приобретаемой самолетом на
впередилежащем воздушном сегменте за пределами наземного участка, что и
позволяет вычислять прогнозные значения с опережением относительно теку-
щих событий. Соотношение энергий на наземном и воздушном сегментах для
самолетов с тремя взлетными массами представлено на рис. 2. Итак, энер-
гетический метод прогнозирования дает возможность рассчитать дальности
до всех регламентных событий на траектории осложненного взлета с опере-
жением. Информация о наступлении этих событий может быть представлена
пилоту на кабинном индикаторе в текстовой, звуковой или графической фор-
мах. Осведомленность пилота о текущей и прогнозируемой ситуации снижает
психологические нагрузки и уменьшает вероятность ошибочных или несвое-
временных реакций пилота.

5. Моделирование взлета при наличии препятствий

Апробация метода прогнозирования параметров полета в точке пролета
над препятствием была проведена на компьютерном стенде. В состав стенда
входила полная сертифицированная модель самолета ТУ-204, включая мо-
дель двигателя и модель шасси.
Пульт оператора позволял устанавливать массу и центровку самолета,

климатические условия, высотность аэродрома и составлять сценарий взлета
в соответствии с действующими РЛЭ. Управление на разбеге и взлете в этом
варианте стенда осуществлялось автоматической ЭнСУ.
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Рис. 3. Переходные процессы с энергетической системой управления.

Энергетическая система экономно и рационально расходует ресурсы орга-
нов управления — сектора газа и ручки высотного канала — при выполнении
пространственных маневров. Поэтому сценарий взлета содержал только за-
дания на требуемые значения по скорости и высоте.
На рис. 3 показаны переходные процессы по высоте Y G и скорости V P на

взлете при наличии препятствия высотой 100 м на дальности 1000 м от торца
ВПП для самолета с тремя различными взлетными массами.
Целью моделирования было сравнение положения прогнозных точек при-

нятия решения на взлет с рекомендациями РЛЭ для самолета с разной массой
(от минимальной до максимальной) и расположением препятствий высотой
от 50 до 150 м на удалении от обреза ВПП от 500 до 3000 м. В процессе взлета
фиксировалось положение самолета на ВПП (координата XTPR), в котором
текущее энергетическое состояние с учетом прогноза движения было доста-
точным для безопасного взлета.
В табл. 1 приведены координаты точек принятия решения, рассчитанные

по прогнозу Xprogn
V1

, и координаты точек, в которых фактически достигается
регламентная скорость V1 принятия решения на взлет X

fact
V1

для самолета с
взлетной массой 70, 90 и 105 т, а также координаты XVr точек достижения
скорости подъема носовой опоры.
Сравнение координат показывает, что прогноз достижимости пролета над

препятствием, а также прогноз скорости подъема носового колеса осуществ-
ляется намного раньше, чем самолет приобретает скорости принятия реше-
ния V1 и Vr, предписываемые РЛЭ.
Для стендовой отработки режимов взлета при информационной поддерж-

ке пилота был реализован прототип индикатора движения самолета в реаль-

Таблица 1. Сравнение прогнозных и реальных координат
Масса, т V1, км/ч Xfact

V1
, м Xprogn

V1
, м Vr, км/ч XVr , м

70 204 515 153 210 547
90 220 764 508 228 825
106 238 1095 837 245 1203
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Рис. 4. Окно прототипа индикатора взлета в кабине пилота.

ном времени по ВПП и на воздушном участке. Окно индикатора на момент
пролета над препятствием показано на рис. 4.
В окне индикатора демонстрируются истории заданных и реальных значе-

ний основных параметров полета — высоты и скорости. На высотной траек-
тории изображен символ самолета в его текущем положении. Условно изоб-
ражены ВПП и препятствие. На прототипе индикатора в реальном времени
последовательно возникают прогнозные отметки дальностей до точки воз-
можности принятия решения на взлет (DTPR), до точки достижения регла-
ментной скорости принятия решения (DV1) и до точки отрыва носового ко-
леса (DVr) с указанием их численных значений.

6. Метод прогнозирования дистанции безопасного торможения

Схема посадки показана на рис. 5, где обозначено: x(t) – текущее положе-
ние самолета на ВПП, Dtorm – длина тормозного пути, Xtorm – координата
конечной точки, Lres – резерв пробега до обреза ВПП.
В пределах наземного участка траектории, на этапах пробежки после при-

земления или перед прерванным взлетом, могут возникать ситуации, когда

LрезLрезLрез
XтормXтормXторм

DтормDтормDтормx(t)x(t)x(t) Стоп

Cлучайные факторы:

�Аэродинамика
�Ветер, осадки
�Реверс тяги
�Торможение шасси
�Выпуск спойлеров

Рис. 5. Схема процесса торможения.
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существует опасность выкатывания за пределы ВПП. В условиях дефици-
та времени необходимо оценить возможность или экстренного торможения и
останова в пределах ВПП, или ухода на второй круг. Длину тормозного пути
определим как расстояние, на котором скорость движения будет погашена от
текущей до некоторой малой величины ε или скорости руления.
При выбранном критерии останова V (t) � ε прогнозная длина тормозного

пути будет

(4) Dtorm =
0,5(V 2(t)− ε2

gnx(t)
.

По вычисленной оценке предельной дальности останова самолета в поле зре-
ния пилота может быть представлен резерв дистанции безопасного торможе-
ния:

Lres = LV PP − x(t)−Dtorm.

Такое сообщение будет помогать пилоту принять решение об аварийном тор-
можении, а в случае его невозможности — об уходе на второй круг.
В процессе торможения все силы и условия меняются, и поэтому рассчи-

тываемые априори оценки движения самолета по ВПП не совпадают с реаль-
ными и всегда содержат погрешность. Более того, прогноз по текущей ситуа-
ции всегда оказывается оптимистичным, так как основные силы торможения
(реверсная тяга и аэродинамическое сопротивление) уменьшаются по мере
снижения скорости движения.
Для повышения достоверности прогноза предлагается коррекция резуль-

татов прогнозирования, найденных по формуле (4), путем введения коэффи-
циента коррекции Qcor и вычисления скорректированной длины тормозного
пути:

(5) Dtormcor = QcorDtorm.

Поскольку наибольшие погрешности прогноза возникают на участках с мак-
симальным реверсом и с выпущенными интерцепторами, то коэффициенты
коррекции выбираются отдельно для каждой конфигурации средств тормо-
жения. Эти участки всегда идентифицируются, и переключение вида коррек-
ции не вызывает затруднений.
В начале тормозного пути (на реверсном участке) наибольшее влияние

на ошибки прогнозирования имеют коэффициент сцепления ksc , который и
сообщается на борт для расчета посадки, и скорость качения V , ограниченная
скоростью реверса V � Vrev.
Коэффициент коррекции на участке реверса Qrev в явном виде учитывал

именно эти факторы:
Qrev = krev(ksc)krev(V ).

Для krev(ksc) были найдены варианты аналитической аппроксимации в виде
полиномов второй, третьей и четвертой степеней. Вариант полинома третьей
степени имеет вид

krev(ksc) = 16,14(ksc)
3 − 22,55(ksc)

2 + 8,25ksc + 0,716.
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Несмотря на различия аппроксимирующих полиномов, итоговые погрешно-
сти отличались не более чем на 10%.
Эмпирическая зависимость коэффициента коррекции от скорости найдена

в виде
krev(V ) = k1(k0 + (1− k0))V/VH ,

где VH – начальная скорость торможения, k1 – коэффициент, определяю-
щий общую интенсивность коррекции, k0 – коэффициент, меняющий степень
и знак коррекции по мере движения самолета по ВПП. Настроечные коэф-
фициенты k0 и k1 определялись поиском по критерию минимума средней
погрешности прогноза на реверсном участке.
На участке пробега с выпущенными интерцепторами коррекция достига-

лась простым масштабированием коэффициентов по нормированной средней
посадочной массе mnorm=m/90:

Qint = kimnorm.

Значения ki были найдены поиском для всех условий торможения по крите-
рию минимума ошибки за весь полет. После уборки интерцепторов коэффи-
циент коррекции менял масштаб Qint = 0,8Kimnorm.
Поскольку состояния устройств торможения и действия внешних факто-

ров меняются с высокой скоростью, то для сглаживания возможных высоко-
частотных всплесков все вычисленные прогнозные значения проходят через
демпфирующий фильтр в форме апериодического звена, у которого имеется
возможность выбирать постоянную времени Tfprogn.

7. Исследования алгоритма прогнозирования дистанции торможения

Для исследования алгоритмов прогнозирования был разработан специаль-
ный моделирующий стенд. Стенд имеет набор режимов, позволяющих про-
вести анализ алгоритмов прогнозирования, их коррекцию и исследования,
а также развитые сервисные средства для задания условий эксперимента,
обработки и регистрации результатов.
В первую очередь стенд используется для определения коэффициентов

коррекции по выбранным критериям оптимальности, в качестве которых мо-
гут быть заданы ошибки прогноза на любом отрезке траектории. Программ-
ный модуль алгоритмов прогнозирования содержит базу настроек коэффи-
циентов алгоритма (5) на дискретном множестве условий торможения. Что-
бы сделать покрытие области настроек непрерывным, в составе программ-
ного обеспечения имеется модуль интерполяции коэффициентов коррекции в
функции трех аргументов [k0, k1, ki] = INTERPOL[m,ksc, Vpos].
В состав сервисного программного обеспечения исследовательского стенда

включен модуль для анализа результатов статистических испытаний разраба-
тываемых алгоритмов прогнозирования. Модуль статистических испытаний
настроен на анализ погрешностей прогнозирования точки останова в про-
цессе торможения самолета на ВПП. Случайными возмущениями являются
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Рис. 6. Функции распределения и плотности вероятности ошибок прогнозирования
дистанции торможения самолета.

разброс веса самолета и коэффициента сцепления. Закон распределения мо-
жет быть назначен нормальным или равномерным. При построении графиков
на экране изображается экспериментальная функция распределения вместе
с аналитической нормальной с теми же моментами.
На рис. 6 приведены экспериментальные функции распределения и соот-

ветствующие им плотности вероятности ошибок прогнозирования дистанции
торможения (ΔDtorm) самолета массой 90 т от начальной скорости 220 км/ч.
На каждом графике нанесена аналитическая аппроксимация функции рас-
пределения нормальным законом. Там же отмечены уровень математическо-
го ожидания (МО) и ширина 5%-го допуска на ошибки.
Как видно из графиков, случайные ошибки прогнозирования имеют рас-

пределения, близкие к нормальному. Малые значения среднего арифмети-
ческого и дисперсии ошибок свидетельствуют о высокой точности прогноза,
которая достигается эффективной коррекцией алгоритмов прогнозирования.
Наиболее сильное влияние на динамику процесса торможения оказывает

реверс тяги двигателя. Повышение достоверности прогноза на участке ре-
версирования имеет большое значение, потому что на этом участке скорость
движения наиболее высока, что приводит пилота в состояние повышенного
психологического напряжения. Исследованы и сопоставлены ошибки прогно-
зирования в течение всего этапа торможения (Ош.полн) и ошибки только
на режиме с включенным реверсом (Ош.рев). При этом коэффициенты кор-
рекции были найдены методом поиска по двум различным критериям — по
критерию минимума ошибок на участке реверса тяги min(Ош.рев) и по кри-
терию минимума ошибок на всей траектории торможения min(Ош.полн).
В табл. 2 приведены средние значения ошибок прогнозирования на участке

реверсирования и на полной траектории торможения самолета с посадочной

Таблица 2.Ошибки прогноза на реверсном участке и полной траектории торможения
Коэфф. сцеп. 0,3 0,3 0,5 0,5 0,75 0,75

Крит. опт. Ош.рев. Ош.полн. Ош.рев. Ош.полн. Ош.рев. Ош.полн.
min(Ош.рев) −8,97 −8,94 −0,48 10,27 −0,23 6,03
min(Ош.полн) −21,35 −3,81 −3,54 −2,0 1,55 0,55
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Рис. 7. Индикатор торможения.

массой 90 т, начальной скоростью 220 км/ч и коэффициентами сцепления с
ВПП 0,3, 0,5 и 0,75.
Эти данные подтверждают, что реверсный участок вносит основную по-

грешность в прогноз, и оптимизация по критерию минимума ошибки на ре-
версном участке также значительно снижает полную ошибку за весь пробег.
Прототип индикатора при движении самолета в реальном времени по ВПП

для информационной поддержки пилота показан на рис. 7. Имеются метки
текущего положения самолета и прогнозной точки окончания торможения.
Показываются также численное значение координаты самолета на ВПП и
расчетная дальность до точки останова.
Если прогнозная точка останова смещается за обрез ВВП, то это является

сигналом к уходу на второй круг.

8. Заключение

Для повышения ситуационной информированности экипажа воздушного
судна и снижения психологической напряженности в статье разработаны ал-
горитмы прогнозирования терминальных состояний во время выполнения
взлетно-посадочных операций. Алгоритмы основаны на энергетическом под-
ходе к управлению движением воздушного судна, который дает возможность
делать оценки ситуации не только в текущий момент времени, но и на впере-
дилежащем участке траектории, включая воздушный участок подлета к вы-
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сотному препятствию. Предложено сообщать результаты прогноза непосред-
ственно экипажу в форме текстовых, графических или звуковых оповещений.
На разбеге перед взлетом определена дальность до точки принятия решения
о возможности безопасного взлета и пролета над высотным препятствием. На
режиме торможения найдены алгоритмы прогнозирования дальности до точ-
ки останова или до скорости рулежки. На каждом из этих режимов прогноз
возможности безопасного достижения критических точек маневра осуществ-
ляется с опережением относительно их фактического достижения на траек-
тории движения. Это придает уверенности в выполнении полетного задания
в нестандартных или отягощенных условиях на ВПП.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ГРАМИАНОВ
И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ МЕТРИК НЕПРЕРЫВНЫХ

НЕУСТОЙЧИВЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ1

Рассматриваются детерминированные непрерывные конечномерные
стационарные линейные динамические системы управления с многими
входами и многими выходами. Предполагается, что матрица динамики
может быть как устойчивая, так и неустойчивая, но ее собственные чис-
ла различны, не принадлежат мнимой оси и не являются зеркальным
отображением друг друга относительно нуля плоскости собственных чи-
сел. В рамках единой постановки рассмотрены задачи построения спек-
тральных решений уравнений состояния и матриц грамианов управляе-
мости этих систем, а также связанных с ними энергетических функцио-
налов степени устойчивости и достижимости с целью оптимального раз-
мещения датчиков и исполнительных механизмов многосвязных систем
управления и сложных сетей. Для решения перечисленных задач в ста-
тье использованы различные модели системы в пространстве состояний:
общее представление, а также представление в различных канонических
формах. Для вычисления спектральных разложений грамианов управля-
емости использованы псевдоганкелевые матрицы (матрицы Сяо). Пред-
ложены новые методы и разработаны алгоритмы вычисления грамианов
управляемости и энергетических метрик линейных систем. Результаты
исследований могут найти применение для оптимального размещения
датчиков и исполнительных механизмов многосвязных систем управле-
ния, управления с минимальной энергией в сложных сетях различной
природы.

Ключевые слова: спектральные разложения грамианов, энергетические
функционалы, обратная матрица грамиана, устойчивость с учетом вза-
имодействия мод, уравнение Ляпунова, неустойчивые системы управле-
ния.

DOI: 10.31857/S0005231023100112, EDN: YCDMIQ

1. Введение

Мониторинг состояния объектов управления и управление демпфирова-
нием опасных колебаний являются важными направлениями исследований в
различных областях промышленности (энергетика, машиностроение, авиация
и космонавтика, робототехника). Новые технологии моделирования требуют
развития инструментов аппроксимации математических моделей сложных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 19-19-00673).
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систем различной природы. При решении этих задач важную роль играют
методы вычислений матричных уравнений Ляпунова и Сильвестра и исследо-
вание структурных свойств решений этих уравнений [1–4]. Фундаментальны-
ми свойствами линейных динамических систем, связанных с решениями этих
уравнений, являются управляемость, наблюдаемость и устойчивость. Важ-
ные результаты в этой области были получены для методов вычисления гра-
мианов систем, модели которых представлены в канонических формах управ-
ляемости и наблюдаемости. Хорошо известны применение грамианов для по-
строения упрощенных моделей динамических систем высокой размерности,
для вычисления норм передаточных функций линейных и билинейных дина-
мических систем [1, 2, 5–8]. Важную роль играют грамианы управляемости в
вычислении отклонений выхода, вызванных гауссовыми случайными возму-
щениями. В последние годы возник интерес к развитию методов вычислений
различных энергетических показателей для анализа устойчивости и степени
управляемости и наблюдаемости этих систем. Такие показатели для линей-
ных устойчивых систем и неустойчивых линейных систем были предложены
в [1, 8–11]. Упрощенные модели для больших сетей на основе выходных гра-
мианов управляемости, позволяющие вычислять энергетические показатели,
были предложены в [12]. Метод сбалансированного отсечения на основе гра-
мианов устойчивых и антиустойчивых систем был предложен в [13]. Важная
задача оптимального размещения датчиков и исполнительных устройств на
основе различных энергетических функционалов, в том числе инвариантных
эллипсоидов, и оценок степени управляемости была исследована в [14–18].
Важно отметить, что во всех этих работах использовался спектр матрицы
динамики систем.
Б.Н. Петровым и его учениками на основе прямого метода Ляпунова

были разработаны методы синтеза алгоритмов адаптации, гарантирующих
устойчивость движения самонастраивающейся системы относительно движе-
ния ее эталонной модели [19, 20]. Им был разработан принцип координатно-
параметрического управления, реализующий двукратную инвариантность в
беспоисковых самонастраивающихся системах (БСНС). В теории БСНС ис-
пользовалось понятие об обобщенном настраиваемом объекте, которое бы-
ло основано на выделении структур специально сформированного основно-
го контура и контура настраиваемого регулятора. Линеаризованные мате-
матические модели контуров включали координатные, параметрические и
координатно-параметрические модели, в том числе параметрические обрат-
ные связи в контурах настройки регулятора. Эти модели сегодня названы
билинейными динамическими моделями, которые используются в оптими-
зации, теории идентификации и адаптивного управления. Для вычисления
грамианов этих систем были разработаны обобщенные уравнения Ляпуно-
ва и предложены спектральные методы их решения [2, 10, 11]. Несомненный
вклад внесла школа Б.Н. Петрова в формирование теории управления, осно-
ванной на использовании структурных свойств эталонной модели, и в других
областях теории управления, в частности в теории инвариантных систем.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим непрерывную стационарную линейную динамическую систе-
му MIMO LTI с простым спектром со многими входами и многими выходами

Σ1:

{
ẋ = Ax (t) +Bu (t) , x(0) = 0,

y (t) = Cx (t) ,
(2.1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rm.

Если все собственные числа sr матрицы А различны, то линейную систему
можно привести к диагональному виду с помощью невырожденного преоб-
разования координат

xd = Tx, ẋd = Adxd +Bdu, yd = Cdxd,

Ad = T−1AT, Bd = T−1B, Cd = CT, Qd = T−1BBT(T−1)T,

или

A =
[
u1 u2 . . . un

]
⎡
⎢⎣
s1 0 0 0
0 s2 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . sn

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣

ν∗1
ν∗2
...
ν∗n

⎤
⎥⎥⎥⎦ = TΛT−1,

где матрица T−1 составлена из правых собственных векторов ui, а матри-
ца T — из левых собственных векторов ν∗i , соответствующих собственному
числу si.

Опр е д е л е н и е [21]. Квадратную матрицу Y = [yjη] назовем матрицей
Сяо (Zero plaid structure) такого вида:

Y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1 0 −y2 0 y3
0 y2 0 −y3 0

−y2 0 y3 0 . . .

0 −y3 0 . . . 0

y3 0 . . . 0 yn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ее элементы задаются с помощью элементов таблицы Рауса [21]

yjη =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если j + η = 2k + 1, k=1, . . . , n;

yn =
1

2Rn,1
,

yn−l =
−∑m−1

i=1 (−1)iRn−l,i+1yn−l+i

Rn−l,1
,

если j + η= 2k, k = 1, . . . , n, l = 1, n − 1,

где Ri,j — элемент таблицы Рауса для системы, находящийся на пересече-
нии i строки и j столбца. В [11] было получено спектральное разложение
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грамиана управляемости непрерывной линейной системы со многими вхо-
дами и многими выходами на основе метода вычисления грамиана, предло-
женного в [21, 22].
Те ор ем а 1 [11, 21]. Рассмотрим непрерывную линейную систему MIMO

LTI вида (2.1). Предположим, что система устойчива и все корни ее харак-
теристического уравнения различны. Тогда матрицы ее грамиана управляе-
мости являются матрицами Сяо, диагональные элементы которых опре-
деляются в виде

p11 =

n∑
k=1

1

2sk
∏n

ρ=1,ρ
=k

(
s2k − s2ρ

) ,

p22 =

n∑
k=1

(−1)1(sk)
2

2sk
∏n

ρ=1,ρ
=k

(
s2k − s2ρ

) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

pnn =

n∑
k=1

(−1)n−1 (sk)
2(n−1)

2sk
∏n

ρ=1,ρ
=k

(
s2k − s2ρ

) .

Элементы побочных диагоналей матриц грамианов определяются в виде

pjη = (−1)
j−η
2 pll, j + η = 2l, l = 1, n.

Остальные элементы матрицы грамиана равны нулю.
Сл ед с т в и е 1. Рассмотрим устойчивую непрерывную стационарную ли-

нейную динамическую систему MIMO LTI с простым спектром со многими
входами и многими выходами вида (2.1). Тогда ее грамиан управляемости
является матрицей вида [11]

Pc =

n−1∑
j=0

n−1∑
η=0

Pcj,η, Pcj,η = ω(n, sk, j, η)AjBB
TAT

η ,(2.2)

ω (n, sk, j, η ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, если j + η = 2k + 1, k = 1, . . . , n,
n∑

k=1

sjk(−sk)η
2sk

∏n
ρ=1,ρ
=k

(
s2k − s2ρ

) , если j + η = 2k, k = 1, . . . , n.

Спектральные разложения (2.2) назовем разложениями грамиана в форме
матриц Сяо. В разложении (2.2) появляется скалярная функция мультипли-
катора ω (n, sk, j, η), которая определяет структуру матриц Адамара [21].
Преобразуем систему (2.1) в верхнюю блочно-диагональную форму Шура

с унитарной матрицей преобразования U [23, 24].

x = UxSch, ẋSch = ASchxSch +BSchu, ySch = CSchxSch,

ASch = UTAU, BSch = UTB, CSch = CU,
(2.3)

ASch =

[
ASch11 ASch12

0 ASch22

]
, BSch =

[
BSch1

BSch2

]
, CSch =

[
CSch1 CSch2

]
.
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Для того чтобы получить блочно-диагональное представление, необходимо
преобразовать уравнения (2.3) таким образом, чтобы на месте блока ASch12

оказалась нулевая матрица. Для этого необходимо выполнить второе преоб-
разование

xSch =Wblxbl, ẋbl = Ablxbl +Bblu, ybl = Cblxbl,

Abl =W−1
bl ASchWbl, Bbl =W−1

bl BSch, Cbl = CSchWbl,
(2.4)

Abl =

[
ASch11 0

0 ASch22

]
, Bbl =

[
Bbl1

Bbl2

]
, Cbl =

[
Cbl1 Cbl2

]
,

Wbl =

[
Ir S
0 In−r

]
,W−1

bl =

[
Ir −S
0 In−r

]
.

Для того чтобы на месте блока ASch12 оказалась нулевая матрица, матрица S
должна удовлетворять уравнению Сильвестра

−ASch11S + SASch22 +ASch12 = 0.(2.5)

Необходимым условием существования решения этого уравнения является
следующее спектральное условие:

λs + λu 	= 0, ∀s : s = 1, r,∀u : u = r + 1, n.

Для того чтобы преобразовать систему (2.4) с блочно-диагональной матрицей
в систему с диагональной матрицей, необходимо выполнить третье преобра-
зование

xbl =Wdxd,

где Wd — матрица преобразования системы в блочно-диагональной форме,
у которой диагональные блоки имеют верхне-треугольную форму

ẋd = Adxd +Bdu, yd = Cdxd,

Ad =W−1
d AblWd, Bd =W−1

d Bbl, Cd = CblWd,

Ad =

[
Λ− 0
0 Λ+

]
, Bd =

[
Bd1

Bd2

]
, Cd =

[
Cd1 Cd2

]
,(2.6)

где Λ− и Λ+ — диагональные матрицы, состоящие из отрицательных и поло-
жительных собственных чисел соответственно.
После первого преобразования имеем соотношение

P = UPSchU
T.(2.7)

После второго преобразования получим

PSch = TPblT
T,

или

P = T2PblT
T
2 , T2 = UT.(2.8)
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После третьего преобразования с использованием (2.7), (2.8) получим

P = UT3PdT
T
3 , T3 = UTWd.

Структурированное уравнение Ляпунова после второго преобразования
имеет вид

ASch11P1 + P1A
T
Sch11 = −B1B

T
1 ,(2.9)

ASch22P2 + P2A
T
Sch22 = B2B

T
2 ,(2.10)

Pcm = T−1
2

[
P1 0
0 P2

]
T2.(2.11)

Матрица Pcm называется смешанным грамианом управляемости [13–17,
25]. Цель статьи — разработать метод и алгоритм вычисления спектральных
разложений грамианов управлямости неустойчивых линейных систем на ос-
нове описанного выше метода вычисления указанных грамианов с использо-
ванием преобразования исходной системы в блочно-диагональную форму [13].
Многие приложения спектральных разложений грамианов связаны с энер-

гетическими показателями структурных свойств управляемости, наблюдае-
мости и устойчивости. Рассмотрим задачу выбора и оптимизации мест разме-
щения датчиков и исполнительных механизмов в сложных автоматических
системах и сложных сетях [18, 26–28]. При решении этой задачи использу-
ются входная и выходная энергия системы, следы матриц грамиана управ-
ляемости и наблюдаемости и следы их обратных матриц, минимальные и
максимальные собственные числа матриц грамианов. Другая задача состоит
в оценивании меры управляемости динамической системы с использовани-
ем грамианов управляемости [25]. Эта мера определяется как минимальная
входная энергия, требуемая для перемещения системы из произвольного на-
чального состояния в произвольное конечное состояние.
Другая цель статьи — разработка метода и алгоритмов вычисления спек-

тральных разложений энергетических метрик, относящихся к указанным вы-
ше задачам. Требуется найти спектральные разложения следующих энерге-
тических метрик по простому (или парному) спектру матрицы динамики си-
стемы и матриц грамианов управляемости и наблюдаемости:

• метрика входной минимальной энергии системы [2, 18]

J1 = Emin (Pc) ,

• метрика выходной энергии системы [2, 3]

J2 = Eout,

• метрика следа матрицы грамиана [26, 27]

J3 = tr (Pc),
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• метрика следа обратных матриц грамианов управляемости [2, 12, 18]
J4 = tr (Pc)

−1,

• метрика степени достижимости
J5 = tr (Pcm),

где Pcm — смешанный грамиан управляемости [18, 25].

2.1. Основные результаты

Рассмотрим конечномерную линейную стационарную непрерывную систе-
му с многими входами и многими выходами вида (2.1). Предположим, что
спектр матрицы динамики содержит r устойчивых собственных чисел λi− ∈
∈ C

− и n−r неустойчивых собственных чисел λi+ ∈ C
+. Будем предполагать,

что спектр не содержит собственных чисел, принадлежащих мнимой оси, а
также выполнено общее условие

λi− + λj+ 	= 0,∀i : i = 1, r,∀j : j = r + 1, n.

Последнее условие означает, что спектр не содержит собственных чисел,
являющихся зеркальным отображением друг друга относительно нуля. Наи-
более простым способом вычисления спектральных разложений грамианов в
случае простого спектра матрицы динамики является приведение ее к диа-
гональному виду [1, 11]. Если в спектре появляются неустойчивые собствен-
ные числа, это требует проведения нескольких структурных преобразований
уравнений (2.1). Введем обозначения

Bd11B
T
d11 = [βd−νη ][r×r],

Bd22B
T
d22 = [βd+νη ][(n−r)×(n−r)].

Те ор ем а 2 [8]. Рассмотрим конечномерную линейную стационарную
непрерывную систему с многими входами и многими выходами вида (2.1),
приведенную к диагональному виду (2.6). Предположим, что система име-
ет простой спектр, система неустойчива, а собственные числа ее матри-
цы динамики А не находятся на мнимой оси, но могут находиться в левой
и/или правой полуплоскостях λi− ∈ C

−, i = r; λi+ ∈ C
+, i = n− r.

Кроме того, предположим, что выполнено условие

λi 	= −λj, ∀i, j : i = 1, n, j = 1, n.

Определим смешанный грамиан управляемости в виде

Pcm =
1

2π

+∞∫

−∞
(Ijω −A)−1BBT(−Ijω −AT)−1dω.(2.12)

Следующие утверждения справедливы и эквивалентны.
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• Справедливы следующие сепарабельные спектральные разложения мат-
риц решений уравнения (2.9), (2.10), соответствующих устойчивой и
анти-устойчивой подсистемам.

p
(μν)
c− = eTμPc−eν, ∀μ, ν = 1, r,

p
(μν)
c− =

−βμν−
λμ− + λν−

,

p
(μν)
c+ = eTμPc+eν, ∀μ, ν = r + 1, n,

p
(μν)
c+ =

βμν+
λμ+ + λν+

;

• Справедливы следующие сепарабельные спектральные разложения сме-
шанного грамиана управляемости по парному и простому спектрам мат-
рицы A

Pcm = T−1
3 [P− ⊕ P+]T3.(2.13)

По парному спектру:

P− =

r∑
ν=1

r∑
μ=1

p
(νμ)
c− 1

νμ
,(2.14)

P+ =
n∑

ν=r+1

n∑
μ=r+1

p
(νμ)
c+ 1

νμ
.

По простому спектру:

P− =
r∑

ν=1

p
(ν)
c− , p

(ν)
c− =

r∑
μ=1

p
(νμ)
c− 1

νμ
,(2.15)

P+ =

n∑
ν=r+1

p
(ν)
c+ , p

(ν)
c+ =

n∑
μ=r+1

p
(νμ)
c+ 1

νμ
.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Уравнения Ляпунова для диагонализован-
ной системы в данном случае имеют вид

ΛPcm + PcmΛ∗ = −Qd =
[−B−BT

− ⊕B+B
T
+

]
.

Для диагонализованной системы это уравнение распадается на два уравнения
для устойчивой и антиустойчивой подсистем

Λ−Pc− + Pc−Λ∗
− = Qd− = −B−BT

−,

Λ+P c+ + Pc+Λ
∗
+ = Qd+ = B+B

T
+.

Интегральные формулы решений уравнений Ляпунова [8]:

Pcm = [P c− ⊕ Pc+],

Pc− =

∞∫

0

eΛ−τ B−BT
−e

Λ∗
−τdτ, Pc+ =

0∫

−∞
eΛ+τ B+B

T
+e

Λ∗
+τdτ.(2.16)
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Преобразуем второй интеграл в формуле (2.16), используя замену перемен-
ных τ = −t :

0∫

−∞
eΛ+τ Qd+e

Λ+τdτ = −
∞∫

0

e−Λ+t Qd+e
−Λ∗

+tdt.

При такой замене переменных неустойчивые собственные числа антиустойчи-
вой подсистемы становятся устойчивыми собственными числами устойчивой
подсистемы и вычисление вторых интегралов сводится к схеме вычисления
первых интегралов (2.16). Отсюда следует

(−Λ+)P c+ + Pc+(−Λ∗
+) = −B+B

T
+.

Матрица [Λ− ⊕ (−Λ+)] является гурвицевой. Спектральные разложения гра-
мианов устойчивой подсистемы были ранее получены в [9]. Вначале получим
спектральные разложения грамианов в (2.16), а затем получим спектральное
разложение грамиана исходной системы согласно формуле преобразования
грамиана управляемости для невырожденного преобразования состояний с
матрицей Т

Pcm = T [P− ⊕ P+]T
T.(2.17)

Первый шаг спектральных разложений основан на преобразовании уравне-
ний состояния устойчивой подсистемы в диагональную каноническую фор-
му. В этом случае уравнения Ляпунова приобретают простой вид и элемен-
ты p

(μν)
c− матрицы решения Pc− можно вычислить по формулам [9]

p
(μν)
c− = eTμPc−eν , ∀μ, ν = 1, r,(2.18)

где eTμ , eν — единичные векторы,

eTμQd−eν = βμν−, ∀μ, ν = 1, r,

p
(μν)
c− =

−βμν−
λμ− + λν−

.(2.19)

Поскольку с учетом замены переменных вычисление спектральных разложе-
ний матрицы решения Pc+ сводится к рассмотрению подхода, предложенного
для вычисления матрицы решения Pc−, представим конечные формулы вы-
числения спектральных разложений для этого случая.
Этот подход основан на преобразовании уравнений состояния антиустой-

чивой подсистемы в диагональную каноническую форму. В этом случае эле-
менты p

(μν)
c+ матрицы решения Pc+ вычисляются по формулам

p
(μν)
c+ = eTμPc+eν, ∀μ, ν = r + 1, n,

где eTμ , eν — единичные векторы,

eTμQd+eν = βμν+,

p
(μν)
c+ =

βμν+
λμ+ + λν+

, ∀μ, ν = r + 1, n.(2.20)
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Доказательство справедливости спектральных разложений для антиустой-
чивой подсистемы полностью повторяет доказательство для устойчивой
подсистемы. Доказательство справедливости спектральных разложений
(2.13)–(2.15) следует из справедливости формулы (2.19) и преобразования
анти-устойчивой подсистемы к виду устойчивой подсистемы, собственные
числа которой являются зеркальным отображением собственных чисел пер-
вой подсистемы относительно мнимой оси. Теорема 2 доказана.
Сл ед с т в и е 2. При выполнении условий теоремы смешанный грамиан

положительно определен, поскольку матрица [Λ− ⊕ (−Λ+)] является гурви-
цевой. При этом след смешанного грамиана управляемости равен

J =

r∑
i=1

βd−ii

−2Re λi
+

n∑
i=r+1

βd+ii

2Re λi
.(2.21)

Коэффициенты βd−ii, βd+ii всегда положительны в силу формирования мат-
риц правых частей уравнений Ляпунова. Отсюда следует, что диагональные
члены матрицы смешанного грамиана положительны. Справедливы оценки

max
i
βd−ii, βd+ii = βii max,

J � βiimax

2min
i

|Re λi|n =
βiimax(

2min
i

|Re λi|
n

) .

Таким образом, след смешанного грамиана прямо пропорционален макси-
мальному значению диагонального элемента матрицы

[
B−BT− ⊕B+B

T
+

]
и об-

ратно пропорционален удвоенному среднему значению модуля собственного
числа спектра матрицы [Λ− ⊕ (−Λ+)], что подтверждает результаты иссле-
дований работы [28].

Иллюстративный пример. Рассмотрим задачу управления динамическим
объектом с четырьмя входами и четырьмя выходами. Модель объекта управ-
ления можно описать уравнениями состояния вида

Σ1:

⎧⎨
⎩

dx

dt
= Ax (t) +Bu (t) , x (0) = 0,

y (t) = Cx (t) .

A =

⎡
⎢⎣

−0,33 −2,67 −4 1,33
21,17 −23,33 −30,2 1,5
−14,67 14 17,83 −1,17

2 −1,33 −1,83 −2,17

⎤
⎥⎦ , B =

⎡
⎢⎣

1
2
5
−3

⎤
⎥⎦ , C =

⎡
⎢⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎦ .

Преобразуем систему в верхнюю блочно-диагональную формуШура. В таком
случае унитарная матрица преобразования выразится следующим образом:

U =

⎡
⎢⎣

0,125 0,943 −0,169 −0,258
0,814 −0,26 −0,056 −0,516
−0,564 −0,178 −0,225 −0,775
0,063 −0,109 −0,958 0,258

⎤
⎥⎦ .
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Система же примет вид

ASch =

⎡
⎢⎣

1 37,64 3,255 35,17
0 −4 −0,97 −0,212
0 0 −2 0,436
0 0 0 −3

⎤
⎥⎦ , BSch =

⎡
⎢⎣

−1,25
−0,137
1,465
−5,939

⎤
⎥⎦ .

Следующее преобразование происходит таким образом, чтобы матрица ASch12

стала нулевой. Подбираем матрицу преобразования Wbl так, чтобы матри-
ца Abl разделилась на два блока, устойчивую и неустойчивую подсистемы.

Wbl =

⎡
⎢⎣

1 −7,53 1,35 −8,25
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎦ , Abl =

⎡
⎢⎣

1 0 0 0
0 −4 −0,97 −0,21
0 0 −2 0,436
0 0 0 −3

⎤
⎥⎦ ,

Bbl =

⎡
⎢⎣

−53,2
−0,14
1,47
−5,94

⎤
⎥⎦ .

Проверим выполнение уравнения Сильвестра (2.5). Для удобства отображе-
ния транспонируем все составляющие уравнения
⎡
⎣

−7,529
1,35
−8,25

⎤
⎦+

⎡
⎣

−4 0 0
−0,97 −2 0
−0,212 0,436 −3

⎤
⎦×

⎡
⎣

7,529
−1,35
8,25

⎤
⎦+

⎡
⎣

37,64
3,255
35,167

⎤
⎦ =

⎡
⎣

0
0
0

⎤
⎦ .

Для системы в этом случае смешанный грамиан задается уравнением (2.11)

Pcm = T−1
2

[
P1 0
0 P2

]
T2.

Pcm =

⎡
⎢⎣

5,32 −5,32 −7,98 2,66
0,94 −0,26 −0,18 −0,11
−0,17 −0,056 −0,23 −0,96
−0,26 −0,52 −0,78 0,26

⎤
⎥⎦×

⎡
⎢⎣
1417 0 0 0
0 0,0067 −0,057 0,18
0 −0,057 0,52 −1,72
0 0,18 −1,72 5,88

⎤
⎥⎦×

×

⎡
⎢⎣

0,13 0 0 −1,29
0,81 −6,39 1,04 −7,23
−0,56 4,07 −0,99 3,87
0,063 −0,58 −0,87 −0,26

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

32 −203 −132,5 11,3
−203 1290 −844 73
−132,5 −844 −349 −50,5
11,3 73 −50,5 5,57

⎤
⎥⎦ .

Проверим корректность вычисления грамиана. Матрица третьего преобразо-
вания и сама система примут вид

Wd =

⎡
⎢⎣

1 0 0 0
0 1 −0,44 0,19
0 0 0,9 −0,39
0 0 0 0,9

⎤
⎥⎦ , Ad =

⎡
⎢⎣

1 0 0 0
0 −4 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −3

⎤
⎥⎦ , Bd =

⎡
⎢⎣

−53,2
0,57
−1,25
−6,6

⎤
⎥⎦ .
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Тогда грамиан для диагонализированной системы станет равным

[P− ⊕ P+] =

⎡
⎢⎣

1417 0 0 0
0 0,04 −0,12 −0,54
0 −0,12 0,39 1,65
0 −0,54 1,65 7,26

⎤
⎥⎦ .

Общее выражение смешанного грамиана после третьего преобразования за-
пишется следующим образом:

Pcm =

⎡
⎢⎣

5,32 −5,32 −7,98 2,66
0,86 −0,29 −0,29 −0,57
−0,31 −0,31 −0,63 −0,94
−0,29 −0,57 −0,86 0,29

⎤
⎥⎦×

⎡
⎢⎣

1417 0 0 0
0 0,041 −0,12 −0,54
0 −0,12 0,39 1,65
0 −0,54 1,65 7,26

⎤
⎥⎦×

×

⎡
⎢⎣

0,125 0 0 −1,16
0,81 −6,39 3,73 −8,13
−0,56 4,07 −2,66 4,65
0,063 −0,58 −0,53 0

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

32 −203 −132,5 11,3
−203 1290 −844 73
−132,5 −844 −349 −50,5
11,3 73 −50,5 5,57

⎤
⎥⎦ .

Смешанные грамианы совпали. Проверим, выполняется ли критерий Силь-
вестра для грамиана устойчивой и антиустойчивой систем. Для этого надо,
чтобы матрицы P1 и P2 были положительно определены. Для компактности
запишем их в одну матрицу.

[P1 ⊕ P2] =

⎡
⎢⎣
1417 0 0 0
0 0,0067 −0,057 0,18
0 −0,057 0,52 −1,72
0 0,18 −1,72 5,88

⎤
⎥⎦, λP1 = 1417, λP2 =

⎡
⎣
0,0001
0,018
6,39

⎤
⎦.

Все собственные числа больше нуля. Критерий выполнен. Вычислим след по
формуле (2.21)

J =
r∑

i=1

βd−ii

−2Re λi
+

n∑
i=r+1

βd+ii

2Re λi
= 0,0067 + 0,52 + 5,88 + 1417 ≈ 1423.

Сравним значение следа спектра с оценкой

J = 1423 � 2834
2∗1
4

= 5668.

Обратная величина среднего значения модулей собственных чисел матри-
цы динамики оценивает степень разброса действительных частей собствен-
ных чисел относительно мнимой оси. Чем меньше эта величина, тем выше ее
влияние на след смешанного грамиана управляемости. Формула спектрально-
го разложения следа позволяет при необходимости выполнить более тонкий
анализ влияния распределения собственных чисел на энергетическую метри-
ку степени достижимости [25, 27].

143



3. Спектральные разложения энергетических метрик грамианов
управляемости и наблюдаемости

Рассмотрим применение полученных результатов для решения некоторых
задач оценивания состояния и управления. Получим спектральные разложе-
ния энергетических метрик.
Те ор ем а 3 [8]. Рассмотрим конечномерную линейную стационарную

непрерывную систему с многими входами и многими выходами вида (2.1),
приведенную к диагональному виду (2.6). Предположим, что система име-
ет простой спектр, система полностью управляема и неустойчива, а соб-
ственные числа ее матрицы динамики А не находятся на мнимой оси, но
могут находиться в левой и/или правой полуплоскостях

λi− ∈ C
−, i = r; λi+ ∈ C

+, i = n− r.

Кроме того, предположим, что выполнено условие

λi 	= −λj, ∀i, j : i = 1, n, j = 1, n.

Справедливы и эквивалентны следующие спектральные разложения энерге-
тических функционалов [18]:

J1 = Emin (∞) =
[
xf− xf+

]T
(Pcm)−1

[
xf− xf+

]
=

=
[
xf− xf+

]T
[

n∑
i=1

V ∗
c |σi|−1

1iiUc

] [
xf− xf+

]
.

J3 (для SISO LTI устойчивых систем) = tr

n∑
k=1

Pc,k =

n∑
k=1

trP c,k =

(
1∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)
−

∑n
k=1 s

2
k∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)
+ . . .

· · ·+ (−1)n−1
∑n

k=1 s
2n
k∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)

)
,

J4 = tr

n∑
i=1

(Pc)
−1
i =

n∑
i=1

tr (Pc)
−1
i =

[
n∑

i=1

tr
[
V ∗
c |σi|−1

1iiUc

]]
,

где N(s) — характеристический полином системы (2.1).
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Вернемся к устойчивым непрерывным

MIMO LTI системам с простым спектром и заметим, что грамианы управ-
ляемости и наблюдаемости представляют собой симметричные комплексно-
значные матрицы. В этом случае существуют их сингулярные разложения
вида [1]

Pc = VcΛV
∗
c ,

где матрица Vc образована правыми сингулярными векторами матрицы Pc,
а матрица Λ является диагональной матрицей вида

Λ = diag {|σ1| |σ2| . . . |σn|} .
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Определим матрицы S и U в виде

S = diag {sgnσ1 sgnσ2 . . . sgnσn } , Uc = VcS,

sgnσ =

{
+1, если σ � 0
−1, если σ < 0.

Тогда

Pc = UcΛV
∗
c ,(3.1)

где матрица Uc образована левыми сингулярными векторами матрицы Pc.
Поскольку Λ, Uc, Vc являются несингулярными матрицами, то

(Pc)
−1= (Uc)

−1Λ−1(V ∗
c )

−1 = V ∗
c Λ

−1Uc.(3.2)

Так как матрица Λ диагональна, ее обратную матрицу можно представить в
виде

Λ−1 =
[
|σ1|−1

111 + |σ2|−1
122 + · · ·+ |σn|−1

1nn

]
.(3.3)

Подставив (3.3) в (3.1), (3.2), получим следующие спектральные разложения
обратных грамианов управляемости по простому спектру:

(Pc)
−1 = (Pc)

−1
1 + (Pc)

−1
2 + · · ·+ (Pc)

−1
n ,

(Pc)
−1
1 = V ∗

c |σ1|−1
111Uc, (Pc)

−1
2 = V ∗

c |σ2|−1
122Uc, . . . , (Pc)

−1
n = V ∗

c |σn|−1
1nnUc.

Отсюда следуют следующие спектральные разложения энергетических функ-
ционалов [11]:

J1 = Emin (∞) =
[
xf− xf+

]T
(Pc)

−1 [ xf− xf+
]
=

=
[
xf− xf+

]T
[

n∑
i=1

V ∗
c |σi|−11iiUc

] [
xf− xf+

]
,

J2 = tr

n∑
i=1

(Pc)
−1
i =

n∑
i=1

tr (Pc)
−1
i =

[
n∑

i=1

tr [V ∗
c |σi|−1

1iiUc]

]
,

J3 (для SISO LTI систем) = tr

n∑
k=1

Pc,k =

n∑
k=1

trPc,k =

(
1∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)
−

∑n
k=1 s

2
k∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)
+ . . .

. . .+ (− 1)n−1

∑n
k=1 s

2n
k∑n

k=1 Ṅ (sk)N (−sk)

)
,

J5 = tr (Pcm) .

Теорема 3 доказана.
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Те ор ем а 4 [2]. Рассмотрим конечномерную линейную стационарную
непрерывную систему с многими входами и многими выходами общего ви-
да (2.1). Предположим, что система имеет простой спектр, полностью
управляема и устойчива. Тогда справедливы и эквивалентны следующие
спектральные разложения энергетических функционалов входной и выход-
ной энергии Ĵ1 и Ĵ2 по простому спектру грамиана управляемости:

Ĵ1 =

n∑
i=1

xT0

[
V ∗
c |σi|−11iiUc

]
x0,(3.4)

или простому спектру матрицы динамики А:

Ĵ2 =

n∑
i=1

xT0

⎡
⎣
n−1∑
j=0

n−1∑
η=0

λji (−λi)η
Ṅ (λi)N(−λi)

AT
j C

TCAη

⎤
⎦x0.(3.5)

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. В [2] доказано, что энергетические функ-
ционалы входной и выходной энергии Ĵ1 и Ĵ2 равны

Ĵ1 = inf
u,x

0∫

−∞
‖u (t)‖2dt, Ĵ2 =

∞∫

0

‖y (t) , 0, x0‖2dt.

В условиях теоремы они могут быть представлены в виде квадратичных
форм

Ĵ1 = Ec (x0) = xT0 P
#
c x0,(3.6)

Ĵ2 = Eo (x0) = xT0 Pox0,(3.7)

где P#
c — псевдоинверсия по Муру–Пенроузу матрицы грамиана управляемо-

сти, а Po — матрица грамиана наблюдаемости. В условиях теоремы матрица
грамиана управляемости является невырожденной матрицей, поэтому спра-
ведливо равенство

P#
c = P−1

c .

Подставим спектральное разложение матрицы обратного грамиана в форму-
лу (3.6), получим искомое спектральное разложение функционала входной
энергии. В [11] было получено спектральное разложение грамиана наблюдае-
мости систем в форме псевдоганкелевых матриц Сяо [11, 22, 23]

Po =

n∑
i=1

n−1∑
j=0

n−1∑
η=0

λji (−λi)η
Ṅ (λi)N(−λi)

AT
j C

TCAη.

Подставим спектральное разложение матрицы грамиана Po (3.7), получим
искомое спектральное разложение функционала выходной энергии. Теорема 4
доказана.
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Функционалы Ĵ1 и Ĵ2 использовались в [10] для анализа степени устойчи-
вости линейной системы на основе анализа аномалий квадрата H2-нормы
передаточной функции системы, обусловленных влиянием следующих слабо-
устойчивых мод:

• мод, близких началу координат,
• мод, близких мнимой оси,
• близких друг другу нескольких апериодических и колебательных мод.

В качестве основного инструмента анализа аномалий было предложено ис-
пользовать асимптотические модели спектральных разложений функциона-
лов J1 и J2 по простому и/или парному спектру матрицы динамики систе-
мы. Аналогичный подход можно распространить на анализ аномалий спек-
тральных разложений метрик следов грамианов J3 и J4, а также на анализ
степени достижимости линейной системы на основе аномалий спектральных
разложений метрики смешанного грамиана J5. Заметим, что спектральные
разложения метрик зависят от собственных чисел матрицы динамики, кото-
рые привязаны к определенному узлу графа системы, что позволяет связать
задачу оптимального размещения датчиков и исполнительных устройств с
определенными узлами на графе системы.

4. Заключение

Статья обобщает известные результаты декомпозиции грамианов для
неустойчивых непрерывных линейных систем для вычисления их спектраль-
ных разложений наиболее простого случая разложений по парному спектру
матрицы динамики. Большинство энергетических метрик, связанных с ис-
пользованием грамианов, основано на вычислении спектра матриц динамики
и мер минимальной энергии, требуемой для перехода системы из начальной
в конечную точку. В работе показано, что спектральные разложения грамиа-
нов управляемости и их обратных грамианов позволяют в рамках единого
подхода вычислить составляющие энергии, соответствующие характерным
собственным числам матриц грамианов, которые определяют основной вклад
в величину метрики достижимости и энергетической метрики устойчивости.
Эти спектральные разложения представлены в виде формул, позволяющих
анализировать влияние различных узлов графа системы на формирование
энергетических метрик достижимости и устойчивости. Полученные результа-
ты могут найти применение в задачах локализации и оптимального размеще-
ния датчиков и исполнительных механизмов на графе сложной многосвязной
системы управления или в задачах размещения управляющих узлов на гра-
фе сложной социальной, транспортной, энергетической или биологической
сети [25].
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА РОБАСТНОГО КАЧЕСТВА
ДИСКРЕТНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ПОЛИТОПИЧЕСКИХ СИСТЕМ

ПО ОТНОШЕНИЮ К СЛУЧАЙНЫМ ВОЗМУЩЕНИЯМ1

Рассматриваются дискретные линейные политопические системы, на-
ходящиеся под влиянием случайных коррелированных стационарных воз-
мущений. Предложены новые численные методы оценки анизотропийной
нормы политопической системы с помощью линейных матричных нера-
венств.

Ключевые слова: политопические неопределенности, ЛМН, средняя ани-
зотропия, случайные процессы, анализ.

DOI: 10.31857/S0005231023100124, EDN: YCLFCQ

1. Введение

Математические модели объектов управления строятся на основе извест-
ных физических законов, а также измеряемых характеристик объекта управ-
ления. Технологические допуски и ошибки измерения в объекте управления
могут привести к несоответствию математической модели и реального объек-
та управления. В некоторых случаях это несоответствие является важным и
может привести как к потере качества процессов в системе управления, так и
к потере устойчивости замкнутой системы. Таким образом, возникают задачи
анализа и управления системами с учетом неточных знаний о параметрах их
математических моделей, называемые задачами робастного анализа и управ-
ления.
В зависимости от исходных предположений на вид неопределенностей си-

стемы управления в литературе существуют различные подходы к анализу
ее робастных свойств. Одной из популярных форм описания неопределенно-
стей в линейных системах является политопическая неопределенность. Эта
неопределенность характеризуется тем, что неизвестные параметры систе-
мы лежат на заданном симплексе. Если система с политопической неопре-
деленностью является стационарной, то в литературе ее называют полито-
пической системой. Для дискретных линейных систем известно множество
методов проверки робастной устойчивости системы [1–4]. Работы [1–3] посвя-
щены исследованию устойчивости систем с политопическими стационарными
и нестационарными неопределенностями с использованием параметрических

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект 23-21-00306, https://rscf.ru/project/23-21-00306/).
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функций Ляпунова. В [4] приводятся результаты робастного анализа поли-
топических систем с использованием аппарата линейных матричных нера-
венств. Результаты приведены в форме непараметрических матричных нера-
венств.
Наряду с вопросами исследования робастной устойчивости систем с

неопределенностями одним из важных аспектов анализа систем управления
является способность подавлять внешние возмущения. Так, в литературе из-
вестны методы анализа качества подавления внешних возмущений в терми-
нах H2- и H∞-норм [5]. Если предположить, что на вход системы поступа-
ют коррелированные случайные возмущения, то для анализа качества его
подавления системой можно применить анизотропийный подход [6–8]. Осо-
бенностью анизотропийного подхода является исследование качества работы
системы при воздействии на нее коррелированных стационарных случайных
возмущений с известным уровнем средней анизотропии. Методы анизотро-
пийного анализа и синтеза в политопических системах изучались в [9–11].
В [9] была представлена параметрическая версия анизотропийной частотной
теоремы, в [10] был получен один из результатов непараметрического числен-
ного анализа анизотропийного качества, а [11] посвящена решению задачи
синтеза анизотропийного регулятора по состоянию с заданным расположени-
ем полюсов замкнутой системы.
В настоящей работе предложены численные методы решения задачи ани-

зотропийного анализа для политопических систем на основе линейных мат-
ричных неравенств. Все эти методы получены на основе использования пара-
метрической анизотропийной частотной теоремы. Проводится анализ степени
консерватизма полученных условий, а также даны оценки на их вычислитель-
ную сложность.

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейную систему с реализацией в пространстве состояний в
виде

x(k + 1) = A(Θ)x(k) +Bw(Θ)w(k),(1)
y(k) = C(Θ)x(k) +Dw(Θ)w(k),(2)

где x(k) ∈ R
n — вектор состояния системы, w(k) ∈ R

m — внешнее случай-
ное возмущение с нулевым средним и ограниченной средней анизотропией
A(W ) � a (a � 0), y(k) ∈ R

p — выход системы.
Матрицы A(Θ), Bw(Θ), C(Θ), Dw(Θ) определяются из выражений

A(Θ) =

r∑
i=1

θiAi, Bw(Θ) =

r∑
i=1

θiBwi,

C(Θ) =

r∑
i=1

θiCi, Dw(Θ) =

r∑
i=1

θiDwi,

(3)

где матрицы Ai, Bwi, Ci, Dwi являются известными постоянными матрица-
ми соответствующих размерностей, а вектор неопределенных параметров Θ
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удовлетворяет соотношениям

r∑
i=1

θi = 1, θi � 0, θi ∈ R, ∀i = 1, r.(4)

Средняя анизотропия характеризует меру отличия гауссовской случайной
последовательности от гауссовского белого шума с нулевым средним и еди-
ничной ковариационной матрицей (будем называть его стандартным) в тер-
минах относительной энтропии и может быть вычислена по формуле

A(W ) = − 1

4π

π∫

−π

ln det
mSw(ω)

1
2π

∫ π
−π TraceSw(λ)dλ

dω,(5)

где Sw(ω) — спектральная плотность последовательности W = {w(k)}k∈Z.
Таким образом, параметр a � 0 определяет множество всех гауссовских

сигналов, чья мера отличия от стандартного гауссовского белого шума, опре-
деляемого выражением (5), не превышает величины a. Следует отметить, что
функционал средней анизотропии является неотрицательным и обращается
в ноль, если W является стандартным гауссовским белым шумом [8].
Обозначим множество всех параметров Θ, удовлетворяющих (3) и (4),

через Q и рассмотрим отображение Y = FΘW , определяемое выражения-
ми (1)–(2).
Опр е д е л е н и е 1. Анизотропийной нормой политопической системы

(1)–(4) будем называть норму оператора FΘ, определяемую выражением

|||FΘ|||a = sup
Θ∈Q

sup
W : A(W )�a

‖Y ‖P
‖W‖P ,(6)

‖W‖P =

√
lim

N→∞
1

2N+1

N∑
k=−N

E|w(k)|2 — мощностная норма сигнала W .

Одним из наиболее важных свойств анизотропийной нормы является то,
что она лежит между масштабированной H2-нормой и H∞-нормой, т.е. [8]

‖FΘ‖22
m

� |||FΘ|||2a � ‖FΘ‖2∞.

Это значит, что варьируя величину средней анизотропии a от 0 до ∞,
можно сужать или расширять множество случайных сигналов, подбирая тем
самым наиболее благоприятную полосу пропускания и запасы устойчивости
системы в диапазоне между H2- и H∞-нормами.
В задаче робастного анизотропийного анализа политопических систем

необходимо получить условия для проверки робастной устойчивости и огра-
ниченности анизотропийной нормы разомкнутой системы (1)–(2) для извест-
ного уровня средней анизотропии a � 0 и заданного числа γ > 0. То есть
задачу анализа можно сформулировать следующим образом.
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Зад а ч а 1. Для известного уровня средней анизотропии a � 0 входного
случайного возмущения w(k) и заданного числа γ > 0 проверить:

1) является ли система робастно устойчивой;
2) выполняется ли условие

|||FΘ|||a < γ.

Ниже приведем известные результаты, которые необходимы для дальней-
шего изложения. Рассмотрим систему с точно заданными параметрами, в
которой размерности всех векторов и матриц совпадают с размерностями в
системе (1)–(2):

x(k + 1) = Ax(k) +Bww(k),(7)
y(k) = Cx(k) +Dww(k).(8)

Приведем формулировку анизотропийной частотной теоремы в терминах
ЛМН [13].
Лемма 1. Система (7)–(8) является устойчивой и ее анизотропийная

норма для заданного уровня средней анизотропии входного случайного сиг-
нала a � 0 ограничена сверху числом γ > 0, если найдутся такие матрицы
X > 0, Y > 0, Φ > 0 и число μ > γ2, для которых справедливы соотношения:

μ− (e−2a detΦ
)1/q

< γ2,(9)
⎡
⎢⎣

Φ− μIm � �

Bw −Y �

Dw 0 −Ip

⎤
⎥⎦ < 0,(10)

⎡
⎢⎢⎢⎣

−X � � �

0 −μIm � �

A Bw −Y �

C Dw 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0,(11)

XY = In.(12)

3. Решение задачи

3.1. Параметрическая анизотропийная частотная теорема

Сформулируем параметрические условия для анизотропийного анализа
политопической системы (1)–(2), на основе которых будут получены основ-
ные результаты данной статьи.

Те ор ем а 1. Система (1)–(2) является робастно устойчивой, а ее ани-
зотропийная норма не превышает заданного числа γ > 0 для известно-
го уровня средней анизотропии a � 0, если существуют такие матрицы
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P (Θ) > 0, Ψ(Θ) > 0, невырожденные матрицы G1(Θ), G2(Θ) и число η > γ2,
для которых справедливы матричные неравенства:

η − (e−2a detΨ(Θ)
)1/m

< γ2,(13)
⎡
⎢⎣

Ψ(Θ)− ηIm � �

G1(Θ)Bw(Θ) L1(Θ) �

Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎦ < 0,(14)

⎡
⎢⎢⎢⎣

−P (Θ) � � �

0 −ηIm � �

G2(Θ)A(Θ) G2(Θ)Bw(Θ) L2(Θ) �

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0,(15)

где L1(Θ) = −G1(Θ)−GT
1 (Θ)+P (Θ) и L2(Θ) = −G2(Θ)−GT

2 (Θ)+P (Θ), для
любого значения Θ ∈ Q.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
Условия теоремы 1 зависят явно от параметра Θ. Существование каких-

либо параметрических матриц Ψ(Θ), P (Θ), G1(Θ) и G2(Θ), которые удовле-
творяют всем условиям теоремы 1, позволит проверить робастную устойчи-
вость системы, а также установить факт ограниченности ее анизотропийной
нормы числом γ для известного уровня средней анизотропии a > 0 входного
возмущения W . В настоящее время не существует какого-либо формального
метода для определения точного вида матрицы P (Θ) как функции от век-
тора параметров Θ. Такая функция P (Θ) в научной литературе носит на-
звание параметрической матрицы Ляпунова [1, 2, 4]. Подобное утверждение
справедливо и для остальных параметрических матриц. К сожалению, такая
параметрическая зависимость может существенным образом усложнить ме-
тодику анализа исходной системы. Уменьшить вычислительную сложность
алгоритма можно, вводя дополнительные ограничения, например используя
различные аппроксимации для матриц Ψ(Θ), P (Θ), G1(Θ) и G2(Θ). Такой
подход, с одной стороны, позволяет избавиться от явного вхождения вектора
параметров Θ в матричные неравенства, но, с другой стороны, вносит некото-
рый консерватизм. Ниже представим несколько методов непараметрического
анизотропийного анализа политопической системы (1)–(2) в зависимости от
различных аппроксимаций.

3.2. Непараметрические вариации частотной теоремы

Пусть Ψ(Θ) = Ψ, G1(Θ) = G1, G2(Θ) = G2, P (Θ) = P. Тогда в выражениях
(14)–(15) параметры θi можно явно вынести за скобки. Откуда напрямую
следует следующий результат.
Те ор ем а 2. Система (1)–(2) является робастно устойчивой, а ее ани-

зотропийная норма не превышает заданного числа γ > 0 для известно-
го уровня средней анизотропии a � 0, если существуют такие матрицы
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P > 0, Ψ > 0, невырожденные матрицы G1, G2 и число η > γ2, для которых
справедливы матричные неравенства:

η − (e−2a detΨ
)1/m

< γ2,(16)
⎡
⎢⎣

Ψ− ηIm � �

G1Bwi L1 �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎦ < 0,(17)

⎡
⎢⎢⎢⎣

−P � � �

0 −ηIm � �

G2Ai G2Bwi L2 �

Ci Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0,(18)

где L1 = −G1 −GT
1 + P, L2 = −G2 −GT

2 + P и i = 1, r.

Доказательство теоремы является тривиальным и не приводится в статье.
Теорема 2 представляет собой наиболее простое и консервативное решение
задачи 1.
Воспользуемся линейной аппроксимацией для параметрической матрицы

Ляпунова и некоторых вспомогательных переменных. Справедлива следую-
щая
Те ор ем а 3. Система (1)–(2) является робастно устойчивой, а ее ани-

зотропийная норма строго меньше числа γ > 0 для известного уровня сред-
ней анизотропии a � 0 и всех возможных неопределенностей, удовлетво-
ряющих (3)–(4), если существуют такие матрицы Pi > 0, Ψ > 0, невырож-
денные матрицы G1i, G2i и число η > γ2, при которых справедливы следую-
щие матричные неравенства:

η − (e−2a detΨ
)1/m

< γ2,(19)
⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

G1iBwi −G1i −GT
1i + Pi �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦ < 0,(20)

⎡
⎢⎢⎣

−Pi � � �

0 −ηIm � �

G2iAi G2iBwi −G2i −GT
2i + Pi �

Ci Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,(21)

⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

G1iBwj −G1i −GT
1i + Pi �

Dwj 0 −Ip

⎤
⎦+

+

⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

G1jBwi −G1j −GT
1j + Pj �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦ < 0,

(22)
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⎡
⎢⎢⎣

−Pi � � �

0 −ηIm � �

G2iAj G2iBwj −G2i −GT
2i + Pi �

Cj Dwj 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦+

+

⎡
⎢⎢⎣

−Pj � � �

0 −ηIm � �

G2jAi G2jBwi −G2j −GT
2j + Pj �

Ci Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,

(23)

где i, j = 1, r, i < j.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
Полученные в теореме 3 условия не зависят от вектора параметров Θ и поз-

воляют оценить анизотропийную норму политопической системы с помощью
проверки выполнения 2r + r(r − 1) + 1 неравенства. Число неравенств, а так-
же переменных можно снизить, повысив консерватизм оценки с учетом того
факта, что Φ(Θ) = P−1(Θ). Сформулируем теорему.
Те ор ем а 4. Система (1)–(2) является робастно устойчивой, а ее ани-

зотропийная норма строго меньше числа γ > 0 для известного уровня сред-
ней анизотропии a � 0 и всех возможных неопределенностей, удовлетво-
ряющих (3)–(4), если существуют такие матрицы Φi > 0, Ψ > 0, невырож-
денные матрицы Gi и число η > γ2, при которых справедливы следующие
матричные неравенства:

η − (e−2a detΨ
)1/m

< γ2,(24)
⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

Bwi −Φi �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦ < 0,(25)

⎡
⎢⎢⎣

−Gi −GT
i +Φi � � �

0 −ηIm � �

AiGi Bwi −Φi �

CiGi Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,(26)

⎡
⎢⎢⎣

−Gi −GT
i +Φi � � �

0 −ηIm � �

AjGi Bwj −Φi �

CjGi Dwj 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦+

+

⎡
⎢⎢⎣

−Gj −GT
j +Φj � � �

0 −ηIm � �

AiGj Bwi −Φj �

CiGj Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,

(27)

где i, j = 1, r, i < j.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
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Таблица 1. Оценка вычислительной сложности методов анализа

Метод Число неравенств Число
переменных

Число
неизвестных
параметров

Теорема 2 2r + 2 6 1 +
m2 +m

2
+

5n2 + n

2

Теорема 3 2r + r(r − 1) + 2 2 + 3r 1 +
m2 +m

2
+ r

5n2 + n

2

Теорема 4 2r +
r(r − 1)

2
+ 2 2 + 2r 1 +

m2 +m

2
+ r

3n2 + n

2

Полученные в теореме 4 условия позволяют оценить анизотропийную нор-
му политопической системы, проверив выполнение 2r + r(r−1)

2 + 2 неравенств.
Данные о вычислительной сложности использования каждой из сформули-
рованных выше теорем приводятся в табл. 1.
Для оценки анизотропийной нормы системы (1)–(2) можно решить задачу

минимизации переменной γ на множестве выпуклых ограничений, задавае-
мых рассмотренными выше теоремами.
К сожалению, аналитические методы не позволяют оценить степень кон-

серватизма полученных в теоремах 3 и 4. Оценить степень консерватизма
условий можно только для конкретных примеров численными методами. Эти
методы можно разработать на основе теоремы 1. Рассмотрим сеточный ме-
тод анализа политопических систем с использованием теоремы 1. Алгоритм
может быть представлен в следующем виде.

Алг о ри тм 1 (Сеточный метод)

Шаг 1. Задаем уровень средней анизотропии a � 0 и шаг сетки h. Задаем
множество Ω, лежащее внутри единичного куба из R

r−1 и состоящее из
множества точек — узлов сетки. Фиксируем параметр Θ, назначая пер-
вые (r − 1) компонент координатами точки из множества Ω, а последнюю
вычисляем по формуле

θr = 1−
r−1∑
i=1

θi = 1.

Шаг 2. Задаем k = 1.

Шаг 3. Пока k � N, выбираем элемент множества Ωk, фиксируем мат-
рицы системы Ak =

∑r
i=1 θiAi, Bk =

∑r
i=1 θiBwi, Ck =

∑r
i=1 θiCzi, Dk =

=
∑r

i=1 θiDzwi.

Шаг 4. Для фиксированных значений Ak, Bk, Ck, Dk решается оптимизаци-
онная задача:

γ2k = min γ2

на множестве переменных {η, γ2, P, Ψ, G1, G2}, удовлетворяющих нера-
венствам (9)–(11).
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Шаг 5. Если система матричных неравенств неразрешима на шаге 4, то си-
стема является неустойчивой при данных значениях параметров, а алго-
ритм останавливается. Если решение найдено, то вычисляется значение
γ∗ = max{γk, γk−1}, Если k < N , то k = k + 1, возвращаемся на шаг 4. Ес-
ли k = N , то переходим на шаг 6.

Шаг 6. Верхняя граница анизотропийной нормы определяется как γ∗.
К одному из недостатков такого метода следует отнести то, что достаточ-

но крупный шаг сетки не позволит с удовлетворительной точностью оценить
анизотропийную норму и дать ответ об устойчивости системы. Поэтому ре-
комендуется сначала проверить систему на робастную устойчивость одним
из существующих методов.

4. Численный пример

В следующем примере оценим степень консерватизма методов оценки ани-
зотропийной нормы политопической системы, сформулированных в теоре-
мах 2–4.
Прим ер 1. Пусть система задается следующими матрицами:

A1 =

[
0,9 −0,7
0,5 −0,3

]
, A2 =

[
1 1

−0,5 −0,7

]
, A3 =

[
0,7 0,4
−0,5 −0,5

]
,

Bw1 =

[
0,5
−0,5

]
, Bw2 =

[ −0,5
2

]
, Bw3 =

[
0
−2

]
,

C1 = C2 =
[
1 0

]
, C3 =

[
1 0,3

]
, Dw1 = 0, Dw2 = 0,1, Dw3 = −0,1.

Заметим, что данная система является устойчивой при всех возможных
значениях параметров Θ. Для оценки степени консерватизма методов, пред-
ложенных в теоремах 2—4, воспользуемся сеточным методом анализа систе-
мы с шагом сетки h = 0,01. На рис. 1–3 представлены результаты минимиза-
ции величины γ в различных узлах сетки. При вычислении нормы использо-
валась теорема 1 для выбранных числовых значений вектора параметров Θ
в различных узлах сетки.
Как видно из графиков, двойной супремум (6) для различных уровней

средней анизотропии a достигается в точках Θ, не совпадающих друг с дру-
гом. Изменение нормы происходит плавно и без скачков. Проверка условий
устойчивости и попытка оценить анизотропийную норму с помощью теоре-
мы 2 приводит к неразрешимой задаче, поэтому численные результаты при-
ведены только для теорем 3 и 4. Результаты численных экспериментов по
вычислению анизотропийной нормы приведены в табл. 2.
Условия теоремы 2 являются самыми консервативными, что привело к

неразрешимой задаче. Теоремы 3 и 4 позволяют численно оценить анизо-
тропийную норму заданной системы с помощью линейных матричных нера-
венств. Как видно из табл. 2, условия теоремы 4 дают более консерватив-
ные результаты. Несмотря на это, асимптотика анизотропийной нормы для
приведенных численно реализуемых методов сохраняется при существенно
меньшей вычислительной сложности. Таким образом, данные методы можно
использовать для оценки анизотропийного качества политопических систем.
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Рис. 1. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 0.
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Рис. 2. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 0,5.
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Рис. 3. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 1,5.
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Таблица 2. Результаты вычисления анизотропийной нормы в примере 1
Средняя анизотропия a 0 0,1 0,5 1 1,5 100

|||FΘ|||a на основе теоремы 1 1,6921 1,9258 2,3825 2,6616 2,7564 2,8100
|||FΘ|||a на основе теоремы 3 4,6495 6,2913 7,9585 8,6163 8,8423 8,9707
|||FΘ|||a на основе теоремы 4 6,7304 8,1552 9,0582 9,3701 9,4742 9,5327

Таблица 3. Результаты вычисления анизотропийной нормы в примере 2
Средняя анизотропия a 0 0,1 0,3 0,7 1,5 10

|||FΘ|||a на основе теоремы 2 0,0771 1,1699 1,9277 2,6854 3,3354 3,7838
|||FΘ|||a на основе теоремы 3 0,0728 0,3581 0,5827 0,8088 1,0032 1,1375
|||FΘ|||a на основе теоремы 4 0,0727 0,3579 0,5820 0,8083 1,0028 1,1366

Прим ер 2. Рассмотрим теперь математическую модель затухающих ко-
лебаний пружинного маятника:

ẋ(t) = Ax(t) +Bww(t),

y(t) = x1(t) +Dww(t).

Здесь

A =

[
0 1

−ω2 −2ξω

]
,

где ω — собственная частота системы, ξ — коэффициент затухания, x1(t) —
координата центра масс маятника, а x2(t) — скорость центра масс.
Возмущение w(t) ∈ R

2 состоит из внешнего возмущающего воздействия,
действующего на координату x1(t), и шума измерения. Тогда

Bw =

[
1 0
0 0

]
, Dw =

[
0 0, 1

]
.

Пусть также параметры системы имеют вид ξ = 0,1, ω ∈ [4,5; 5,2].

Исходная система непрерывного времени дискретизуется с помощью экс-
траполятора нулевого порядка как

Ad = eA
fh, Bd

w =

h∫

0

eA
f (h−τ)Bwdτ,(28)

где h — шаг дискретизации.
Исходная непрерывная модель была дискретизована с шагом h = 10−3 с.

В результате были получены следующие параметры:

Ad
1 =

[
1 0,0010

−0,0202 0,9991

]
, Ad

2 =

[
1 0,0010

−0,0270 0,9989

]
,

Bd
w1 = 10−3 ·

[
1 0

−0,0101 0

]
, Bd

w2 = 10−3 ·
[

1 0
−0,0135 0

]
,

C1 = C2 =
[
1 0

]
, Dw1 = Dw2 =

[
0 0,1

]
.

Отметим, что исходная система является устойчивой. Результаты вычисле-
ния анизотропийной нормы для пружинного маятника сведены в табл. 3.
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5. Заключение

В работе получены условия ограниченности a-анизотропийной нормы ли-
нейной политопической системы в терминах линейных матричных нера-
венств. Были рассмотрены различные варианты непараметрической оценки
анизотропийной нормы, а также проведен анализ точности оценивания и вы-
числительной сложности данных методов. Условия являются выпуклыми и
сформулированы в форме матричных неравенств, количество которых зави-
сит от числа вершин политопа.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство теоремы состоит из
двух частей. В первой части будут получены условия, при которых поли-
топическая система (1)–(2) является робастно устойчивой, а ее H∞-норма
ограничена некоторым числом √

η, т.е. FΘ ∈ H∞p×m. Во второй части до-
казательства получим условия ограниченности анизотропийной нормы для
робастно устойчивой системы FΘ ∈ H∞p×m.
Рассмотрим параметрическую функцию в качестве кандидата на роль

функции Ляпунова в виде

V (k) = xT(k)P (Θ)x(k), P (Θ) > 0.(Π.1)

Так как сначала требуется доказать устойчивость системы и ограниченность
ее H∞-нормы, то для упрощения выкладок и без снижения общности пред-
положим, что W = {w(k)}k ∈ Z ∈ L2. Разница между приращениями V (k+1)
и V (k) определяется по формуле

V (k + 1)− V (k) = xT(k + 1)P (Θ)x(k + 1)− xT(k)P (Θ)x(k).(Π.2)

Рассмотрим теперь выражение:

(Π.3) V (k + 1)− V (k) + zT(k)z(k) − ηwT(k)w(k) =

= {подставим x(k + 1) = A(Θ)x(k) +Bw(Θ)w(k)

и z(k) = C(Θ)x(k) +Dw(Θ)w(k)} =

=
[
xT(k) wT(k)

]([
A(Θ) Bw(Θ)

]T
P (Θ)×

× [ A(Θ) Bw(Θ)
]
+
[
C(Θ) Dw(Θ)

]T [
C(Θ) Dw(Θ)

]−
−
[
P (Θ) 0
0 ηIm

])[
x(k)
w(k)

]
.

Таким образом, неравенство

V (k + 1)− V (k) + zT(k)z(k) − ηwT(k)w(k) < 0(Π.4)

справедливо для всех x(k) и w(k), если
[
A(Θ) Bw(Θ)

]T
P (Θ)

[
A(Θ) Bw(Θ)

]
+(Π.5)

+
[
C(Θ) Dw(Θ)

]T [
C(Θ) Dw(Θ)

]−
[
P (Θ) 0
0 ηIm

]
< 0.
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Преобразуем неравенство (Π.5) к виду
[ −P (Θ) 0

0 −ηIm

]
−
[
A(Θ) Bw(Θ)

C(Θ) Dw(Θ)

]T
×(Π.6)

×
[ −P (Θ) 0

0 −Ip

] [
A(Θ) Bw(Θ)

C(Θ) Dw(Θ)

]
< 0,

где матрица
[ −P−1(Θ) 0

0 −Ip
]
является отрицательно определенной. Приме-

няя к неравенству (Π.6) лемму о дополнении Шура, имеем⎡
⎢⎢⎢⎣

−P (Θ) � � �

0 −ηIm � �

A(Θ) Bw(Θ) −P−1(Θ) �

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0.(Π.7)

Выполнение неравенства (Π.6) для ненулевого входного сигнала делает
справедливым неравенства вида (Π.4) для любого k ∈ Z+

⋃{0} и позволяет
выполнить их суммирование от k = 0 до k = ∞. Откуда следует выполнение
неравенства

V (∞)− V (0) +

∞∑
k=0

zT(k)z(k) − η

∞∑
k=0

wT(k)w(k) < 0.(Π.8)

Для нулевых начальных условий (x(0) = 0) V (0) = 0, предполагая, что
V (∞) = 0, неравенство (Π.8) преобразуется к виду

∞∑
k=0

zT(k)z(k) < η

∞∑
k=0

wT(k)w(k).

Таким образом,

sup
Θ ∈ Q

sup
W ∈ L2

∑∞
k=0 z

T(k)z(k)∑∞
k=0w

T(k)w(k)
< η.(Π.9)

Выполнение неравенства (Π.7) гарантирует устойчивость разомкнутой си-
стемы (1)–(2) и ограниченность ее H∞-нормы сверху числом √

η.
На втором этапе необходимо найти условия, которые гарантируют ограни-

ченность анизотропийной нормы для уровня средней анизотропии входных
возмущений A(W ) � a. Тогда условия ограниченности анизотропийной нор-
мы могут быть определены анизотропийной частотной теоремы [12] в сле-
дующей форме:

−(det(Σ(Θ)))1/m < −(1− qγ2)e2a/m,(Π.10)
[
A(Θ)R(Θ)A(Θ) −R(Θ) AT(Θ)R(Θ)Bw(Θ)

BT
w(Θ)R(Θ)A(Θ) BT

w(Θ)R(Θ)Bw(Θ)− Im

]
+

+q

[
CT(Θ)

DT
w(Θ)

] [
C(Θ) Dw(Θ)

]
< 0,

(Π.11)
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где q ∈ (0,min(γ−2, ‖FΘ‖−2∞ )), а Σ(Θ) определяется из выражения

Σ(Θ) = (Im −BT
w(Θ)R(Θ)Bw(Θ)− qDT

w(Θ)Dw(Θ)).(Π.12)

Неравенство (Π.11) совпадает с неравенством (Π.5) с учетом замены пе-
ременных P (Θ) = ηR(Θ) и η = q−1. Таким образом, анизотропийная норма
системы ограничена, если выполняются неравенства (Π.7) и (Π.11).
Рассмотрим подробнее неравенство (Π.10). С учетом введенных обозначе-

ний оно может быть переписано в виде

η − (e−2a det(ηIm −BT
w(Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w(Θ)Dw(Θ)))1/m < γ2.(Π.13)

Вводя новую переменную

Ψ(Θ) < ηIm −BT
w(Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w(Θ)Dw(Θ),

где Ψ(Θ) = Ψ(Θ)T > 0 [13], убеждаемся, что неравенство (Π.13) выполнено,
если справедливы два следующих неравенства:

η − (e−2a det(Ψ(Θ)))1/m < γ2,(Π.14)

Ψ(Θ) < ηIm −BT
w(Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w(Θ)Dw(Θ).(Π.15)

Перепишем (Π.15) как

Ψ(Θ)− ηIm − [ BT
w(Θ) DT

w(Θ)
] [ −P (Θ) 0

0 −Ip

] [
Bw(Θ)

Dw(Θ)

]
< 0.(Π.16)

Применяя лемму о дополнении Шура к (Π.16), получаем

⎡
⎣

Ψ(Θ)− ηIm BT
w(Θ) DT

w(Θ)

Bw(Θ) −P−1(Θ) 0

Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎦ < 0.(Π.17)

Умножим неравенство (Π.17) слева и справа на матрицу

⎡
⎣
I 0 0

0 G1(Θ) 0

0 0 I

⎤
⎦ и

ее транспонированную, получим

⎡
⎣

Ψ(Θ)− ηIm � �

G1(Θ)Bw(Θ) Λ1(Θ) �

Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎦ < 0,(Π.18)

где Λ1(Θ) = −G1(Θ)P−1(Θ)GT
1 (Θ).
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Отметим, что для P (Θ) > 0 из неравенства

−(G1(Θ)− P (Θ))TP−1(Θ)(G1(Θ)− P (Θ)) � 0

следует, что

−G1(Θ)P−1(Θ)GT
1 (Θ) � −G1(Θ)−GT

1 (Θ) + P (Θ).

Вводя обозначение L1(Θ) = −G1(Θ) − GT
1 (Θ) + P (Θ) и заменяя Λ1(Θ) на

L1(Θ) в неравенстве (Π.18), получаем неравенство (14).
Избавимся от обращения матрицы P (Θ) в неравенстве (Π.7). Для этого

введем новую невырожденную матрицу G2(Θ). Умножая слева и справа нера-
венство (Π.7) на невырожденную матрицу

⎡
⎢⎢⎣

I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 G2(Θ) 0

0 0 0 I

⎤
⎥⎥⎦(Π.19)

и ее транспонированную соответственно, получим:

⎡
⎢⎢⎣

−P (Θ) � � �

0 −ηIm � �

G2(Θ)A(Θ) G2(Θ)Bw(Θ) Λ2(Θ) �

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,(Π.20)

где

Λ2(Θ) = −G2(Θ)P−1(Θ)GT
2 (Θ).(Π.21)

Аналогично предыдущему случаю заменяем Λ2(Θ) на выражение L2(Θ) =
= −G2(Θ)−GT

2 (Θ) + P (Θ). В результате чего получим выражение (15).
Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Зададим матрицы Ψ(Θ), G1(Θ), G2(Θ)

и P (Θ) в форме Ψ(Θ) = Ψ, G1(Θ) =
∑r

i=1 θiG1i, G2(Θ) =
∑r

i=1 θiG2i, P (Θ) =
=
∑r

i=1 θiPi. Перепишем неравенства (14) и (15) с учетом введенных допуще-
ний.
Следует заметить, что неравенства (14) и (15) содержат блоки из постоян-

ных матриц, параметрических матриц и произведений двух параметрических
матриц. С учетом введенной структуры параметрических переменных, а так-
же принимая во внимание тот факт, что (

∑s
i=1 θi)

2 = 1, постоянные матрицы
могут быть записаны в форме

Ip =

(
s∑

i=1

θi

)2

Ip.
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Параметрические матрицы могут быть переписаны в форме

r∑
i=1

θiAi =
r∑

i=1

θi

⎛
⎝

r∑
j=1

θj

⎞
⎠Ai

в силу тождества
∑r

j=1 θj = 1.
Выражения вида G1(Θ)Bw(Θ) записываются следующим образом:

G1(Θ)Bw(Θ) =
r∑

i=1

θ2i (G1iBi) +
r∑

i=1

r∑
i<j

θiθj(G1iBwj +G1jBwi).

Применим приведенные выше преобразования ко всем элементам нера-
венств (14) и (15), получим :

r∑
i=1

θ2i

⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

Bwi −G1i −GT
1i + Pi �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦+

+

r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj

⎛
⎝
⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

G1iBwj −G1i −GT
1i + Pi �

Dwj 0 −Ip

⎤
⎦ +

+

⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

G1jBwi −G1j −GT
1j + Pj �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦
⎞
⎠ < 0,

r∑
i=1

θ2i

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Pi � � �

0 −ηIm � �

G2iAi G2iBwi −G2i −GT
2i + Pi �

Ci Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦+

+

r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Pi � � �

0 −ηIm � �

G2iAj G2iBwj −G2i −GT
2i + Pi �

Cj Dwj 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

+

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Pj � � �

0 −ηIm � �

G2jAi G2jBwi −G2j −GT
2j + Pj �

Ci Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠ < 0.

Так как θi � 0, i = 1, r, то очевидно, что неравенства (13)–(15) выполня-
ются, когда выполняются неравенства (19)–(23).

165



Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Рассмотрим неравенства (Π.7) и (Π.17),
полученные при доказательстве теоремы 1. Введем переменную Φ(Θ) =
= P−1(Θ), а также зафиксируем параметр η и матрицу Ψ. Тогда неравен-
ства (Π.7) и (Π.17) перепишутся в следующем виде:

⎡
⎣

Ψ− ηIm BT
w(Θ) DT

w(Θ)

Bw(Θ) −Φ(Θ) 0

Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎦ < 0(Π.22)

и
⎡
⎢⎢⎢⎣

−Φ−1(Θ) � � �

0 −γ2Im � �

A(Θ) Bw(Θ) −Φ(Θ) �

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ < 0.(Π.23)

Последнее неравенство содержит матрицу Φ−1(Θ). Чтобы избавиться от
нее, умножим неравенство (Π.23) слева и справа на матрицу

⎡
⎢⎢⎢⎣

GT(Θ) 0 0 0

0 Im 0 0

0 0 In 0

0 0 0 Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦

и ее транспонированную соответственно. В результате получаем:
⎡
⎢⎢⎣

Λ(Θ) � � �

0 −ηIm � �

A(Θ)G(Θ) Bw(Θ) −Φ(Θ) �

C(Θ)G(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎦ < 0,(Π.24)

где Λ(Θ) = −GT(Θ)Φ−1(Θ)G(Θ).
Заметим, что Φ(Θ) > 0, поэтому из выполнения неравенства

−(G(Θ) −Φ(Θ))TΦ−1(Θ)(G(Θ) − Φ(Θ)) � 0

следует, что −GT(Θ)Φ−1(Θ)G(Θ) � −G(Θ)−GT(Θ) + Φ(Θ). Из последнего
следует, что неравенство (Π.24) справедливо, если справедливо неравенство
(Π.23).
Принимая во внимание выражения для параметрических неопределенно-

стей (3)–(4), рассмотрим матрицу Φ(Θ) в форме Φ(Θ) =
∑r

i=1 θiΦi. Тогда
неравенства (Π.22) и (Π.24) запишутся в следующем виде:

r∑
i=1

θi

⎡
⎣

Ψ− ηIm � �

Bwi −Φi �

Dwi 0 −Ip

⎤
⎦ < 0,(Π.25)
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r∑
i=1

θ2i

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Gi −GT
i +Φi � � �

0 −ηIm � �

AiGi Bwi −Φi �

CiGi Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦+

+

r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Gi −GT
i +Φi � � �

0 −ηIm � �

AjGi Bwj −Φi �

CjGi Dwj 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

+

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Gj −GT
j +Φj � � �

0 −ηIm � �

AiGj Bwi −Φj �

CiGj Dwi 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠ < 0.

(Π.26)

Следует заметить, что неравенство (Π.26) можно получить, используя
свойство (4) и учитывая, что (

∑r
i=1 θi)

2 = 1. Очевидно, что из выполнения
неравенств (25)–(27) автоматически следует выполнение неравенств (Π.25)
и (Π.26), что завершает доказательство.
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