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КАК ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ

Предложен новый подход к задаче синтеза статического регулятора
по состоянию или по выходу, оптимально подавляющего ограниченные
внешние возмущения в линейной дискретной системе управления. Под-
ход основан на сведении проблемы к задаче матричной оптимизации, где
одной из переменных является матрица обратной связи. Далее эта за-
дача решается градиентным методом; его сходимость теоретически обос-
новывается для ряда важных частных случаев. Рассмотренный пример
демонстрирует эффективность предложенной итерационной процедуры.
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1. Введение

Рассмотрим линейную дискретную систему управления

xk+1 = Axk +Buk +Dwk,

yk = Cxk,

zk = C1xk,

(1)

где A∈R
n×n, B ∈R

n×p, D∈R
n×m, C ∈R

l×n, C1 ∈R
r×n, с начальным состоя-

нием x0, состоянием xk ∈R
n, наблюдаемым выходом yk ∈R

l, регулируемым
выходом zk ∈R

r, управлением uk ∈R
p и внешним возмущением wk ∈R

m, огра-
ниченным в каждый момент времени:

|wk| � 1 для всех k = 0, 1, 2, . . .(2)

Задача о подавлении ограниченных внешних возмущений состоит в нахожде-
нии стабилизирующей обратной связи, минимизирующей величину maxk |zk|.
В настоящей работе будем искать статическую линейную обратную связь по
состоянию uk = Kxk или по выходу uk = Kyk (если она существует).

Точное решение этой задачи затруднительно; следуя подходу, предложен-
ному в [1–3], будем искать субоптимальное решение этой задачи в терминах
инвариантных эллипсоидов. При этом исходную задачу будем рассматривать
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как задачу оптимизации, где одной из переменных является матрица обрат-
ной связи, а минимизируемая функция определяет критерий качества — ве-
личину эллипсоида, содержащего регулируемый выход системы. Такой под-
ход восходит к работам [4, 5], посвященным проблеме линейно-квадратичного
регулирования.

Настоящая работа является естественным продолжением статьи [6], в ко-
торой с тех же позиций рассматривается и решается задача подавления огра-
ниченных внешних возмущений для линейной системы управления в непре-
рывном времени.

Структура статьи следующая. В разделе 2 обсуждается алгоритм реше-
ния задачи анализа (нахождения минимального ограничивающего эллипсои-
да для замкнутой системы). В разделе 3 задача синтеза регулятора записыва-
ется как задача невыпуклой матричной оптимизации, даются формулировка
и обоснование итеративного алгоритма ее решения, а раздел 4 содержит де-
монстрационный пример.

2. Задача анализа

Рассмотрим дискретную динамическую систему

xk+1 = Axk +Dwk,

zk = Cxk
(3)

с устойчивой (шуровской) матрицей A ∈ R
n×n, начальным состоянием x0, со-

стоянием xk ∈ R
n, выходом zk ∈ R

l и внешним возмущением wk ∈ R
m, удо-

влетворяющим ограничению (2).
Напомним, что эллипсоид вида

Ex =
{
x ∈ R

n : xTP−1x � 1
}
, P � 0

называется инвариантным для системы (3), если из условия x0 ∈ Ex следует
xk ∈ Ex для всех моментов времени k = 1, 2, . . . При этом, если Ex — ин-
вариантный эллипсоид с матрицей P , то выход zk системы (3) при x0 ∈ Ex
принадлежит так называемому ограничивающему эллипсоиду

Ez =
{
z ∈ R

r : zT(CPCT)−1z � 1
}
,

а при x0 /∈ Ex будет стремиться к нему.
Задача анализа состоит в оценке степени влияния внешних возмущений

на вектор выхода системы. В рамках предлагаемого похода будем интере-
соваться минимальными эллипсоидами, содержащими выход системы; в ка-
честве критерия минимальности эллипсоида обычно принимается величи-
на trCPCT, равная сумме квадратов его полуосей. Имеет место следующий
результат.
Те ор ем а 1 [1, 3]. Пусть матрица A шуровская, ρ = maxi |λi(A)| < 1,

а матрица P (α) � 0, ρ2 < α < 1, удовлетворяет дискретному уравнению
Ляпунова

1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT = 0.
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Тогда задача об оптимальном ограничивающем эллипсоиде для системы (3)
сводится к минимизации одномерной функции

f(α) = trCP (α)CT

на интервале ρ2 < α < 1, и если α∗ — точка минимума и x0 удовлетворяет
условию xT0 P

−1 (α∗) x0 � 1, то гарантируется оценка

|zk| �
√

f(α∗), k = 1, 2, . . .

В статье [7] было предложено применять метод Ньютона для решения оп-
тимизационной задачи, сформулированной в теореме 1. А именно, зададим-
ся начальным приближением ρ2(A) < α0 < 1, например α0 =

(
1 + ρ2(A)

)
/2, и

применим итерационный процесс

αj+1 = αj − f ′(αj)

f ′′(αj)
,(4)

где

f ′(α) = trY

(
1

(1− α)2
DDT − 1

α2
APAT

)
,

f ′′(α) = 2 tr Y

(
1

(1− α)3
DDT +

1

α3
A(P −X)AT

)
,

а P , Y и X — решения дискретных уравнений Ляпунова

1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT = 0,

1

α
ATY A− Y + CTC = 0

и
1

α
AXAT −X +

1

(1− α)2
DDT − 1

α2
APAT = 0.

Следующая теорема гарантирует глобальную сходимость алгоритма; ее
справедливость устанавливается аналогично сходному результату в [6].
Те ор ем а 2. В методе (4) справедливы оценки

|αj − α∗| � f ′′(α0)

2jf ′′(α∗)
|α0 − α∗|, |αj+1 − α∗| � c|αj − α∗|2,

где c > 0 — некоторая константа.

3. Задача синтеза

Вернемся к системе (1) и будем далее предполагать, что матрицы D и C1 —
квадратные невырожденные.1 Задача состоит в нахождении статической ли-
нейной обратной связи по выходу

uk = Kyk
1 Это техническое предположение безусловно можно ослабить, но цель сейчас — полу-

чить наиболее простые и наглядные результаты.
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(а в случае C = I — обратную связь по состоянию), которая стабилизиру-
ет замкнутую систему (1) и подавляет воздействие внешних возмущений (2),
минимизируя размер ограничивающего эллипсоида для регулируемого выхо-
да zk. В качестве критерия оптимальности примем величину

trC1PCT
1 + ρ‖K‖2F ,

первая компонента которой определяет размер ограничивающего эллипсои-
да, а вторая представляет собой штраф, позволяющий избежать появления
больших значений матрицы регулятора (коэффициент ρ > 0 регулирует его
важность).

С учетом теоремы 1 исходная задача сводится к матричной оптимизаци-
онной задаче

min f(K,α), f(K,α) = trC1PCT
1 + ρ‖K‖2F ,

при ограничении

1

α
(A+BKC)P (A+BKC)T − P +

1

1− α
DDT = 0(5)

относительно матричных переменных P = PT ∈ R
n×n, K ∈ R

p×n и скалярно-
го параметра 0 < α < 1.

Как было показано в разделе 2, минимизацию по параметру α можно про-
водить достаточно эффективно (нужно лишь матрицу A заменить на A+
+BKC), поэтому займемся минимизацией функции

f(K) = min
α

f(K,α).

Сделаем следующее предположение.

Предп о л ожени е . Известен стабилизирующий регулятор K0, т.е.
такой, что матрица A+BK0C шуровская.

Отметим, что функция f(K) определена и положительна на множестве S
стабилизирующих регуляторов. Множество S ее определения может быть
невыпуклым и несвязным, причем его границы могут быть негладкими; здесь
ситуация полностью аналогична непрерывному случаю (см. [6]).

Лемма 1. Функция f(K) коэрцитивна на множестве S стабилизирую-
щих регуляторов (т.е. стремится к бесконечности на его границе), причем

f(K) � 1

1− ρ2(A+BKC)

λmin(CCT)

1− σ2
min(A+BKC)

‖D‖2F ,(6)

f(K) � ρ‖K‖2.
Сл ед с т в и е 1. Множество уровня

S0 = {K ∈ S : f(K) � f(K0)}
ограничено для любого регулятора K0 ∈ S.
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C другой стороны, у функции f(K) на множестве S0 существует точка
минимума (как у непрерывной функции на компактном множестве), но мно-
жество S0 не имеет общих точек с границей S в силу (6). Далее будет показа-
но, что f(K) дифференцируема на S0, следовательно, справедлив следующий
результат.
Сл ед с т в и е 2. Существует точка минимума K∗ на множестве S, и в

ней градиент обращается в нуль.
Свойства градиента и гессиана функции f(K,α) устанавливаются следую-

щими двумя леммами.
Лемма 2. Функция f(K,α) определена и дифференцируема на множе-

стве S стабилизирующих регуляторов K и для ρ2(A+BKC) < α < 1. При
этом

1

2
∇Kf(K,α) = ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT,(7)

∇αf(K,α) = trY

(
1

(1− α)2
DDT − 1

α2
(A+BKC)P (A+BKC)T

)
,

где матрицы P и Y — решения дискретных уравнений Ляпунова

1

α
(A+BKC)P (A+BKC)T − P +

1

1− α
DDT = 0(8)

и
1

α
(A+BKC)TY (A+BKC)− Y + CT

1 C1 = 0.(9)

Минимум функции f(K,α) достигается во внутренней точке множе-
ства S × (

ρ2(A+BKC), 1
)
и определяется условиями

∇Kf(K,α) = ∇αf(K,α) = 0.

При этом f(K,α) как функция от α строго выпукла на интервале ρ2(A +
+BKC) < α < 1 и достигает минимума в его внутренней точке.
Лемма 3. Функция f(K,α) дважды дифференцируема по K, причем дей-

ствие гессиана функции на произвольную матрицу 2 E ∈ R
p×l дается выра-

жением
1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] =

= ρ〈E,E〉 + 1

α
〈BTY BECPCT, E〉+ 2

α
〈BTY (A+BKC)P ′CT, E〉,

где P ′ — решение дискретного уравнения Ляпунова

1

α
(A+BKC)P ′(A+BKC)T − P ′+

+
1

α

(
(A+BKC)P (BEC)T +BECP (A+BKC)T

)
= 0.

(10)

2 Понимаемое в смысле второй производной по направлению.
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Градиент функции f(K,α) как функция от K не является липшицевым на
множестве S стабилизирующих регуляторов, однако можно показать, что —
как и в непрерывном случае — он обладает этим свойством на его подмноже-
стве S0.

Полученные свойства минимизируемой функции позволяют построить ме-
тод минимизации и обосновать его сходимость. А именно, предлагается итера-
тивный подход к решению этой задачи, в основе которого лежит применение
градиентного метода по переменной K и метода Ньютона по переменной α.

Приведем принципиальную схему алгоритма.

1. Задаемся параметрами ε > 0, γ > 0, 0 < τ < 1 и начальным стабилизи-
рующим приближением K0. Вычисляем величину

α0 =
1 + ρ2(A+BK0C)

2
.

2. На j-й итерации заданы Kj и αj . Вычисляем Aj = A+BKjC, решаем
уравнения (8), (9) и находим матрицы P , Y ; вычисляем градиент

Hj = ∇Kf(Kj, αj)

из соотношения (7).
Если ‖Hj‖ � ε, то регулятор Kj принимаем за приближенное решение.

3. Делаем шаг градиентного метода

Kj+1 = Kj − γjHj.

Длину шага γj > 0 подбираем дроблением γ до выполнения условий:
а. Kj+1 — стабилизирующий регулятор: матрица (A + BKj+1C)/

√
αj

шуровская;
б. f(Kj+1) � f(Kj)− τγj‖Hj‖2.

4. Для полученного Kj+1 решаем задачу минимизации f(Kj+1, α) по α и
находим αj+1.
Переходим к п. 2.

Предлагаемый метод сходится в следующем смысле.

Те ор ем а 3. На каждой итерации реализуется лишь конечное число
дроблений γj , функция f(Kj) монотонно убывает и градиент стремится
к нулю

lim
j→∞

‖Hj‖ = 0

со скоростью геометрической прогрессии.

Доказательство полностью аналогично непрерывному случаю и использу-
ет обычную схему анализа градиентного метода для безусловной минимиза-
ции функций с липшицевым градиентом [8].
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4. Пример

Рассмотрим систему вида (1) с матрицами

A =

⎛
⎜⎝

0,9950 0,0050 0,0998 0,0002
0,0050 0,9950 0,0002 0,0998
−0,0997 0,0997 0,9950 0,0050
0,0997 −0,0997 0,0050 0,9950

⎞
⎟⎠ ,

B =

⎛
⎜⎝
0,0050
0,0000
0,0998
0,0002

⎞
⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎝
0,0050 0,0000
0,0000 0,0050
0,0998 0,0002
0,0002 0,0998

⎞
⎟⎠ ,

C =

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
, C1 =

(
0 1 0 0
0 0 0 1

)
,

представляющую собой слегка видоизмененный пример 4.3.2 из моногра-
фии [3].

Положим ρ = 0,1 и возьмем в качестве начального некоторый стабилизи-
рующий регулятор

K0 =

(−2,9823
−3,9608

)
.

Итерационный процесс завершается на 25-м шаге и предоставляет регулятор

K∗ =
(−0,6519
−1,8166

)

и соответствующий ограничивающий эллипс по регулируемому выходу си-
стемы с матрицей (

19,2309 −3,4643
−3,4643 10,3506

)
.

Динамика итерационного процесса показана на рис. 1.
Взяв в качестве начального приближения стабилизирующий регулятор

K ′
0 =

(−0,3675

−0,7106

)
,

на 24-м шагу получаем регулятор

K ′
∗ =

(−0,6527

−1,8166

)

и соответствующий ограничивающий эллипс с матрицей
(
19,2293 −3,4638

−3,4638 10,3543

)
.
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Рис. 1. Оптимизационная процедура.

Обратим внимание, что регуляторы K∗ и K ′∗ отличаются по норме на доли
процента, так же, как и найденные ограничивающие эллипсы (по критерию
следа).

Для сравнения решим эту же задачу, построив обратную связь в виде
динамического регулятора

uk = Kx̂k

при помощи наблюдателя

x̂k+1 = Ax̂k +Buk + L(yk − Cx̂k), x̂0 = 0.

Следуя подходу [3], основанному на использовании техники линейных мат-
ричных неравенств, получаем матрицу обратной связи

K =
(−39,0055 −46,7193 −8,5074 −98,0176

)
,

матрицу наблюдателя

L =

⎛
⎜⎜⎝

0,5655 0,0759

−6,7183 1,8722

−2,2061 1,0573

−2,8715 0,7224

⎞
⎟⎟⎠

и матрицу (
32,2165 −14,9238

−14,9238 36,3654

)

эллипса, содержащего регулируемый выход.
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Рис. 2. Ограничивающие эллипсы.

Небольшое техническое различие между постановками этих задач состо-
ит в том, что в последнем случае вместо регуляризующей добавки ρ‖K‖2F в
минимизируемой функции с теми же целями в регулируемый выход системы
вводится дополнительный член с управлением: zk = C1xk +B1uk.

На рис. 2 сплошной линией показан ограничивающий эллипс, найденный
в соответствии с предлагаемой итерационной процедурой, а пунктиром — эл-
липс, предоставляемый динамическим регулятором. Довольно большая раз-
ница в размерах эллипсов объясняется тем, что при построении динамической
обратной связи приходится производить ряд загрублений для того, чтобы ли-
неаризовать матричные неравенства, что и приводит к излишнему консерва-
тизму.

5. Заключение

Предложен новый подход к задаче синтеза регулятора, оптимально по-
давляющего ограниченные внешние возмущения в линейной дискретной си-
стеме. Он основан на сведении проблемы к задаче матричной оптимизации,
где переменной является матрица обратной связи. Далее эта задача решает-
ся градиентным методом; его сходимость теоретически обосновывается для
ряда важных частных случаев. Рассмотренный пример демонстрирует эф-
фективность предложенной процедуры.

В работе рассмотрена проблема подавления внешних возмущений при до-
статочно жестких ограничениях: в частности, предполагается, что размер-
ность возмущений и регулируемых выходов совпадает с числом состояний.
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Однако метод работает и достаточно эффективен и при отсутствии таких
ограничений; его обоснование представляет собой важную задачу.

Поскольку область определения f(K) может быть даже несвязной, труд-
но рассчитывать на сходимость к глобальному минимуму. Однако для задачи
управления по состоянию, как и в непрерывном случае, по-видимому, можно
ожидать, что минимизируемая функция удовлетворяет условию градиентно-
го доминирования и ожидать глобальную сходимость к единственной точке
минимума.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Рассмотрим последовательность допусти-
мых регуляторов {Kj} ∈ S такую, что Kj → K ∈ ∂S, т.е. ρ(A+BKC) = 1.
Это означает, что для любого ε > 0 найдется число N = N(ε) такое, что нера-
венство

|ρ(A+BKjC)− ρ(A+BKC)| = 1− ρ(A−BKjC) < ε

справедливо для всех j � N(ε).
Пусть Pj — решение уравнения (5), ассоциированного с регулятором Kj :

1

αj
(A+BKjC)Pj(A+BKjC)T − Pj +

1

1− αj
DDT = 0,

а Yj — решение двойственного к нему дискретного уравнения Ляпунова

1

αj
(A+BKjC)TYj(A+BKjC)− Yj + C1C

T
1 = 0.

Тогда с учетом [6, леммы П.1, П.2] и [7, лемма П.1.2] имеем:

f(Lj) = trC1PjC
T
1 + ρ‖Kj‖2F � trPjC1C

T
1 = tr

(
Yj

1

1− αj
DDT

)
�

� 1

1− αj
λmin(Yj)‖D‖2F � 1

1− αj

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2
min(A+BKjC)

‖D‖2F �

� 1

1− ρ2(A+BKjC)

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2
min(A+BKjC)

‖D‖2F �

� 1

ε

1

1 + ρ(A+BKjC)

λmin(C1C
T
1 )

1− σ2
min(A+BKjC)

‖D‖2F −−−→
ε→0

+∞,

поскольку ρ2(A+BKjC) < αj < 1.
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C другой стороны,

f(Kj) = trC1PjC
T
1 + ρ‖Kj‖2F � ρ‖Kj‖2F � ρ‖Kj‖2 −−−−−−−→‖Kj‖→+∞

+∞.

Лемма 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Дифференцирование по α производится

в соответствии с результатами, приведенными в разделе 2, с заменой A на
A+BKC.

Придадим в уравнении (5) величине K приращение ΔK и обозначим со-
ответствующее приращение P через ΔP :

1

α

(
A+B(K +ΔK)C

)
(P +ΔP )

(
A+B(K +ΔK)C

)T −

− (P +ΔP ) +
1

1− α
DDT = 0.

Оставляя обозначение ΔP для главной части приращения, получаем

1

α

(
(A+BKC)P (A+BKC)T +BΔKCP (A+BKC)T +

+ (A+BKC)P (BΔKC)T + (A+BKC)ΔP (A+BKC)T
)
−

− (P +ΔP ) +
1

1− α
DDT = 0.

После вычитания уравнения (5) из этого уравнения имеем

(Π.1)
1

α
(A+BKC)ΔP (A+BKC)T −ΔP+

+
1

α

(
(A+BKC)P (BΔKC)T +BΔKCP (A+BKC)T

)
= 0.

Вычислим приращение функционала f(K), линеаризуя соответствующие
величины:

Δf(K) = f(K)− f(K +ΔK) =

= trC1(P +ΔP )CT
1 + ρ‖K +ΔK‖2F − ( trC1PCT

1 + ρ‖K‖2F ) =
= trC1ΔPCT

1 + ρ trKTΔK + ρ tr (ΔK)TK = trΔPCT
1 C1 + 2ρ trKTΔK.

По лемме [6, лемма П.1] из двойственных уравнений (Π.1) и (9) имеем

Δf(K) = 2 trY
1

α
BΔKCP (A+BKC)T + 2ρ trKTΔK =

= 2 tr

(
ρKT +

1

α
CP (A+BKC)TY B

)
ΔK =

= 2

〈
ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT,ΔK

〉
.
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Таким образом, приходим к соотношению (7). Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Вычислим величину

∇2
Kf(K,α)[E,E] = 〈∇2

Kf(K,α)[E], E〉,
взяв производную от ∇Kf(K,α)[E] = 〈∇Kf(K,α), E〉 по направлению
E ∈ R

p×l.
Линеаризуя соответствующие величины, вычислим приращение функци-

онала ∇Kf(K,α)[E] по направлению E:

Δ∇Kf(K,α)[E] =

= 2

(
ρ(K + δE) +

1

α
BT(Y +ΔY )

(
A+B(K + δE)C

)
(P +ΔP )CT

)
−

−2

(
ρK +

1

α
BTY (A+BKC)PCT

)
=

= 2δ

(
ρE +

1

α
BT

(
Y BECP + Y ′(K)[E](A +BKC)P +

+ Y (A+BKC)P ′(K)[E]
)
CT

)
,

где

ΔP = P (K + δE)− P (K) = δP ′(K)[E],

ΔY = Y (K + δE)− Y (K) = δY ′(K)[E].

Таким образом, обозначая P ′ = P ′(K)[E] и Y ′ = Y ′(K)[E], имеем

1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] =

=

〈
ρE +

1

α
BT

(
Y BECP + Y ′(A+BKC)P + Y (A+BKC)P ′)CT, E

〉
.

Далее, P = P (K) есть решение дискретного уравнения Ляпунова (5); за-
пишем его в приращениях по направлению E:

1

α

(
A+B(K + δE)C

)
(P + δP ′)

(
A+B(K + δE)C

)T −

− (P + δP ′) +
1

1− α
DDT = 0

или
1

α

(
(A+BKC)P (A+BKC)T + (A+BKC)δP ′(A+BKC)T +

+ (A+BKC)P (BδEC)T +BδECP (A+BKC)T
)
−

− (P + δP ′) +
1

1− α
DDT = 0,

откуда с учетом (5) приходим к уравнению (10).
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Далее, Y = Y (K) есть решение дискретного уравнения Ляпунова (9); за-
пишем его в приращениях по направлению E:

1

α

(
A+B(K + δE)C

)T
(Y + δY ′)

(
A+B(K + δE)C

)− (Y + δY ′) + CT
1 C1 = 0

или

1

α

(
(A+BKC)TY (A+BKC) + (A+BKC)TδY ′(A+BKC) +

+ (A+BKC)TY BδEC + (BδEC)TY (A+BKC)
)
− (Y + δY ′) + CT

1 C1 = 0.

С учетом (9) имеем

1

α
(A+BKC)TY ′(A+BKC)− Y ′+

+
1

α

(
(A+BKC)TY BEC + (BEC)TY (A+BKC)

)
= 0.

(Π.2)

Из (10) и (Π.2) имеем соотношение

trP ′(A+BKC)TY BEC = trY ′BECP (A+BKC)T,

так что

1

2
∇2

Kf(K,α)[E,E] = ρ〈E,E〉 + 1

α
〈BTY BECPCT, E〉+

+
2

α
〈BTY (A+BKC)P ′CT, E〉.

Лемма 3 доказана.
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